Universidad Nacional de La Plata
Departamento de Matematica.

Control ()ptimo de Sistemas Mecanicos

Actuados : Una Aproximacion (Geométrica

Leonardo Colombo

Trabajo de iniciacion a la tnvestigacion

Directora: Dra. Marcela Zuccalli (Departamento de Matemdtica-UNLP)

Investigador Asesor: Dr. David Martin de Diego
(ICMAT-CSIC-UAM-UCSM-UCM)

LA PrLATA
19 de junio de 2009



Nocte dieque incubando
(Dia y noche ddndole vueltas)
Sir Isaac Newton

A mis papas y a mi abuela.



Agradecimientos

Después de terminar este trabajo, que mo ha sido fdcil para mi, quiero agradecer a
aquellas personas que me han apoyado de una manera especial durante todo este tiempo.

Le debo todas las gracias a Ramiro, por ser mi hermano, mi amigo, mi profesor, por ser
la persona que a pesar de todo estuvo en todo momento a mi lado. Gracias por ensenarme
tanto de la matemdtica como de la vida, ya que junto a vos aprendi que todo tiene solucion
y estos anos no hubiesen sido tan simples sin tus palabras.

Quiero agradecer a Marcela Zuccalli por este ano de intenso trabajo, por su paciencia, su
calidez, por aguantarme las llamadas a cualquier hora, y el afecto que me brindo. Por estar
siempre ahi como una madre para cualquier consejo personal que necesité y sostenerme en
los malos dias.

Gracias a David Martin de Diego, por su gran atencion durante todo este tiempo de
trabajo, por su amabilidad, su disponibilidad a pesar de los miles de kilometros de distancia,
ensenarme a crecer profesionalmente, tratar de mejorar en todo lo que haga y sobre todas
las cosas....no devolverme a mi pais antes de irmel.

A mis viejos y hermanos que supieron estar, ayudarme, escucharme, sostenerme en
la distancia y ensenarme que las cosas se hacen por uno mismo (y despertarme todas las
mananas!). A mi abuela, por hacerme sacar fuerzas para sequir adelante.

A Dani por su paciencia, por hacerme sentir que puedo y por brindarme su amor y
amistad durante estos anos.

Le agradezco a Marila por ser mi “mamd platense”, malcriarme, escucharme, aconse-
jarme y estar ahi en todo momento que necesité.

Gracias Gabi y Lau por adoptarme como hermano, por sus picardias, sus sonrisas, Sus
comidas, retarme constantemente (con mucha razon!), pelearme y ser complices en mis
locuras.

A mis companeros por soportarme, por ensenarme todos los dias cosas nuevas, por
aguantar mis malas caras y mal humor a las mananas, por horas de estudio, charlas y
mates compartidos. Porque a pesar de separarnos en momentos distintos de la carrera
siempre siguieron estando. Gracias Ceci, Neda, Jime, Euge, Pia, Pato, Josefina, Martin,
Alan.

A Poi y el Solo, por hacerme amar lo que hago, por mostrarme la simpleza y belleza de
la mecdnica y la geometria. Gracias por todo lo que me ensenaron.

A mis profesores y JTP’s, y companeros de trabajo por todo lo que aprendi junto a
ellos, por tenerme paciencia y explicarme miles de veces las cosas hasta que entienda, por



ayudarme a vencer mis temores ante la matemdtica y formarme profesionalmente. A todo
el departamento de matemdatica por hacerme sentir como en mi propia casa.

Por ultimo quiero decirle gracias a mis amigos, por la alegria que me brindan dia a dia,
por ensenarme todo el tiempo a ser mejor persona, por tantas noches y salidas compartidas,
por cuitdarme y estar siempre tanto en los buenos como en los malos momentos. Gracias
Nahuel, Joaquin, Fidel, Pablo, Jony, Seba, Ceci, Caro, Juli, Fze.

Y a la Fundacion YPF por sustentar mis estudios desde el comienzo.

Leonardo J. Colombo
La Plata,19 de junio de 2009









Indice general

1. Introduccionl 3
2. Preliminares| 7
2.1 Mecdnica Hamiltonianal . . . . . . . .. .. ... ... . 7
2.1.1. FElementos de su formulacionl . . . . . . . . ... ... ... ... .. 7

2.1.2. FEcuaciones de Hamiltonl . . . . . . . . . .. ... ... .. ..... 8

[2.2. Mecanica Lagrangianal . . . . . . . . . ... ... ... ... 9
2.2.1. FElementos de su formulacionl . . . . . . . .. ... ... 9

[2.2.2. Principio de Accion Critica] . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 9

[2.2.3. Ecuaciones de Euler Lagrange| . . . . . . .. .. ... ... ... .. 10

[2.2.4.  Approach Simplécticol. . . . . .. . ... 11

3. Sistemas Mecanicos con Vinculos 13
S Vakd Vincal cPh Ordenl 17
[4.1. Suformulacionl . . . . .. .. 17
[4.2. Su aproximacion geometrical . . . ... .. Lo 20

[5. Sistemas Vakonomos de orden superior| 27
[5.1. Sistemas Lagrangianos de orden superior| . . . . . . . . . . ... ... ... 27
[>.1.1. Fibrados tangentes de orden superior| . . . . . . . . . .. ... ... 27

[>.1.2. El principio de Hamilton y las ecuaciones de Euler-Lagrange de orden |

| SUPETION| . . . . . . e 28
[5.2. Sistemas vakonomos con vinculos de orden superiorf . . . . ... ... ... 32
[5.3. Su formulacion geomeétrica | . . . . . ..o 33

|6. Elementos de la Teoria de Control Optimo| 39
|6.1. Control Optimo| ................................. 40
|6.1.1. Control Optimo y Principio del Méximo| ............... 40

[6.2. Sistemas variacionales noholonomos y control optimo| . . . . . . . . . . .. 42

I7. Aproximacién Geométrica del Problema de Control Optimol 45
[[.1. Sistemas de Control Infractuadod . . . . . . .. ... ... ... ... ... 45
[7.2. Ejemplo: El Pendulo Invertido| . . . . . . ... ... ... ... ....... 51

I8. Versién Discreta del Problema de Control Optimo| 57
[8.1. Mecanica lagrangiana discretal . . . . . . . . .. ... ... ... o7
B8.2. Mecanica variacional discreta con vinculos . . . . . . ... ... 60



INDICE GENERAL

[8.2.1. Aproximacion geométrica de la mecanica vakonoma discreta] . . . .

[8.3. Mecanica discreta de orden superior|. . . . . . . . ... ..

[8.4. Mecanica vakonoma de orden superior|

[8.5. Sistemas de Control Infractuados Discretosf . . . . . . . . . . ... .. ...

[8.6. Ejemplo: ELL Pendulo Invertido|

[9. Conclusiones y Futuros Trabajos|

61
63
65
66
68

73



INDICE GENERAL



Capitulo 1

Introduccion

La investigacién en sistemas mecanicos y dinamicos ha tenido un profundo impacto en
otras areas de investigacion y en el desarrollo de tecnologias. Gran parte de sus avances se
ha basado en técnicas analiticas y numéricas. Es en los anos 60 cuando se pone en marcha
un ambicioso programa al introducir técnicas mas sofisticadas y potentes provenientes de los
campos de la Geometria y la Topologia, que han conducido al nacimiento de una nueva area
de la matematica, la Mecdnica Geométrica. También se han aplicado técnicas geométricas
a una variedad de problemas de control de sistemas de locomocién, robdtica, etc.

El énfasis en la geometria supone un intento de entender cualitativamente la dindmica
del sistema, lo que favorece el andlisis y el diseno de métodos numéricos. La Mecanica

Geométrica se configura como un punto de encuentro de disciplinas diversas como la
Mecanica, la Geometria, el Analisis, el Algebra, el Anadlisis Numérico, las Ecuaciones en
derivadas parciales... Actualmente, la Mecdnica Geométrica es un area de investigacion
pujante con fructiferas conexiones con otras disciplinas como la Teoria de Control No-
Lineal y el Anélisis Numérico.

La descripcién geométrica de la mecdnica lagrangiana (y hamiltoniana) tiene la ventaja
de dar ecuaciones globales intrinsecas, invariantes respecto a cualquier cambio de coorde-
nadas en el espacio de configuraciones. Eso permite trabajar con sistemas de referencia
inerciales o no-inerciales en pie de igualdad. Para un sistema de n grados de libertad en
las configuraciones, la mecanica lagrangiana proporciona un sistema de n ecuaciones di-
ferenciales ordinarias de segundo orden llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange, que nos
determinan completamente la evolucién del sistema, dadas condiciones iniciales y supuesta
la regularidad de la funcién lagrangiana.

Una formulacién alternativa es la llamada mecédnica hamiltoniana (localmente equiva-
lente a la mecénica lagrangiana cuando la funcién lagrangiana es regular) que describe la
evolucién temporal de un sistema mediante ecuaciones diferenciales de primer orden.

Durante la tultima mitad del siglo pasado, se ha extendido y desarrollado este marco geo-
métrico de la mecénica a nuevos casos: sistemas con friccion, explicitamente dependientes
del tiempo, con ligaduras (holénomas y noholénomas), teorfas clasicas de campos... Pero
una de las dreas de mayor éxito, motivado por las interesantes aplicaciones, es en la Teoria de
Control. El objetivo de la Teoria de Control es estudiar sistemas en los que podemos influir
externamente en la dindmica usando variables de control. Los sistemas que consideraremos
estan dados por ecuaciones del siguiente tipo

#(t) = fie(t),ult)), i=1,....n. (1.1)

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

donde x'(t) son las variables de estado y u(t) = (u®(t)) es la variable de control. El
objetivo tipico es encontrar controles que hagan que el estado alcance un objetivo prefijado:
llegar a un punto determinado fijado el inicial, llegar a una subvariedad de estados finales,
etc. En este trabajo, por simplicidad, nos vamos a centrar en el caso en el que los dos
estados extremos, el estado inicial y el final, son fijos, aunque otras situaciones mas generales
tienen un tratamiento similar. El estudio de sistemas de control es una rama muy activa de
la matemaética con temas de estudio como controlabilidad, accesibilidad, planificacién de
trayectorias, diseno de métodos numéricos y con aplicaciones a todas las areas de la ciencia.

En la Teoria de Control Optimo, ademas, queremos que el sistema verifique una con-
dicién adicional, que consiste habitualmente en minimizar (o maximizar) cierto funcional;
es decir, se quiere encontrar trayectorias y(t) = (z(t),u(t)) suficientemente regulares, por
ejemplo C! a trozos, con extremos fijos en el espacio de estados, z(0) = zg y z(T) = @7,
que satisfagan la ecuacién de control (1.1) y que ademés minimicen el siguiente funcional

S(y) = / L(x(t), u(t))dt

llamado también funcional objetivo o de costo, sobre un cierto espacio de trayectorias
admisibles.

Las trayectorias y(t) que verifican todas estas condiciones se diran optimales. El control
optimo es una técnica matematica usada para resolver problemas de optimizacién en siste-
mas que evolucionan en el tiempo (continua o discretamente) y que son susceptibles de ser
influenciados externamente. Una vez que el problema ha sido resuelto el control éptimo nos
da una senda de comportamiento para las variables de control, es decir, nos indica qué ac-
ciones se deben seguir para poder llevar a la totalidad del sistema de un estado inicial a
uno final de forma 6ptima o a alcanzar el objetivo inicialmente predisenado.

Para encontrar el nacimiento del calculo de variaciones y de la teoria de control éptimo
nos deberiamos remontar hasta el ano 1696, cuando Johann Bernoulli publica en la célebre
revista Acta Eruditorum, el reto de resolver la curva braquistocrona. Aqui nos centraremos
en el genial aporte del mateméatico ruso, L.S. Pontryagin . En los anos 50, Pontyagin
organiz6 un seminario matematico en el Instituto Matematico Steklov sobre probelmas de
matematica aplicada invitando a ingenieros a dar conferencias. El seminario culmind, entre
otros temas con el descubrimiento del principio del maximo (de Pontryagin). En concreto
el problema que intentaban resolver era un sistema de cinco ecuaciones diferenciales con
tres parametros de control, modelando las maniobras de un avién de combate. Pronto se
vi6 que este probelma no podia resolverse con el clasico calculo de variaciones desarrollado
por L. Euler (1707-1783) y, por tanto, era necesario encontrar nuevas técnicas. Asi fue
como L.S. Pontryagin y sus colaboradores desarrollaron su principio del méaximo. Pronto
se comprobd que las aplicaciones se extendian a otros campos cientificos: control de naves
espaciales y satélites, biomecéanica, economia, robética, etc, convirténdose actualmente en
un interesante tema de investigacion matematica.

Este trabajo aborda uno de los problemas matematicos en teoria de control que més
interés ha despertado en la tiltima década: los sistemas mecéanicos de control, poniendo espe-
cial énfasis en los sistemas infractuados (o subactuados). Esta clase de sistemas mecanicos
permite, como veremos, modelar de de forma unificada gran variedad de robots y vehicu-
los auténomos. Un sistema infractuado es aquél que posee menos entradas de control que
grados de libertad. Es claro que en el caso completamente actuado podemos afectar di-
rectamente todos los grados de libertad del sistema, sin embargo en el caso infractuado



el control es mucho mas complicado. Como ejemplo sencillo consideremos el probelma de
mantener en equilibrio una varilla cilndrica sobre la palma de nuestra mano es un buen
ejemplo de un sistema infraactuado. Este sistema, como se muestra en la figura tiene cinco
grados de libertad (tres para la posicién del punto de contacto de la mano con la varilla,
y dos angulos para la dltima). Sin embargo sélo podemos actuar en los tres grados de li-
bertad de la mano. En la practica, muchos de los sistema que necesiten acciones externas
para mantenerse en equilibrio son sistemas infractuados.

Figura 1.1: Grados de libertad de un sistema infractuado

Existe una extensa literatura de investigacion dedicada a este tipo de sistemas (véase
[12] para una referencia moderna). Pese a los grandes avances tedricos y experimentales
realizados hasta ahora, ain queda muchos problemas tedricos por resolver y el ambito de
las aplicaciones de la teoria se esta haciendo cada dia més amplio.

El problema del control de sistemas subactuados estd motivado por numerosas aplica-
ciones practicas. En primer lugar se esgrime el sélido argumento de la economia del diseno.
Si un aeronave es un sistema subactuado en el que se aplica el empuje en la direccién del
motor de reaccion y se controla la trayectoria del cuerpo con la sola intervencion del timoén
de cola y la potencia del motor, podriamos anadir actuadores, que apliquen la propulsion
en las tres direcciones espaciales y que impriman cualquier momento de giro, hasta poder
situar el avion en la posicién que queramos, incluso detenido o invertido, garantizando es-
tabilidad y trayectorias 6ptimas. Posiblemente serd un sistema mas facil de pilotar, sobre
todo en despegue y aterrizaje, pero se trataria de una maquina costosisima y el consumo
de combustible resultara sumamente ineficiente.

Otras implicaciones surgen por la propia disposicion fisica del sistema. Una lanzadera
espacial es un sistema subactuado inestable por naturaleza al aplicar el empuje del motor
por debajo de su centro de gravedad. Mantener la estabilidad de la lanzadera en la posicion
vertical superior es un reto para el control que se ha reproducido en un popular sistema
instalado en gran parte de los laboratorios de las universidades del mundo: el péndulo
invertido, que se analizara brevemente en este trabajo.

Otras aplicaciones de sistemas infractuados aparecen en el diseno de vehiculos submari-
nos, misiles, reorientacion de satélites de comunicaciones, robots bipedos... La razon ultima
es el diseno de mecanismos novedosos de locomocién, tanto fisicos como de software, que
permitan la fabricaciéon de prototipos mas agiles, mas eficientes, mas econémicos y més

habiles.

En este trabajo consideraremos sistemas mecanicos noholénomos derivados de una
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energia cinética y de un potencial en los cuales las ligaduras noholénomas vendran da-
das por una distribucién no integrable.

En primer lugar recordaremos la formulacion Lagrangiana y Hamiltoniana de los siste-
mas mecanicossin vinculos, y también haremos una breve descripcion de los dos approachs
para tratar sistemas lagrangianos con vinculos; estos son el noholénomo y el vakonémico

( ver por ejemplo [21]).

En el capitulo 4 siguiendo a [16] describiremos la formulacién de la mecénica vakonémica
para sistemas con vinculos de primer orden y su aproximacion geométrica.

En el capitulo 5 completaremos el analisis de la mecénica vakonémica para sistemas
mecanicos con Lagrangiano y vinculos de orden superior y su aproximacién geométrica
presentada en [7].

Para realizar la aproximacién geométrica de un problema de control 6ptimo de un
sistema infractuado, en el capitul 6 recordaremos los conceptos basicos de la teoria de
control éptimo que necesitaremos.

Finalmente, en el capitulo 7 realizamos dicha aproximacién geométrica y la adaptamos
al sistemas de control infractuado que describe el péndulo invertido.

A lo largo de este trabajo, utilizaremos la llamada notacion de Einstein: el simbolo de
sumatoria sobre un indice seré sobreentendido (y omitido) cada vez que ese indice aparezca
repetido en una expresion.



Capitulo 2

Preliminares

En esta seccion recordaremos los elementos basicos de las formulaciones Hamiltoniana
y Lagrangiana de los sistemas mecanicos.

Estas formulaciones de la mecanica proporcionan dos puntos de partida diferentes para
el desarrollo de la mecéanica. El approach lagrangiano de la mecanica se basa en la formula-
cién de un principio variacional, mientras que el approach hamiltoniano utiliza estructuras
geométricas tales como formas simplécticas o corchetes de Poisson. Ambos estan relaciona-
dos, al menos en una gran cantidad de casos, a través de la Transformada de Legendre.

2.1. Mecanica Hamiltoniana

2.1.1. Elementos de su formulacion

El objeto basico de la formulacion hamiltoniana de la mecanica es una variedad simplécti-
ca.

Una forma simpléctica sobre una variedad diferenciable () es una 2-forma diferencial w
cerrada y no degenerada. Es decir, una 2-forma diferencial w en @) tal que dw = 0 con la
siguiente propiedad

VgeQuyVoveT,Q v#0=3uecT,Q tal que w(u,v) # 0.

Una variedad simpléctica es un par (Q,w) donde @) es una variedad diferencial y w
una forma simpléctica sobre Q).

Un importante ejemplo de variedad simpléctica es el fibrado cotangente T*(Q) de
cualquier variedad @). Recordemos que si dim () = n, su fibrado cotangente es la variedad
de dimension 2n

Q= JT;Q,
q€Q
donde T;() es el espacio dual del espacio tangente a () en ¢, T,Q. Los abiertos coordenados
son de la forma
Q= T;Q,
qeU
con U entorno coordenado de (). Se sabe que en T*() existe una estructura simpléctica
intrinseca que puede describirse de varias maneras equivalentes.

7



8 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Si (¢') son las coordenadas locales de ¢ € U C @ con U abierto consideremos la base de
T;Q dadas por las 1-formas dq", ...,dq™ . Entonces V¥ p € T;Q p se puede escribir p = pidq’.
De esta manera se tiene que (¢, ..., ¢", p1, ..., p") es un sistema de coordenadas locales en
T*Q de (g, p).

La forma simpléctica canénica wg sobre T*() es la 2-forma diferencial que en este
sistema coordenado (q’, p;) se escribe

wolq',pi) = dg' Adp; = d(pidq").

El potencial g = p;dq’ es la 1-forma candnica en T*Q).
Denotamos por 7, : T*Q — @ la proyeccién canénica dada por 75(q, p) = ¢
Como en variedades riemannianas, en el caso de una variedad simpléctica (), existe una
identificacién entre los campos diferenciales y las 1-formas sobre ) dada por

i X(Q) — QYQ) donde i(X) = ixw

siendo ixw la 1-forma definada como la contraccién de w por X.

Definicién 2.1.1. Dadas (Q,w) una variedad simpléctica y f : Q@ — IR una funcion
diferenciable, definimos el campo vectorial Xy como el campo identificado con la 1-forma
df. Es decir,

z'Xfw = df

Xy es el campo vectorial Hamiltoniano de f.

2.1.2. Ecuaciones de Hamilton

Sea una variedad simpléctica (Q,w) que representa el espacio de fases de un sistema
mecanico.

Una funcién diferenciable H : () — R que describe la dinamica del sistema se llama
funcion hamiltoniana o Hamiltoniano.

En este caso se dice que (@, H,w) es un sistema hamiltoniano.

Las ecuaciones de movimiento llamadas ecuaciones de Hamilton estan definidas por
la condicién

q(t) = Xu(q(t)) € T, @

Esto es, la curva solucién de la dindmica es la curva integral del campo hamiltoniano
de H.

En coordenadas las ecuaciones de Hamilton definen un sistema de 2n ecuaciones de
primer orden

dat _OH ., .
i op
dpi _ 0H .

= -7 =1, ..
dt quz ’

N



2.2. MECANICA LAGRANGIANA 9
2.2. Mecanica Lagrangiana

2.2.1. Elementos de su formulacién

Si @ es una variedad diferencial de dimensién n, un sistema de coordenadas (¢*) definido
en un entorno coordenado U de () induce una base en cada espacio tangente T;() para cada
q € U. Esta base esta formada por los vectores a?;i tangentes a las curvas coordenadas.

El fibrado tangente T'Q) es la variedad diferencial de dimension 2n

7Q:=|JT,Q

q€eQ

con coordenadas (¢*, v%) sobre entornos coordenados de la forma

7,Q = | JT,Q

qeU

con U entorno coordenado de @ que estdn definidas de la siguiente manera si (¢°) son las
coordenadas de g € U y v = v* a?;i’ al elemento (¢,v) € Ty@ se le asignan las coordenadas
(¢',v").

Denotaremos mg : T'CQ) — @ a la proyeccion candnica; es decir, para (¢, v) € T'Q) se tiene
TrQ(% U) =4q.

Ahora consideremos una variedad () como el espacio de configuraciones de un sistema.
Entonces, el espacio de estados asociado estd dado por el fibrado tangente T'Q) y la dindmica
del sistema estd determinada por una funcién diferenciable L : T'() — R llamada funcién
lagrangiana o Lagrangiano.

En la seccién V de la Mécanique Analytique (1788)[20] de J. L. Lagrange aparece des-
cripta la diferencia entre la energia cinética y potencial, L = T'— V', que hoy dia es conocida
como la funcién Lagrangiana o el Lagrangiano. También aparecen las ecuaciones del movi-
miento en la forma que conocemos como ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
Sl EZE) (=) —ow=1, ..
dt (342) (861@) On=1.m

2.2.2. Principio de Accién Critica

Para formular el Principio de Accién Critica de Hamilton consideraremos el espacio de
curvas

C(Q)=C([0,T],Q) = {q:[0,T] = Q | q es una curva C*}

para un intervalo de tiempo dado [0, 7).

Se puede probar que C(Q) tiene estructura de variedad diferenciable (ver por ejemplo
1))

El espacio tangente T,C(Q) de C(Q) en g es el conjunto de funciones C? v, : [0,T] — TQ
tal que mg o v, = q.
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Sea el funcional accién A : C(Q) — R dado por

Consideremos las variaciones infinitesimales de las curvas ¢ € C(Q).
Una deformacién de una curva ¢(t) es una funcién suave ¢(t, A) tal que ¢(¢,0) = ¢(t) V t.
La variacién correspondiente esta dada por

dq(t, \) |
ox =0

q(t) =

Principio de Accion Critica establece que

Las curvas ¢(t) € C(Q) que determinan la dindmica del sistema son puntos criticos de
la accion A.

Esto es,

dC(Q)(q(t)) - dq(t) = 0

Vdq(t) variacion infinitesimal de la curva ¢(t).

2.2.3. Ecuaciones de Euler Lagrange

Se puede ver que este Principio es equivalente a las ecuaciones de Euler Lagrange ya
mencionadas en la subseccién 2.2.1.

Para establecer esta relaciéon consideramos la subvariedad de segundo orden de T'(7T'Q))
definida como

Q = {w € T(TQ) | Trg(w) = mro(w)} € T(TQ)

donde g : T(T'Q) — T'Q) es la proyeccién candnica sobre el fibrado tangente 7'Q) y T'mg
es el diferencial de la proyecciéon canénica .
d2

Observemos que Q es simplemente el conjunto de derivadas de segundo orden %4 ;o de

curvas ¢ : R — @ cuyos elementos son de la forma ((q, q), (¢,q)) € T(TQ).

Se puede demostrar el siguiente resultado (ver por ejemplo CMR)

Teorema 2.2.1. Dado el Lagrangiano L entonces existe una tnica funcion diferenciable
DgpL: Q — T*Q y una unica 1-forma diferencial ©p en T'Q tal que, para toda variacion
dq € T,C(Q) de q(t) se tiene que

T
dA(q) - 6q = / D L(d) - 5q dt +©.(q) - 54l 2.1)
0

st = ( (a0, 500) - (s, S0 ) ). 22)

donde
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La funcion DgrL es llamada Operador de FEuler-Lagrange y en coordenadas tiene la

forma

oL d oL
(DpLL); 5t dtOg

La 1-forma ©p es llamada 1-Forma Lagrangiana y en coordenadas estd dada por

oL
= g
o

O

Las ecuaciones de movimiento del sistema, llamadas Ecuaciones de Euler-Lagrange se
escriben como DgrL = 0.

2.2.4. Approach Simpléctico

La existencia de la 1-forma ©, permite formular una versién simpléctica de la mecanica
Lagrangiana.

Se define la 2-forma cerrada (2 = —dOy que es llamada la 2-forma Lagrangiana y
cuya expresion en coordenadas esta dada por

2 2

900 dq' A dg’ + 9300 N

QL(Q? Q) =

Su matriz asociada es de la forma :

A g
( or 0 ) (2:3)

8¢ 9¢7

donde A es cierta matriz antisimétrica.
Vemos asi que (7 es una forma simpléctica en 7'Q) si y sé6lo si el determinante de la
matriz (2.3) es no nulo y esto ocurre si y sélo si

0L
oo (57 0

Definicién 2.2.2. Decimos que L € C*(TQ) es un Lagrangiano regular si

0?L
oo (37 0

en todo punto; es decir, si Qdp, es simpléctica en T'Q).

Si asumimos que L es regular esta bien definido el campo vectorial lagrangiano
X1 :TQ — T(TQ) que es un campo vectorial de segundo orden en T'Q) que satisface

DELLOXL =0.
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En este caso se tiene el flujo del campo X llamado flujo lagrangiano FL: TQ xR —
TQ.

Es claro entonces que una curva ¢(t) € C(Q) es solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange si (q(t), ¢(t)) es curva integral del campo X . Es decir, ¢(t) satisfaga las ecuaciones
de Euler-Lagrange

2; (q(1),4(t)) = % (g; (q(t),q(t))> =0

para todo t € [0, 7).
Observaciéon 2.2.3. se puede ver facilmente que el flujo Fr es simpléctico. Es decir
FrQp =Qyp

Como mencionamos antes, la relacién entre la mecanica Lagrangiana y Hamltoniana
esta dada por la Transformada de Legandre

FL:TQ — T*Q

definida como

(FL(q,v),(¢,p)) = %L(q +tv)| ,_,

En [25] se puede ver que 2, = FL*wq. Més atn, O, = FL*0,,.



Capitulo 3

Sistemas Mecanicos con Vinculos

Existen dos marcos diferentes para tratar los sistemas lagrangianos con vinculos que
son la mecanica no holénoma y la mecanica vakonémica.

La mecanica no holénoma se basa en el Principio de Lagrange D’Alembert y busca
trayectorias criticas de la accién lagrangiana que sean compatibles con los vinculos. Este
approach ha demostrado ser el adecuado para resolver numerosos problemas de distintas
areas de la ingenieria como la robdtica y la teoria de control.

Por otro lado, la mecanica vakonémica se aplica al estudio de problemas de control
optimo, teoria de crecimiento econémico y movimiento de microorganismos entre otros.
Mas atn, como veremos mas adelante, bajo ciertas condiciones de regularidad, un problema
de control 6ptimo es equivalente a un problema vakonémico con vinculos de orden superior.

A diferencia del método no holénomo, este approach vakonémico es puramente varia-
cional y consiste en buscar las trayectorias criticas de la acciéon lagrangiana determinada
por el lagrangiano restringido a las curvas que satisfacen los vinculos.

Se sabe que un sistema vakondmico es equivalente al sistema descripto por el lagrangiano
extendido con los vinculos que resulta ser singular. Este nuevo sistema puede estudiarse
por ejemplo, usando la versiéon geométrica de la teoria de vinculos de Dirac dada por Gotay
y Nester [17].

Para comparar las ecuaciones de movimiento obtenidas por estos dos enfoques, consi-
deremos un sistema mecanico sobre una variedad ) de dimension n sujeto a vinculos lineales
en las velocidades que definen una distribucién D de T'Q) y cuya dindmica esta dada por el
lagrangiano L.

Asumimos que D tiene rango constante y por lo tanto, al menos localmente, existen
n — k 1-formas {w®} linealmente independientes tales que

D, = Ker{w'(q),...,w""(q)}

Principio de Lagrange D’Alembert  Recordemos el principio de Lagrange D’Alembert
en el que se basa el método noholénomo.
Una curva ¢(t) C @ es solucion del sistema si

6/L(q(t), i(1)) dt = 0 ¥5q(t) € Dy,

Este principio equivale a las ecuaciones llamadas ecuaciones de Lagrange D’Alembert.

13
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Puede verse que una curva ¢(t) € @ es solucién del sistema no holénomo si (¢q(t), 4(t)) C
TQ satisface las siguientes ecuaciones de movimiento

doL  dL
dt 0§ Og
wli' =0Va=1,..,n—k

=Awi Vi=1,....n

Consideremos un sistema local de coordenadas tales que ¢ = (r,s) y
w(q) = ds" + Al(r, s)dr®

cona=1,...n—k
Entonces, las variaciones g pueden escribirse como dq = (dr,ds) y si dg € Dy se
satisfacen que

08 + A%or* =0

En este sistema de coordenadas las ecuacines de Lagrange D’Alember se escriben como
Por otro lado, la mecénica vakonémica establece que la curva (¢(t)) C @ es solucién

del sistema si ¢(¢) es un punto critico de la accién lagrangiana A(q) = fOTL(q(t), q(t))dt
restringuida a

C*(qo, q1, [a,0], D) = {q : [a,b] = Q | q(a) = qo, q(b) = q1 y 4(t) € Dyy YVt € [a,b]}.

Se puede escribir

Ap = A|c2(

q0>q1’[a7b}’D)

Consideremos Lp = L|D — R. En coordenadas puede escribirse

Lp(r®, s*,7%) = L(r®, s, 7%, — A% (r)r®).

Si aplicamos el principio variacional standar
5/Lp(ra,s“,7'“o‘)dt =0

se obtienen las ecuaciones

doLp dlp  ,,0Lp __OL, <q, a)

dtore  ore g T pga

ore

En este approach es fundamental el resultado conocido como Teorema de los Multipli-
cadores de Lagrange (ver para mas detalles [21])

Teorema 3.0.4. (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange)

Sea N una variedad diferencial y sea F' un espacio de Banach con g : N — F una
submeridén suave tal que g=*(0) es una subvariedad de N. Sea f : N — R una funcién
diferenciable. Entonces n € g7'(0) es un punto critico Jlg=1(0) 8@y solo si existe N € F tal
que n es un punto critico de f — Ao g.
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Entonces ¢(t) es solucién del problema vakondmico si y sélo si 3 A(t) tal que (q(t), A\(t))
verifica las ecuaciones de Fuler-Lagrange correspondientes al lagrangiano extendido

L:TQxR"™ ) =R

dado por ‘
L(q,4, M\ A) = L(q,4) = Nawiq".
Estas son
d oL OL o d , ow!
Gdog og T T o
wiq' = 0.

Observacion 3.0.5. Como es bien sabido, si los vinculos son holonomos, las ecuaciones
de movimiento de un sistema derivadas de aplicar los métodos noholonomos y vakonomico
son equivalentes.

Observacion 3.0.6. Puede verse que si D es una distribucion integrable, la conexion A
en el fibrado tangente tiene curvatura nula. Por tal razon, en las ecuaciones

d OLp OLp r dLp  OL dt (q’ i)
" Ore

dt ore  Ore @ gsa  Psa

no aparece el término dw® = 0 y se convierte en

dOL 9L\ _ ,.(dOL 0L\ .
dtore  ore ) Tel\gtose " gse ) ¢ T P
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Capitulo 4

Sistemas Vakonomos con Vinculos de
Primer Orden

En este capitulo vamos a estudiar la llamada aproximacion geométrica de los sistemas
vakénomos con vinculos de primer orden. En primer lugar analizaremos con detalle el
aprroach de la mecdnica vakénoma de primer orden (para més detalles mirar [16]).

4.1. Su formulacion

Sea () el espacio de configuraciones de dimensién n de un sistema mecanico y sea
L : TQ — R un lagrangiano que describe su dindmica. Si denotamos (¢) a las coordenadas
en (), entonces tendremos como coordenadas naturales en el fibrado tangente a (g%, ¢*).
Como antes, consideraremos la proyeccién canoénica de T'Q) sobre Q, 7o : TQ) — () dada
por mo(g*, ¢%) = (¢*).

Supongamos que el sistema estd sujeto a vinculos que vienen dados por una subvariedad
M de TQ de dimensién 2n — m, localmente definida por las ecuaciones ®*(q,q) = 0 con
1 < a <m donde & : T(Q) — R son funciones diferenciables.

Vamos a suponer que el rango de la matriz

(6((131, - @m))
9(GY,-,4") ) xn
es consteante e igual a m. En consecuencia, por el teorema de la funcion implicita los vincu-

los pueden expresarse al menos localmente (reordenando las coordenadas si es necesario)
como

q* = U (¢*, ¢"), (4.1)

dondel <a<m, m+1<a<nyl<A<n. Entonces (qA, 4*) son coordenadas locales
en M C TQ.

Para formular el principio variacional restringuido que da lugar a las ecuaciones de
movimiento vakonémicas consideremos el siguiente espacio.

Dados ¢y v ¢1 € @, denotamos al conjunto de curvas diferenciables que conectan los
puntos ¢p y g1, como

C*(qo,q1) = {c:[0,1] = Q | ces C? ¢c(0) = qoc(l) = ¢}

17
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Como ya dijimos, dada ¢ una curva en C*(qo,q;) unaa variacién de c, es otra curva
: : i 2 _
diferenciable ¢, : (—¢€,€) — C*(qo, q1) s — ¢s(t) tal que ¢y = c.
Una variacion infinitesimal u de ¢ es un vector tangente a la variacion de ¢; esto es,

_ deg(t)

ds | 5=0

de(t) = u(t)

c TC(t)Q

El espacio tangente a C*(qo, q1) en c esta dado por
T.C* (g0, 1) = {u:[0,1] = TQ | u es de clase C' ,u(t) € T,»)@, u(0) = 0 y u(1) = 0}.

Ahora consideramos el subconjunto 52(q0, q1) de C?(qo,q1), que consiste en las curvas
cuyas velocidades estan en la subvariedad de vinculos M

C*(qo, q1) = {c € C*(qo, @1) | €(t) € Moy = M N gt (e(t)), ¥ ¢ € [0,1]}.

Finalmente, consideramos el funcional acciéon A definido por

A : 62((]07611) — R

c— Ale) = /0 L(c(t), é(t))dt.

Definicién 4.1.1. El problema vakénomo asociado a (Q, L, M, qo, q1) consiste en extre-
mizar el funcional A entre las curvas que satisfacen los vinculos definidos por M.

c € C%*(x,y) serd una solucion al problema vakénomo si ¢ es un punto critico de

.A |52(

q0,q1) "

Ahora, daremos una caracterizacién de las soluciones del problema vakénomo.

Proposicién 4.1.2. Una curva c € 52(:6, y) es una solucion del el problema vakénomo si
y sdlo si existe p : [0,1] — R™ tal que

(

d [ 0L oL d [0v° ov .o

dt \ g | ~ agr ~ He {% (aq'a> N 8q“] Hogga

_ oL ows (4.2)
Hoa = a—qa - Mﬁﬁ_qa’

[ ¢ = U*(¢?, ¢,

donde L : M — R es la restriccion de L a M.
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Demostracion
La condicién para que una curva sea solucién del problema vakonomico es
0= dA(e) - u= " Ale) |
= c)-u=—A(cs) |s=o,
ds 0

des

ds |s=0- Entonces tenemos que

para toda variacion ¢, de ¢ en 52((10, ¢1), donde u =

sﬁ::%(KLM@@@MQ

En coordenadas locales,

0= iA(cs)

dt .
ds

s=0

1 d ‘
- | Erteoe)

s=0

0 = /1 (a—LuA + OL o + OL 097 4 + a—La\Ijau“) dt
o \9¢" dq° 9¢* 0g* 9q¢* 9¢°

Lyror oL owe] , [OL  OL ove
= — 1) dt 4.3
AQW*W@J“%W+waQ -
(oL , oL
= P —u" | dt.
/0 ( 9 Fu" + 6cj“u
De (4.1), sabemos que las variaciones infinitesimales u
rias.

Consideremos las funciones p, defidas como las soluciones de los siguientes sistemas de
primer orden de ecuaciones diferenciales

A, con 1 < A < n no son arbitra-

o avf
c Hs 8qa

:ua_aqa

1<a<m.

Y
c

A WAL ove
ol 0q°

Entonces, usando el echo de que 1 = 1%, obtenemos

Sty = i+
ag\Hett ) T Hat

- a

0q°

oL . oW\ 0L 0w . 0ue
o Mo U g THeTgu T He

lentemento. 1 oL d (o) o> v
o equivalentemente, u”—— = — (U u") — oa—=—U" — lo—
q ) aqa dt /’l’ ILL aqa /’L aqa

expresion en (4.3) e integrando por partes, tenemos que

u®. Sustituyendo la tultima

s ove oL o
dA(c -u:/ — fta—— | u® g | 0] dt.
) 0 <[3q“ ST o3 " age
Ahora, de
oL . ow| .. d(|oL _ 0w .\ d (oL _ ou) .,
o= Mage |1 T ar \ |oge Mo dat \og Mo )"
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utilizando de nuevo integracion por partes, podemos escribir

1
/
0

Como las variaciones infinitesimales u® son arbitrarias, podemos afirmar que
dA(c) -u=0siysélosicy u, satisfacen (4.2).

u*dt .

ogr M ogr T ar \ o "o

oL ove  d (az aq:a)

Observacion 4.1.3. La manera habitual en que las ecuaciones de movimiento de la mecani-
ca vakénomas son presentada es

GO oL owr T oeny v
dt \ 0¢4 dgAr " 0gA “ldt \ 9¢A ogh |’

(q,q) =0, 1 <a<m,

(4.4)

oL
donde ®* = ¥ — ¢* y)\a:a—,
qO{
Este sistema de ecuaciones puede pensarse como las ecuaciones de Fuler-Lagrange para
el Lagrangiano extendido

— oy, 1 < a<m.

Ls:T(QxR") >R

dado por
Ly=L+ )\, @

que claramente resulta singular.

4.2. Su aproximacién geométrica

Ahora haremos una resena de una caracterizacion geométrica de la mecanica vakono-
ma similar a la formulacién dada por Skinner y Rusk [27] para Lagrangianos singulares
presentada por D. Martin de Diego, M. de Leén, S. Martinez y J. Cortez en [16]. Esta ca-
racterizaciéon es de gran interés, ya que nos permite estudiar vinculos lineales y no lineales
de manera intrinseca. Ademads, como vamos a discutir mas adelante, este formalismo per-
mitird utilizar las ideas geométricas de la mecanica en el tratamiento de problemas de
control éptimo.

Consideremos la suma de Whitney de los fibrados 7*Q y T'() denotada por T*Q & T'Q)
y las proyecciones candnicas

pri:1T"QeTQ — T7Q,

pro: T"Q & TQ — TQ.

Consideremos la subvariedad Wy = pry '(M), donde M es la subvariedad de vinculos,
localmente determinada por la ecuacién de ligaduras ®*(q,4) =0 con 1 < o < m.

Vamos a considerar el producto fibrado Wy = T*Q) x¢o M sobre @) y las proyecciones
canodnicas

m = pr
1 pl‘wo
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M9 = Pr
2 pz‘wo

Ahora, definimos en T%Q) xg M la 2-forma presimpléctica w = mjwg donde wq es la
forma simpléctica candnica en T*().

Definimos la funcién

Hwy, = (my,m9) — m3 L,
donde (-, -) denota el producto interno entre vectores y covectores de Q).

Dado (¢*) un sistema de coordenadas locales en un entorno U de Q, (¢*,4%) v (¢*,pa)
son las coordenadas inducidas en TU N M y T*() respectivamente. También tenemos coor-
denadas inducidas (¢, pa, ¢*) en T*U xq (TU N M).

Por lo tanto, el Hamiltoniano Hyy, se escribe como

Hywy (¢, pa, d*) = pad® + pa® — L(g”, %),

y la 2-forma w como
w=dg* Ndpy.

La aproximacion geométrica de un sistema vakondémico consiste en expresar sus ecua-
ciones de movimiento como las ecuaciones de Hamilton de un sistema Hamiltoniano pre-
simpléctico.

Ahora, veremos cémo la dindmica del sistema vakénomo (4.2) es determinado por las
soluciones de la ecuacion

iXOJ = dHWO . (45)

Supongamos que tenemos el sistema presimpléctico en T%Q) x g M. Primero, consideremos
el conjunto de puntos Wy de T*Q xg M donde (4.5) tiene solucién. Esta es la subvariedad
de vinculos determinada por

Wi={xeT"°QxgM|dHw,(z)(V)=0, VV € kerw} .

Como w = mjwg localmente ker w = span(a—,). Por lo tanto, la subvariedad de vinculos
qa
W, esta localmente caracterizada por los vinculos
0w OL
Ya=Pa+Pam——7——=0conm+1<a<n
9¢*  0q¢°
0, equivalentemente, .
oL ov«
w=—=——"Pa——conm—+1<a<n. 4.6
i <a< (4.6)

Desarrollando la expresién en (4.5) encontramos que las ecuaciones de movimiento a lo
largo de W, son

LA o aHWO o aHWO
- , PA=— A
Opa dq
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que son equivalentes a

qa = \Ija(quqa) ) (47)
oL oUs
ey = : 4.
P 9 P og (4.8)
d [ 0L oV oL ovs
a L, 9 ) _ _ 4.
dt (aqa Pa aqa) dg PP oga (4.9)

Se observa que estas ecuaciones son, precisamente, las ecuaciones de movimiento vakono-
mas (4.2), donde py = pla, 1 < a < m.

Es decir, las ecuaciones de movimiento de un sistema vakénomo pueden ser interpretadas
como las ecuaciones de Hamilton de un sistema Hamiltoniano presimpléctico.

Observacion 4.2.1. El Momento p,, 1 < a < m, juega el rol de multiplicador de Lagran-
ge, pero no tiene ningun significado fisico.

Definicién 4.2.2. El sistema Hamiltoniano presimpléctico (T*Q) xg M,w, Hy,) es
llamado Sistema Hamiltoniano Vakonomico.

Como ya comentamos, las ecuaciones vakénomicas corresponden a las ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas a un lagrangiano singular y por lo tanto su solucion no tienen
porqué ser unica. Obviamente tampoco se puede asegurar la unicidad de solucién de un
sistema mecanico presimpléctico.

Analizaremos ahora bajo qué condiciones se puede obtener tinica solucién.

La solucién en W; puede no ser tangente a ;. En tal caso, tenemos que restringuir W;
a la subvariedad W5 donde los vectores tangentes estan en T'W;, pero acad puede volver a
pasar lo mismo, y procediendo asi tenemos una sucesién de subvariedades (asumiendo que
los subconjuntos generados por el algoritmo son subvariedades)

<_>ch_><_>W2<_>W1<—)W0:T*QXQM

Algebraicamente, estas subvariedades de vinculos pueden escribirse como
W, ={zeT*Q xq M | dHw,(z)(v) =0, Voe T,Wt, }, i>1, (4.10)
donde (TmWi_l)J' = {U c Tm<T*Q XQ M) ’ w(x)(u,v) =0, VueT,W;_4 }

En el caso en que el algoritmo de vinculos sea estable, es decir, existe un entero positivo
k tal que Wi,y = Wy y dim W, # 0, se tiene una solucién bien definida X en la subvariedad
final Wy = W, tal que

(in = dHW0>|Wf .

Veremos mas adelante, que un caso particular muy importante es cuando la subvariedad
final de vinculos es Wy; es decir Wy = Wj.

Observar que la dimension de W; es 2n. En lo que sigue, vamos a analizar cuando esta
subvariedad de vinculos cuenta con una 2-forma simpléctica; en tal caso se va a determinar
una tunica solucién Xpara las ecuaciones vakénomas.

Denotamos por w; la restriccion de la 2-forma presimpléctica w en Wj.



4.2. SU APROXIMACION GEOMETRICA 23

Proposicién 4.2.3. (Wy,w) es una variedad simpléctica si y sélo si para todo punto de
Wl;

0L 0>
— . 4.11

Demostraciéon

Recordemos que w; es simpléctica si y sélo si T,W; N (T,W,)*r =0V 2 € W,.

Como vimos antes W, estd localmente determinado por los vinculos ¢, (g4, pa,§®) = 0
Entonces, T,WW;+ esté dado por el conjunto

{ve T (T*"Qxg)M | wi(x)(v,dp,) = 0}
donde dipy, € T, W.

Dado que ¢,(q*, pa, §*) = Pa + PaFir — 52 s tiene que
o) 0*U %L

doy(=——) = Pa —
2o(55) = Pegrang ~ dgoq
el espacio T,W;* se puede describir como
PV L
—— — ———) =0}
9¢°9¢*  0¢*0q"

Por otro lado, w; es simpléctica si y sélo si se verifica la implicacion

{v e T(T"Qx@)M / wi(x)(v, pa

Lhydw =0=v=0
Entonces, T,W;* puede describirse como el conjunto
v 0*L
—— — ———) =0}
0G°0¢®  0¢*0q¢b

Por lo tanto, el espacio T, W; esta dado por el conjunto

{v e T,(T"Qx )M [ det(pa

92U 2L
9¢eogd  9Gedg

{v e T(T"Qxq)M / det(pa ) # 0}

En este caso, desarrollando la ecuacién (4.9) vemos que puede ser reescrita como

d (oL 0w\ 0L 0V
dt \9ge P97 | T o PP oga

()
#L ., 2L "L, ove Pv RV P,

e

N + R + N LA - - ‘a_. — Pa~ A .. B N — PaA A - -
(9qb(9q“q 8q0‘8q“q (9qb(9qaq p 0q® p 6’qbaqaq p (‘3qa6’qaq p 0qb3q“q
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oL  ov’
aqa Ds aqa

0

0°L v\

Sbage  Poegigma | 4T

0¢°0q 0¢°0q
oL ove 9L , 0L | L0 Y, P
dq° Ps dg° 8qb8q'“q aqaaquq Pa dge Pa aqbaq'aq Pa aqaaq-aq

b_pw|OL OV °L , 'L o OV 2w . RV
q - aqa pﬁ aqa aqbaqaq aqaaqaq pa aqa paaqbaqaq paaqaaqaq I
(4.12)
donde,
. O*L P
(4.13)

“ " 9goi P qoq
y (C%) denota la matriz inversa de (Cyp).

Observacién 4.2.4. La caracterizacion de la proposicion anterior para la variedad simplécti-
ca (Wy,w) implica, por el teorema de la funcion implicita, que la ecucacion de vinculos
ov*  JL

a — a+ a A .. s —O,m—i—lﬁaﬁn,
o =PatPagrr ~ 5o

estd localmente determinada por variables ¢°, m +1 < a < n; esto es, ¢* = x*(q¢*,pa),
conm+1 < a < n. Porlo tanto, podemos considerar coordenadas locales (¢*,pa) en Wi.
En este caso, la forma simpléctica wy y el Hamiltoniano Hyy, restringuido a Wi tienen las
siguientes erpresiones

wi = dg* Ndpa

Hyw, = paX” + pa¥* — L(¢”,pa) ,
donde L(q*,pa) = L(a*, X" (¢*, pa)).
Consecuentemente, pueden reescribirse en forma Hamiltoniana como

‘A o 6HW1 . o 8HW1
q - ) pA - A
Ipa dq

Esta eleccion de las coordenadas es comun en la teoria de control optimo.

Observacion 4.2.5. Observemos que, si las ligaduras son lineales en las velocidades, po-
demos escribir ¢* = V%(q)q*. Entonces, de la proposicion (4.2.3), wy es simpléctica si y

solo si
2L
det (8(}“8(]”’) #0
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Observacion 4.2.6. El cdlculo variacional es una herramienta indispensable en muchos
problemas de economia. De hecho, un tipico problema de optimizacion en economia moderna
se refiere a la extremizar el funcional

/TD(t)U[f(t,k:,ic)] dt

sujeto o no a vinculos. Aqui, D(t) es un factor de tasa de descuento, U una funcion de
utilidad, f una funcion de consumo, y k el capital. E's comin encontrar modelos economicos
dindmicos con vinculos no holonomos. En [16] se estudia el problema Closed von Neu-
mann System utilizando las técnicas estudiadas anteriormente para sistemas vakonomos.
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Capitulo 5

Sistemas Vakonomos de orden
superior

En este capitulo se describiran los elementos necesarios para la formulacién de la mecéni-
ca vakonomica de orden superior. En primer lugar se consideraran sistemas mecéanicos cuya
dindmica esta descripta por una funcion lagrangiana definida sobre un fibrado tangente de
orden superior. Después analizaremos sistemas mecanicos con este tipo de lagrangianos y
vinculos de orden superior desde un punto de vista vakonémico. Por tltimo se completaran
las demostraciones de la formulacién geométrica de este tipo de sistemas presentadas en [7].
Asi mismo se generalizard el resultado obtenido para vinculos lineales al caso de vinculos
no necesariamente lineales.

5.1. Sistemas Lagrangianos de orden superior

5.1.1. Fibrados tangentes de orden superior

dada @) una variedad de dimension n vamos a definir sus fibrados tangentes de orden
superior. Para hacerlo es necesario introducior una relacién de equivalencia en el conjunto
C*(R, Q) de curvas suaves de R a Q). Por definicién, dadas dos curvas en @, v1(t) y ¥2(t),
t € (—a,a), a € RT, decimos que tienen un contacto de orden k en gy = 71(0) = 72(0)
si para cualquier carta local (¢, U) de @ tal que 71(0),72(0) € U se tiene que

S

= (pom(®)|

= — =0,....k
t=0  dt* ° T

(pon)|

Denotamos por [7]6“ la clase de equivalencia de . Se define T*() como el conjunto de clases

de equivalencias y puede verse que tiene estructura de variedad diferenciable. Ademas, la
aplicacién 745 : T®Q — Q donde 74, ([v]ék)> = 7(0) define un fibrado tangente llamado
fibrado tangente de orden k sobre Q).

Se definen las funciones suryectivas: Tg’k) :THQ — TOQ para | < k, dadas por
Lk k I
" (087) = by
Es claro que TMQ = T'Q,es el fibrado tangente de Q, TOQ =Q y T(g)’k) =75.

27
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Dada f : Q@ — R, construimos las funciones levantadas f*) en T®Q, 0 < [ < F,

de la siguiente manera
dl
FEN) = 57 (F o (1)

Por supuesto,esta definicion puede ser aplicada a funciones definidas sobre un abierto de
Q.

Dado un sistema de cartas locales (¢%) en un entorno U de @, se pueden onsiderar las
coordenadas inducidas (¢, ¢V, ... ¢®") en TWU = (78)71(U), donde ¢*)" = (¢")*H),

t=0

0 < s < k. Es usual escribir ¢V = ¢, ¢V = ¢ y ¢@* = §'.
Observemos que si dim@ = n entonces cada ¢(9? tiene n componentes con lo cual
dim(T*Q) = n(k+1). Sea X un campo vectorial en Q; definimos su k-levantamiento
por f:Q — R X® en T®(Q como el tnico campo vectorial que satisface

XB(F) = (XYM, o<k
0

En coordenadas, el k-levantamiento de un campo vectorial X = X'—— es

0q*

0

X*®) — (x1)(s:k) ‘
(X)o7

Denotamos por jj : T®Q — T(T*~1Q) la inmersién canénica definida por

k —1)7(1
o)) = bR

Jr(0]

, donde v*~1 es el levantamiento en T*~1(Q de la curva 7; esto es, la curva
AFD D R — TEDQ definida por vy*V(t) = ['yt](()k_l) donde v(s) = y(t +s). En
coordenadas locales:

Gr(q V% g g gty = (gl g gD g g g

5.1.2. El principio de Hamilton y las ecuaciones de Euler-Lagrange
de orden superior

Consideraremos ahora un sistema mecanico cuya dindmica estd descripta por un La-
grangiano que depende de derivadas de orden superior. En este caso se definen ........... Sea
L:T®Q — R el Lagrangiano de orden k. Dado dos puntos z,y € T* 1@ definimos el
espacio formado por las curvas que conectan x e y

C*(x,y) = {c:]0,1] — Q| c es C*(]0, 1],@),0(’“’1)(0) =,y c(k’l)(l) =y}

que tiene estructura de variedad diferenciable de dimensién infinita. Dada una curva c en
C?*(z,y), el espacio tangente a C?*(z,y) en c esta dado por

T.C*(z,y) = {X:[0,1]] = TQ| X es C* 1 X (1) € T @,
X*1(0) =0, y X* V(1) =0} .
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Consideremos el funcional accién J de las O%*-curvas en Q) por la integracién del
Lagrangiano L a lo largo de curvas

J: C%(x, yi (5.1)

El Principio de Hamilton busca curvas ¢ : [0, 1] — @ tal que J sea estacionario; esto
es,

dJ(c) - (X)=0,VX € T.C*(x,y).
Para analizar esta condicién consideremos una familia de curvas ¢, € C*(z,y), con ¢y = c,

d

& EZOJ(CE) =0
Entonces p d
(X)) = &
d7(e) - (X) de ezo(j ce) = dele= o‘7<c6>
Tomando ¢y = ¢, Y(€) = c. v & € T,C**(x,y) tenemos que
dJ (c) (X)—O<:>i J(ce)
N de le=0 ‘
Es decir,
d
dJ(c)-(X)=0,VX € T.C*(z,y) < - J(c)=0
Ahora analicemos la derivada 4| 7(c.)
e=0
d d [ [ L g L 9L g
— ) =— L(ck)dt = [ —L(ck dt:/ dt
de ezoj(c ) de (/0 (cc) ) e=0 /0 de (cc) e=0 0 ; OqWi de le=o
Si denotamos por dc’ = Lci| y olct = d(l) Lsdct,
e=0
se puede probar que
g0
— (1) = 5
de e=0 ¢ ( ) <
g d .
_ i t) = 51 7
de le=o  dt° ®) ©
aq(l)z dl
— — () = 51 7
de leo ~ ap® M =0¢

Ademas, oD ¢ == 4 50=1)ci,



30 CAPITULO 5. SISTEMAS VAKONOMOS DE ORDEN SUPERIOR

Por lo tanto, tenemos que

d '~ 0L 9qV
de ezoj(ce) _/0 Z@q Di de

6“ Adt.
e=0 /0 8q(l

60 / 940 5cdt / O e dt

Luego, haciendo integracién por partes
1
il / 4 _OL o iy
0 0 dt 3q(1)’ ’

1
aL C(I)Zdt - 8L i(sc(o
" OL 5 o oL d OL ¢ o\ |! Yoo
 502)i — )i 1\2 a” i
e dt_< G0t = e )]0+( 1) /O e e

o OqWi ~ 0qW
Haciendo un proceso de induccién sobre [ se prueba que para un [ fijo

d ([ OL
/ 1)! — ( ) 5c' dt
0 dt
k 1 —l- < 1
Z Z p & (_OL N s
dts DqU+s+1)i
0
Observemos que el ultimo término del miembro derecho de la igualdad anterior se anula,

pues 0V (0) =60 (1) =00<I<k—1,yl1<i<n.
Observar que el término de borde es la 1-forma de Poincaré-Cartan L.

Es decir,

de

e (et

Teorema 5.1.1. Sea L : T™(Q — R un Lagrangiano de orden k y sea

J(c) = /01 L(c™(#))dt

la accién de L definida sobre C?*.

Entonces, existe un unico operador
EL:THQ — T*Q

tal que para todas las variaciones dc. € T.C*(x,y) con sus puntos iniciales y finales fijos,
se tiene que

= /1 EL(PP (1)) - Se(t) dt + [Or (D (¢)) -5(%_1)0(25)](1)

e=0 0

d
EJ(Ce(t))

En coordenadas locales EL tiene la siguiente expresion:

k
d (oL
_ 1\
EL=Y (-1)'= (aqmi)'

=0
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Las Ecuaciones de movimiento del sistema, llamadas Ecuaciones de FEuler-Lagrange
de Orden Superior, se escriben como

k

d (0L
l —
> (=0 (aqwi) = 0.

=0

Por lo tanto,es posible definir la 2-forma €2, = —dO;. En coordenadas locales, se tiene
que

d' oL
_ 1\
o= LG (aqﬂﬁ)’

C'_')L = ZP() d (l)iv

Q, = qu”mdﬁa)i,

donde las funciones pg);, 0 < [ < k — 1, son los momentos generalizados de Jacobi-
Ostrogradski definidos por

k—l—1
d* OL
L !
PiGi) = Z (=1) dts (8q(l+s+1)i)
0

S=

La expresion de la 2-forma se deduce del echo de que

k
0 ; oL A ,
_ _ —1)i _ -1 —1): __
L dO, = <Z (1— 1)1 ( ) ) ZZ aql 1)j (3qz 1)i ) dq( “/\dq( Y=

=1 [=1

(1-1)j (1-1)i
ZZaq(l 1]aqz 1)qu 7N dq

y luego observando la forma que tienen los momentos se obtiene la expresion expuesta, la
cual el mucho sencilla de manejar en los calculos.
Es sencillo probar que €2, es simpléctica si y sélo si,

0*L
det (aq(l—l)jaq(l—l)i> 7 0.

Se dice que el Lagrangiano de orden superior L es regular si 27, es simpléctica.

En lo que sigue, asumiremos que el Lagrangiano L es regular. Temeos ahora, la res-
triccién Jr, del funcional accién J en el subespacio Cj, de soluciones de las ecuaciones de
Euler-Lagrange . Este espacio puede ser identificado con el espacio de condiciones iniciales
en T =D(Q de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Esto es claro, pues cuando tenemos un
sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales ya sabemos que existe una

tinica solucién. Ademés las pedimos en T**~D(Q pues las ecuaciones de Euler-Lagrange
viven en T%(Q).
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5.2. Sistemas vakénomos con vinculos de orden supe-
rior

Como dijimos antes, en esta secciéon vamos a considerar sistemas mecénicos con Lagran-
giano y vinculos de orden superior desde el punto de vista de la mecanica vakonomica.
Sean los vinculos

D= (o), p:THQ - R™, j=1,....m

tal que 0 es un valor regular. Estos vinculos, ¢¥) que son linealmente independientes, definen
una subvariedad M = ®!(0) llamada Subvariedad de Vinculos.
Consideremos el conjunto (que en lo que sigue asumiremos no vacio):

C*(z,y, M) = {c:[0,1] — Q| ges C%*, *D(0) =z,
y cE V(1) =y y P(t) e TEDQ para todot € [0,1]}.

Definicién 5.2.1. Una curva ¢ € C?**(x,y, M) serd llamada solucién del problema
variacional vakénomico de orden superior con vinculos si J| (x,y, M) es esta-
2k

CLOnario en c.

Por el teorema de los Multiplicadores de Lagrange,obtenemos el siguiente resultado:
Proposicién 5.2.2. (Problema Variacional Vakénomo con Vinculos de Orden
Superior)

Sea c € C**(x,y, M), ¢ es una curva critica del problema variacional vakénomo de orden
superior con vinculos si y solo si ¢ es un punto critico del funcional

Tule) = [ (®) &t = 200
donde A\, € F([0,1],R)* y g% : C?k(z,y) — F([0,1],R) dada por g*(c) = {t — ®*(c¥)(¢))}.

La condicién de estacionamiento puede ser escrita como %’ oj v (qe(t)) =0,
=

para toda variacion ¢, de c.
Pero nos preguntamos ahora que es %‘EZOJM(qg(t))

d d ' k a/ k ' d k a/ k
a0 = 4 ([ o= xae )| = [ e -]
1 k : : 1 k .

1) (D) P (D T P (D
:/E:al'aq 22 0 dt:/§ (al'_Aaal')aq dt
0 = Oqi de OqWi de le=o 0 = OqWi OqWi | Qe le=o

1 k
oL 0P ,
. . ) i
— /0 ZEO (8q(l)i Aa@q(”i) o\vctde.
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Entonces, integrando [ veces por partes como antes se obtiene que

1 k
oL OP> .
E: - N—— | 6V dt
/0 — (5‘61(”1 861‘”’)
1 k l 1 o
d [ oL d oP ,
_ 1V _ Y
- 2V () ~ i (o) -0

1
k—1 kfl(_l)lﬁ oL . OP 5(1)61'
— dts 8q(l+s+1)i o aq(l—l—s—l—l)i .

para toda variacion c, de c.

Observacion 5.2.3. Las ecuaciones

k
oL d! 0P« ,
S () -4 (05

¢ (qVi)y=0 j=1,...m

son llamadas Ecuaciones de FEuler-Lagrange de Orden Superior con Vinculos

5.3. Su formulaciéon geométrica

Ahora, vamos a desarrollar la caracterizacion de la mecanica vakénoma de manera simi-
lar a la formulacién dada por Skinner y Rusk para sistemas de orden uno [27].

Consideremos la suma de Whitney 7*(T*~1Q) @ T®Q, y las proyecciones canénicas
r: THTR Q) o THQ — TH(TH1Q),

ro : THTHVQ) o TWQ — THQ.

Sean la subvariedad Wy = pry ' (M), donde M C T®Q es la subvariedad de vinculos y
también las restricciones a Wy de las proyecciones candnicas:

™ = prl‘Wo Wy C T*(kalQ) fan T(k)Q s T* (T(kfl)Q)
Ty = pTQ‘WO Wy C T*(Tk_lQ) @ T(k)Q N T(T(k_l)Q)‘

T*(T*=DQ) es, claramente, el fibrado cotangente con base T*~1(Q y M es un subfibrado
de TWQ c T(T*1Q). Entonces, M se puede pensar como un fibrado sobre T*=Y(Q y se
puede considerar el producto fibrado T*(T*~YQ) x M con base T*~1(Q.

Definimos en W la 2-forma presimpléctica

Qw, = 77 (WTUC*UQ)a
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donde wr@-1)¢ es la forma simpléctica canénica en T (T*=DQ)

Definimos también la funcién Hy, : Wy — R dada por

Hyw, (o, B) = (mi(a, B), ma(e, B)) — 5 L|m
donde, (v, B) € T*(T*VQ), mo(a, 3) € M C T(T*YQ), w5 L]y = (L o mo)|ur
y con (a, ) € THTHVQ) & T(THVQ),

donde (-, -) denota el producto interno entre vectores y covectores en T*~1(Q (observar
que los elementos de T son considerados vectores en T(T* Y Q) usando la jj).

Ahora vamos a ver como la dinamica del problema variacional vakonémico de orden
superior con vinculos es determinado por las soluciones de la ecuacion

iXQWO = dHWO . (52)

Consideramos Q = pri*(wpe-ng) y H : T*(T*VQ) & T(T*HQ) — R dado por
H = (pry,pry) — priL = (pry,pre) — L o my. Entonces veamos que la ecuacién (5.2) es
equivalente a:

(5.3)

ix) = dH 4 M\,d®®
X € TW,

Tomamos coordenadas (¢, ¢V?, ..., %) ,pz(o), . ,pz(»k_l)) en T*(T*DQ) ® T®(Q en-
tonces

k—1
Q = > dg" Adp”
r=0
k—1
H = > "™ = L™, ¢, ... g™
r=0

Consideramos un campo en T*(T*=VQ) @ T(T*~1Q) que se escribe como

k k—

X:Z T)Z Z a (T‘

r=0 r=0

Ahora ixQ = Q(X, ) = dH(-) +Aod®?(+). Dadov € T*(T*VQ)dT®Q, que se escribe

como

k 9 k-1 P
— (r)e ~(1)
v= v -+ Y; )
; g™ ; op}”
se tiene
k—1
Q(X,v) = Z dq™" A dp” (X, v)
r=0
i k—1
= [dq(r)i(X)dpz(r)( ) — dq ( )dpz (X)} [X(r i~(r) U(r)i}/;(T)] .

ﬁ
I
=
=
I
o
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Por otro lado,

OH oH _,
dH(v) = Z ig ()i ) o
r=0 aq v r=0 apz
k
(0% a(ba T)1
Y Aad®®(v) = Z)‘aaq(mv()
r=0
Entonces, de la ecuacién (5.3) se obtiene que
k-1 k k- k 5P
(ryi~(r) . (r)iy(r) (r)i
[X 0 Y, } Z Z degt™ (54)
r=0 0 r=0
Por otro lado,
8H (7,+1)
op 7
8H _ q(r+1)
optt) 7
ai =gtV =0, k—1
Op;
Y también se obtiene que
oH 0L
DqOi —  §gloi
OH _ 0 _ oL
agi — Pi T By
OH NG oL
9g@i ~ Pi T g
OH OL
(r=1) _ r=1,...,k—1

aq T’)’L p’L 8q(7‘)7" PRI

Luego, como (5.4) es para todo vector v en T*(T*~DQ) & T (Q, igualando las coorde-
nadas de v se llega a que

mi._ywn_ 9H 0L .\ 0% _
v\t =Y = 3 g +/\a(9q(’")i 0,....k—1
Entonces,
’U(O)l —Y(O) _ (9L N (9‘13
¢ aq(o aq(O)z

(5.5)
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—Y(T) _ p(T_l) B oL n L0 '
g ? aq(r)z « aq(r)z )
0 Xi(r) = OH — gtV =0, k=1
op”
y ademéds v®) : no aparece en el lado izquierdo de (5.4), entonces sus coeficientes son cero

e igualando con el coeficiente correspondiente en lado derecho nos queda que

OH 0L 9% 4y 0L dD°

0= dq®i - Dq i + Aa Hq Wi =D - DqWi + Aaaq(k)i'
Consideramos también los vinculos
L -1 oL o9 .

pues las soluciones vienen determinadas por esos vinculos.

Observacién 5.3.1. Los vinculson ¢} = 0 para una nueva subvariedad donde la ecuacion
tenga solucion.

Entonces, tenemos los vinculos

ol =0, i=1,...,n

Luego, las ecuaciones de movimiento de una curva integral solucién de X son

(5.6)
q(r)z _ q(r-i—l)i r = 0’ ,k 1’
N0 oL 0P~
D; 9gOi + Aa 9q
o _ -y _ 9L 0%

—pz :pZ W—i— am, T:].,,k_l

(q-(r)i _ X(r)i, YT = _pgr))

Derivando los vinculos con respecto al tiempo,y substituyendo en (5.7), encontramos las
ecuaciones de movimiento dle problema variacional de orden superior con vinculos analizado
en la seccion anterior, i.e.

k

,d [ OL 09\
> (=Y (8q<7">" - Aaaqw) =0 (5.7)

r=0

Los nuevos vinculos ¢} = 0 determinan el subconjunto W; de Wy donde (5.3) tiene
solucion.

Como en el caso de vinculos de primer orden, la primer subvariedad de vinculos para el
sistema Hamiltoniano presimpléctico (Wy, Qw,, Hwy, ). La solucién de la ecuacién (5.2) en
W, puede no ser tangente a W pues la solucién para (5.2) en Wy es un campo vectorial
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que por definicién es tangente a W, pero no necesariamente va a ser tangente a W;. En
tal caso, tenemos que restringuir W a la subvariedad W5 donde los vectores tangentes
estan en T'W7, pero acd vuelve a pasar lo mismo y procediendo asi, obtenemos una su-
cesion de subvariedades (asumiendo que los subconjuntos generados por el algoritmo son
subvariedades).

e s W= s Wy = W = .

Algebraicamente, estas subvariedades de vinculos pueden escribirse como:

Wi ={z e T (T" Q) Xg0-ng M | dHy,(2)(v) =0, Yo e W5 }, i>1, (5.8)

donde T,Wt, = {v € T,Wy | Qw,(z)(u,v) = 0, Yu € T,W;_; }. En el caso en que el
algoritmo sea estable, i.e., si existe un natural k € N tal que Wy, 1 = W, y dim W, # 0,
entonces tendremos una solucién bien definida X en Wy = W), tal que

(iXQWO = dHWo)\Wf :

Definimos ahora, L = L — )\a@a
En lo que sigue asumiremos que

PL__ _ oaP
det [ 04%)04™" 83““” #£0 (5.9)
9q(R7
: . O°L : -
Si la matriz W = EFOTECH es no singular, podemos expresar de nuevo la tltima
q"'0q
condicién del determinante de la forma det(C - W1 . CT) donde C es una matriz de m x n
0P
con entradas C;, = (W) En este caso, la dimensiéon de W, es par, dim W, = 2kn.
q (2

Observemos que, aplicando el teorema de la funcién implicita a la ecuacién de vinculos
(5.6),podemos expresar localmente los multiplicadores de Lagrange A, y las velocidades de

orden superior ¢ en términos de las coordenadas (¢(*%, ¢™V)?, . .. 7q(k_l)"',]oz('o), . ,]ogkfl))7
es decir,
)\04 - )\a(q(o)i, q(l)i, e ,q(k_l)i,p?, e 7p£k71))
i i () (1)i —1)i k—1
q(k) :q(k:) (q(O)’q(1)7"'7q(k 1) 7p'Z,Q""7p1E ))
Por lo tanto, podemos considerar también que (¢ ¢™?, ..., —q(kfl)i,pgo), e ,pgk_l)) son

coordenadas en W; . En este caso, la restriccién (yy, de la forma presimpléctica Qyy, es

k—1

Quw, = dg™" A dp)”

r=0

De los comentarios anteriores es facil deducir que:

1 Observemos que con este nuevo Lagrangiano, las ecuaciones (5.8) se convierten en las ecuaciones de
Euler-Lagrange de orden superior tipicas.
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Proposicién 5.3.2. Para toda eleccion de coordenadas (¢, ¢M7, . .. ,q(k)i,pgo), . ,pgk_l))
en T*(T*1Q) @ T®Q y para todo punto en W1,

L _ 9P
det 8q(ké))f£90¢t](k)3 Gg(k)’ 7§ 0 (510)
9qF7

si y solo si (W1, Qw,) es una variedad simpléctica.

Demostracién (W7, Qu,) es una variedad simpléctica si y sélo si, T, Wy N (T, W;)+ = 0,
Va € Wy, pues (W, Qw, ) es una variedad simpléctica si y sélo si Wy = T,W, & (T, W)+ = 0,
entonces, como es suma directa, T, W; N (7, xVVl)L = 0 Esta condicién se satisface, si y

/ . . o . . v o
solo si, la matriz <W>mxn es regular, pues si (W7, Qy,) es simpléctica entonces Wy =

T,Wi @ (T,W1)*, y por lo tanto Qw, |(z,w,)+ es no degenerada.

Luego
L 9%
det [ 04®)0g™ ag(kﬂ £ 0 (5.11)
9q*)3
Vi € Wl. u

Observacion 5.3.3. Solamente hay simplecticidad en un caso particular (bajo cierta condi-
cion de reqularidad), en el resto de los casos solamente se obtiene un sistema presimpléctico.
EnW; se garantiza la existencia de una solucion (suponiendo que todas los pasos dan subva-
riedad), pero no tiene por que ser unica al ser presimpléctico. Con lo cual, nuestro anterior
resultado no puede ser generalizado o (Wy,Qy) de manera natural, sino que, dependerd de
casa caso particular en el que estemos trabajndo.



Capitulo 6

Elementos de la Teoria de Control
Optimo

Como se comentd en la introduccion, el objetivo de la Teoria de Control es determinar
el comportamiento de un sistema dinamico por medio de acciones externas de forma que
se cumplan ciertas condiciones prefijadas. Recordemos también que en este trabajo, por
simplicidad, nos vamos a centrar en el caso en el que los dos estados extremos, el estado
inicial y el final, son fijos, aunque otras situaciones mas generales tienen un tratamiento
similar.

Nos centraremos en Control Optimo, es decir, ademas de lo dicho anteriormente quere-
mos que se verifique una condicién adicional, que consiste habitualmente en minimizar (o
maximizar) el funcional de objetivo, es decir, querriamos encontrar trayectorias
v(t) = (q(t),u(t)) con extremos fijos en el espacio de estados, ¢(0) = qo, ¢(T") = gr sobre
un cierto espacio de trayectorias admisibles.

Estas trayectorias se diran optimales.

Para resolver este problema y otros asociados naturalmente a él, tales como la estabilidad
de las soluciones obtenidas, se han desarrollado un amplio abanico de ideas, técnicas y
resultados matematicos. Ademéds de herramientas analiticas y numéricas, que han gozado
de un gran predicamento, cada vez resulta méas importante el punto de vista geométrico en la
Teoria de Control. La introducciéon de un punto de vista geométrico en la Teoria de Control
fue iniciada seguramente por el propio L. Pontryagin y sus seguidores y definitivamente por
R. Brockett en el estudio de problemas de control en esferas y grupos de Lie. Asi, la Teoria
de Control se puede formular en términos geométricos y obtener resultados intrinsecos.

La solucion del problema de control 6ptimo enunciado antes fue obtenida de manera muy
general por L. Pontryagin y sus colaboradores y estda dada por el conocido como principio
del maximo de Pontryagin, el cual trataremos en esta seccién

Tal como se comentd también en la introduccion, el diseno de leyes de control para
sistemas infractuados es un area de una intensa labor investigadora. En esta trabajo se
presentan contribuciones para la resolucién de este tipo de problemas.

Definicién 6.0.4. Un sistema definiddo en una variedad Q) de dimensionn (o de n grados
de libertad) se dice infractuados si las variables de control son r < n. En este caso, las
ecuaciones de Lagrange toman la forma

39
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d (oL —aL—uii—l r
dt \ 0¢° ogi T

A (OLN 0L i1 n
at\og) oqg T

Cabe destacar que no todos los sistemas de mecanicos de control infractuados son de
este tipo, pero en este trabajo, por simplicidad, solo trabajaremos con este tipo de sistemas
que incluyen numerosos ejemplos de gran interés en las aplicaciones.

Se podria hacer una versién mas general trabajando con bases méviles, modificandose en
consecuencia las ecuaciones del movimiento (aparecerian en las ecuaciones las funciones de
estructura). Esto se hard en futuros trabajos también para sistemas reducidos. Pero en este
trabajo nos limitaremos con trabajar con con las bases adpatadas a un entorno coordenado.

6.1. Control ()ptimo

Dado un conjunto de vinculos no holénomos, existen dos problemas asociados intere-
santes. Uno es el no variacional (el principio de Lagrange - d’Alambert,) tambien muy
apropiado para estudiar la dindmica de sistemas mecanicos, y el otro es el variacional,
apropiado para resolver problemas de control 6ptimo. En este capitulo nos concentraremos
en los problemas de control 6ptimo.

Recordemos que los problemas variacionales no holénomos son equivalentes al clasico
problema de minimizar la acciéon del Lagrangiano sobre el conjunto de curvas que satisfacen
la condicién de extremos fijos.

Mas precisamente, sea () una variedad configuracion,y T'()Q su fibrado tangente con
coordenadas (q’, ¢%). Sea L : TQ — R y sea ® : TQ — R™™ una funcién suave dada,

Definicién 6.1.1. El Problema Lagrangiano estd dado por

T
min/ L(q', ¢")dt
a(-) Jo

sujeto a la condicion de extremos fijos, q(0) = 0,q(T') = qr, y sugeto a los vinculos
®(q',¢") =0

6.1.1. Control Optimo y Principio del Maximo

En esta seccién vamos a discutir el principio de maximo, que da condiciones necesarias
para la existencia de la solucion de los problemas de control 6ptimo. En la literatura,
los problemas de control éptimo incluyen problemas tales como el de tiempo minimo de
Bernoulli, que son presentados en forma distinta al principio variacional clasico, asociados
de forma mas cercana a la mecanica.

La diferencia basica entre los problemas de control 6pitmo y los problemas variacionales
con vinculos son la condicién de extremos en problemas de control éptimo, estas son,
tipicamente, expresadas usando la notacién Hamiltoniana y el Principio del Maximo de
Pontryagin, en lugar de la formulacién Lagrangiana.
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Formulacién General para el Problema de Control ()ptimo
Supongamos que tenemos un problema cldsico de control éptimo,

T
H%fl)l/ 9(q,u) dt, (6.1)

sujeto a las siguientes condiciones:

» una ecuacién diferencial ¢ = f(q, u), el espacio de estados contiene a ¢ € @ y los
controles estdn en ) € R¥;

= ¢(0) =qo, ¢(T) = qr

donde f v g > 0 son funciones suaves, { es un subconjunto cerrado de R*, y ) es una
variedad diferencial de dimensiéon n, llamada espacio de estados del sistema. La funcion
g es llamada comunmente funcion costo o objetivo.

Principio del Maximo de Pontryagin
Consideremos el Hamiltoniano parametrizado en T*() dado por

~

H(q,p,u) = {p, f(q,u)) — pog(q,u),

donde py > 0 es una constante positiva fija y p € T*Q. Observemos que py es un multiplo
del funcional costo y H es lineal en p. Denotaremos por t — u*(t) la curva que satisface la
siguente relacion a lo largo de trayectorias t — (q(t),p(t)) € T*Q :

H(g(t), p(t), u" (1)) = méx A g(0), p(t), u). (6.2)

Entonces, si u* define implicitamente una funcién de ¢ y p por la ecuacién (6.2) podemos
definir H* por

H*(q(t),p(t),t) = H(q(t), p(t), u"(t)).
La funcién H* define un campo Hamiltoniano X g+ en T*(Q con respecto a la estructura
simpléctica canénica en T7(Q).

El principio del maximo de Pontryagin da condiciones necesarias para los extremos del
problema de control 6ptimo general: Una trayectoria extremal ¢t — ¢(t) para el problema
de control 6ptimo es una proyeccion en () de la trayectoria del flujo del campo vectorial X g+
que satisface ¢(0) = qo, ¢(T') = qr y que la aplciacién t — (p(t), po) # 0 para todo t € [0, 7.

Las trayectorias extremales se llaman normales cuando py # 0. Cuando py = 0 decimos
que es anormal.
Ademaés u* es determinada de manera unica bajo la condicion

o

0= %0

(q(t), p(t), u*(t)), t € [0,T).

Es decir, v* maximiza la funcién H.
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Por el teorema la funcén implicita, sabemos que existe una funcién k tal que
u*(t) = k(q(t),p(t)). Estableceremos que

~

H(q,p) = H(q,p,k(q,p)),

entonces a lo largo de curvas extremales,

H(q(t),p(t)) = H*(q(t),p(t),1).

6.2. Sistemas variacionales noholénomos y control 6pti-
mo

Los problemas variacionales nohol6nomos (i.e; problemas variacionales con vinculos) son
equivalentes a los problemas de control 6ptimo bajo ciertas condiciones de regularidad. Es-

tos fueron estudiados por Bloch y Crouch [1994], empleando resultados cldsicos (Rund
[1966], Bliss [1930]).

Consideremos el Lagrangiano modificado,

Mg, 4,A) = L(q,¢) + A2(q, q) (6.3)
Sus ecuaciones de Fuler Lagrange estan dadas por
d o 0
——A(q,4,\) — =—A(q, ¢, \) = 4
at 06 (¢4, ) 9 (¢,4,A) =0 (6.4)
®(q,q) =0

Escribiremos estas ecuaciones en forma Hamiltoniana y probaremos que son equivalen-
tes a las ecuaciones de movimiento dadas por el principio del méaximo para el problema de
control 6ptimo.

Sea 5
= —A(q,q, \ 6.5
P= 5 (¢4, ) (6.5)
y consideremos esta ecuacion junto con los vinculos
®(q,q) =0 (6.6)

Entonces, buscamos resolver (6.4) y (6.5) para (¢, \).
Asumimos que en un abierto U C @), la matriz

M4, ) &0(g,0)"
7 2(a: 9)- 0

tiene rango maximo. Entonces, por el teorema de la funcién implicita podemos despejar ¢
y A en funcion de ¢ y p

q=&(q,p) (6.7)
A =(q,p)

Se puede probar entonces la equivalencia de la ecuacién (6.4) con su versién Hamilto-
niana.
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Teorema 6.2.1. Bajo la transformacion (6.7), el sistema de Euler-Lagrange (6.4) es trans-
formado en el sistema Hamiltoniano

Q=%H@m (6.8)

0
Y= ——H
p 9 (¢,p),

donde
H(q,p) =p- ¢(q,p) — L(q, ¢(q.p))- (6.9)

Demostracién:  El echo de que ®(q, ¢(q,p)) = 0 implica que
ob 0P 0¢
T g
o¢ T 94 g
005 _
94 Op

Entonces, usando (6.5), obtenemos que

0H oL\ 09 . 0P d¢ .
=0+ (- 5) G =1 (i) =
De manera similar,

oH oL  (  OL\0¢ _OL (0209 _(OL 0%\ O\
¢ oaq \P"ai)ap " 9g agop) - \ag  "ag)” "o P

Definicién 6.2.2. Sean q € R", u € R™ el Problema de Control Optimo viene dado
por

T
min/ g(q,u)dt, (6.10)
0

u(-)

sujeto a
q=flgu),
con condiciones de borde q(0) =0, ¢(T) = qr

Con esta definicion tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.2.3. El problema Lagrangiano (6.4) y el problema de Control éptimo definido
arriba generan las mismas trayectorias extremales, si y solo si:

1. ®(q,q) =0 si y sélo si eziste u tal que ¢ = f(q,u).

2. L(q, f(q,uw)) = g(q, ).
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3. El control optimo u* esta determinado de manera unica por la condicion

oH
— * :O
5 (g, p,u*)

donde R
0*H .
W(qapv u )
tiene rango madximo y R

es el Hamiltoniano dado por el principio del maximo.

Demostracién:
Por (3), podemos usar la ecuacién

~

OH, . Of, . 99, .

para deducir que existe una funcién r tal que u* = r(q, p).
Las trayectorias extremales, ahora son generadas por el Hamiltoniano

P ~

H(q,p) = H(q,p,r(x,p)) =p- flq,r(q,p) — 9(q,7(q,p))- (6.12)

Entonces, se obtiene lo querido, y

H(q,p) = H(q,p).

flg,7(q,p)) = ¢(q,p).
9(q,7r(q,p)) = L(q, ¢(q,p))-



Capitulo 7

Aproximacion Geométrica del
Problema de Control Optimo

En esta seccion vamos a considerar una clase especial de sistemas mecanicos de control
llamados infractuados que comprenden muchos ejemplos de interés. Lo haremos mediante
una sencilla generalizacién de lo tratado en el capitulo 5. También trataremos el ejemplo
del pendulo invertido.

7.1. Sistemas de Control Infractuados

Estos sistemas estaran modelados sobre una variedad Q = @)1 x )2 producto de dos
variedades diferenciables. Por lo tanto, TQ) = T'Q xT'Q donde Tiy, 4,)(Q1x Q2) se identifica
naturalmente con T, Q; x T,,Q,. Consideraremos coordenadas (¢) = (¢%,¢%), 1 < A< n
en (@ donde (¢*) con 1 <a<ry(¢¥) conr+1<a<n=dim@, son coordenadas en ¢,
y ()2 respectivamente.

Dado un Lagrangiano L : T'() — R, supongamos que las fuerzas externas de control son
aplicadas solamente a las primeras coordenadas (¢*) de Q1 quedando libres las coordenadas

(¢%) de Q2.

Las ecuaciones de movimiento, es decir, las ecuaciones de Euler-Lagrange con fuerzas de

control estan dadas por
d (0L oL "
J— — = U
dt \ dq° Dq° ’

d(oLy oL _
dt \ 0¢* dq~

donde A=1,...n,a=1,...,rya=r+1,..n

Observacion 7.1.1. Como hemos comentado, no todos los sistemas de control mecdnicos
infractuados son de este tipo, pero en este trabajo solo trabajaremos con este tipo de sistemas
que tienen gran interés en las aplicaciones.

Se podria hacer una version mds general trabajando con bases moviles, modificandose en
consecuencia las ecuaciones del movimiento (aparecerian en las ecuaciones las funciones de
estructura). Esto se hard en futuros trabajos también para sistemas reducidos. Pero en este
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trabajo nos limitaremos con trabajar con con las bases adpatadas a un entorno coordenado.

El problema de control éptimo que se va a estudiar consiste en encontrar una trayectoria
(q*(t),q*(t),u*(t)) de las variables de estado y los controles con datos iniciales y finales
(q“(t0), ¢“(t0), ¢*(t0), ¢*(t0)), (q*(ts), q*(ts), 4*(ts), ¢*(ts)) respectivamente, minimizando el
funcional costo ,

f
\7 - / O(qa7qa7qa7qa7ua) dt
to

Como las variables de control estan dadas explicitamnete, segiin vimos en el teorema
(6.2.3) podemos convertir el probelma anterior de control en el siguiente problema varia-
cional con vinculos de orden dos que consiste en extremizar el funcional

sujeto a las ligaduras de segundo orden dadas por

4 o ea e d (0L oL
q)a(qa7qa7Q7q vq 54 ):%(8_(]‘)‘)_8_(]06207

donde L : T%Q — R est4 dada por:

~ d (0L oL
L a (ST R N A R O a o ca o T _ _ .
(Q7q 7Qaq aQaQ) (Q7q7q7q,dt ((’3qa) aqa)

Ahora vamos a tratar este problema en el marco propuesto en el capitulo 5. Consi-
deremos la subvariedad M C T®Q que viene dada por la anulacién de las funciones ®° y
busquemos coordenadas en M. Observemos que:

d (oL _ oL _,
dt \ 0g~ dqe
)

L ., &L PL 5 PL 5 OL

a - _ =0
aror! T orart T agart T agar! T ag
()
0%L
=B _ F A A -a
Siioq alg”, 4%, q")
siendo
oL L ., PL ., PL 4

FL( 6 6% = _ _ _ _
(q 7q 7Q> aqa aqaaqaq aqaaqaq aqﬁaqaq

. 2 .
Denotamos por (W,z) a la matriz (aqaa—anB> que suponemos que es regular, y a su inversa

como (W*?). Entonces,

§* = W Fs(¢*, ¢*, ") = G*(¢*, ¢, §")
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Esto significa que podemos escoger coordenadas (¢, ¢, §*) en M. De esta manera, la
inclusion canénica, iy : M — TT(Q se puede escribir como
I M — TTQ
(¢*,¢% %) = (¢* 4% 4% G(g? d*,§))

Definimos tambien, Ly dado por Ly=1L |p: M — R. Con la subvariedad M vy el la-
grangiano restringido Lj;. Luego ya tenemos los elementos necesarios para la formulacion
vakénoma de nuestro problema.

A continuacién describiremos geométricamente el problema basandose en el formalismo

de Skinner y Rusk [27].

Wo =M xpq T*(TQ)

pri pr2
M T T T*TQ
(rr@)lm
T* Q
TQ

Figura 7.1: Formalismo de Skinner y Rusk

Sea la variedad W, dada por el producto fibrado sobre T'Q), Wy = M xpq T*(TQ), y
considerando las coordenadas (¢4, ¢4, ¢, p%, pY ), definimos la 2-forma en Wy, Q = pri(wrg)

v H(vg, ) = (@, ine(v:)) — Las(v,) donde & € TM, v, € M, = ((7r¢)|m) *(2) ¥
a, € TXTQ). En coordenadas,

Q = dg* Adpb + dg? A dpl,

H = phd* +pid® +piG*(g*, d*, ") — La(g?, 4%, §%).

La dinamica del problema variacional con vinculos esta determinada por las soluciones

de la ecuaciéon B
ixQ =dH (7.2)

Obsérvese que €2 es una forma presimpléctica en Wy cuyo niicleo esta dado por

0
ker ) = span <8éja>

Por tanto, se debe implementar un algoritmo de ligaduras tipo Gotay-Nester-Hinds. Los

viculos primarios seran
~ (0
dH ( - > =0.
aG*

COH L 9G* OLn
gpa_ aqa _pa +pa aqa aqa - Y

Es decir,
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o equivalentemente, _
a «a ada aq'a

Entonces, debido a la presencia de estos nuevos vinculos ¢, = 0, debemos restringirnos
a una nueva subvariedad W; de dimensién 4n con coordenadas (¢#,¢*, ¢, p%, pL).

Sea (q”(t),d(t), d(t), p%(t), p}(t)) una curva solucién de la ecuacién (7.2). Entonces,
esta curva satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

= 9
% = —p;%jL%l;f (7.4)
e (7.5)
Pe = —pi%?f +8£f (7.6)

De las ecuaciones ([7.4]) y (7.5) se obtiene que

d(OLy  ,0G*\ _ o 10G*  OLy
dt 8()’“ P 8(’1’“ P4y — Da an an

Derivando con respecto al tiempo la igualdad anterior y utilizando ([7.6) llegamos al si-
guiente sistema de ecuaciones

42 (0L,  ,0G* d (0Ly  ,0G*\  dLy  ,9G*

@(aqa _pa@qa>_a<aqﬂ “Paggr | ¥ ggr Pager =0 (1)
1 B ’E

dpo, _ o 10G"  OLu (7.8)

at ~ P Pigaa T e

Consideremos la inclusion iy, : Wi < Wy y la forma restringida Qw, = i3, (2.

Proposicién 7.1.2. (W1, Qw,) es simpléctica si y sélo si para cualquier eleccion de coor-
denadas (un qAa q’a’p%7p114) en WO

2T 2 Yo
det(aLM | 0%G

- 0 en Wi. (7.9
D505 paaq-aaq-b>( g )# en Wi. (7.9)
n—r)XxX(n—r

Demostracion

Recordemos que Qyy, es simplectica si y sélo si T,,W; N (Tgcl/Vl)L =0 Vx € Wy, donde
(T, W) = {v € TL(T*Q xg M) | Qu,(z)(v,w) = 0, para todo w € T,W;}.

Supongamos que (W7y, Q) es simplectica y que

A Rap(x) =0 para algin A* e Ry x € W .
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Dado que

0
MNRap(x) = Nodp, () <a_q'b

)-o

49

Por lo tanto, A’ 25| € T,W; pero también en T,Wi. Esto implica que \, = 0 para todo
xr

a_q.b
by que la matriz (R,) es regular.
Ahora, supongamos que la matriz (R,;) es regular. Dado que

dipa() (a%b

¢ T,W; y, como consecuencia,
xr

) = Rap()

T

0

se tiene que, Rra

0
T, W, & span { 8_qb

} =T, W.

Ahora, sea Z € T,WW1 N (Txl/Vl)L con x € Wj. Se tiene que,

. 0
0= Zzﬁwo(x) (aéja

x

Entonces, Z € ker Qu, (x). Esto implica que

0
Z:)\ba—qb

xT

Dado que Z € T, W, tenemos que

0= deulo)2) = douli) (3

> = M Rap

y, por lo tanto, A\, = 0, para todo b, y Z = 0.

) , para todo a y izQw, (7)(Z) = 0, para todo Z € T,W; .

En el caso en el que la matriz (7.9) sea regular entonces las ecuaciones (7.7) y (7.8) se

podran escribir como un sistema explicito del siguiente tipo

d4qa WA qu d2qa d3qa
et P )
d2qa B (A ﬁ d2q“)

e M T e )
dpé . 0 18G6 8LM
@t~ PP T e

(7.10)

(7.11)

(7.12)
(7.13)

Observacién 7.1.3. Con la solucion de este sistema de ecuaciones y reconsiderando el

problema de control optimo dado se pueden determinar los controles.
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Observacion 7.1.4. A continuacion vamos a analizar una caracterizacion alternativa de
la condicion (7.9). Para ello, observemos que utilzando la regla de la cadena

OLy 0L N oL 0G®

o§*  9ge i O
Ly 0L N L 9GP . ’L oGe . L G 0GP N 0L 9°Ge
9§05® — 9§°0¢t  0§“9G° g T 9§e9 9ge | 9G9GP dGe A | DG DGuOF

Sea Wyp = <%%) y ademds sabemos que ¢ = §* — G“.
Entonces escribimos (7.9) como

w02 0o 9d° L H2d° o 52D
ab ap i ab dje dgb g> DGed g pAaC'jaaq'b'

Sea o = ply — % y considero el lagrangiano estendido L = L+ o P

Entonces, la matriz (W ap) = (%) es igual a

17 _ Wab Wa,ﬁ
donde W o = % + a%.
Luego reescribimos los elementos de la matriz (7.9) cuyos elementos son:
— o 09 . 9P . 9P PP
Wa _Wa f_Wa o Wa A An 7.15
( ’ 7o g g o ) (719

Entonces veamos que pedir que la matriz (7.15) sea regular, es equivalente a pedir que
la matriz de elementos (7.14) lo sea.

Finalmente es facil probar, utilizando dlgebra matricial, que la reqularidad de (7.14) es
equivalente a la reqularidad de la matriz

5594 DY Wab Wa,B - %LZ
WAB 0G4 W W _[q
@ﬁ 0 - ab(s af
oi" -9 10

Sin embargo, las soluciones de (7.2) en W; pueden no ser tangentes a W;. En tal caso,
tenemos que restringir W, a la subvariedad W5 donde estas soluciones son tangentes a Wj.

Siguiendo con este procedimiento, obtenemos una secuencia de subvariedades (suponiendo
que estos conjuntos lo sean):

e W= s Wy s W = Wo=M xpo T°TQ.
Algebraicamente, estas subvariedades de vinculos pueden ser descritas como
W, ={zxeW,/dH(z)v)=0, Yoe T,W-,}, i>1,

donde
TWE ={veT, Wy / QUz)(u,v) =0, Yuec T,W;_, }.
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Si este algoritmo se estabiliza, es decir, si existe un entero positivo k € N tal que Wy, = Wy
y dim W}, # 0, entonces obtenemos la variedad final de vinculos Wy = W}, en la que existe
al menos un campo de vectores X tal que

(z’XQ - dﬁ)wf .

7.2. Ejemplo: El Pendulo Invertido

El sistema que vamos a considerar consiste en un péndulo rigido o varilla de masa m
que se mueve en un plano vertical y solo puede moverse a lo largo de una recta horizontal
contenida en dicho plano. En la practica se logra considerando el péndulo a un carro, como
se muestra en la figura de abajo.

i

© 1 ©

Figura 7.2: Péndulo invertido

El espacio de configuracién del sistema es @ = R x S'. Las coordenadas generalizadas
son la posicién del movil x y el dngulo § ya que pensamos a S' ~ R/2k7, k € Z

Llamaremos a las coordenadas del bloque (z,y) v (z*, y*) a las de la pelota del péndulo,
m a la masa de la pelota, m. a la del bloque, R a la longitud de la varilla del péndulo, h la
altura del bloque y 6 al angulo de rotacién del péndulo respecto al eje vertical medido en
sentido contrario a las agujas del reloj.

Un problema clasico de control éptimo es, aplicando una fuerza horizontal sobre el
bloqueﬂ. La pelotita lo que va a provocar es caerse para alguno de los dos costados, quizas
exista alguna velocidad del movil tal que la pelotita se puede quedar quieta en alguna
posicién, pero ese punta va a ser muy inestable, asi que no lo tendremos en cuenta en
nuestro estudio.

'Esto puede provocar que el péndulo vaya hacia su posicién vertical a partir de cualquier condicién
inicial, lo cual implicaria convertir el punto # = 0 en un punto de equilibrio estable. Este es un problema
interesante de estudiar en la teoria de sistemas no-lineales
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Buscamos ahora el lagrangiano del sistema, Escribimos las coordenadas del bloque y de
la pelotita en términos de las coordenadas generalizadas

¥ =x+ Rsen0

y* = Rcost

Para escribir el Lagrangiano del sistema necesitamos hallar la energfa cinética T'(q) y
la energia potencial U(q), ya que L(q,q) = T(q) — U(q) dénde, g = (x,0) y ¢ = (,0)

Primero buscamos la energia portencial U(q). Esta es mg por la altura al centro de la
pelota desde el eje horizontal; es decir, U(q) = mg(y* + h) = mg(Rcosf + h)

Ahora buscamos la energia cinética T7'(q): T(4) = Thioque(q) + Tpetota(q)-

La expresion general para T(q) es T(§) = %qu. Entonces tenemos que

1 2

Tbloque (Q) - §mcx

N S
Ty d) = 5m(v")’

como v* = ((z*, (y*)"), Tpetora(q) = 3m((4*)* + (¥%)*), pero
i* =& + Rcos 60,

" = —R cos 06;
entonces (v*)? = i2+2# R cos 00+ R202. Con lo cual Tyeipra(q) = sm(#2+24 R cos 00+ R26?).
Luego, T(¢) = m,@? + tm(i? + 2@ R cos 00 + R*0?).
Entonces el Lagrangiano del sistema esta dado por

: 1 1 . .
L(q,q) = L(x,0,1,0) = §mcx'2 + §(x2 + 22 Rcos 00 + R*0*) — mg(Rcosf) + h).

Ahora buscaremos las ecuaciones de movimiento que son de la forma

d (0L 9L _
a\ox) or "

da (oL _a_L—o- (7.16)
dt \ 96 00

oL
ox

= m.t + mx + mRcos 89,

L 8—L = mei + mi — mRsen 00> + mR cos 00,
dt \ 0%
oL

=0
ox
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Entonces,

% (Z_i) Z:I; (me +m)E — mRsen 06> + mR cos 06.

Por otro lado,

L .
a—. = maR cos 0 + mR*0,
00

% (Z—g) = mR(% cosf — & sin 99) +mR20,

g—g = —mRisinhf + mgRsin,

con lo cual,

% (Z—g) gg = mRi cos§ + mR*0 — mgRsin 6.

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento del sistema estan dadas por

(me +m)i — mRsen 00 + mR cos 00 = u
mRi cos + mR*0 — mgRsin6 = 0

Ahora debemos encontrar una trayectoria (z(t),0(t)),u(t)) de las variables de estado
y los controles con datos iniciales y finales (2(0),6(0),4(0),0(0)), («(T),0(T),z(T),0(T))
respectivamente, y minimizar el funcional costo

1,

El problema previo de control éptimo es equivalente al problema variacional con vinculos
dado por

~ T~ . ..
J = / L(z,0,%,0,%0)
0

sujeto a los vinculos de segundo orden

O(x,0,%,0,7,0) = <8L> oL _ — mRi cos§ + mR*) — mgRsin 6,

00 £l
donde
_ - . I I 1 . 22
L(z,0,%,0,%,0) =C (ZE, 0,1,0, % <g—0) — g—e) =3 [(mc +m)i — mRsin 06% + mR cos 60

Luego,
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d(oLy oL
dt \ 90 o0
t
mRi cosf + mR?0 — mgRsinf =0
.. ﬁ
mR*0 = mgRsin 0 — mRcosh

)

i gsinf — Z cosf
B R

Consideremos ahora la subvariedad M dada por los vinculos

M = {mRi cosf + mR* — mgRsinf = 0}

Sea Wy = M x T*(T(R x S')) con coordenadas (z,8,,8, i, p%, p, pL, ph).

Luego, consideramos la restriccién de L a M:

gsin@—:’n’cos@ﬂ2 B

- 1 .
Ly == [(mc+m)j—mRsin«96’2+chos«9( I

2
: 2
[(mc +m)# — mRsin 06 + mg cos 0 sin § — m7 cos 9}

Notaremos ) .
_gsinf —Zcost

R

Ahora buscamos, 2, H y los nuevos vinculos ¢,. Sabemos que estos son de la forma:

GO

Q = da Adp? + df A dpl) + di A dpl + df A dp},

2

~ : inf —Zcosf] 1 :
H = pli+pyf+pLi+py [g TRr TR } —= [(mC +m)i — mRsin 00 + mg cos O sin § — mi cos® 0

R 2
OH | ,0G" OLy

A L T
es decir, N
G’ 0Ly
1_ 196
Pa = "Pogy o -
Pero,
G  —cosh
9i R’
(9EM . . ) . . 2 2
rale [(mC + m)Z — mRsin 06~ + mg cos 0 sin § — mi cos 9} [(me +m) —mcos® ] .
Z
Entonces,
1 | —cosf

Pa =Py p + [(mC +m)& — mRsin 09> + mg cos f sin f — mi cos 9} [(me +m) —mcos® 0] .
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Sea ahora W la subvariedad que viene dada por {¢, = 0} con coordenadas (z, 6, %, 0,7, P, 0, pp)
Sea, (z(t),0(t), z(t),0(¢), 2(t), p2(t), py(t), ps(t)) una curva solucién de ix = dH, entonces,
de esta ecuacién obtenemos que

d*0  gsinf(t) — &(t) cosO(t)
dez R ’

dpy _
a

dp) L geosB(t)0(t) + #(t) sin O(t)0(t)
o —py(t) R

[(mc +m)i(t) — mRsin O(t)02 () + mg cos O(t) sin O(t) — mi(t) cos? e(t)}

+

[—mR cos O(1)03(£) — mg sin 0(£)0() + mg cos? O(£)0(t) + 2mi(t) cos O(¢) sin Q(t)é(t)]

dp} 0
L 00
dpé 0
A
dt pe()

[(mc +m)#(t) — mRsin ()0 (t) + mg cos 0(¢) sin O(t) — mi(t) cos? e(t)] [—QmR sin 6()6()0(t)] =
—2mgsin® 0(1)0(t) + 2mi(t) sin 6(t) cos Q(t)e(t)} ;

ph(t) = by 2

[(mC +m)#(t) — mRsin 0(t)0%(t) + mg cos () sin O(t) — mi: cos «9(75)} [(me 4+ m) — mcos®6(t)] .
Luego, por la proposicién (7.1.2), (Wy, Q) es simpléctica si y sélo si

#Ly  02GY

0505 Poz05 7 V-

Entonces, dado que

o
gLaM = [(mc +m) — mcos® 4] [(mC +m) —mcos* 0] = [(m. +m) — mcos® 0] ?
fitols
2,10
a..G.. =0
0Z0%

se tiene que, (W7, ) es simpléctica si y sélo si

[(me 4+ m) —mc0820}2 #0<

(me +m) —mecos®d #£0 &
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cos’0 # 1+ &;
m

es obvio que esta condicion siempre se cumple, con lo cual, el algoritmo se estabiliza en
la primer subvariedad de vinculos, Wj.
Luego, siempre podremos escribir al sistema como

CZ—: = F(x(1),0(1), 2(t), (1), &(t), ¥ (1))
d*0 _ gsin(t) — #(t) cos 0(t)
dt R
1 B
P — b))~ b0t

(me +m)iE(t) — mRsin0(t)62(t) + mg cos 0(t) sin 0(t) — mé(t) cos® 6(t)

[—2mgsin® 0(t) + 2mé(t) sin 6(t) cos O(t)] .

Resolviendo este sistema de ecuaciones diferenciales podemos encontrar de manera
explicita el control que hara que la fuerza ejercida al carro sea la minima posible.

Ademas, podemos concluir, que existe un tnico campo vectorial X que satisface
ixQw, = dHy,

con lo cual, podemos definir un flujo
6, W, - W,

tal que preserva la forma simpléctica, es decir,
& Qw, = Qw,

Veremos en la siguiente seccion, que con métodos numéricos es m$ simple responder a
estos problemas, y encontrar un flujo que preserve la simplecticidad.



Capitulo 8

Version Discreta del Problema de
Control Optimo

8.1. Mecanica lagrangiana discreta

Generalidades

Sea () la variedad configuracion, pero ahora definimos el espacio de estados discreto
@ x Q. Este contiene la misma cantidad de informacién que (es localmente isomorfo a) T'Q.
El Lagrangiano discreto es la funcién

LdZQXQ—)R.

Para relacionar la mecanica continua y la discreta hace falta introducir un paso en
el tiempo h € R y tomar L; que dependa del paso en el tiempo. Vamos a Considerar
entonces,

Li:QxQxR =R

En este trabajo no usaremos el paso en el tiempo, solo nos remitiremos a la primer
definicion de lagrangiano discreto, pero cabe destacar la existencia de este ya que para
pasar del caso continuo al discreto y ver como se relacionan entre si necesitamos de la
existencia de este.

Construimos la sucecion creciente de tiempos {t; = khlk = 0,1,...N} C R y definimos
el camino discreto como :

Ca(Q) = Cal{te}rg, @) = {{aa : {terzo} — Q.

Vamos a identificar la trayectoria discreta gq € Cq(Q) con la imégen ¢4 = {qx }1—,, dénde
qr = qa(tr). Definimos la accién discreta J; : C4(Q) — R como

=

-1

Ji(qa) = La(Qis Qes1)-
0

B
Il

Como el espacio discreto de caminos Cy es isomorfo a ) X ... X @ ((IN 4 1) copias) esto es
una variedad, con la estructura de la variedad producto. La accion discreta J; claramente
hereda la suavidad del lagrangiano discreto L.

57
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El espacio tangente 7,,Cq4(Q) de C4(Q) en ¢q es el conjunto de funciones

vy, {te}ay — TQ tal que mg o vy, = g4, que vamos a denotar v,, = {(qr, i)}y
El objeto discreto correspondiente a T'(T'Q) es, como es de esperarse, (Q X Q) X (Q X Q).
Definimos el operados proyeccion 7 y el operador traslacion o como

7 (90, q1) (90, 91)) — (90, q1)

o : (0, 1), (90, 11)) = (90, 41)-
La subvariedad discreta de segundo orden de (Q X Q) x (Q X Q) esta definida como

Qa = {wa € (Q x Q) x (Q x Q)|m 0 0(wg) = my 0 m(wa)},

que contiene toda la informacién que tiene (es localmente isomorfo a ) Q.
Concretamente, la subvariedad discreta de segundo orden es el conjunto de pares de la

forma ((go, 1), (¢1,42)).

Teorema 8.1.1. Dado el lagrangiano discreto Ly en C* con k > 1 entonces existe una
tnica funcion de clase C¥' DpgprLq : Qq — T*Q y dos tinicas 1-formas de clase C*1, @zd
y O, en Q X Q, tal que para toda variacion 6qq € T,,Ca(Q), se tiene

N-1

dJ,(qq) - 6qa = Z DperLa((qe-1, %), (Qs Qr+1)) - 0k
k=0

+07 (anv-1,qn8)(0qn-1,0qn) — OF (g0, @1) - (9qo, O¢u ).

La funcion DpgrLg es llamada, operador de FEuler-Lagrange discreto y en coor-
denadas tiene la forma

DperLa((qr—1: @), (@rs @er1)) = DaLa(qr—1, qx) + D1La(qr, Qrs1)-

Las 1-formas @Jer y O, son llamadas 1-formas discretas lagrangianas y en coor-
denadas tienen la forma

oL
@Id(qo,ql) = DyLy(qo, q1)dqy = ——dqy,

dq;
_ oL .,
@Ld(QOa Q1) == —DlLd(QO7QI)dCI0 - a ZdQO
do
Demostracion
Calculamos las derivadas de la accién discreta
N—-1
dJa(4a)06a =Y D1La(qk, qs1)0k + DaLa(qr, Ge1) 0k
k=0

=

-1

D1 La(qks @k+1) + D2La(qe—1, )¢ + D1La(qo, g1)0G0 + DaLa(gn-1,qn)0qn
0

B
Il

usando integracién discreta por partes (reordenando la suma).
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Luego identificando los términos con el operador de Euler-Lagrange y las 1-formas dis-
cretas lagrangianas, se tiene el resultado requerido.

[ |

A diferencia del caso continuo, en el caso discreto tenemos dos 1-formas que surgen de

los términos de borde. Observar que dL; = @j{d — 7, y usando que d*> = 0 obtenemos que

dey, = doy .

Esto se refleja a continuacion en el hecho de que sélo hay una tnica 2-forma discreta,
que es la misma que en el caso continuo y muy importante para resolver problemas de
simplecticidad.

Operador evolucion discreto y flujos

Un operador de evolucion X juega el rol de un campo vectorial en el caso continuo y
se define como cualquier funcién X : Q x Q — (Q X Q) X (Q X @) que satisface 7o X = id.
Se define también el flujo discreto F', dénde F': QQ X Q — @ x ), dado por F' =00 X.
En coordenadas, si X : (go,q1) — (qo,q1,q1,q2) entonces, F' : (qo,q1) — (q1,¢2). Ahora
consideramos el caso particular de un sistema lagrangiano discreto.

El operador de evolucién lagrangiano discreto X, es un operador de evolucién
discreto de segundo orden satisfaciendo

DDELLd OXLd - O
y el flujo lagrangiano discreto

Fr,:QxQ—=0QxQ

se define como
FLd —= 0 O XLd'
Un camino discreto ¢4 € C4(Q) se dice solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange si
DpprLa((@r-1, k), (@ @r+1)) - 0 = 0

para toda variacién dg; € T,4C4(@). Esto significa que los puntos ¢ satisfagan que

Fr,(qr-1, 1) = (> Qrt1)

o equivalentemente, que se satisfagan las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas

Dy Lg(qr—1,ax) + D1La(qr, qr1) = OVE =1,..., N — 1.

Simplecticidad

Definimos el espacio de soluciones discretas Cp,(Q)) C C4(Q) como el conjunto de so-
luciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas. Dado que un elemento ¢4 € Cr,,(Q)
es formado por iteraciones de la funcién F7,, esta estd determinada de manera tunica por
las condiciones iniciales (go,q1) € @ X Q. Entonces podemos identificar a Cr, (@) con el
espacio de condiciones iniciales () x @)
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Definimos también la accion restringuida /j\d @ x QQ = R como /j\d(qo, 1) = Ja(qa);
qa € Cr,(Q) vy (qa(to), qa(t1)) = (q0, q1)-

Vemos que a partir del teorema anterior, se puede deducir que
dTa(vg) - we, = OF (F " (0g))(FL)u(wa,) — OF (va) (wy,)

= ((F, )" (01))(va) (wy,) — O (va) (wy,)

para todo w,, € T1,,(Q X Q) y va = (g0, q1) € Q X Q. e
Derivando nuevamente en la expresién del teorema y usando y usando que d?Jy = 0
obtenemos que
N—1\x%
(FLd 1) (QLd) = QLd

dénde Qp, = dO} = dO7 esla forma simpléctica lagrangiana discreta, cuya expre-
sion en coordenadas es
Q1,(q0, 1) OLa gt n dgi
Lq\q0,q1) = a9 q-
d aqéﬁq{ 0 1
Este argumento es valido también si tomamos cualquier subintervalo de 0, ..., N, por lo
que la afirmacion es verdadera para cualquier nimero de pasos de F7,,. Para un solo paso,

tenemos que

(FLd)*(QLd) = Q.

Dada una funcién f: Q x Q — @ x @) decimos que es simpléctica discreta si
f Qp, =Qy,

. Los célculos anteriores muestran que F7,, es simpléctica discreta.

8.2. Mecanica variacional discreta con vinculos

Consideremos el Lagrangiano discreto Ly : @ x @ — R, los vinculos holénomos

¢ : Q — R? y la correspondiente subvariedad de vinculos N = ¢~1(0) C Q. Como en el
caso continuo, el hecho de que N x N es una subvariedad de ) x @), podemos restringir el
Lagrangiano discreto, Lfiv “N = Lq |nxn obteniendo asi un sistema Lagrangiano discreto en
N x N.

Para relacionar la dinamica de con la de Ly, es util introducir la notacién
de los caminos discretos como se definié de manera analoga en el caso coninuo. Dados
los tiempos {0, h,2h,...,Nh = T} y los puntos iniciales y finales gy, qr € N respectiva-
mente; consideramos el conjunto Cy4(Q) = C4({0,h,2h, ..., Nh},Q, qo,qr) de trayectorias
qq : {0, h,2h, ..., Nh} — @Q satisfaciendo que ¢4(0) = qo, qa(T) = qa(Nh) = qr; sea también,
C4(N) el correspondiente conjunto de caminos discretos en N.

Similarmente, notamos Cq(R?) = C4({h, 2h, ..., (N — 1)h},R9) el conjunto de funciones
A i {h,2h,....(N — 1)h} — R? sin condiciones de frontera. Veremos a continuacién por-
qué no incluimos los puntos de frontera 0 y Nh. En general C4(P) es el conjunto de funciones
de {h,2h,...,Nh} en la variedad diferenciable P y podemos identificar tales funciones con
sus imdgenes escribiendo gq = {qx}2_, v similarmente para Ay = {\¢ }1,.

NXN
Ld
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Principio variacional discreto con vinculos

Teorema 8.2.1. Dado el sistema Lagrangiano discreto Lg : Q@ X Q — R con vnculos
holnomos ¢ : Q — RY, la subvariedad N = ¢~*(0) y el Lagrangiano discreto restringuido
LéVXN = Lg |nxn, son equivalentes:

1. g3 = {qx}2_o € Ca(N) extremiza T = Ty | N x N, y por lo tanto resuelve es solucion
de las ecuaciones de Fuler-Lagrange discretas para LY

2. qq = {q}y € Ca(N) y g = {M 1o € Ca(RY) satisfacen las ecuaciones de Euler-
Lagrange discretas con vinculos

Do La(qr-1, qr) + D1La(qr, gk+1) = (M, Vo(a)),
¢(C]k) =0;

3. (qas M) = {qs Mty € C(Q xRY) extremiza Jala, Aa) = Ta(q2) — O, @alqa))e y por

lo tanto es solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas para cualquiera de

—~

los lagrangianos extendidos Ei, Ly : (Q x RY) x (Q x RY) — R definidos por

z;(Qka Nes @t 1, Met1) = Lal@es @er1) — N1, @(qes1)),

L (G, Moy @1, Met1) = La(@es @e1) — (N, 0(ar))-

Demostracion

Para la prueba se aplica directamente la demostracion ya realizada para el caso continuo.
Es una consecuencia directa de este.

Para mas detalles de esta, se recomienda al lector ver [26]

8.2.1. Aproximacion geométrica de la mecanica vakénoma dis-
creta

En esta seccion, inspirada en nuestro ultimo enfoque geométrico de la mecanica vakono-
ma, desarrollaremos un integrador numérico que conserva, como se discutird mas tarde,
naturalmente, ciertas estructuras asociados a este sistema.

Consideramos la variedad configuracién ) de dimension n, el Lagrangiano L : T'Q) — R
y los vinculos ¢® : TQ) - R, 1 <a<m.Sean L;: Q@ xQ =Ry ¢j:0Q xQ — R una
discrteizacion del Lagrangiano y los vinculos, respectivamente.

Por lo tanto, podemos considerar el siguiente problema de optimizacién con vinculos
que es llamado calculo variacional con vinculos discretos o mecanica vakénoma
discreta:

min S(QU: qi, - - - 7QN) con qo y gn ﬁjOS (8 1)
sujeto a @G (qr, qr1) =0, 1<a<m, 0<E<N -1 '
donde S(qo,q1,---,qn) = Z]k\:(]l La(qr, qr+1) es el funcional accién discreto. Observar

que el sistema esta sujeto a N.m funciones de ligaduras.
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Considerando (8.1) como un tipico problema de optimizacién con vinculos, se define el
Lagrangiano discreto extendido como, L4(z,y, ) = La(z,y) + M\a@§(x,y) en Q x Q) x R™
y el problema variacional discreto sin restricciones:

min S (go, q1, -, qn, A AL AN con g v g fijos (8.2)
gpeQ, MeR™ k=0,....N—1, gye€Q, ’
donde
S (qo, 1y -, an, AL AL AT = La(qr, @1, AV
k=0
N—1

[La(qr, qre1) + NodG (qrs @rsr)]

I
(]

I/\ﬁ
o

donde A es un m-vector con componentes \¥, 1 < o < m. Los puntos criticos de la ecuacién

0S
(8.2) seran los que anulen EPR k=1,...,N —1(qoy qn sonfijos) y la ecuacién de vinculos
. qk
S

I 0, k=0,...,N — 1. Entonces, las ecuaciones vakonémicas discretas son:
D1 La(qr, qry1) + DaLa(qe—1, qr)
FAED19G (qk, Grrr) + Mo Dad (g1, ) =0, 1< k<N —1 (8.3)
ng(q]ﬁq]C-i-l):O; 1§O{§m, OSkSN_l
. L . 0’F
En lo que sigue, usaremos la notacion Dis F' para denotar a la matrizde nxn | ————=
OxAoyB
para toda funcién de clase C? F': Q x Q — R.
Si la matriz,

a (e
DyoLg + Ao D129y %
0o\ T € Mnim)x(ntm)(R)
( ¢d)
A 0m><m
dy

es invertible, entonces localmente existe
O: MyxR™ — MyxR™
(@, y,A) — (y,v,4)

donde My = {(q,q1) € Q X Q | ¢*(qo,q1) = 0}. Asi, a lo largo de las soluciones
(90, q1, - - qn, A0 AL, ... AN 1) de las ecuaciones (8.3) obtenemos que:

D(qr—1: @i A1) = (Ghs @i, A)
que representa el flujo discreto de nuestro problema vakonémico.

Observacién 8.2.2. En el caso de que los vinculos sean holdnomos (i.e: ¢~ : Q —
R ),podemos elegir (entre muchos otras) la discretizacion

o5 QQxQ — R
(90,q1) — 9% (q)

y luego nuestro procedimiento conduce a las mismas ecuaciones como las propuestas en
(8.3)solo para el caso holénomo.
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8.3. Mecanica discreta de orden superior

Dado que ya sabemos que una discretizacion de T'Q) es () X ) es razonable que elegir
como discretizacion de T™Q al producto cartesiano QF+!.
El Lagrangiano discreto de orden superior es

Ld : Qk+1 — R
(q07QI7"'7q]€) = Ld(QO:"W‘]k)
Observacién 8.3.1. Por simplicidad, usaremos la siguiente notacién: qg; ;, (i,7) € (N*)?,
i < 7, que indica la (j — i) + 1-upla
Q(l,j) - (% qi+1s---5495-1, q])

Dadas las condiciones iniciales y finales (g -1y, ¢v—k+1,8)) € @** con N > 2k, se define
el conjunto de caminos admisibles con condiciones de borde qr—1) ¥ ¢N—k+1,3):

C(]Z(Oyk,l),qw,k“m) = {qo.~) | Qok-1) = Q0k-1) s UN-k+1,8) = AN-k+1,N)}

sobre los caminos discretos admisibles, g, x) como:

. N
SLa: C(Q(O,k—l)vQ(N—kJrl,N))
N—k
do,N) ZLd<Q(i,i+k))
=0

Procediendo como en el caso continuo, se obtener el principio de Hamilton discreto de orden
superior

Definicién 8.3.2. Principio de Hamilton discreto. Un camino admisible

N
do.Nn) € C(Q(O,k—l):Q(N—k+1,N))

es solucidn del sistema Lagrangiano discreto determinado por Lq : Q"' — R si y sélo si
q(o,n) €s un punto critico de SLg.

Los puntos criticos nos dan soluciones para el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales

k1
> DiLa(qusi—jirrie—p) =0, k<i<N-—k

=1
Estas ecuaciones son llamadas Ecuaciones de Euler-Lagrange discretas de orden
superior. Observar que este es un sistema de (N — 2k + 1) - n ecuaciones diferenciales:

Dis1La(qow) + - - + DiLa(queom)
Di1Li(qak+1)) + -+ DiLa(qisr 2641) =

o O O O

Diy1La(qv—ok,n—k)) + - -+ DiLa(qv-r,n)) =
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Definimos también el operador de Euler-Lagrange discreto:
ELy: Q1 — T*Q
k+1
q(i2k+i) ZDde<Q(i+k+lfj,i+2k+lfj))
j=1

para caracterizar las soluciones de el sistema Lagrangiano discreto determinado por
Lg: Q' — R tal que

ng(q(i72k+i)) = O,VO S 1 S N — 2k .

Formas discretas de Poincaré-Cartan de orden superior

Ahora, vamos a definir, usando el principio variacional, dos 1-formas discretas de Poin-
caré-Cartan y una 2-forma de Poincaré-Cartan. Para ello, no imponemos inicialmente con-
diciones de borde (q(k-1), ¢(n—k+1,5))- Para ello, consideremos el espacio de caminos ad-
misibles: CV = {g(o,n) € @V }. Definimos

SLa(gon) = Y La(@ir) (8.4)
i=0
entonces:
- N—2k
dS La(q(0,n)) (0g(0.3)) = Z E La(q(i,2k+4))0q(+4)
=0

[D Ld(fI(o k )]5(]0

+[D2La(qq.x)) + DlLd( q(1k+1))]0q1 + -
+[D d( k) o DlLd( k—1,2k‘—1))]6Qk71
+[D; (CI(N k N)) oo+ D1 La(qv—2k+1,N—k+1))|0qN k41

+ .o 4 [DreLa(qv—r,n)) + Diy1La(qv—r+1,8-1))]0gN1
+[Drs1Lalqv—k,n))]0gn

Las dos expresiones correspondientes a los términos de borde definen dos 1-formas que son
las llamadas I1-formas de Poincaré-Cartan discretas en Q2:

O1,(qo2k-1)) = —[D1La(qor))ldgo — [D2La(qor) + D1La(qa k+1))]dg

8.5
D L) ot Dy Luate 1) s (85)

07 (q02k-1)) = [D2La(qk-126-1)) + - - + Diy1La(qeor))]dar
+ ..+ [DeLa(qe—1,26-1)) + D1 La(qe—2,2k—2))]dGar—2 (8.6)
F[Drr1 La(qe—1,26-1))]dGar—1
de manera tal que:

N—-2k

dSLa(qa)(5ga) = Z E La(q(i 2k+i)) O Qi

+@L (Q(N—2k+1,N))56](N—2k+1,N)
—O7,(q(0,26-1))G(0,26-1)
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Ademas,
k-1
Z de(Q(i,z’—i—k)) = ®Jer<Q(O,2k—1)) - @Zd(Q(o,%—n)
=0
y usando que d* = 0, se tiene que existe una tnica 2-forma Q, = —dOf = —dO ,

llamada la 2-forma de Poincaré-Cartan.

Flujo discreto

Si existe una aplicacion diferenciable

Fd3 Q2k - Q2k
q0,2k—1) > 4(1,2k)

donde gy, es una funciéon que depende de g 2x—1) verificando £L4(g,2x)) = 0 la llamare-
mos el flujo discreto. Si la matriz hessiana (D; y41Lg) es regular, entonces se dice que
lagrangiano discreto es regular.

En el articulo [8] se prueba que bajo la condicién de regularidad (D; j+1L4) la 2-forma
r, es simpléctica y el flujo es un simplectomorfismo: F;Q, = Q.

8.4. Mecanica vakénoma de orden superior

Como resultado novedoso vamos a trabajar el caso de sistemas lagrangianos de orden
superior sujetos a ligaduras. Para ello utilizaremos los resultados de las dos secciones ante-
riores (mecanica vakénoma discreta y mecdnica discreta de orden superior sin ligaduras).

Ahora supongamos que tenemos, en el caos continuo, un Lagrangiano L : T®Q — R

con coordenadas (q, ¢, §), y los vinculos ®* : T?)Q — R.

Observacion 8.4.1. Los resultados se pueden generalizar de un modo sencillo al caso
L:T®Q — R y vinculos ®* : THQ — R, pero para la aplicacion que vamos a realizar
preferimos especializar nuestra situacion para lagrangianos de orden dos.

Discretizando el sistema obtendremos

Li:QxQxQ—R

P QxQxQ—R

La accién S; : Q! — R est4 dada por :

N-2

S0, qv) =Y La(Ge: Gis1, Gesa)-
k=0

donde (g, Grt1,qrt2) =0, 1 <k < N —2.

Con lo cual tenemos el siguiente problema variacional discreto con vinculos

minSd(Q07q17 7Qk)
sujeto a *(qr, et1,Grr2) =0, 1 <a<m, 0< k<N -1
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Considerando este problema, definimos Ly: Q xQ xQ xR™— R dado por

Ed(Qka Qht1s Qot2s Aak) = (La(qr, @1, Ger2) + Aok P (qks Ght1, Ght2))
0

2
I\

i

y nuestro problema se asocia al problema variacional discreto:

min Sq(qr, Gr+1, Qe+2: Aa.0s Aals Aar2)

G €Q; A €R™ 0<k<N
donde

gd(le @t 15 ot 2s A0y Aoty Aa2) = Lalqo, q1,92) + La(q1, @2, 43) + La(q2, 3, qa)
+)\a,0®a(CI0> q1, q2) + )\a,l(I)Ol(q17 q2, q3) + )\a,Qq)a(q% q3, Q4)

Luego las ecuaciones vakonomas discretas son :
054 - _ _
9 D3La(qo, q1,q2) + D2La(q1, G2, q3) + D1La(q2, G3, qa)
2
+FAa,0D32% (0, 41, G2) + Aa1 D2P(q1, G2, 43) + A2 D1P% (g2, G3,G4) = 0
D*(q0,q1,42) = 0
(Da(qh q2, Q3) =0
(g2, 43,q4) = 0.

02 f(q1,92,93)

Denotamos por Di3f = 90190

. Entonces, si

det Di13La(q2, 43, qa) + Aa2D13®%(q2, g3, 1)  D3®*(qa, g3, qa) £0
D19%(g2, g3, q4) 0

podremos garantizar regularidad, es decir, podremos despejar las coordenadas q4 y Ay en
funcion de las otras coordenadas.

Asi, denotando por My la subvariedad de Q* definida por los puntos (qo, q1, g2, ¢3) € Q*
definidas por la anulacién de las ligaduras ®“(qo, g1, ¢2) = 0y ®%(q1, g2, ¢3) = 0 obtenemos
el flujo discreto

Fy: MdXRZm — MdXRQm
(QO7917Q2,Q37)\0<,0,)\@,1) — (Q1,C]2,C]3,CI47/\a,1a)\a,2)

8.5. Sistemas de Control Infractuados Discretos

Consideremos el espacio de configuracién () = @y x @)1 y el lagrangiano discreto
L; : Q x QQ — R. Supongamos que las fuerzas externas de control pueden ser aplica-
das solamente a las primeras coordenadas (¢f), donde las coordenadas generalizadas son

(46,95 a7 at) = (a5 a")-
Las ecuaciones de control discretas estan dadas por:

DSLa(ap, gity) + DiLa(qi, aiy) = ug
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DS La(q, giter) + D5 La(ai), gey) = 0

1<A<n,1<a<m m+1<a<n;donde D{Ly, D{L,; rerpresentan las derivadas
parciales con respecto a las coordenadas a y «, respectivamente.

El problema consiste en encontrar un camino discreto (gi), k = 0,..., N y (u%),
J = 0,...N — 1, minimizar el funcional costo discreto Sy = Z]k\[;()l C(qk, Qr+1, Ua), cON
condiciones iniciales qg, ¢; v finales gy_1, qn fijadas.

Cuando las variables de control aparecen explicitamente, el problema previo de control
optimo discreto es equivalente al siguiente problema variacional con vinculos discretos:

N-2

—~

Sd = Z(QZ? qga QZ+1> qg—&—la qz+2: ql?+2>
k=0

sujeto a los vinculos discretos de segundo orden:

(g, Qhr1, Ghra) = DS Lalql, gt ) + DY La(gil, 1, 4its) = 0.

donde,

T A A A A
L(qE, 4 s Ghgrs Qin > Govas Qi) = Ca@, Gorrs Dy Lalqi s Gieq) + DY La(Giy1 s Qo))

Ahora supongamos que tenemos el Lagrangiano L : T (@) — R con coordenadas (g, ¢, §),
y los vinculos ®* : T?Q — R.
Discretizamos el sistema y obtenemos
Li:QxQxQ—R

P QxQxQ—-R

La accién S; : Q¥ — R esta dada por :

N-2

Sa(qo; - qv) =Y LalGe, Qi1 Gesa)-
k=0

y los vinculos discretos

D*(qr, Q1 Gor2) = DaLa(qd, @) + DiLa(qi, ¢3) =0, 1 <k < N —2.

Con lo cual tenemos el siguiente problema variacional discreto con vinculos

min Sy(qo, q1, -5 Gk)
sujeto a
Q%(qk, Grt1, Gr2) =0, 1 <a<m, 0< k<N -1
Considerando este problema, definimos Ed QX Q xQ xR™— R dado por

N-2

La(Gr: Qis1: Geszs Aae) = > (Lalars Gty Ghsz) + Aok @ (Ghs Qi Gira))
k=0
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y nuestro problema se asocia al problema variacional discreto:

min Sd(Qka qk+1, 9k+2, )\a,07 /\a,lu )‘a,Q)

GhE€Q; Mar ER™, 0<k<N
donde

Sd(QIW qk+1, Qk+2; /\oc,Oa )‘a,lv /\oc,2) -

La(qo, q1, 42)+La(q1, 42, 43)+La(qa, g3, 42) + 20 0P (90, 415 G2) + A1 @ (a1, @2, @3) X0 2@ (02, @3, ¢4)-

Luego las ecuaciones vakonémicas discretas son :
95,
g2

A, 0 D3P (q0, 41, G2) + Aa1 D2 (q1, 42, 43) + A2 D19 (g2, G3,q4) = 0
®*(qo, q1,92) = 0
D(q1,q2,93) =0
(g2, 93,q4) = 0

= D3La(q0, q1,92) + D2La(q1, g2, 43) + D1La(qa, g3, qa)+

92f

Denotamos por D3 f = 30 0n

. Entonces, si

Di3Lg+ Aa2D139%(q2, 43, q1)  D3®%(g2, 43, q4)
det ’ 85 88 0
( D19 (q2, 43, q4) 0 7

podremos garantizar regularidad, es decir, podremos despejar las coordenadas g4 y Ay en
funcion de las otras coordenadas.

8.6. Ejemplo: EL Pendulo Invertido

Retomemos el ejemplo de la seccién anterior, el péndulo invertido. Este consistia en un
péndulo rigido o varilla de masa m que se mueve en un plano vertical, sélo puede moverse
a lo largo de una recta horizontal, esta tltima contenida en el plano antedicho y habiamos
comentado que en la practica esta se logra montando el péndulo a un carro.

El espacio de configuracién del sistema es Q = R x S'. Las coordenadas generalizadas
son el angulo 6 y la posicion del movil .

Un problema cléasico de control 6ptimo es, aplicando una fuerza horizontal sobre el bloque

El Lagrangiano que obtuvimos fué:

: 1 1 . .
L(q,q) = L(x,0,1,0) = 577%:132 + 5(1:2 + 2 Rcos 00 + R*0*) — mg(Rcost) + h).

y las ecuaciones de movimiento:

(me +m)i — mRsen 00 + mR cos 00 = u
mRi cos 0 + mR*0 — mgRsinf = 0.
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Discretizamos este sistema tomando la descretizacién candnica Ly : Q X () — R donde
Q=RxS!

1 T — Th 2
Li(vg—1,0k-1, xk,0f) = §M (%) +

1 Tp— Tpo1 ) Tp — Th—1 O + Or—1 Or — Ok—1 o (O — Ok ?
o | () e (e s () (Pt () -

donde A es la altura del carro.
Las ecuaciones de movimiento son

M+m, ml Or1 + 0 Ot + 0
(21’]€+1—CL’]€—JZ1€+2)<T)+F |:COS <%k> (0k+1 - Hk) — COS (M) (8k+2 — 8k+1):| = Uk

W(20k+1—9k—9k+2)+ﬁ |:($k+1 — T,) COS (%) — (Tass — Tps1) COS ( k2 k+1)} N

2
lm_g sin Ort1 + O 4 sin Okt2 + Oria B
2 2 2

Ilm o (O + 0 o (Okya+0
BY®) (Tr1 — 1) (Okg1 — Or) sin (%) + (Trt2 — Tpy1) (Ors2 — Opy1) sin <%)] =0.

El problema de control éptimo discreto consiste en encontrar un camino (qx, Gxt1, Ux) ¥
minimizar el funcional de coste discreto

Sabemos que este problema es equivalente al siguiente problema variacional con vinculos

3

mlIl.Ad: E L(xlm9k7xk:+179k:+17xk+279k+2)
k=0

sujeto a las ligaduras

Pa(qrs Qot1s Qrr2) =

Opy1 +0 Opyo + 0
lzm(20k+1—9k—9k+2)+lm |:($k+1 - LL’k) COS (%) — (Ik+2 — xk—i—l) COS (%)} +

lm29h2 {sin (9k+12+ 9k) +sin (9k+2 -g 9k+1)} B

Im . Ok + 0 . [ Okia+ 0
5 | (@ke1 = 2k) (Or — O sin (%) + (@pr2 = Tpr1) (Brr2 — Opi1) sin <%>] =0,
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con k=1,2,3 donde Ly: Q@ x Q x ) — esta dado por

1

La(Qrs Qr1, Qi) = iui =

M +m)? ml)? Opi1+ 6 Opso+ 0 2
¥(2$k+1—$k—xk+2)2+( ) [cos (Hlk) (Og+1 — O) — cos <M> (Opt2 — 9k+1)]

2h* 2h* 2 2
Definimos Lq : Q x Q x Qx™ — dado por

La(qr, Ges1 G2y M) = Zd(‘]ka Qet1s Qetr2) + MePa( Qs Qer1s Qrra)-

Ahora, buscamos las ecuaciones vakénomas discretas para el sistema. Definimos la accién
discreta extendida,

Ad(q07 q1,42, 493, 44, )\17 )\27 )\3) =
Zd(QO; q, QQ)+zd(Q17 q2, QB)+zd(Q27 03, 1)+ Aa.0Pa(q0, 015 @2) F A1 Pal(q1, G2, 43) + A0 2Pa(q2, G5, qu)-

Entonces las ecuaciones vakénomas discretas estan dadas por

0 = DiLa(go,q1,2) + D5La(qr, 42 43) + D La(g2, 43, qu)
+20,0D5P4(q0, 415 42) + Aa,1 D3 Pa(q15 @2, 43) + Aa2 D7 Pa(q2, 43, 44),
0 = DSLa(qo, @1, o) + D4La(q1, a2, 43) + DYLa(q2, g3, qa)
FAa0D5Pa(q0, 41, @2) + Aag DSPalqr, g2, 43) + Aa2DiPa(q2, g3, qa),
0 = P4(q0,q1,92),
0 = Pu(q1,q,93),
= D4(q2,q3, Q).

Luego de efectuar algunos célculos se puede ver que,

x T M+m 2
D13Ld(QQ7q37q4) = %7
7 ml)? 04+ 0 0,40
D€3Ld(QZaQ3aC]4) = _<2h2 |:3€n (%) ((94 _ 03) — 9¢0s ( 4 5 3>:| %

o (557) (%57 e (%5
2 2 2 ’

Dis®4(q2,q3,.4) = 0,

DY3®a(g2,q3.¢4) = O,

mi 05 + 0 05 + 0
Di®a(g2,93,q1) = 7(93_92)3671( . 9 2) —mlcos( : 2 2)’

D5®4(q2,q3,q4) = —mlcos ( 1 3) — 7(94 — 03)sen < 1 5 3) 7
mglh? 0y + 6 ml 03 + 0
Di)q)d(QL 43, Q1) = J cos | 2 3) —mi? — — (x5 — x3)(05 — 03)cos 3 2 7
4 2 4 5
mglh? 04+ 0 ml 0.+ 0
ng’d(%;%,%) = i cos ( 1 5 3) —ml* — Z(M — 23)(04 — B5)cos ( 3 - 4) '
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Entonces, si D{®q(q2, 3, ¢4) D5 Pa(q2, g3, 42) DI Pa(ga, 43, 44) D§Pa(q2, g3, ¢4) 7 0 podemos
despejar localmente las coordenadas g4 y Ao en funcién de las otras coordenadas.

Denotamos por My la subvariedad de Q* donde Q = R x S! esta definida por los puntos
(90, q1,q2,q3) € Q* v la anulacién de los vinculos ®%(qo, q1,¢2) = 0y ®%(q1,qo,q3) = 0
obteniendo asi el integrador vakénomo discreto para neuestro problema

Fy: MdXRQm — MdXR2m
(QO7€117612,Q37)\0<,0,)\@,1) — (Q17€]2,C]3,CI47/\a,1a)\a,2)
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Capitulo 9

Conclusiones y Futuros Trabajos

Si nuestro objetivo es minimizar (o maximizar) una funcién de coste, es decir, estamos
tratando un sistema mecéanico de control 6ptimo, bajo ciertas circunstancias es posible
determinar los controles en funcién de las variables cinematicas. Finalmente el sistema se
reduce a un sistema lagrangiano de orden superior, posiblemente sujeto a ligaduras también
de orden superior. Aqui parece adecuado adaptar al orden superior el algoritmo que ya se
habia disenado en [16] y fue tratado con detalle en este trabajo, y generalizando el resultado
que se obtuvo en [7] para vinculos no-lineales en las velocidades.

El principal objetivo, cumplido, fué obtener el marco geométrico para sistemas lagran-
gianos de orden superior (tanto noholénomo, como variacional) que se han empezado a
estudiar en [14], [16] y encontrar su versién discreta con la motivacién de encontrar inte-
gradores simplécticos preservando momento para estas familias de problemas de control
optimo.

Actualmente se siguimos trabajando en la simulacion numerica para explotar las pro-
piedades de el integrador obtenido en la ultima seccion de este trabajo

El principal objetivo en el cual trabajar a partir de esta tesina seria el estudio de sistemas
lagrangianos controlados en algebroides y grupoides de Lie. Investigaciones recientes han
encontrado un marco unificador para la mecanica clasica, cubriendo la mayor parte de
las situaciones interesantes, siendo la estructura subyacente la de algebroide de Lie (como
sustituto de espacio de fases de velocidades). Esta idea fue introducida originalmente por A.
Weinstein [28] y desarrollada por diferentes grupos, encontrando un formalismo lagrangiano
y hamiltoniano suficientemente general para que cubriese los diferentes tipos de ecuaciones
(Euler-Lagrange, Euler-Poincaré, Lagrange-Poincaré...).

En muchos de los ejemplo de interés en aplicaciones practicas (robética, astrodindmica)
los sistemas de control aparecen reducidos siendo su espacio de fases un algebra de Lie,
el cociente de un fibrado tangente por la accién de un grupo de Lie, en vez de un fibrado
tangente usual. Esto hace de gran interés extender las ideas expuestas en los parrafos
anteriores al caso de espacios de fases modelados en algebroides de Lie.

Se formalizara el marco geométrico de orden superior para algebroides de Lie (estu-
diando, tanto el formalismo lagrangiano como el hamiltoniano). donde se podrén observar
objetos globales asociados a estas estructuras de orden superior, con vistas a un posible
construccion de integradores geométricos.

La derivacion del correspondiente formalismo discreto nos dara un resultado final de
gran interés en aplicaciones, pues permitiria la obtencién de métodos numéricos simplécticos
para problemas de control 6ptimo reducido.

73
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Como casos particulares de interés a estudiar surgen varias aplicaciones al control épti-
mo de sistemas noholénomos y a simulaciones numéricas en problemas de control. Entre los
problemas concretos a tratar se encuentran la planificacién eficiente de trayectorias, con-
trolabilidad y optimizacién local de sistemas posiblemente no diferenciables y controlables
nolinealmente. Los ejemplos incluyen un amplio nimero de sistemas tales como satélites,
manipuladores robdticos con articulaciones pasivas y vehiculos acuaticos.
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