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Abstract /Resum

The Lagrangian-Hamiltonian unified formalism of R. Skinner and R. Rusk was originally developed
for autonomous dynamical systems in classical mechanics. It has been recently generalized for non-
autonomous first-order mechanical systems, as well as for first-order and higher-order field theories.
However, a generalization to higher-order mechanical systems has not been described yet. In this work
we review the natural geometrical setting for higher-order mechanical systems, the higher-order tangent
bundle, and the higher-order Lagrangian and Hamiltonian formalisms. We also review the Lagrangian-
Hamiltonian unified formalism for first-order autonomous dynamical systems, and finally we propose a
generalization to higher-order autonomous dynamical systems.

Keywords: Higher-order mechanics, Higher-order tangent bundles, Lagrangian and Hamiltonian forma-
lisms, Unified Skinner-Rusk formalism

MSC2000: 70H50, 53C80, 53C15

El formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia de R. Skinner i R. Rusk fou desenvolupat originalment per
a sistemes dinamics autonoms de la mecanica classica. Més recentment s’ha generalitzat per a sistemes
mecanics no autonoms de primer ordre, i per a teories de camps de primer ordre i d’ordre superior.
Tanmateix, no se n’ha donat encara cap generalitzacié per a sistemes mecanics d’ordre superior. En
aquest treball revisem el marc geometric natural per a sistemes mecanics d’ordre superior, el fibrat tangent
d’ordre superior, aixi com els formalismes lagrangia i hamiltonia d’ordre superior. També revisarem
el formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia per a sistemes dinamics autonoms de primer ordre per,
finalment, proposar una generalitzacio a sistemes dinamics autonoms d’ordre superior.

Paraules clau: Mecanica d’ordre superior, Fibrats tangents d’ordre superior, Formalismes Lagrangia i
Hamiltonia, Formalisme unificat de Skinner-Rusk

MSC2000: 70H50, 53C80, 53C15
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Introduccio

En les dltimes decades, d’enca la publicacié de [1] I'any 1978, s’ha dut a terme un fort desenvo-
lupament en el tractament intrinsec d’una gran varietat de temes en fisica teorica, teoria de control i
matematica aplicada en general, usant els metodes propis de la geometria diferencial. Aquesta branca
de les matematiques proporciona un marc natural ideal per a la modelitzacié de sistemes mecanics [1, 2],
teories de camps [19, 29], quantitzacié de sistemes fisics [18, 43] o la teoria de control [3], entre d’altres.

La motivacié per dur a terme aquesta geometritzacié és la possibilitat d’analitzar les caracteristiques
dels sistemes que es consideren dés d’una Optica global, permetent d’aquesta manera obtenir propietats
qualitatives dels sistemes, les quals faciliten la integracié de les equacions que els descriuen. Respecte
aquest tema, també convé remarcar el desenvolupament de metodes optimitzats d’integracié numerica
que es basen en la conservacié de les propietats geometriques dels sistemes [33].

D’aquesta manera s’ha desenvolupat la formulacié intrinseca per als formalismes lagrangia i hamil-
tonia, tant per als sistemes autonoms (independents del temps) [1, 2, 15] com per als no autdonoms
(depenents del temps) [10, 17, 25]. En general, pero, aquest estudi s’ha dut a terme per a sistemes
dinamics de primer ordre, és a dir, aquells sistemes per als quals les funcions lagrangiana o hamiltoniana,
dipositaries de la informacié dinamica en els respectius formalismes, depenen de les coordenades de po-
sici6 i velocitat (o moment) generalitzades. Des del punt de vista geometric, aix0 es tradueix en que els
espais de fases sén, en la majoria dels casos, fibrats tangents o cotangents de les varietats que conformen
els espais de configuraci6 dels sistemes.

Tanmateix, tot i que aquestes lagrangianes i hamiltonianes descriuen bona part de les teories més
interessants en fisica, existeix un nombre important de sistemes rellevants en els quals la dinamica té
dependencia explicita en acceleracions o derivades d’ordre superior de les coordenades de posicié gene-
ralitzades, i per als quals necessitem funcions lagrangianes i hamiltonianes que reflecteixin aquest fet.
Aquests sistemes dinamics, anomenats d’ordre superior, es modelitzen geometricament mitjangant fibrats
tangents d’ordre superior o els seus “duals” corresponents [14]. Aquests models sén propis de la fisica
teorica, com aquells que descriuen particules relativistes amb spin en interaccid, les teories de cordes de
Polyakov i d’altres, la lagrangiana de Hilbert de la gravitacié i la generalitzacié de Podolsky de 1’electro-
magnetisme (veure [5] i les referéncies alla citades); perd també apareixen de manera natural en models
numerics que provenen de la discretitzacié de sistemes dinamics de primer ordre que conserven les seves
estructures geometriques inherents [13].

D’altra banda, addicionalment a la formulacié intrinseca dels formalismes lagrangia i hamiltonia, exis-
teix una generalitzacié d’ambdés que els engloba, en el sentit que podem recuperar tots dos formalismes
a partir d’aquell. Aquest formalisme, anomenat formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia, o formalis-
me de Skinner-Rusk degut als autors de l’article original, fou desenvolupat originalment per a sistemes
mecanics autonoms [41], i posteriorment per a sistemes no autonoms [4, 9], teories de camps de primer
ordre [16, 12] i, més recentment, d’ordre superior [6, 7, 42]. Tanmateix, tot i que la geometritzacié dels
formalismes lagrangia i hamiltonia per a teories d’ordre superior ja s’ha desenvolupat per a sistemes
mecanics autdonoms [8, 14, 27, 35|, encara no s’ha desenvolupat una generalitzacié del formalisme de
Skinner-Rusk per aquest tipus de sistemes.

L’objectiu principal d’aquest treball és, doncs, donar una descripcié del formalisme unificat Lagran-
gia-Hamiltonia per a sistemes mecanics d’ordre superior, tenint en compte els formalismes lagrangia i
hamiltonia ja descrits per a aquests sistemes. Per assolir aquest objectiu, farem una revisié del marc
geometric sobre el qual desenvoluparem aquest formalisme, aixi com dels formalismes d’ordre superior
que es tenen per a sistemes mecanics. Per aquest motiu hem dividit el treball de la seglient manera.
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En el primer capitol donarem un breu resum de les definicions, propietats elementals i expressions
en coordenades per a les varietats de jets d’aplicacions o seccions, i no sera més que una revisié del
que podem trobar en [14], tot actualitzant la notacié i terminologia a les actuals. Altres referéncies per
aprofondir en aquest tema particular sén [31] i, especialment, [40].

En el segon capitol introduirem 1'objecte fonamental sobre el qual treballarem al llarg de la resta del
treball: el fibrat tangent d’ordre superior. Com veurem, aquesta varietat diferenciable es pot introduir
com a cas particular d’una varietat de jets [14], o bé com a generalitzaci natural del fibrat tangent de
primer ordre que ja coneixem [40]. Tot seguit definirem les estructures canoniques del fibrat tangent
d’ordre superior. Algunes d’aquestes estructures sén generalitzacions d’estructures canoniques del fibrat
tangent de primer ordre, com és el cas dels camps vectorials canonics, els endomorfismes verticals i els
semisprays. D’altres, en canvi, sén estructures propies dels fibrats d’ordre superior, o bé estructures que
en el cas de primer ordre no s’introdueixen per no ser necessaries, com ara les derivacions i diferencials
verticals o la derivacio de Tulczyjew. Totes aquestes estructures seran definides amb detall, en donarem
les propietats més importants i, quan sigui possible, les interpretacions geometriques. Per a aquest capitol
seguirem, essencialment, [14].

En el tercer i quart capitols donarem la descripcié d’ordre superior per als formalismes lagrangia i
hamiltonia, respectivament. Seguint principalment [14], i en menor mesura [23, 27, 34], revisarem ambdds
formalismes i els reescriurem donant els espais d’estats i les equacions dinamiques en forma de postulats,
els quals veurem que sén la generalitzaci6 natural dels postulats per als formalismes de primer ordre [37], i
que es deriven directament de la construccié que donarem per a les estructures geometriques i dinamiques
en cadascun dels formalismes. Distingirem també entre els casos de sistemes dinamics d’ordre superior
regulars i singulars. Com veurem, els sistemes regulars permeten un estudi complet fins a determinar
les equacions dinamiques, les quals, a més, tenen solucié tnica. Per a sistemes singulars, en canvi, no es
poden donar resultats generals, llevat per a alguns tipus [28, 38]. Nosaltres estudiarem, entre els sistemes
singulars, aquells que s’anomenen quasi-regulars, per als quals podem aplicar els algorismes de lligadures
[5, 20, 21, 22, 36] i, en els millors casos, trobar solucions de les equacions dinamiques en alguna subvarietat
de l’espai d’estats.

En el cinque capitol revisarem amb tot detall el formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia de primer
ordre descrit en [41]. Amb aix0 aconseguirem, en primer lloc, actualitzar la notacié i el llenguatge emprats
en aquest article. En segon lloc, obtindrem una formulacié més intrinseca i detallada de certs aspectes del
formalisme unificat que ens permetra generalitzar-lo a ordre superior de manera més senzilla i natural.

En el sise i darrer capitol, i com a aportacié original en aquest treball, formularem la descripcié
geometrica del formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia per a sistemes mecanics d’ordre superior. Per
assolir aquest objectiu, usarem la descripcié del formalisme de Skinner-Rusk que haurem donat en el
capitol 5, aixi com les descripcions dels formalismes lagrangia i hamiltonia d’ordre superior, descrits a
[14] i recollits en els capitols 3 i 4. Com veurem, el formalisme unificat d’ordre superior presenta notables
diferencies respecte al formalisme de primer ordre; en particular en la definicié de la subvarietat de ’espai
d’estats sobre la qual es tenen les equacions dinamiques i també respecte al rol de la regularitat de la
funcié lagrangiana, especialment en la condici6é de semispray del camp dinamic lagrangia.

Per acabar, inclourem com a apendix d’aquest treball els calculs complets per als formalismes lagran-
gia, hamiltonia i unificat per a sistemes mecanics de segon ordre, tant de les estructures geometriques
i dinamiques com dels camps dinamics i les corbes integrals del sistema. EIl motiu per incloure aquest
apendix és doble. En primer lloc, el cas de segon ordre s’inclou com a exemple o com a model de demos-
tracié en bona part de les referéncies consultades, doncs la majoria de sistemes d’ordre superior que s’hi
consideren sén, en realitat, sistemes de segon ordre, i per tant és rellevant tenir-lo present. En segon lloc,
un sistema de segon ordre és prou diferent d’un sistema de primer ordre com per apreciar les diferencies
que hem comentat préviament, pero al mateix temps és prou senzill com per poder fer els calculs a ma,
de manera que ha estat el nostre referent en el moment de donar la descripcié del formalisme unificat
d’ordre superior, i poder constatar les principals diferéncies respecte al de primer ordre.

Al llarg d’aquest treball suposarem que totes les varietats, aplicacions i estructures que introduim
sobre una varietat sén diferenciables de classe C*° (smooth, en angles), i ho denotarem simplement



per diferenciables. A més, tots els sistemes dinamics que tractarem seran autonoms, és a dir, sense
dependencia explicita del temps en la dinamica del sistema. Les notacions i terminologia que seguirem
al llarg d’aquest treball sén, majoritariament, les que apareixen en les referéncies classiques [1]. En
particular, sén les donades en [24] i [37].

D’altra banda, en els capitols 1, 2, 3 i 4 no inclourem la prova de cap resultat. Tots els resultats
que enunciarem estan demostrats en les referéncies que hem citat en aquesta introduccié, o bé en les
referéncies que citarem en els propis capitols. En algun cas potser donem les idees principals de la prova.
En els capitols 5 i 6, en canvi, inclourem les demostracions completes i detallades de tots els resultats.
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Capitol 1

Varietats de jets

Comencgarem per introduir ’objecte basic sobre el qual desenvoluparem tota la teoria posterior: els jets
d’aplicacions diferenciables. Com hem dit al final de la introduccié, inicament enunciarem els resultats,
sense donar-ne la demostracié. Per a una demostracié completa dels resultats, recomanem consultar [14],

§1 i §2. Per a un estudi més ampli i detallat de la teoria de fibrats de jets, recomanem [31], capitol IV, o
bé [40].

1.1 Jets de seccions

Abans d’introduir la teoria de jets propiament, comencem per recordar el concepte de varietat fibrada
sobre una varietat. Siguin M i N dues varietats amb dim(N) = n. Aleshores tenim la segiient definicié:

Definicié 1.1. Considerem el triplet (M,p,N), on p: M — N és una aplicacié. Direm que M és una
varietat fibrada sobre N amb projeccio p si:

1. dim(M) =n+m, on m és un enter positiu.
2. p és una submersio suprajectiva.

3. Per a qualsevol punt en M existeizen cartes (U, @) i (V,4) de M i N, respectivament, ambp(U) =V
tals que T oo =W op, on m: R® X R™ — R™ és la projeccié canonica en R™. Es a dir, el segient
diagrama commuta:

M4P>N

Pk

R™ meLR"

Denotarem una varietat fibrada pel triplet (M,p,N), per p: M — N o també M 25N
Observaci6 1.1. Notem que les dues primeres propietats es dedueixen directament de la tercera.

Un cop tenim una estructura de varietat fibrada sobre una varietat, podem considerar seccions al llarg
de la projeccié de la manera habitual:

Definicié 1.2. Sigui (M, p, N) una varietat fibrada. Una aplicacid s: N — M s’anomena seccié en M
sipos=Idy (Uaplicacid identitat en N ). Si aquesta igualtat es déna unicament en un obert U C N, és
a dir, tenim p o s|; = Idy, direm que s és una seccid local. Denotarem per I'(p) el conjunt de totes les
seccions globals d’aquesta varietat fibrada, @ per Ty (p) el conjunt de les seccions locals en U.

Notem que en cap moment hem imposat cap condici6 en les fibra d’una varietat fibrada p~!(z) de
la varietat fibrada. Tot i que podriem seguir estudiant les varietats fibrades sense necessitat de fer-ho,
nosaltres ens centrarem tunicament en un cas particular de varietats fibrades.
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Definicié 1.3. Sigui (M, p, N) una varietat fibrada i F un espai vectorial real de dimensid finita. Direm
que M és un fibrat vectorial (localment trivial) si:

1. Per a cada x € N, la fibra N, = p~1(z) admet una estructura d’espai vectorial isomorfa a F.

2. Ewristeir un recobriment obert {U;},.; de N de manera que per a cada i € I existeiz un difeomorfisme
fi:p~YU;) = U; x F tal que per a cada x € U; la restriccié f1|NL és un isomorfisme de N, en
{z} x F.

Definicié 1.4. Sip: M — N és una varietat fibrada, anomenem subfibrat vertical de M sobre N, i
ho denotarem V (p), al subfibrat vectorial de T M de tots els vectors tangents a M que projecten a 0 per
laplicacio Tp.

Amb tot aixo ja estem en condicions de donar la segiient definicié:
Definicié 1.5. Diem que s,s’ € I'(p) estan ~y-relacionats en un punt © € N (0 < k < 00) si:
1. s(z) = ().

2. Per a tota funcid f: M — R, la funcid fos— fos': N — R és plana d’ordre k en x, és a dir, la
funcid i totes les seves derivades fins a ordre k (inclos) s’anul-len en x.

Observacio 1.2. La relacié ~ sobre les seccions de M és una relacié d’equivaléncia.

Mitjangant 1’observacié anterior, podem definir classes d’equivaléncia en el conjunt de seccions d’una
varietat fibrada p: M — N. Aix0 ens porta a la definicié clau en aquest primer capitol introductori:

Definicié 1.6. La classe d’equivaléncia determinada per ~j s’anomena k-jet en x. Donada una seccid
s € T'(p), denotarem el k-jet de s en x per 3%(x). El conjunt de tots els k-jets en = el denotarem JE(p),
i J*(p) denotard la unié U, JF (p)

1.2 Jets d’aplicacions

En apartat anterior hem definit la nocié de k-jet en el cas d’una varietat fibrada (M, p, N). Tanma-
teix, les seccions només sén un cas particular d’aplicacions de N en M que podem considerar. Per tant,
tenint en compte que en la definicié de la relacié d’equivaléncia no hem usat en cap moment el fet que
s i s’ fossin seccions, és natural preguntar-se si és possible estendre la definicié de k-jets a aplicacions
qualssevol de N en M. La resposta és afirmativa, i és el que ens proposem fer en aquest apartat.

Definicié 1.7. Sigui f: N — M una aplicacié. Aleshores, la classe d’equivaléncia ~j donada en la
definicio 1.5 estén de manera natural a f, i anomenarem k-jet de f en x a la classe d’equivalencia
de f per la relacié ~y en el punt x. Denotarem un representant de la classe d’equivaléncia per fk(x)
Escriurem el conjunt de k-jets d’aplicacions de N en M en un punt x com JF(N, M) i, com en l'apartat
anterior, posarem J*¥(N, M) = U, JF(N, M).

Una de les consequiencies més importants d’aquesta definicié és que no només ens permet estendre
la definicié de jets de les seccions d’una fibracié a aplicacions qualssevol, siné que ens permet definir el
concepte de k-jet en una varietat sense necessitat d’una estructura de fibracié (que no sempre tindrem).
Tanmateix, malgrat que eliminem la necessitat de la fibracié sobre una altra varietat, segueix essent
necessaria una altra varietat com a “origen” de les aplicacions que considerem. Tot i aixo0, les condicions
s6n molt menys restrictives en aquest dltim cas.

Observacié 1.3. Un cas particularment senzill, perd important, és el d’una varietat fibrada (M, p, N)
trivial, és a dir, que existeix una varietat B tal que M = N x B. Com que el graf de qualsevol aplicacié
f: N — B és la corresponent secci6 de la varietat fibrada N x B sobre N, podem parlar equivalentment
d’una aplicacié de N en B o d’una seccié de N x B sobre N. Ateés que en endavant només considerarem
aquesta situacio, identificarem el conjunt J*(p) amb J*(N, B).
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1.3. L’AIXECAMENT k-JET

Es pot provar que el conjunt de tots els k-jets d’aplicacions (o seccions) admet una estructura de
varietat diferenciable (veure [40], capitol VI). A més, la varietat de k-jets d’aplicacions (o seccions)
admet diverses estructures de varietat fibrada. En particular:

of: JF(N,M) - N; oFf (fk(:z:)> =z (anomenada projeccié origen)
gr: JE(N, M) — M;  pg* (fk(x)) = f(x) (anomenada projeccié objectiu)
Pk JF(N, M) — J"(N,M); pF (fk(:v)) = fr(z), (anomenada projeccié r-jet, on r < k)

La varietat J*(p) és clarament una subvarietat de J¥(N, M), de manera que les projeccions que
acabem de descriure hi restringeixen de manera natural. Notem també que es té o* = po 8%, B7opF = g¥
ia"opk=ak ambr <k Amés, sir=0tenim p§ = ¥, isir =k tenim p’,: = Id jx (N,

1.3 L’aixecament k-jet

Siguin NV i M varietats, amb M no necessariament fibrada sobre N. Tenim la segiient definicié:

Definicié 1.8. L’aplicacié que a cada punt x € N i associa el k-jet d’una aplicacio g: N — M en el
punt x s’anomena aizecament k-jet i es denota G~.

Per tant, g¥: N — J¥(N, M) ve definida per z — G*(z). Es té que §* és una seccié de la varietat
fibrada (J*(N, M),a*, N) i que 8% g* = g.

1.4 Coordenades locals de k-jets

Per finalitzar aquest primer capitol sobre les nocions de k-jets que necessitarem, i també per fixar la
notacié que farem servir en endavant, a continuacié calcularem les expressions en coordenades dels k-jets.
Abans de fer-ho, pero, considerarem un cas particular que ens permetra introduir de manera més natural
el calcul en coordenades que desenvoluparem tot seguit.

Prenem N = R" i M = R"” x R™. Com hem esmentat previament, identifiquem les seccions d’aquesta
varietat fibrada trivial, aixi com els seus k-jets, amb les aplicacions de R™ a R™. Si f: R®™ — R™ ve
donada per:

flx) = (fl(xl,...,:z:n),...,fm(zl,...,xn))

escriurem, per simplificar la notacid, f(z) = (fl(x])), amb 1 < 7 <n, 1< ¢< m. Amb aquestes
notacions, podem donar el segiient resultat:

Proposicié 1.1. Dues aplicacions f,g: R — R™ tenen el mateir k-jet en el punt x € R™ si i només si
per a cada i € {1,...,m}, f* i g* tenen el mateiz desenvolupament en polinomi de Taylor en x tallat a
ordre k (inclos).

Com a conseqiiencia d’aquest resultat es té que tots els k-jets en un punt x € R™ es poden identificar
amb les m-tuples de polinomis en n variables de grau k. Si denotem J*(n,m) I’espai vectorial d’aquests
polinomis, sense termes constants, aleshores J*(R™,R™) es pot identificar amb R™ x R™ x J¥(n,m). Si
PF¥ f(x) denota el polinomi de Taylor de f en el punt x fins a ordre k, aleshores I’aplicacié

fF@) = (x, f(2), P f(2) - f(2))

ens déna aquesta identificacié.
En general, si f: R®™ — R™ és una aplicacié diferenciable i z € R™, el terme d’ordre r del polinomi
de Taylor de f en x és

T
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CAPITOL 1. VARIETATS DE JETS

Si escrivim f(x) = (fl(xj)) = (yl(xj)) i yjlj = gtg— _arfgx, , aleshores el k-jet de f en el punt = ve
T g1 Jr
representat per:

@) = (2,9 95,5)

Per simplificar més la notacié, escriurem j(r) = ji ... J, i usarem el conveni de sumacié d’indexs repetits.
A més, habitualment escriurem y* = y;.(o). Per tant, ’equacié anterior es pot reescriure de la seglient
manera;

@) = (2200 650)) = (220500

on ara r pren valors en {0,...,k} (tercer terme) en comptes de {1,...,k} (segon terme).

Ara que ja hem estudiat les coordenades en el cas dels espais euclidians, vegem com podem genera-
litzar aquesta construccid a varietats arbitraries. Siguin doncs N i M dues varietats de dimensié n i m
respectivament. Aleshores, la varietat de k-jets J*(IN, M) té un atles quan modelem les cartes en l’espai
R"™ x R™ x J¥(n,m). Es a dir, localment podem pensar J*¥(N, M) com J*(R",R™). Donat z € N, si
u(z) € JE(N,M)is: N — M és tal que 5%(z) = u(z), aleshores per a dues cartes (U, ) i (V,1) de N i
M, respectivament, amb x € U i s(x) € V, la bijeccié:

8 (z) = (p(@),9(s5(2)), D! (Yo s09™t) (p(2)) ;... DF (Yos0p™!) (0(x)))

defineix una carta local per J*(N, M), on D’ és la j-éssima derivada parcial del corresponent desenvolu-
pament en polinomi de Taylor.
Per tant, 'expressié en coordenades d’un punt a J*(N, M) és

($j7yi,y§(r))§ 1<r<k
Observem que aquesta expressi6 local ve donada per un aixecament k-jet. En general, escriurem

ja que no podem afirmar que, globalment, les seccions de (J*M,a*, N) siguin aixecaments d’aplicacions
de N en M. Per tant, es té

8Tyi

3(r) 3(r) aJ}jl ...aij

només en el cas en el que u(z) = §%(z) per algun s: N — M.



Capitol 2

Geometria dels fibrats tangents
d’ordre superior

En aquest segon capitol introduirem 1’objecte sobre el qual desenvoluparem tot el formalisme posterior:
el fibrat tangent d’ordre superior. Es d’esperar que aquesta construccié generalitzi la construccid, ben
coneguda, del fibrat tangent d’una varietat diferenciable, i que les estructures canoniques definides en el
fibrat tangent es puguin estendre a ordre superior. Veurem que, llevat d’alguns petits canvis, és el cas, i
per tal d’assolir aquest objectiu usarem els resultats sobre jets d’aplicacions que hem donat en el capitol
anterior.

El capitol esta estructurat en cinc seccions. En la primera seccié definirem el fibrat tangent d’ordre
superior com a cas particular d’'un fibrat de jets, donarem les expressions en coordenades d’un punt
d’aquest fibrat i introduirem un conveni notacional que seguirem al llarg de tot el treball per simplificar
la notacio.

En la segona seccid introduirem les estructures canoniques del fibrat tangent d’ordre k, més concre-
tament els camps vectorials canonics i els endomorfismes verticals. Tanmateix, la construccié que farem
sera més llarga i elaborada que en el cas del fibrat tangent, doncs necessitarem definir algunes eines
auxiliars abans de poder arribar al que volem.

A continuacié, en la tercera seccid, recordarem el concepte de derivacié en una varietat diferenci-
able, i usarem les estructures canoniques introduides en la seccié anterior per construir derivacions i
antiderivacions en el conjunt de formes diferencials del fibrat tangent d’ordre superior.

En la quarta secci6 introduirem la derivacié de Tulczyjew, i en donarem algunes propietats 1tils per al
seu calcul, aixi com I'expressié en coordenades. També donarem una interpretacié geometrica d’aquesta
derivacid, que es pot trobar amb més detall a [34].

Recordem que el nostre objectiu és introduir el formalisme lagrangia d’ordre superior en el capitol
seglient. Un dels conceptes fonamentals en el formalisme lagrangia de primer ordre és el de S.O0.D.E.,
doncs les trajectories dinamiques d’un sistema lagrangia (regular) eren S.0.D.E.’s. Per tant, és clar que
necessitem una generalitzacié d’aquest concepte en el fibrat tangent d’ordre superior. Per aquest motiu la
cinquena i darrera seccié d’aquest capitol es centra en els semisprays, que tindran el rol de les S.0.D.E.’s
en el formalisme lagrangia generalitzat.

Tots els resultats que enunciarem en aquest capitol es poden demostrar mitjancant llargs i tediosos
calculs en coordenades locals que hem preferit ometre, i que es poden trobar a [14], capitol I, §3.

2.1 El fibrat tangent d’ordre superior

Comencem per definir 'objecte sobre el qual treballarem durant la resta del treball. Sigui k£ un enter
no negatiu arbitrari i M una varietat de dimensié m. Aleshores, tenim la segiient definicié:

Definicié 2.1. El fibrat tangent d’ordre k de la varietat M, que denotarem T M, és la varietat de
dimensid (k + 1)m de tots els k-jets amb origen el punt 0 € R i objectiu M, és a dir, TF M = JER, M).



CaPiTOL 2. GEOMETRIA DELS FIBRATS TANGENTS D’ORDRE SUPERIOR

Observaci6 2.1. T* M és una subvarietat de J*(R, M).

Com és natural, les diferents estructures de fibracié que hem definit en el capitol anterior es tenen
també en el fibrat tangent d’ordre superior, i les denotarem de la mateixa manera. De fet, si r < k, es té
la projeccié r-jet (o r-éssima)

ke "M — T"M
k) — &7(0)

i la projecci6é canonica sobre la base

gk TFM — M
") +— o(0)

Notem que pf = ¥, on T M s’identifica de manera candnica amb M, i també p’,g = Idw ;.

Observacié 2.2. Tot i que també tenim la projeccié origen o : T*M — R, en general no la usarem,
doncs tots els k-jets els prenem amb punt origen el 0 € R.

Abans d’aprofondir més en les propietats dels fibrats tangents d’ordre superior, vegem que, en efecte,
estenen la definicié del fibrat tangent d’una varietat diferencial. Posem doncs k = 1. Aleshores es té
T M = JE(R, M), és a dir, els punts de T M sén classes d’equivaléncia d’aplicacions o: R — M per la
relacié d’equivalencia

1. 0'1(0) = 0'2(0).

2. Per a tota funcié f: M — R, la funcié (f o o1 — foo2) : R — R és plana d’ordre 1 en 0, és a dir,
(foO'l—foUg)(O):Oi%(foO’l—foUg)(O):O

Ates que la composicié del segon punt és una funcié de R en si mateix, estem usant la derivada usual de
calcul en una variable, i per tant podem reescriure la segona condicié de la segiient manera:

(Fo02)(0) =0 T (Foan) (0) = T (7om) (0)

CTom—Fem)(0)=0e £ (o) 0) - & :

dt t
per a tota funcié f: M — R. En particular, podem prendre f una funcié coordenada d’una carta (U, ),
és a dir, f = ¢, obtenint

((pz o 0'1) (0) = ((pl o 02) (0)

% (¢'001) (0) = % (¢'002) (0)

Com que aix0 ho podem fer amb qualsevol funcié coordenada de la carta, podem posar totes aquestes
identitats en forma de vector de R™ i obtenim

o1 (0) =09 (0)
D51(0) = Do»(0)

on 0; denota l'expressi6 local de o; en la carta (U, ). Per tant, recuperem la definicié “classica” del
fibrat tangent d’una varietat diferencial: és el conjunt de classes d’equivaléncia de corbes en M per la
relacié de tangencia en les expressions locals. Observem que, usant el procediment que hem seguit per
definir-lo, és clar que la definicié no depen de la carta triada, ja que la condicid original se satisfa per a
tota funcié f € C*°(M).

Aixi doncs, com acabem de veure, la construccié del fibrat tangent d’ordre superior és, en efecte, una
generalitzacié de la construccié del fibrat tangent d’una varietat diferencial. La idea intuitiva és estendre
la condicié de tangencia en els camins en M a ordres de derivacié superior. Observem que, tot i que
podriem haver donat aquesta definicié sense necessitat dels resultats preliminars sobre jets en general,
en fer-ho d’aquesta manera no hem necessitat en cap moment coordenades locals i, per tant, no hem
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2.1. EL FIBRAT TANGENT D’ORDRE SUPERIOR

de provar la invariancia de la condici6é per canvis de coordenades. A més, degut a la darrera seccié del
capitol anterior, les coordenades locals en el fibrat tangent d’ordre superior es poden introduir de manera
més natural, tal i com veurem a continuacio.

Vegem com sén les coordenades locals d'un punt de T*M. Sigui (U, ) una carta local en M amb
coordenades locals ¢ = (goi), 1 <4< m,isiguio: R — M una corba en M tal que o(0) € U. Si escrivim

ol = ' oo, el k-jet ¥(0) es representa de manera tinica en (ﬂk)fl (U) =T" U per

(xi,xfl),...,zzk)); 1<i<m
on
' =" (0);
dic?

(= W(O) (1<j<k)

Habitualment s’escriu xl('o) per z*, de manera que es té una carta (ﬁk)_1 (U) en TF M amb coordenades

locals (;Uzo), xz(l), ... m%k)).

Notacié: Com es pot observar, la notacié en coordenades locals per al fibrat tangent d’ordre superior
és farragosa degut a I'excés d’indexs que cal emprar, i la necessitat de diferenciar I'index de la coordenada
de I'index de 'ordre de derivaci6. Per evitar carregar excessivament la notacié en endavant, en particular
quan comencem a operar amb expressions locals, adoptarem el segiient conveni: si (U, ) és una carta
local en M, denotarem les coordenades locals en aquesta carta per ¢, ometent 'index de les coordenades.
Els ordres superiors de derivacié els denotarem per ¢°, 1 < i < k. Amb aquest conveni, el k-jet 57(0) es

representa en (Bk)fl (U)=TFU com

(g.4",....q")

on cada “component” ¢* és un vector d'un obert de R™. En general escriurem ¢° enlloc de ¢, per indicar
que s6n les components de la base i per tant sén “l’ordre 0-éssim de derivacié”. Per tant, les coordenades
locals queden

(qO’ qla Ty qk) = (qz)z

on 0 < ¢ < k. D’ara en endavant, i a menys que s’especifiqui el contrari, I'index i denotara ’ordre de
derivacié i es moura en 'interval que acabem de donar: de 0 fins a 'ordre maxim del fibrat que estem
considerant. Per tant es té ¢° = (x%i), . ,x’(?)) en la notacié anterior.

Quan considerem l'estructura de fibrat tangent sobre una varietat, usarem unicament coordenades
naturals induides per una carta de la varietat. A més, denotarem les coordenades en la base per ¢ i les
coordenades fibrades per v. Per exemple, si considerem el fibrat tangent sobre una varietat M, T M,
denotarem les seves coordenades per (q,v), on ¢ i v sén dos vectors d’un obert de R™. En canvi, si
considerem el fibrat tangent sobre el fibrat tangent d’ordre superior T M , T(Tk M), denotarem les seves
coordenades locals per (¢°, ¢!, ..., gk 00 vt vk), doncs la “base” és T* M, ion cada ¢*, v* és un vector
d’un obert de R™ per a tot 0 <7 < k.

Observem que, en aquesta notacié, un camp vectorial X en M té per expressié local

7]

on el terme de la dreta és, en realitat, un sumatori per totes les components de X en la base {8%}. En

canvi, un camp vectorial Y en T* M s’escriurd localment com
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CaPiTOL 2. GEOMETRIA DELS FIBRATS TANGENTS D’ORDRE SUPERIOR

on, en aquest cas, el terme de la dreta és un doble sumatori sobre els indexs de les components i sobre
els indexs dels ordres de derivacié. Evitarem usar el conveni de suma per indexs creuats en aquest cas,
ates que en realitat ja tenim un sumatori per indexs creuats implicit. Les mateixes consideracions s’han
de tenir en compte amb les formes diferencials en el fibrat tangent d’ordre superior.

Un cop tenim les coordenades dels punts de T M, vegem com son les expressions locals de les corbes
i dels vectors tangents en aquest fibrat d’ordre superior.

Definicié 2.2. Sigui o: R — M wuna corba en M. Anomenem aixecament canonic de o a TF M, que
denotarem &%, a Uaplicacid definida per

" (t) = 67(0)
on o¢(s) = o(s+1t), és a dir, Uaizecament k-jet de o.
1

Observacié 2.3. Si k =1, escriurem ¢* = 0.

Sigui ara p € TF M i u € T,(T" M) un vector tangent, amb p donat localment per (¢°,q"....q").
Aleshores u ve donat localment per

uz(voml,...,vk)

p

Recordem que, per a cada r < k, tenim una projeccié natural p¥: TF M — T" M. En coordenades
locals, aquesta projeccié ve donada per

pr(@%qts .. d") = (d' . d")
i, per tant, aplicacié tangent T p¥: T(T* M) — T(T" M) té per expressié local

Tp]: (qo,ql,...7qk,vo,vl,...7vk) = (qo,ql,...,qr,voml,...,v’“) (2.1)

2.2 Estructures canoniques del fibrat tangent d’ordre superior

En aquesta seccié introduirem les estructures canoniques del fibrat T M que acabem de definir en
I’apartat anterior. Com és natural, les estructures que introduirem a continuacié séon una generalitzacid
de les estructures canoniques del fibrat tangent que ja coneixem. Tanmateix, la construccié en el cas
general no és tant senzilla com en les estructures de primer ordre, i abans d’introduir-les necessitarem
definir una eina auxiliar: les successions fonamentals. En particular, veurem que cada estructura de
varietat fibrada de T® M sobre T" M determina una successié exacta de fibrats vectorials sobre T% M.

Una construccié alternativa dels endomorfismes verticals d’ordre superior, en la que no s’utilitzen les
successions fonamentals, es pot trobar a [34], capitol 3. Aquesta construccié alternativa és la generalitzaci6
natural de la construccié de I’endomorfisme vertical del fibrat tangent que podem trobar a [37], §2, i
consisteix en definir en primer lloc 'aplicacié d’aixecament vertical de vectors tangents, obtenint llavors
cada endomorfisme vertical per la composicié amb la projeccié T pF, 1 < r < k. Ens referim a [34] per
als detalls d’aquesta construccié alternativa.

Com abans, sigui M una varietat de dimensié m i k£ un enter no negatiu arbitrari, pero fixat. Consi-
derem el subfibrat vertical de T M sobre T ! M, que denotarem per V(pF_,), és a dir, el subfibrat de
T(Tk M) de tots els vectors tangents a TF M que projecten al 0 per I'aplicacié T p,’?fl. Tenint en compte
I'expressié en coordenades locals de T p¥ | donada per (2.1), sip € T* M és un punt i v un element de
V(p¥_,) en p, aleshores u ve donat en coordenades locals per
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2.2. ESTRUCTURES CANONIQUES DEL FIBRAT TANGENT D’ORDRE SUPERIOR

Observem que, en escriure les coordenades d’aquesta manera, estem considerant V(p*_;) com a subfibrat
de T(Tk M). Cometrem habitualment aquest abis de notacié per tal que les expressions en coordenades
de les aplicacions que definirem siguin més clares.

Si denotem per ix_,i1: V(pF_|) < T(T* M) la inclusié canonica, aleshores la seva expressié en
coordenades locals és

Th—rt1 (qo,...,qka,...,vk) = (qo,...,qk,O,...,O,v"7...,vk) (2.2)

Considerem ara el fibrat induit de 7pr—1,,: T(T" "' M) — T"' M via la projeccié p¥_,, que de-
notarem TF M Xpr—1 5, T(T"1 M). Recordem que T* M Xpr—1 5, T(T" "1 M) és el conjunt de parells
ordenats (p,u) del producte cartesia T% M x T(T" "' M) tals que p¥_,(p) = 7pr—1 pr(u). Aleshores,
T8 M Xpr-1 y T(T"F M) és un fibrat vectorial sobre T% M i el segiient diagrama és commutatiu

TF M Xpre1 y T(T"7P M) = = = T(T"' M)

I
I \L"*ﬁ“l M
v P

T M - T M

on les fletxes puntejades indiquen les projeccions canoniques del producte cartesia TF M x T(TT_1 M)
restringides a T% M Xpr—1 , T(T" 71 M).
D’altra banda, tenim el segiient diagrama commutatiu:

T pk_
T(T* M) ——— > (T M)

\LTTk M iTTT'l M
k
oy

T M — ™' M

Aleshores, obtenim el segiient resultat:

Proposicié 2.1. Ezisteiz una tinica aplicacid sg_py1: T(TF M) — TF M Xepr—1 3y T(T" 71 M) que és
morfisme de fibrats vectorials sobre TF M i tal que el seglient diagrama commuta

T(T* M)

l Tor—1 pm

T* M — T M

Donat v € T(T]~c M), Paplicacié sx—,4+1 de la proposicié anterior es defineix com
Sh—rt1(u) = (TTk a(w), Tpffl(“))
i, per tant, la seva expressio local és
Sk—ra1 (qo, gm0 vk) = (qO, N Lt N LT ,vrfl) (2.3)

Notem que, de I'expressié en coordenades de s;_,1, es dedueix que aquesta aplicacié és suprajectiva.
D’altra banda, la inclusi6 canonica ix—,+1 que hem descrit préviament és una aplicacié clarament injectiva,
com es pot deduir facilment de la seva expressié en coordenades. A més, es té Im(ix_,11) = ker(sg—_r+1)-
Aix{ dones, hem construit una successié exacta de fibrats vectorials sobre T* M

0 — V(ph_y) =28 T(TF M) 25" TF M g1 5y T(T"" 1 M) — 0
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donada en coordenades locals per

0 E k) k-4l 0 0 k k
0%(q,...,q,vr,...,v) — (q,...,q,O,...,O,vr,...,v)

0 k ,0 kY Sk—r¥l (0 k. 0 -1 ,0 -1

(q,...,q,v,...,v) — (q,...,q,q,...,qr A VA )»—>O

Amb aixo0, arribem a la segiient definicié:

Definicié 2.3. La successio exacta de fibrats vectorials
0 — V(pF_y) "= T(TF M) 25" TF M o1 5y T(T""1 M) — 0
s’anomena successié exacta fonamental (k —r + 1)-éssima.

Per tant, hem construit k successions exactes de fibrats vectorials sobre TF M:

l-essima: 0 —s V(pF ;) =2 T(TF M) = TF M Xqpees yy T(TF P M) — 0
r-essima: 0 — V(pf_) == T(T* M) =2 T* M xpu—r yy T(TF" M) — 0

k-essima: 0 — V(BF) % T(T* M) =5 TF M x 0y TM —» 0

on V(B*) = V(pk) denota el subfibrat vertical de T* M sobre M.
Podem connectar algunes d’aquestes successions exactes mitjancant la segiient aplicacié de connexio

B—pi1: T8 M Xopier 3y T(TF" M) — V(pF_)

definida localment com

0 k0 k=r\ _ (0 k rlo (r+1! AR
hk,r+1(q7...,q,v,...,v )—(q,...,q70,...,0,0!v, T U7“"(k—r)!v (2.4)

Es pot comprovar facilment que hy_,41 esta ben definida globalment i que és un isomorfisme de fibrats
vectorials sobre TF M. Aix{ doncs, mitjancant aquests isomorfismes hy_,41 (1 <7 < k) podem connectar
la r-éssima successié exacta fonamental amb la (k — r + 1)-éssima de la segiient manera:

0—=V(pf_,) —==T(TF M) —">T* M xpu—r y, T(TF" M) —0

/WT-JA

hr

0—=V(pk_)) P T(TF M) ——= T M Xepr— , T(T" P M) ——0

Sk—r+1

Observacié 2.4. Els morfismes de connexié que acabem de definir sén, en realitat, les aplicacions
d’aixecament vertical de vectors tangents en els fibrats tangents d’ordre superior. Per tant, els factors
que apareixen multiplicant en ’expressié local, i que a priori no tenen sentit, sén els que apareixen en
calcular ’expressié en coordenades de ’aixecament vertical, i sén necessaris per tal que aquesta aplicacié
que hem definit en coordenades locals es correspongui amb un objecte geometric que es pot definir de
manera intrinseca. Per veure’n els detalls, recomanem [34], capitol 3, §3; i també [23], apéndix C, §3.

Aquestes successions exactes, junt amb els isomorfismes de connexié h,., sén les eines que ens permetran
construir les estructures que podem trobar en el fibrat tangent d’ordre superior, i que generalitzen les
estructures canoniques, ben conegudes, del fibrat tangent d’una varietat.
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2.2. ESTRUCTURES CANONIQUES DEL FIBRAT TANGENT D’ORDRE SUPERIOR

2.2.1 Camp vectorials canonics d’ordre superior

Comencarem per descriure un camp vectorial en el fibrat T* M que generalitzi el camp vectorial
definit canonicament en el fibrat tangent: el camp de Liouville. En particular, veurem que cada successié
exacta fonamental ens indueix, de manera canonica, un camp vectorial en TF M.

Abans, perod, notem que existeix una aplicacié natural, anomenada injeccié canodnica, definida per

ge: TFM — T(T"'M) (2.5)
a"(0) — 7(0) '
amb 1 < r <k, ion v és aplicacio

v R — T'M
t — () =35,"(0)

amb o4(s) = o(s +t). Usant lexpressié en coordenades que hem donat per als aixecaments, es pot
comprovar que ’expressié local de j, és

gr (@0 d") = (&% d i dh d ) (2.6)
Aixi doncs, considerem en T* M el camp vectorial A, definit per la seglient composicio:

Id X jj—p , g —r s
Th M et TR NS sy (TR M) — et s ()

Pk g

A,

T(T* M)

és a dir,
A =ig—ry10hg—ry1o(Id Xjr—ry1)

De les expressions en coordenades de ig_p41, Ak—r41 1 ji—rt1 donades per (2.2), (2.4) i (2.6), respectiva-
ment, en deduim que ’expressioé en coordenades per A, és

K
AT (qu"vqk) = (qo,...,qk,O,...,O,r!ql,(r—l—1)!q27...,(k_r)'qk +1>

0, en la notacié habitual,

e

-

(r+d! ., 0 ;1 0 5 O k! o 0
A, = ot - =rlqg — NP —+..  + —— g = 2.7
= T agm T oy T+l gt T (k—mt? 9q 27
Observem que, per r = 1, el camp vectorial A; té la segiient expressié en coordenades locals
A1 (q07"'aqk) = (qoa"'7qk707q1a2q27"'7qu)
o0, usant la notacié habitual,
k k-1
.0 - 0 0 0 0
Ay =Y ig == (i+ 1) 5 =g s 25+ ke 2.8
D T 7 A T 2

Amb aquestes notacions, podem donar la seglient definicié:

Definicié 2.4. El camp vectorial A, s’anomena camp vectorial canonic r-éssim en T* M. Sir =1,
direm que Ay és el camp de Liouville de T M.
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CaPiTOL 2. GEOMETRIA DELS FIBRATS TANGENTS D’ORDRE SUPERIOR

Abans de donar una propietat molt important del camp de Liouville d’ordre superior, fixem-nos en el
cas k= 1. Per k = 1, j; és l'aplicacié j;: T M — T(T° M) =T M que té per expressié local

J1 (q,v) = (qﬂ))

és a dir, I'aplicacié identitat en T M. Aixi, només tenim un camp vectorial canonic en T M, localment
donat per ’expressio

0
A =v—
v@v

de manera que recuperem el camp de Liouville del fibrat tangent d’una varietat.
Es ben sabut que el flux del camp de Liouville del fibrat tangent és 1’aplicacié donada en coordenades

per

FA RxTM — TM
(t7q7v) '—> (q7vet)

és a dir, els elements del seu grup uniparametric local de difeomorfismes sén les homotecies de raé positiva
en les fibres. Aquesta mateixa propietat es manté per al camp de Liouville d’ordre superior. En particular,
sigui h;: R — R 'homotecia de raé et. Considerem ’aplicacié

H: RxT"M — T¢M
k
(t,6%(0)) = (oohy) (0)

I’expressio en coordenades de la qual és, clarament,
H (t; qo, ceey qk) = (qo, etql, ceey ektqk)
Amb aquestes notacions, podem enunciar el segiient resultat:
Proposicié 2.2. H; = H(t,e), t € R, son els elements del grup uniparamétric local de difeomorfismes

generat pel camp de Liouwville de TF M.

2.2.2 Endomorfisme vertical i estructura quasi tangent d’ordre superior

A continuaci6 generalitzarem el concepte d’endomorfisme vertical ja conegut en el fibrat tangent d’una
varietat diferenciable a ordres de derivacié superiors. Aix0 ens permetra generalitzar també I’anomenada
estructura quasi tangent del fibrat tangent de primer ordre. Comencem per recordar aquest concepte:

Definicié 2.5. Sigui N una varietat diferenciable de dimensid 2n, amb n un enter positiv. St N admet
un endomorfisme J en T N tal que

1. J2=0.
2. rang(J) =n
Aleshores J s’anomena una estructura quasi tangent (o gairebé tangent) en N.

L’exemple més conegut d’estructura quasi tangent el trobem en el fibrat tangent d’una varietat. Sigui
M una varietat diferenciable de dimensi6 m i considerem J: T(T M) — T(T M) ’endomorfisme vertical
de T(T M) donat en coordenades locals per

0
J=dq® —
79 v
Més explicitament, és ’aplicacié

J (¢, q" 0% v") = (¢° ¢",0,0%)
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2.2. ESTRUCTURES CANONIQUES DEL FIBRAT TANGENT D’ORDRE SUPERIOR

d’on es dedueix que rang(J) = m i J? = 0. Per tant, "endomorfisme vertical del fibrat tangent d’una
varietat M defineix una estructura quasi tangent en T M, que anomenem estructura quasi tangent
canonica de T M.

Un cop hem vist aquest exemple del fibrat tangent, vegem com podem generalitzar I’estructura quasi
tangent per ordres superiors. Fixem-nos que el concepte d’estructura quasi tangent es pot interpretar com
una generalitzacio de les propietats de ’endomorfisme vertical del fibrat tangent a varietats qualssevol que
no siguin fibrats tangents. Per tant, seguint aquesta idea, la generalitzacié més clara per a ’estructura
quasi tangent per a ordres superiors és la segilient:

Definicié 2.6. Sigui N una varietat diferenciable de dimensié (k + 1)n. Si N admet un endomorfisme
J en T N tal que

1. JH=0.
2. rang(J) = kn
Aleshores J s’anomena una estructura quasi tangent d’ordre k en N.

Observaci6é 2.5. Posant k = 1 recuperem clarament la definicié de ’estructura quasi tangent donada
anteriorment.

Tenint en compte I'exemple anterior és natural preguntar-se si, de la mateixa manera que en el fibrat
tangent d’una varietat hi tenim definida una estructura quasi tangent de manera canonica, existeix en el
fibrat tangent d’ordre k, T® M, una estructura quasi tangent d’ordre & canonica que satisfaci la definicié
anterior. La resposta a aquesta qiiestié és afirmativa, i com en el cas de primer ordre, la construccié es
basa en I’endomorfisme vertical d’ordre superior, que definim a continuacié.

Definicié 2.7. Per 1 < r < k, siguin igx—ry1, Rk—rt1, Sy €ls morfismes de les successions fonamentals
que hem introduit previament. L’aplicacid definida per la composicio
T—ri1

[ ——

Sr

T(T* M) TF M Xpi—r py T(T*=" M) V(pk_)) T(T* M)

Iy
és a dir,
Jr = ih—rg1 0 hk—pg1 082 T(TF M) — T(T® M)
s’anomena endomorfisme vertical r-éssim de T(T" M).

Observem que el sentit geometric de 'endomorfisme vertical és clar a partir de la propia definicié.
L’aplicacid s, actua de manera similar a una projeccié d’un vector tangent sobre la base. Més concre-
tament, projecta el vector mantenint el punt base, mentre que 'aplicacié hi_,41 s’encarrega d’aixecar
aquest vector projectat sobre la fibra corresponent. Finalment, la inclusié ix_,41 ens permet veure aquest
vector vertical com un vector del fibrat tangent de partida.

Abans de donar una propietat fonamental dels endomorfismes verticals, calculem-ne ’expressié en
coordenades. De les expressions en coordenades de s, hx—r41, ik—r+1 donades per (2.3), (2.4) i (2.2),
respectivament, es dedueix que ’expressio local de J,. és

k!
J, (qo,ql,...,qk,vo,vl,...,vk) = (qo,ql,...,qk,O,...,O,T!vo,(r—l—l)!vl,...,)lvk_r).

0, en la notacié habitual,

g

—Tr . ' )
D g 2 (2.9)

Jr - aqr_,'_i

-
Il
=)
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CaPiTOL 2. GEOMETRIA DELS FIBRATS TANGENTS D’ORDRE SUPERIOR

Observem que per r = 1 ’expressié en coordenades de Jy és
‘]1 (q07q17 A 7qk:,/U0’/U17 A 7Uk) = (q07 q17 ) qk7 07 rUO? 21}17 ) kvkil)

on, en la notacié habitual,

k—1

. L0
Ji=Y (i+1)dg'® 9T (2.10)
=0

Recordem que el que volem és trobar una estructura quasi tangent canonica en T ¥ M de la mateixa
manera a com J ho era en T M. La segiient proposicié ens resol aquest problema.

Proposicié 2.3. L’endomorfisme vertical v-éssim J, de T(T* M) té rang constant (k — 7+ 1)m i satisfa

s 0 sirsz2k+1
(Jr) = .
Jrs Strs <k

Notem que, per la proposicié 2.3 que acabem de veure, el primer endomorfisme vertical J; de T(Tk M)
té rang constant km i satisfa (J1)**! = 0. Per tant, 'endomorfisme .J; defineix una estructura quasi
tangent d’ordre k en el fibrat tangent d’ordre superior que anomenarem estructura quasi tangent
canonica d’ordre k de T* M. Observem, a més, que qualsevol endomorfisme vertical .J,. es pot obtenir
composant J; amb si mateix r vegades.

Vegem a continuacio la relacié entre I’estructura quasi tangent d’ordre superior i els camps vectorials
canonics introduits previament. Recordem que, per a k = 1, es tenen tnicament un endomorfisme vertical
J i un camp vectorial canonic, el camp de Liouville A, que compleixen JoA = 0, ja que A(T M) C ker(J).
En el cas general es tenen unes relacions similars, tot tenint en compte la presencia de multiples camps
vectorials canonics i endomorfismes verticals, de manera similar a com hem vist en la proposicié 2.3. En
particular, tenim el segiient resultat:

Proposici6 2.4.

0 ; >k+1
(i) Jpon, =4 HrresEY
Arys, sir+s<k+1
0, sir+s>k+1
—8Jpys—1, Sir+s<k+1

(”) [Arw]s} = {

(iii) [Jr, Js] =0, amb 1 <rs <k

Observacié 2.6. Mitjancant el punt (i) d’aquesta darrera proposicié podem, a partir del camp de
Liouville i dels endomorfismes verticals, recuperar tots els camps vectorials canonics del fibrat tangent
d’ordre superior. Ates que, per la proposicié 2.3, tots els endomorfismes verticals es construeixen a partir
de Destructura quasi tangent canonica d’ordre k per composicié, en deduim que totes les estructures
geometriques canoniques del fibrat tangent d’ordre k es poden construir a partir de I'estructura quasi
tangent canonica i del camp de Liouville.

Considerem ara l'aplicacié adjunta J¥ de J,, 1 < r < k, és a dir, ’endomorfisme del fibrat cotan-
gent T*(TF M), i Destenem a I’algebra exterior A(T*(TF M)) de la manera natural. Aleshores, aquesta
aplicacié, que denotarem J; en un abus de notacid, restringeix sobre el conjunt de formes diferencials
Q(T* M) de la segiient manera:

Jrw(X1, . Xp) = w(Je(X1), ..., Jo(X,)

on w és una p-forma i Xi,...,X, € X(T" M) sén camps vectorials en T" M. Posem J(f) = f per a
qualsevol funcié f en TF M. Amb aix0 tenim la segiient definicié:
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2.3. DERIVACIONS I DIFERENCIALS VERTICALS

Definici6é 2.8. L’endomorfisme J*: Q(TF M) — Q(T* M), 1 < r < k, s’anomena operador vertical
r-éssim de TF M, i ve donat localment per
JX(f) = f, per a qualsevol funcié f € C*°(T" M)
, 0 si1<r
JE(dg) =< . .
(dd") { a dg*=", sii>=r

G

Observem que, per I'accié sobre les 1-formes diferencials, en podem deduir que I’expressié en coorde-
nades de 'operador vertical r-essim és

k k—r

. U R N () |
Jr=> o O = o dd'e T (2.11)

i=r i=0

és a dir, la mateixa expressié en coordenades que per ’endomorfisme vertical. Tanmateix, recordem que

en aquest cas el fem actuar sobre formes, i per tant el factor que actua és a%i'

Per la propia definicid, 'operador vertical satisfa un resultat analeg a la proposicié 2.3:
Proposicié 2.5. L’operador vertical r-éssim satisfa

0 sirs >k
J*s: )
() {J* sirs <k

rs?

Com en el cas dels endomorfismes verticals, notem que a partir del primer operador vertical, J;
podem construir qualsevol altre operador vertical J)' composant Ji amb si mateix r vegades. Vegem a
continuacio la relacié de 'operador vertical amb la contraccié interior respecte a un camp vectorial:

Proposicié 2.6. Per a qualsevol camp vectorial X de TF M i per a tot 1 <r <k esté
iXOJ: :J:oiJrX

Substituint ara el camp vectorial X per un camp vectorial canonic A,., i tenint en compte la proposicié
2.4, tenim el segiient corol-lari de manera immediata:

Corol-lari 2.7.

) g 0, sir+s>k
IA, © = . .
" J:MAHS: sir+s<k

2.3 Derivacions i diferencials verticals

En aquesta seccié definirem, per a cada endomorfisme vertical del fibrat tangent d’ordre k, dues
derivacions de graus 0 i 1 en el conjunt de formes diferencials Q(Tk M) que satisfacin bones propietats
respecte la diferencial exterior, la derivada de Lie i la contraccié interior respecte un camp vectorial.

Comencem per recordar alguns conceptes sobre derivacions en varietats diferenciables. Sigui M una
varietat diferenciable 1 Q(M) = @, (M), on QP (M) és l'espai vectorial real de p-formes diferencials en
M. Amb aquestes notacions, anomenarem derivacié en (M) a una aplicacié lineal D: Q(M) — Q(M)
que, donades wy,ws € (M), satisfa:

D(w1 /\(JJQ) = D(wl) ANwo +wi A D(LUQ)

De manera similar, una antiderivacié en Q(M) és una aplicacié lineal D: Q(M) — Q(M) que, per
w1 € QP(M), we € Q(M), satisfa:

D(w1 /\(.UQ) = D(wl) N wo + (—1)pW1 A\ D(wg).
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Direm que una derivacié o una antiderivacié és de grau [ si aplica QP(M) en QPTY(M) per a cada
1< p<dim(M).

Donades dues aplicacions lineals Dy, Do: Q(M) — Q(M), denotarem el commutador de D; amb Dy
com [Dh DQ] = D1D2 — D2D1.

Un resultat general per derivacions i antiderivacions, introduit per S. Kobayashi i K. Nomizu el 1963
en [30], §1.3, és el segiient:

Proposicié 2.8 (Kobayashi-Nomizu).

(i) Si Dy i Dy sén derivacions de graus ly i ly, respectivament, aleshores [Dy, Ds| és una derivacid de
grau Iy + la.

(ii) Si Dy és una derivacid de grau ly i Dy és una antiderivacid de grau la, aleshores [Dy, D3] és una
antiderivacio de grau ly + ls.

(iii) Si Dy i Dy son antiderivacions de graus ly i la, respectivament, aleshores [D1, Do) és una derivacid
de grau ly + 5.

(iv) Una derivacié o una antiderivacié queda completament determinada per com actua en Q°(M) (les
funcions) i Q*(M) (les 1-formes diferencials). A més, dues derivacions o antiderivacions Dy, Do
en Q(M) coincideizen si i només si D1(f) = D2(f) i D1(df) = D2(df) per a tota funcié f en M.

Observacié 2.7. La diferencial exterior és una antiderivacié de grau 1. La derivada de Lie Lx respecte
un camp vectorial X en M és una derivacié de grau 0 en Q(M) que commuta amb la diferencial exterior,
i la contraccié interior ix respecte X és una antiderivacié de grau —1 en Q(M).

Recordem que els operadors d, Lx i ix satisfan les seglients relacions:
(i) [ix,d] =ixd+ dix = Lx per qualsevol camp vectorial X.
(ii) [Lx,iy] =1x,y] per qualssevol camps vectorials X, Y.

Tornem ara al cas del fibrat tangent d’ordre k. Donada una p-forma diferencial w amb p > 1, per a
cada 1 < r < k podem definir la contraccié interior de la forma w respecte I’endomorfisme vertical .J,
com la p-forma en T¥ M definida per

irw(X1, . Xp) =Y w(Xy, . LX), X).

i=1
Si, a més, imposem 47, f = 0 per a tota funcié f en T M, obtenim la segiient
Definicié 2.9. L’aplicacio
QT M) — QT M)
w o igWw
és una derivacid de grau 0 en Q(T® M) que anomenarem derivacié vertical r-éssima en Q(TF M).

Aquesta derivacié i, queda completament determinada per les segilients identitats: per a tota funcié
f en T M es compleix

1. iy f=0,
2. iy, (df) = J(df).
Aixi doncs, expressi6 local de i, és
ig.f = 0 per a tota funcié f en TF M
0, sii<r (2.12)

i (dg*) = , )
iy, (dq") (ii!r)! dgi=", sii>r

Un primer resultat important sobre les derivacions verticals i, és que commuten amb els operadors
verticals J;:
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Proposicié 2.9. Per a tot 1 <r,s < k tenim
iy, 0dr=J;oiy,.

En particular, sir+ s > k+ 1 ve donada per
ig,0J; =J; oty =0.

Vegem ara la relacié entre les derivacions verticals i les contraccions interiors o les derivades de Lie
respecte els camps vectorials canonics.

Proposicié 2.10.

(i) [iy . ix] =isix —ixij = —ij x, per a tot camp vectorial X en T M, 1 <r < k.
o r . ) 0, sir+s>k+1
(i) [ig., Lol =i5.La, — La,ig, = ‘ :

S iy, SiT+s<k+1

onl<rs<k.

Un corol-lari immediat de la proposicié precedent i de les relacions entre els endomorfismes verticals
i els camps vectorials canonics és el segiient:

Corol-lari 2.11. Per a1 <r,s <k tenim

. 0, sir+s>2k+1
[ZJM'LAS] =

—iA, ., SiT+s<k+1

Un cop introduides les derivacions verticals, podem associar a cadascuna d’elles (i, per tant, a cada
endomorfisme vertical) una antiderivacié de grau 1 en Q(T* M). Per fer-ho, sigui 7 un enter, 1 < r < k, i
considerem el commutador de la derivacié vertical r-essima amb la diferencial exterior, que anomenarem
dj,. Es a dir, d,. ve definit per:

dj, = [Z.JT,d] =i5d—diyj,

Pel punt (i¢) de la proposicié 2.8 sabem que dj, és una antiderivacié de grau 1, doncs hem vist que i,
és una derivacié de grau 0 i sabem que la diferencial exterior és una antiderivacié de grau 1. Aixo ens
porta a la segiient definicio:

Definicié 2.10. L’operador dj, que acabem de definir s’anomena diferencial vertical r-éssima

De la mateixa definicié es dedueix que, donada una funcié f en T* M, 1a diferencial vertical d J,. queda
completament determinada a partir de les segiients relacions:

L dy (f) = Jr(df),
2. dy, (df) = —d(J7(df)).

Per tant, ve donada localment per les segiients expressions:

L of L,

per a qualsevol funcié f € C>(TF M).
Abans de donar algunes propietats sobre les diferencials verticals, considerem el cas particular k = 1
per tenir una idea més geometrica d’aquests operadors. Sigui f una funcié definida sobre el fibrat tangent

21



CaPiTOL 2. GEOMETRIA DELS FIBRATS TANGENTS D’ORDRE SUPERIOR

T M, i J 'endomorfisme vertical canonic en T(T M). Fixem-nos que, en aquest cas, només tenim una
diferencial vertical, que ve donada en coordenades locals per:

1

il i71_ﬁ 0
Zz—l'@q 4 _qud

i=1

Intuitivament, la diferencial vertical ens permet mesurar de manera horitzontal la variaci6 al llarg de les
fibres d’una funcié definida sobre el fibrat. En el fibrat d’ordre superior T¥ M aquesta idea es generalitza
com la mesura sobre una fibracié “inferior” de la variaci6 al llarg de les fibres d’una funcié definida sobre
el fibrat.

Observacié 2.8. Remarquem que, pel cas k = 1, podriem reescriure I'expressié local de d(f) com

di(f) = =df o J =i;(df)

gt

i, substituint la funcié f per una funcié lagrangiana L, dj(L) no seria més que la 1-forma lagrangiana
associada a L que ens defineixen en el formalisme lagrangia de Klein. Més endavant (capitol 3) veurem
que, com és natural esperar a partir del que hem exposat, les diferencials verticals ens permeten definir
les formes lagrangianes del formalisme de Klein generalitzat.

Un cop vista ’expressio en coordenades de les diferencials verticals i les remarques sobre el cas k = 1,
vegem algunes propietats dels operadors que acabem de definir:

Proposicié 2.12. Per a tot 1 < r < k es compleiz
(i) dj.d=—ddj,,
(i) d?, =0.

Recapitulem el que hem fet en aquesta seccid fins ara. Per a cada camp vectorial canonic A, hem
construit en Q(T" M) una derivacié de grau 0, que hem denotat £a_, i una antiderivacié de grau —1,
denotada ia ., i per a cada endomorfisme vertical J, hem construit també una derivacié de grau 0, que
hem anomenat 4;,, i una antiderivacié de grau 1, denotada dj., 1 < r < k. Es natural esperar algun
tipus de relacié entre totes aquestes derivacions que hem construit, i la segiient proposicié ens les déna:

Proposicié 2.13. Siguin 1 < r,s < k. Tenim

oo 0, sir+s>k+1
(i) [ig..dy.] =

dj., ., sir+s<k+1

0, sir+s>k+1
(it) fia,,ds] = (k—r+1)iy, sir+s=k+1

La,,, +8ig,. . sir+ts<k+1

0, sir+s>k+1

rdy sir+s<k+1

rds—17

(iit) [d,. La.] = {

Per acabar aquesta seccid, vegem dues relacions entre les diferencials verticals i els operadors verticals
que hem definit préviament:
Proposicié 2.14. Siguin 1 < r,s < k. Tenim
(i) Jidy, =0, sir+s>k;
(ii) dj. Jr = J:d.
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2.4 Derivacio de Tulczyjew

En aquesta secci6 definirem una derivacié necessaria per construir les formes lagrangianes generalitza-
des. Aquesta derivaci6 fou introduida per Tulczyjew (1975) en el seu propi formalisme lagrangia d’ordre
superior per tal de definir la diferencial lagrangiana i determinar les trajectories del sistema dinamic ob-
tingut. Ens referim a [14], capitol II, §2.1, per als detalls d’aquesta construccié. En el capitol 3 emprarem
aquesta derivacié per construir les formes lagrangianes associades a una funcié lagrangiana.

Comencem per construir ’espai sobre el qual tindrem definida aquesta derivacié. Sigui T M el fibrat
tangent d’ordre k d’una varietat M, k > 0, i Q(Tk M) Vespai vectorial de formes diferencials sobre TF M.
Recordem que per a cada r < k la projeccié canonica

ok TR M — T M
és una submersi6. Per tant, la seva aplicacié adjunta
(pr)*: Q(T" M) — Q(T* M)

és una injeccié canonica. A més, si s < r < k, la relacié

Py opr = ph

indueix la segiient relacié quan passem a aplicacions adjuntes
k\* * K\ *
(Pr)™ o ()" = (ps)”.

Aixd ens permet definir la segiient relacié d’equivalencia ~ en el conjunt @>0Q(T" M): donades
we QUTF M) i e QT M), definim

w=(pk)*(\), sik

~ )=
“ {A= (Pr)*(w), sik

<k
>k
Observem que aquesta relacié és clarament reflexiva, ja que p’,: = Idpwr 5; 1 en conseqiiencia tota forma
esta relacionada amb ella mateixa, i és simetrica per la manera com I’hem definit. La transitivitat no
es veu tant clarament, pero la discussié que hem fet en el paragraf anterior ens ha portat a una relacié
entre les aplicacions adjuntes que ens demostra la transitivitat de manera directa.

Considerem ara el conjunt

Q= @Q(TkM)/N

k>0

és a dir, el conjunt anterior quocient la relacié d’equivaléncia que acabem de definir. Notem que el
producte exterior A i la diferencial exterior d estenen de manera natural a 2, de manera que aquest
conjunt esdevé una algebra graduada commutativa i té sentit considerar-hi derivacions.

Observacio 2.9. La construccié d’aquest conjunt 2 pot semblar artificial i sense sentit. Un cop haguem
definit la derivacié de Tulczyjew quedara clar perque considerem ’espai suma directa dels espais de formes
diferencials de cada fibracié T* M. Tanmateix, prendre el quocient per la relacié d’equivaléncia és una
qiiestié tecnica que explicarem més endavant en aquesta seccio.

A continuacié definirem la derivacié de Tulczyjew, que denotarem dr, en el conjunt 2. Comencem
per definir la seva acci6 sobre les funcions: sigui f € C°°(T* M) una funcié, i definim una nova funcié
drf € C°(T*" M) de la segiient manera

(dr f)(*F1(0)) = (dor(0) ) (Jr+1(5"F1(0)))
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on jrp1: TFTY M — T(T* M) és la injeccié canonica que hem definit en (2.5), al principi de la secci6
2.2.1. A partir de lexpressié en coordenades de jit1, donada per (2.6), es pot deduir que I'expressié en
coordenades de dr f és

k
1 Of of of of
d O g = L P M 2.14
rf (..., ¢") ;q 3¢ = T Cgu Tt g (2.14)
on les funcions g qf estan avaluades en el punt (¢°,. .., ¢").

Es pot comprovar que I'aplicacié f — drf actua com una derivaci6 en les funcions de €. Aleshores
es té el seglient resultat:

Proposicié 2.15. L’aplicacié dr estén a una derivacié dp de grau 0 en €.

Ates que drd = ddr, la derivacié dr esta completament determinada per com actua sobre les funcions
i per la relaci6 segiient:

dr(dg') = dg"".

Ara que hem determinat ’expressié local de dr per a funcions i 1-formes estem en condicions d’en-
tendre perque hem definit 'espai 2 per construir-la. Observem que de la propia definicié veiem que el
resultat d’aplicar la derivacié sobre una funcié f € TF M és una funcié que hem denotat dp f i que estd
definida en T**! M. Per tant, té sentit considerar espai suma directa Dr>1 Q(Tk M). La relacié d’equi-
valéncia I’hem considerat per un motiu més técnic: si k > r, tota forma diferencial w en T" M es pot veure
també com una forma diferencial en T* M que no depen dels ordres de derivacié addicionals, i per tant
es poden considerar “iguals” en el sentit que actuen igual sobre camps vectorials pero es troben en espais
diferents. Per tant, és prou natural identificar aquestes formes diferencials, i la relacié d’equivaléncia que
hem introduit ens permet fer-ho.

Geometricament, la diferencial de Tulczyjew s’interpreta com 'operacié de derivada total respecte del
temps d’una funci6é en M. Recomanem veure [34], §3.5, per als detalls.

Ates que hem definit la derivacié de Tulczyjew en 'espai Q2 hem de comprovar que les derivacions i
antiderivacions que hem introduit en la seccié anterior es poden estendre a 2. Per fer-ho, adoptem el
segiient conveni: si s > k posarem Jy = 0 en T(Tk M)iAs=0en TF M, i si k = 0 identificarem T° M
amb M i prendrem Jy = Idy;. Amb aixo, tenim en primer lloc que el segiient diagrama és commutatiu:

T(T* M) ——= T(T* M)

lTp’i J/Tpff

T(T" M) —— L~ T(T" M)

d’on es dedueix que els dos diagrames segiients també sén commutatius:

QT M) —— = Q(T" M) QT M) —2 = (T M)
l(p’:‘)* l(p’:r i(pfr* l(pfn*
k s k k s k

QT M) —— > (T* M) Q(T* M) ——— Q(T* M)

Per tant, les aplicacions ¢y, i d;, estenen a una derivacié de grau 0 i una antiderivacié de grau 1 en €,
respectivament. En un abis de notacié, denotarem aquestes aplicacions esteses per i, i dj,, com fins
ara. En segon lloc, i de manera analoga, es dedueix que els dos diagrames segilients sén commutatius:

iAs ‘CAS

QT M) — 2 = Q(T" M) QT" M) — =2~ Q(T" M)
l(p’ﬁ)* J{(p’:r i(p’:r l(pff)*

in, La,
Q(TF M) ——=—— Q(T" M) Q(TF M) ——=—— (T M)
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i per tant les aplicacions ia, i £, estenen a una antiderivacié de grau —1 i una derivacié de grau 0 en
), respectivament. Com abans, en un abis de notacié seguirem denotant aquestes aplicacions com fins
ara.

Per acabar aquesta seccid, vegem quines relacions satisfa la derivacié de Tulczyjew respecte les deri-
vacions i antiderivacions que haviem definit i que acabem de comprovar que estenen a ).

Proposicié 2.16. Siguinr > 1, s > 1. Es té
(1) [ig,,dr) =14, ,;

d, str=1;
rdy,. ., Sir>=2;

(ii) [dg,,dr] = {

(27’7’) [‘CAUdT] = de'
(w) [La,,dr] = (s =1)La,_,-

2.5 Semisprays d’ordre superior

L’objectiu d’aquesta secci6 és generalitzar el concepte d’equacié diferencial de segon ordre (0 S.0.D.E.,
de V'angles second order differential equation) a ordres de derivacié superiors. Aquests objectes, més
generals, sén els semisprays. Abans, pero, recordem breument els conceptes d’equacions diferencials de
primer i segon ordre sobre una varietat diferenciable M.

Sigui M una varietat diferenciable i X un camp vectorial en M. Una corba o: R — M que satisfa
la condicié ¢ = X o o s’anomena corba integral de X. Si en una carta (U, ¢) de M tenim expressions
locals 0 = (o!,...,0™) i X = fa%, on m = dim(M), aleshores o és una corba integral de X si i només
si satisfa el segiient sistema d’equacions:

do
7 1)
és a dir, un sistema d’equacions diferencials de primer ordre (recordem que tenim una equaci6 per cada
coordenada, i per tant es tracta d’un sistema de m equacions diferencials de primer ordre).

Considerem ara una situacié particular: suposem que tota corba integral ¢ d’un camp vectorial
X € X(T M) és una corba holdnoma, és a dir, que satisfa la segiient propietat:

Ty o0 =0

on, recordem, la titlla indica 'aixecament canonic de la corba 7j; o o al fibrat tangent. En aquest cas
direm que X és una S.O.D.E., o un camp holonom, i ve donat localment per

0 0
X = va—q +g(q,v)%

D’aquesta expressié en coordenades es pot deduir que un camp vectorial X en T M (és a dir, una seccié
del fibrat tangent T(T M) ™ T M) és un camp holonom si i només si T 1ps 0 X = Idr pr, és a dir, si X
també és una seccié del fibrat vectorial T(T M) BT VS

Sigui ara o una corba en M. Si & denota l’aixecament canonic de o al fibrat tangent T M, aleshores
& denota I'aixecament canonic de & a T(T M). Si X és un camp vectorial en T M, direm que una corba
o en M és una solucié (o un cami) de X si i només si & és una corba integral de X, és a dir, o verifica
& = X o5. Tenint en compte les expressions locals de o i X, es dedueix que o és una solucié de X si i
només si satisfa el segiient sistema d’equacions diferencials:

£o_ (i
az " I\T
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on, com abans, tenim m equacions diferencials. Observem que aquest és un sistema de segon ordre, d’on
es justifica el nom de S.0.D.FE.

Vegem com generalitzar aquests conceptes en el fibrat tangent d’ordre superior. Tenint en compte
Iexposicié que acabem de fer per a les equacions diferencials de segon ordre, és natural donar la segiient
definici6:

Definicié 2.11. Un camp vectorial en TF M és un semispray de tipus r, 1 < r < k, si per a tota

corba integral o de X es té

k—r+1 &
(Broo)  =phe0

k—r+1
on (%o 0) denota laizecament canonic de % oo a TF"TL M.

Vegem aquesta definicié en forma de diagrama d’aplicacions, el qual ens en donara una idea més clara:
7 T M

k
\L/’krﬂ
k
Pk—r41°0

R — — Tk—r+1 M

1

—~— k—r+4
%koa) \Lﬁkr+1

M

ﬂk

Bkoa

Es a dir, a partir d'una corba qualsevol ¢: R — TF M podem construir dues corbes en TF=+L M, donades
per l'aixecament canonic k — 7 + 1 de la corba 8% o ¢ en M, d’una banda, i per p’g_rH o 0, de l'altra.
Aleshores, un camp vectorial es diu que és un semispray de tipus 7 si, per a tota corba integral o de X,
les dues corbes sobre T* =" M que hem construit a partir de o sén la mateixa.

Es pot veure facilment que Pexpressié local d'un semispray X en T* M de tipus r és

X (¢%q"....d") = (" " ....d"d 2, g X LX)
0, equivalentment,

0 0 0 0 0
X =q¢ = Z— ... korbl g xhertl 4 X 2.15
7 540 T4 dqt Tty dgk—r + dgh—r+1 Tt dgk (2.15)

Pel que hem vist quan hem estudiat els camps vectorials canonics i I’expressié que acabem d’escriure,
una caracteritzacio alternativa dels semisprays que podem considerar és la seglient:

Proposicié 2.17. Un camp vectorial X en TF M és un semispray de tipus v si i només si el diagrama

T(T* M)
T T ok,
X
Tk M Jk—r+1 T(Tk_r M)

és commutatiu, €s a dir, Tp,’i_r o X = Jr—rit1-

Una altra caracteritzacié alternativa per als semisprays que es dedueix de ’expressié en coordenades
és la seglient:

Proposicié 2.18. Un camp vectorial X en TF M és un semispray de tipus v si i només si J.(X) = A,.
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Una conseqiiencia immediata d’aquest resultat i de les proposicions 2.3 i 2.4 és que tot semispray de
tipus r és també de tipus s per s > r.

Abans de seguir, recordem que el nostre objectiu és generalitzar els camps holonoms a ordres de
derivacié superior. Comprovem doncs que, en efecte, els semisprays sén una generalitzacié de les S.O.D.E.
prenent £ = 1 en el desenvolupament que acabem de fer. Per k = 1 tenim el fibrat tangent de primer
ordre de M, T M, i la projeccié A = 7py. Com que 1 < r < k = 1, només podem prendre r = 1, i en
aquest cas, pi_; 41 = Idr . Amb tot aixo, direm que un camp vectorial X en T M és un semispray de
tipus 1 si satisfa la condicié

ﬁloU:p%oU;}TMOU:IdTMOUZO'

per a tota corba integral o de X. Es a dir, recuperem la condicié d’'un camp holonom que ja teniem, i
per tant podem afirmar que les S.O.D.E. sén semisprays de tipus 1 en el fibrat tangent de primer ordre.

Observacié 2.10. Els semisprays de tipus 1 sén els camps vectorials equivalents als camps holonoms,
és a dir, sén camps X en T M les corbes integrals dels quals sén aixecaments canonics de corbes en la
varietat M.

Fins ara, doncs, hem generalitzat el concepte de camp holonom a ordres de derivacié superiors.
Vegem ara com podem generalitzar el concepte de cami (o solucié). Tal i com hem introduit els camins
en l'exposicié inicial d’aquesta seccid, i tenint en compte el desenvolupament que hem dut a terme fins
el moment per als semisprays, és natural considerar la segiient definicid.

Definicié 2.12. Sigui X un semispray en TF M de tipus r. Una corba o en M s’anomena un cami (o
solucid) de X si i només si % és una corba integral de X, és a dir, si satisfa

ok = X o G*

Com a conseqiiencia d’aquesta definicid, una corba o en M és un cami de X si i només si satisfa el
seglient sistema d’equacions diferencials d’ordre k + 1:

d* "0 _ xhori1 (00 o
dtk—r+2 Tdt’T T dtk

7dk+10—:Xk 0_7d70—7.”7dk70-
dtk+1 dt dtk

Notem que aquest sistema generalitza clarament els dos sistemes d’equacions diferencials que hem donat
en 'exposicié inicial.
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Capitol 3

Formalisme lagrangia generalitzat

En aquest tercer capitol introduirem el formalisme lagrangia d’ordre superior, o formalisme lagrangia
generalitzat, com a generalitzacié del formalisme lagrangia de Klein en mecanica classica (veure [37],
§2.2). Un formalisme alternatiu, degut a Tulczyjew, es pot trobar a [14], capitol II, §2.1.

Hem dividit aquest capitol en dues seccions. En la primera seccié recordarem el concepte d’estructura
i varietat presimpleéctica (veure [37], §3.1, per a un estudi més ampli) i definirem les estructures pre-
simplectiques horitzontals. Com veurem, aquestes estructures es dénen un meétode per tractar sistemes
dinamics singulars. En la segona seccié desenvoluparem propiament el formalisme de Klein generalitzat
i distingirem els casos en que la funcié lagrangiana donada és regular o singular.

Recordem que al llarg d’aquest capitol usarem el conveni de notacié que hem descrit al principi del
capitol anterior.

3.1 Estructures presimplectiques horitzontals

En aquesta seccié introduirem una estructura geometrica que contingui com a cas particular ’estruc-
tura simplectica, i que ens permeti tenir un marc natural sobre el qual desenvolupar el formalisme de
Klein generalitzat i obtenir les equacions del moviment per a lagrangianes depenent de derivades d’ordre
superior.

Comencem per recordar els conceptes basics que pretenem estendre al fibrat tangent d’ordre superior.

Definicié 3.1. Sigui M wuna varietat de dimensido m = 2n+ 1, ambn > 1 i r > 0 dotada d’una 2-
forma w de rang constant 2n. Direm que w és una forma quasi presimpléctica i que el parell (M,w)
és una varietat quasi presimpléctica. Si, a més, la forma w és tancada, direm que és una forma
presimpléctica, i que el parell (M,w) és una varietat presimpléctica.

Observacié 3.1. Notem que, quan r = 0, la forma és no degenerada. Una forma presimplectica no
degenerada es diu simpléctica.

En una varietat quasi presimpléctica (M,w) podem considerar la segiient aplicacié lineal:

sw: X(M) — QY(M)
X = ixw

que indueix un homomorfisme de fibrats vectorials s,: TM — T* M. Si la forma w fés una forma
simplectica, aquestes dues aplicacions serien isomorfismes. Tanmateix, si la forma és degenerada, és a
dir, r # 0, aquestes aplicacions no sén isomorfismes.

Suposem ara que P: X(M) — X(M) és un projector en X(M), és a dir, P? = P (denotarem de la
mateixa manera el corresponent projector en T M). Si posem Q = Id —P, sabem que

X(M) =Xp(M) & Xo(M)
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on Xp(M) =Im(P) i Xgo(M) = Im(Q), o, altrament, Xp(M) = ker(Q) i Xo(M) = ker(P). Clarament,
també es té

TM=TpM&ToM
amb Tp M = P(T M) i To M = Q(T M).

Aquesta divisié en suma directa també es té per al conjunt de 1-formes diferencials de la varietat
mitjancant les aplicacions adjuntes. En particular, tenim

Q1(M) = Qp(M) & Qp(M)

on Qp (M) i Qp (M) es defineixen de manera similar a partir de les aplicacions adjuntes P*(a) = ao P i
Q*(a) = a0 Q. Com abans, també obtenim

T"M =Ty, M&THM

amb Tp M i Tgy M definits de la manera natural.
Aixo0 ens porta a la segiient definicié.

Definicié 3.2. Siguin (M,w) una varietat quasi presimpléctica i P un projector en X(M) com abans.
Direm que el parell (w, P) és una estructura quasi presimpléctica horitzontal en M si

1. dim(Xo(M)) =,

2. ker(s,) = ker(P) = Xq(M).
Si, a més, w és una forma tancada, direm que (w, P) és una estructura presimpléctica horitzontal.
Observacié 3.2. Una estructura geometrica definida per un projector P en M s’anomena una estruc-
tura quasi producte en M. Per tant, una estructura presimplectica horitzontal (w, P) en M és una
estructura presimplectica w i una estructura quasi producte P en M satisfent les condicions 1 i 2 de la
definicié anterior.
Observacié 3.3. Si suposem que totes les varietats que considerem sén paracompactes, tenim una
metrica riemanniana g definida en M. Aleshores, si w és una forma presimplectica en M, podem prendre
Tp M com el complementari ortogonal de ker(s,,) respecte la metrica g en cada punt de M, i per tant
obtenim una estructura presimpléctica horitzontal (w, P) en M.

Com hem comentat previament, I’objectiu d’introduir ’estructura quasi presimplectica horitzontal és
obtenir les equacions del moviment en el formalisme que desenvoluparem per a ordre superior. El segiient

resultat ens en doéna la clau:

Proposicié 3.1. Sigui M una varietat i (w, P) una estructura quasi presimpléctica horitzontal en M.
Si f € C®(M) és una funcid, existeix un unic camp vectorial X € Im(P) C X(M) tal que

ixw = P*(df)
on P* és Uaplicacid adjunta de P. En particular, si df € Im(P*), aleshores l’equacid pren la forma
in = df

Observacié 3.4. Si prenem f = h € C°°(M) una funcié hamiltoniana, la darrera equacié donada per
la proposici6 anterior correspon a les equacions de Hamilton d’un sistema hamiltonia (veure [37], §3.2).
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3.2 Formalisme de Klein generalitzat

En aquesta seccié generalitzarem el formalisme lagrangia de Klein per a funcions lagrangianes que
depenguin d’ordres de derivacié superiors. Per fer-ho seguirem una construccié similar a la que es troba
a [37] §2.2: usarem les estructures canoniques del fibrat tangent d’ordre superior per construir les formes
i energia lagrangianes per, tot seguit, trobar les equacions dinamiques del sistema.

Comencgarem per construir les estructures geometriques induides per la dinamica (i.e.: la funcié la-
grangiana) del sistema. Per fer-ho, usarem les estructures canoniques del fibrat tangent d’ordre superior
que hem introduit en el capitol anterior. Siguin doncs () una varietat diferenciable n-dimensional i
L € C=(T* Q) una funci6 lagrangiana d’ordre k. En primer lloc, les diferencials verticals d s, i la deri-
vacié de Tulczyjew dr ens permeten construir la generalitzacié de les formes lagrangianes que apareixen
en el formalisme de Klein de la mecanica classica:

Definicié 3.3. Anomenem 1-forma lagrangiana d’ordre k associada a L a la 1-forma diferencial
01 € Ql(T%_1 Q) definida per

k
1 1 1
0, =Y ()" '=dytd; L=dsL— ~dprdspL+...+ (1)1 =ditd, L (3.1)
7l 2! k!

r=1

Anomenem 2-forma lagrangiana d’ordre k associada a L a la 2-forma diferencial wy, € (22(T2k*1 Q)
definida per

k
1
wp = —dfy, = Z(A)TEdgrlderL (3.2)

r=1

Observacié 3.5. Notem que la 1-forma lagrangiana és una forma semibasica de tipus k en T?71Q
(recordem que una 1-forma diferencial w € Q(T* M) és semibasica de tipus 7, 1 < r < k, si w € Im(J})).

A continuacio, els camps vectorial canonics A,, de nou en combinacié amb la derivacié de Tulczyjew
dr, ens permeten definir 'energia del sistema dinamic:

Definicié 3.4. Anomenem energia lagrangiana d’ordre k associada a la lagrangiana L a la funcid
Ep € C°(T*71 Q) definida de la segiient manera

k
By = (Z(—l)’“-l;dglmr@») — (YD) (3.3)

r=1

Notacié: Ates que al llarg d’aquest capitol només tractarem sistemes dinamics d’ordre superior, en
endavant i fins al final del capitol suposarem que tenim un sistema dinamic d’ordre k, amb k fixat, pero
arbitrari, i ens estalviarem d’escriure “d’ordre k” cada cop. Per tant, anomenarem les estructures anteriors
simplement 1-forma lagrangiana, 2-forma lagrangiana i energia lagrangiana, i la funcié L s’anomenara
funcid lagrangiana, sobreentenent de quin ordre estem parlant.

Observaci6 3.6. Donada una funcié L € C“(Tk Q) qualsevol, la 2-forma wy, no té necessariament rang
constant en T?*71 Q. Quan aixo succeeix, la lagrangiana L es diu geométricament admissible. En aquest
treball només tractarem amb funcions lagrangianes que satisfacin aquesta condicid.

Observacié 3.7. En algunes referéncies, s’anomena accid associada a la lagrangiana L, i es denota Ay,
al primer terme de l'energia lagrangiana. Es a dir, 'accié Ay, és

k

Ay =31y (AD)

de manera que, llavors, es defineix I’energia lagrangiana com Ej, = Aj, — (pikil)*(L).

31



CAPITOL 3. FORMALISME LAGRANGIA GENERALITZAT

Observacio6 3.8. A diferencia del cas k = 1, en el cas general I'accié i la funcié lagrangiana sén funcions
definides en espais diferents i per tant, a priori, no té sentit operar-les entre si. Per aquest motiu hem de
prendre el pull-back de L per ka 1§ tot seguit operar amb 'accié. Tanmateix, la relacié d’equivaléncia
que hem definit en el conjunt {2 ens permet cometre un abus de notacié pel qual denotarem igualment
per L la funcié (pik H*(L) € ¢>(T?*71 Q), de manera que escriurem I’energia lagrangiana simplement

com F, = A, — L

Observacié 3.9. Una definicié alternativa de la 1-forma lagrangiana mitjancant les coordenades de
moment de Jacobi-Ostrogradsky p; es pot trobar a [27] §III, i també en [14] §3.1. Aquestes definicions
van orientades a ’estudi del formalisme hamiltonia canonic associat a la lagrangiana L, tal i com veurem
en el capitol 4.

Vegem com sén les expressions en coordenades locals de les estructures geometriques que acabem
d’introduir. Un tediés pero senzill calcul usant les expressions locals i les propietats de dj, i dr, i una
reordenacio final dels indexs en el sumatori, ens mostra que ’expressiéo en coordenades de la 1-forma
lagrangiana és

k k—r
0 =3 (Z(—l)idép (agﬁ)) dg? (3.

r=1 \i=0

on, observem, no hem desenvolupat el terme d- (), ates que 'aplicacié reiterada de la derivacié dr porta
a una expressié local amb excessius sumatoris que hem preferit no incloure.

Un cop tenim 'expressié en coordenades de la 1-forma lagrangiana, el calcul de la 2-forma lagrangiana
wr, no és més que aplicar la diferencial exterior d i canviar el signe a l’expressié anterior. Usant la R-
linealitat de la diferencial exterior, I’accié sobre les 1-formes diferencials i que ddr = drd, es té

Operant i usant la R-linealitat de la derivacié de Tulczyjew, ens queda ’expressi6

k k—r

wrL = ZZ 1 Z <a 70 r+quj) Adg !

r=11i=

on, com abans, no desenvoluparem el terme amb les aplicacions reiterades de dr.

Passem ara al calcul de I'energia lagrangiana associada a L. Tenint en compte I'expressié local dels
camps vectorials canonics A,., usant les propietats de la derivacié de Tulczyjew i reordenant els indexs
adequadament, obtenim la segiient expressié en coordenades per Ey,

Ep = <Zq kz Yed ((;jﬁ)) —L (3.6)

Abans de seguir, recordem que el nostre objectiu és generalitzar les estructures geometriques del
formalisme lagrangia en mecanica classica a ordre superior. Per tant, posant & = 1 en les definici-
ons i expressions locals anteriors hauriem de recuperar les estructures geometriques que ja coneixem.
Comprovem-ho: posant £ = 1 tenim tnicament un camp vectorial canonic, A, i un unic endomorfime
vertical, J. A més, en aquest cas no ens apareix cap derivacié de Tulczyjew, fet que ens evita treballar en
el conjunt quocient €2; i es compleix 2k — 1 = 1 = k, de manera que totes les estructures estan definides
en el mateix lloc. Aleshores, en la definicié de la 1-forma lagrangiana tenim

0, =d;L=d;L=dLoJ=i,dL

amb expressio local

0 dq°
L= 8qq
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3.2. FORMALISME DE KLEIN GENERALITZAT

que és l'expressié ja coneguda de la 1-forma lagrangiana. Aplicant ara —d a l’expressié anterior, obtenim
Pexpressio en coordenades de la 2-forma lagrangiana

2 2
wL:—d(aquO):—d<aL> dq0:—< o°L dq° oL dql>/\alq0

oq! oqt Oqrdqo ¢ +8q15q1
0%L 0L
= ———d¢® Ndg® + ———=d¢° A dg?
Dgiag e Ndd+ 5 g’ A dg

on en el darrer pas hem girat dq® A dq® respecte els indexs de coordenada (que ometem). De nou, obtenim
Iexpressio ja coneguda de la 2-forma lagrangiana. Passem ara a ’energia lagrangiana. Per k = 1, la
definicié de I’energia lagrangiana esdevé simplement

i la seva expressio local és la segiient

Ep = qla—L - L
oqt
on, en aquest cas, L denota la funcié lagrangiana, i no el seu pull-back per cap aplicacié. Per tant,
recuperem les estructures geometriques que ja coneixiem, tal i com voliem.

Observem que, donada una funcié lagrangiana L qualsevol, la 2-forma wy, sempre és tancada (de fet,
és exacta) 1, per tant, és presimplectica. Com que T2kl Q@ té dimensi6 parell 2kn, la forma wy, pot ser
no degenerada i, en conseqiiencia, simpléctica. Les funcions lagrangianes que satisfacin aquesta condicié
reben un nom especial:

Definicié 3.5. Una funcid lagrangiana L € C’OC(T]“ Q) es diu regular si la 2-forma lagrangiana wy, és
simpléctica. Altrament, es diu que la lagrangiana L és singular.

Recordem que, en el cas k = 1, la regularitat o singularitat de la funcié lagrangiana L € C*°(T Q)
es pot caracteritzar en termes locals mitjancant la matriu hessiana de la funcié lagrangiana respecte les
velocitats. En particular, es demostra que una funcié lagrangiana L és regular si i només si en una carta
natural qualsevol la matriu

0*L
Oqtogt

és invertible. Un resultat similar es té en el cas general:

Proposicié 3.2. Una funcié lagrangiana L € C’OO(Tk Q) és regular si i només si en una carta natural
qualsevol de TF Q la matriu hessiana

0%L
0qkoq*

és tnvertible.

Un cop definides les estructures geometriques induides per la dinamica d’ordre superior estem en
condicions d’establir el formalisme lagrangia generalitzat en forma de quatre postulats. Els tres primers
postulats, que enunciem a continuacié, fan referéncia als objectes geometrics que modelitzen el sistema
dinamic.

Primer postulat del formalisme lagrangia generalitzat.

L’espai de configuracié QQ d’un sistema dinamic d’ordre k amb n graus de llibertat és una varietat
diferenciable n-dimensional.

L’espai d’estats €s el fibrat tangent d’ordre 2k — 1, T2-1Q, de la varietat Q que constitueir I’espai
de configuracid del sistema.
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CAPITOL 3. FORMALISME LAGRANGIA GENERALITZAT

Segon postulat del formalisme lagrangia generalitzat.
Els observables, o magnituts fisiques, d’un sistema dinamic d’ordre k sén funcions en T?*71Q.
El resultat d’una mesura d’un observable és el valor que prén la funcid que el representa en un punt
de lespai d’estats T2kt Q.

Tercer postulat del formalisme lagrangia generalitzat.

Es dona una funcio L € CC’O(T’C Q), anomenada funcid lagrangiana, en la qual es recull tota la
informacid dinamica del sistema.

Observacié 3.10. Notem que la funcié lagrangiana L, tal i com succeeix en sistemes de primer ordre,
no és un observable del sistema. En aquest cas, el segon postulat ho estableix clarament. Tanmateix,
I’energia lagrangiana Fj, si és un observable.

Aquests tres postulats ja ens permeten donar la segiient definicio:

Definicié 3.6. S’anomena sistema lagrangia d’ordre k o tot parell (T**~1Q,L), on Q és lespai de
configuracio d’un sistema fisic i L € C’OO(Tk Q) és la funcid lagrangiana del sistema. A més, direm que
el sistema dinamic (T%f1 Q, L) és regular si la funcid lagrangiana és regqular, mentre que el sistema és
singular altrament.

Per tant, ja tenim una descripcié geometrica d’un sistema dinamic d’ordre superior, i inicament ens
queda coneixer I'evolucié del sistema donades unes condicions inicials, és a dir, establir les equacions
que ens donin les trajectories dinamiques del sistema. Aquestes equacions venen establertes pel quart
postulat, que enunciem a continuacié.

Quart postulat del formalisme lagrangia generalitzat.

Les trajectories dinamiques d’un sistema lagrangia d’ordre k (Tzk*1 Q, L) sén les corbes integrals
d’un camp vectorial X, € %(T%_1 Q) tal que:

1. X1, és solucio de l'equacio
iXLwL = dEL (37)
2. X1, és un semispray de tipus 1 en T2k-1 Q).

Les equacions del punt (1) sdn les equacions lagrangianes d’ordre superior, i el camp vectorial solucid
X, (si existeix) s’anomena camp dinamic lagrangia d’ordre k. Si, a més, es compleixz la condicid
del punt (2), aleshores s’anomena camp d’Euler-Lagrange d’ordre k, i les seves corbes integrals en
la base son les solucions de les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre superior.

Vegem a continuacié I'expressié en coordenades de les equacions lagrangianes per al camp Xp. Sigui
Xy € 3‘€(T2k_1 @) un camp vectorial genéric amb la segiient expressié en una carta local

2k—1

0 4, 0
XL _ Z fza - 7‘]00 +f1 +f2k 1aq2k_1

D’altra banda, tenint en compte 'expressié en coordenades de l'energia lagrangiana donada per (3.6),
I’expressio local de dEy, és

k—r o oL k
dE; = Z (—=1)dsp (8q”i> dq" + qu

r=1 =0 r=1 = O

k—r

k _ koL i
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3.2. FORMALISME DE KLEIN GENERALITZAT

Aleshores, imposant la igualtat iy, wr, = dE, i mitjancant un calcul en coordenades especialment llarg
i tedids, arribem als 2k sistemes de n equacions segiients

0*L
o_ 1 9L _
(f q ) aqkaqk
0*L
1 2 0o_ 1
_ _ g (e =0
(1" =) gogor — (0= at) (o)
: (3.8)
821 2%k-3 ‘
(P2 =™ ) g Z (F =) (o) =0
040 = O 2k—2
b oL ~ ;
)R (2R g 2k1 _ ) (L =0
(=D (f (g aqkaq +; 3¢ ;(f ) ( )
onels (------ ) corresponen a termes obtinguts mitjangant combinacions de diverses derivades parcials de

la funcié lagrangiana i aplicacions de la derivacié dr que hem preferit ometre. Aquestes sén les equacions
lagrangianes per al camp vectorial X . Observem que aquestes equacions es poden resoldre de la primera
a la dltima, i en cada equacié la incognita esta multiplicada per la matriu hessiana de la funci6 lagrangiana
L respecte les coordenades de major ordre ¢*, d’on podem suposar que la regularitat de la lagrangiana
tindra un paper important en la resolucié d’aquestes equacions, tal i com veurem més endavant.

El quart postulat, a més de donar-nos les equacions intrinseques per al camp dinamic lagrangia,
també ens permet determinar les equacions intrinseques per a les corbes integrals del sistema. Observem
en primer lloc que 'equacié (3.7) es pot prendre punt a punt, és a dir, sip € T?k=1Q ésun punt qualsevol,
es té:

ix,(p)wr(p) = dEL(p)

on ara aquesta contraccié la fem entre el vector tangent X (p) i el 2-covector wr(p) per obtenir un
covector dEp(p). Sigui ara o: R — T?%=1  una corba integral de X;,. Recordem que una corba integral
d’un camp vectorial satisfa:

&:XLOO'

on & denota I’aixecament canonic de o al fibrat tangent T(T?*7! Q). Per a cada t € R, o(t) és un punt de
T2kl @, de manera que podem substituir el punt p arbitrari en l'expressié d’abans per o(t) i ens queda:

ix,(o)wr(o(t)) = dEL(o(t))

usant ara que o és una corba integral de X, ens queda la segiient equacié intrinseca per a les corbes
integrals del sistema dinamic:

i,;(wLoU) :dELoO' (39)

Observaci6 3.11. Fixem-nos que, en ser X, un semispray de tipus 1, es té que o és aixecament d’una
corba v: R — @ al fibrat tangent d’ordre 2k — 1, és a dir, o = 42~

En lestudi de les equacions dinamiques del sistema distingirem entre els casos de lagrangianes regulars
i lagrangianes singulars. Com ja hem vist en les expressions en coordenades (3.8) de les equacions
lagrangianes, la no degeneracié de wy, comporta una notable simplificacié en alguns resultats.

3.2.1 Lagrangianes regulars i hiperregulars

En primer lloc estudiarem el cas en que L € C"’°(T’C Q) sigui una funcié lagrangiana regular. En
, . < . 2%k —1 . N . . , . . ,
aquest cas, la 2-forma wy, és una forma simpléctica en T?*71 Q, i una conseqiiéncia gairebé immediata és
que les equacions lagrangianes i¢x, wy, = dE, tenen solucié unica.
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CAPITOL 3. FORMALISME LAGRANGIA GENERALITZAT

Tanmateix, en el cas £ = 1 no només les equacions lagrangianes tenen una tinica solucid, que denotem
X, si no que, a més, X és automaticament un semispray (o S.0.D.E.) en T Q. Es a dir, en el cas
de lagrangianes regulars no calia imposar la condicié de ser equacié diferencial de segon ordre, doncs el
camp vectorial solucié la satisfa automaticament com a conseqiiencia de la no degeneracié de wy, (veure
37], §2.2.3).

El mateix resultat el podem estendre de manera natural a un sistema lagrangia regular d’ordre k.

Proposicié 3.3. Sigui (T%*1 Q, L) un sistema lagrangia regular d’ordre k. Aleshores, existeiz un unic
camp vectorial Xy, € 3€(T2k_1 Q) que és solucid de lequacid lagrangiana ix,wy = dFEr i, a més, és un
semispray de tipus 1 en T2*71Q, és a dir, J1(Xp) = A

La demostracié d’aquest resultat, que no inclourem aqui per ser un calcul en coordenades especialment
llarg i tedids, es fa per induccié sobre el tipus del semispray. El cas base k = 2 esta provat en [14], §2.3,
i es procedeix en en tres passos. En primer lloc, es prova que X és un semispray de tipus 2k — 1 = 3.
El segon pas és provar que és un semispray de tipus 2, i el tercer i ultim pas consisteix en provar que es
tracta d’un semispray de tipus 1. Per a un k general, se segueix la mateixa técnica, tot tenint en compte
que un cop haguem provat que és un semispray de tipus 2(k — 1) — 1 ja haurem acabat per hipotesi
d’induccié.

Observaci6 3.12. La regularitat de la funcié lagrangiana és crucial per demostrar cada “salt” de tipus
del semispray, no només en alguns passos.

Una demostracié alternativa de la proposicié 3.3, i que ens permet veure clarament ’observacié que
acabem de fer, consisteix en usar l'expressié en coordenades de les equacions lagrangianes que hem
determinat en (3.8). Si la funci6 lagrangiana és regular, la matriu hessiana + té rang maxim i el

primer sistema d’equacions

0%L
o_ 1y 9oL
(f q ) dq* gk

8%L
Erura

es pot resoldre directament obtenint f° = ¢', de manera que X és un semispray de tipus 2k — 1.
Substituint en el segon sistema, aquest esdevé

0%L
12 _
(f q ) dq* gk

d’on determinem f! = ¢2. Per tant, X és un semispray de tipus 2k — 2. Iterant aquest procés, i tenint
en compte que cada equacié només depen de les funcions determinades anteriorment, de manera que
lequacié i-éssima (i < 2k — 1) es redueix a
2
(' =d") et =0
0qkOq*

un cop hem substituit les incognites que hem determinat previament, podem resoldre el sistema usant
la regularitat de la funcié lagrangiana. En el darrer pas, haurem determinat que el camp X és un
semispray de tipus 1 i ens quedara determinar les funcions f2*~1, les quals seran solucié de 'equacié

) (0L
(_1)19 (f2k 1 dr (q2k 1 8qkaq +; d () =0

Per tant, per a una funcié lagrangiana regular L els 2k sistemes d’equacions (3.8) es converteixen en

fO — ql
fl — q2
f2k7.2 — q2k71 (3'10)

2
D = () g+ 0 () =
=0



3.2. FORMALISME DE KLEIN GENERALITZAT

Per tant, en el cas regular no ens cal imposar que el camp vectorial solucié X, sigui un semispray:
sempre ho és com a conseqiiencia de la regularitat de la funcié lagrangiana. Aix0 ens permet enunciar el
segiient teorema sense imposar cap condicié addicional, el qual ens donara 1’expressié en coordenades de
les equacions dinamiques que, en aquest cas, sén exactament les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre k.

Teorema 3.4. Sigui (T%f1 Q, L) un sistema dinamic lagrangia regular d’ordre k © Xy, el semispray de
tipus 1 en T?*71Q solucid de les equacions dinamiques lagrangianes ix,wr =dEp. Sigui o: R — Q un
cami de X,. Aleshores, 525~ satisfa les equacions d’Fuler-Lagrange d’ordre k:

OL oy dOL 5y  d* 0L 5, pd¥ 0L gy

— -0 ———o e+ (1) — =0 =0 3.11
9q° 7 dt dq* 7 dt? 0q? 7 +(=1) dtk OqgF (3.11)

on 5251 denota Uaizecament canonic de o a T*1 Q.

Aquest resultat es dedueix directament de ’expressi6 en coordenades (3.10) que hem calculat anteri-
orment. Com que X, és un semispray de tipus 1, per a tota corba integral de X existeix una corba en
Q tal que el seu aixecament canonic a T2*71 Q) ens déna la corba integral inicial. Aleshores, sio: R — Q
és un cami de X, satisfa el segiient sistema d’equacions diferencials

d?**g
dt2k

_ f2k—1

el qual podem reescriure com

4

2k—1 _ p2k—1
dt =/

q

Substituint-ho en la darrera equacié de (3.10), aquesta esdevé

d o _ 02L k ) AN
(_1)19 <dtqQk 1 dr (q2l~c 1)) aqkaqk +Z(_1) dT (6611) Oa2k 1_ 0

=0

i usant ara que al llarg d’una corba es té

_ d
dZ - ¥
T api
obtenim
OL oy dOL 5, d* 9L ~2k—1 kdk OL o4
— 5 -0 — o0 —1)f———0 =0
9q° 7 dt dq* 7 dt? 0q? 7 ot (1) dtk OqgF 7

Observacié 3.13. Notem que en el teorema 3.4 estem cometent novament 1’abtis de notacié introduit a
Pobservacié 3.8, doncs qui € C>(T" Q).

3.2.2 Lagrangianes singulars

Per acabar aquest capitol farem una breu discussié del cas en que la funcié lagrangiana L € C'* (Tk Q)
és singular. Tal i com ho hem definit préviament, la singularitat de L implica que la 2-forma wy és
degenerada i, per tant, només és presimplectica. En aquest cas no podem assegurar que hi hagi solucions
de ix,wr = dEr, definides globalment i, en cas que n’existis alguna, tampoc podriem dir res sobre la seva
unicitat.

Una manera de trobar solucions a les equacions dinamiques d’un sistema singular és mitjancant una
estructura presimpléctica horitzontal (veure [14], capitol II, §2.3). En particular, suposem que tenim en
T2%=1  una estructura quasi producte P satisfent les dues condicions segiients:

1. (wr, P) és una estructura presimpléctica horitzontal en T2kt Q,

2. dE;, € Im(P*).
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CAPITOL 3. FORMALISME LAGRANGIA GENERALITZAT

Aleshores, a partir de la proposicié 3.1 podem deduir el segiient resultat:

Proposicié 3.5. Amb la construccid que acabem de fer, existeix un inic camp vectorial X;, € Im(P)
satisfent ix, wy, = dEL.

Observaci6é 3.14. Un procediment alternatiu, i que funciona en qualsevol varietat presimplectica, con-
sisteix en trobar condicions sota les quals les equacions lagrangianes sén consistents, és a dir, determinar
si existeix alguna subvarietat S on les equacions tinguin sentit. Aquest procediment fou introduit per
Gotay i Nester (veure [14], apéndix B, i les referéncies alla citades), que van desenvolupar un algorisme
constructiu per trobar la subvarietat S en cas que existeixi. Altres referéncies sén [20] i [22]. En parti-
cular, si prenem la varietat presimplectica (Tzk 1 Q,wy), algorisme ens retornara una subvarietat S de
T2%71 ) en la qual les equacions iy Lwr = dE, sén consistents, si aquesta subvarietat existeix.

Observem que, tot i que les equacions lagrangianes tinguin solucid, en general tampoc seran semis-
prays, de manera que en aquest cas és necessari imposar aquesta condicié per tal d’assegurar que les
corbes integrals del camp solucié (el qual, si existeix, en general no sera tnic) satisfan les equacions
d’Euler-Lagrange, tal i com veiem en el segiient resultat:

Teorema 3.6. Sota les mateizes hipotesis que en la proposicio 8.5, suposem que el camp vectorial Xy, €

Im(P) solucid de ix,wr, = dEL €és un semispray de tipus 1 en T2k-1 Q. Sigui o: R — Q un cami de X,.

Aleshores 72K~ satisfa les equacions d’Euler-Lagrange:

oL ~2k71_187L ~2k—1 ‘LQ@L

d* oL
k ~2k—1
—= o0 o e - O
OqP 7 dt Oqt 7 dt? 0q?

~2k—1
o ++(—1) dtikaiqkoo'

on 5251 denota Uaizecament de o a T?*~! Q.

L’estudi en detall dels sistemes lagrangians singulars es pot trobar a [27] i [28].
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Capitol 4

Formalisme hamiltonia generalitzat

En aquest quart capitol descriurem el formalisme hamiltonia associat a un sistema lagrangia d’ordre
superior, també anomenat formalisme hamiltonia canonic generalitzat. Per fer-ho, introduirem les coor-
denades de moment de Jacobi-Ostrogradsky a partir del calcul diferencial que hem introduit en els fibrats
tangents d’ordre superior en el capitol 2, i tot seguit definirem la transformacié de Legendre generalitzada,
o transformacié de Legendre-Ostrogradsky.

Recordem que, en el formalisme de primer ordre, una funcié lagrangiana regular ens permetia definir
un difeomorfisme local entre el fibrat tangent i el fibrat cotangent d’una varietat, que anomenavem
transformacié de Legendre. Aquesta transformacié ens permetia transportar les estructures geometriques
induides per la dinamica al fibrat cotangent. Aix{ podiem descriure el sistema en aquest nou espai de
fases mitjancant les formes canoniques i una funcié hamiltoniana, que es corresponen amb les formes
lagrangianes i 'energia lagrangiana mitjancant la transformacié, respectivament. Una exposicié més
completa d’aquesta construccié es pot trobar a [37], §2.3.

En el formalisme d’ordre superior el procediment és el mateix: la transformacié de Legendre gene-
ralitzada ens permet transportar les estructures geometriques induides per la dinamica que hem definit
en el capitol anterior a les formes canoniques d’un fibrat cotangent, mentre que I'energia lagrangiana es
correspondra amb una funcié d’aquest fibrat cotangent que anomenarem funcié hamiltoniana. El fibrat
cotangent que considerarem per a un sistema d’ordre k, tot i que a priori semblara estrany, és T*(T* ! Q),
on () és la varietat de configuracié. La justificacié per prendre aquest espai de fases la veurem amb la
transformacié de Legendre-Ostrogradsky.

Notem que, com ja passa en el cas de la mecanica classica, la descripcié del formalisme hamiltonia
canonic generalitzat sera més senzilla que la del formalisme lagrangia que hem estudiat en el capitol
anterior, doncs les estructures geometriques usades sén estructures canoniques del fibrat cotangent i
no pas induides per la dinamica. A més, al contrari del que passa en el formalisme lagrangia, la 2-
forma canonica del fibrat cotangent només conté informacié geometrica del sistema, mentre que la funcié
hamiltoniana h només conté informacié dinamica, de manera que en aquest formalisme la geometria i la
dinamica es mantenen en estructures diferents.

4.1 Transformacié de Legendre-Ostrogradsky. Coordenades de
moment.

Comengarem per introduir les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky, que sén les coordena-

des que ens permetran construir la transformacié de Legendre generalitzada i donar aixi una descripcid

del formalisme hamiltonia associat a un sistema lagrangia en la segiient secci6. Per tant, sigui L una
funcié lagrangiana d’ordre k, és a dir, L € C°°(T* Q). Si posem

b = S 1) (50) (4.1)

=0
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aleshores podem reescriure ’expressié en coordenades de la 1-forma lagrangiana, donada per (3.4), de la
seglient manera

k
L= pradg "
r=1

D’altra banda, recordem que la 1-forma lagrangiana és semibasica de tipus k en T?*~! Q. Aix0 ens permet
(veure [14], capitol I, §3.6) definir una aplicacié FL: T?-1Q - T~ (Tk*1 Q) de la seglient manera: per
a tot u € T(T*71 Q) es defineix

0r(u) = (T piF 71 (), FL(Trpar— o)) (4.2)
Aquesta aplicacié, a més, compleix mrk-1 o FL = pi’i‘ll, on Tpk-1¢: T”‘(Tk_1 Q) — TF1Q és 1a

projeccié natural del fibrat cotangent sobre la varietat base. Aquesta propietat és equivalent a afirmar
que el segiient diagrama és commutatiu:

T2k_1 Q FL T* (Tk—l Q)
m %Q
Tk:—l Q

A més, si 0 és la forma de Liouville del fibrat cotangent T*(T*~* Q), es compleix:
FL*(6k—1) =05,

d’on es dedueix que si wy_1 = —dfj_1 és la 2-forma simpleéctica canonica del fibrat cotangent T* (Tk_1 Q),
aleshores es té

.FL*(Okal) = .7—'L*(—d6k,1) = —d]-'L*(Gk,l) = —d9L = WL

ja que el pull-back commuta amb la diferencial exterior.
De les dues propietats anteriors i de I’expressié en coordenades de la 1-forma lagrangiana 67, donada
per (3.4), es dedueix que l'expressi6 en coordenades de FL és:

FL (q07q15"'aq2k_1) = (qoaqla"'aqk_lap05p17p27"'apk—l) (43)

on els p; sén les expressions que hem definit en (4.1).

Recordem que, en el cas k = 1, sabem que una funcié lagrangiana L és regular si i només si ’aplicacié
FL donada en coordenades locals per I'expressié anterior és un difeomorfisme local. En aquest cas
I’aplicacié FL s’anomena transformacié de Legendre associada a L. Un resultat similar és valid pel
cas general:

Proposicié 4.1. Sigui L € C*(T* Q) una funcid lagrangiana i FL Uaplicacié definida per (4.2). Ales-
hores, les segiients afirmacions son equivalents:

(i) L és una lagrangiana regular;
(#4) wr €és una forma simpléctica;
(#3i) FL: T?*71Q — T*(T* 1 Q) és un difeomorfisme local.

En aquest cas, Uaplicacid FL s’anomenara transformacié de Legendre-Ostrogradsky (o transfor-
macid de Legendre generalitzada) associada a L.

Observacio 4.1. Habitualment cometrem un abus de notacié i anomenarem transformacié de Legendre-
Ostrogradsky a ’aplicacié FL associada a la funcié lagrangiana que acabem de definir, independentment
de si la lagrangiana L és regular o singular.
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4.1. TRANSFORMACIO DE LEGENDRE-OSTROGRADSKY. COORDENADES DE MOMENT.

De la proposicié 4.1 se’'n pot deduir que una lagrangiana L és regular si i només si el conjunt de
funcions (¢%,p;), 0 < i < k — 1, és un sistema de coordenades en T?*71 Q. Aixd ens permet donar la
segiient definicié:

Definicié 4.1. Sigui L una funcié lagrangiana regular d’ordre k. El conjunt de coordenades (¢, p;),
0<i<k—-1en T2kl Q@ s’anomenen coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky.

Notem que, per la propia definicid, els p, satisfan la segilient relacio:
k—r

oL i 1 OL oL
r—1 — _1 T Jt _ _
Pr=17= 3¢ 2 (~L'dr (aqrﬂ) aq"

=0
k—r

i i oL
> 1 (57

k—r—1
=Y (cyig oL
= . T\ 9gr+i+l

=0
k—(r+1)
_ oL )
= d ~Vidi [ ——m ) | = —dr(p,
| X v (G r(pe)

que podem reescriure de la seglient manera:

L
ag ~ dr(er) (4.4)

Pr—1 =
per 1 <r < k— 1. En particular, mitjangant aquestes relacions podem determinar totes les coordenades
de moments p, a partir de la dltima, pr_1. Aix0 sera especialment important en el capitol 6, quan
descrivim el formalisme unificat d’ordre superior.

Abans de seguir, vegem queé succeeix en el cas k = 1, doncs recordem que el nostre objectiu és
generalitzar el que sabem per la mecanica de primer ordre. En el cas k = 1, la transformacié de Legendre-
Ostrogradsky esdevé simplement FL: TQ — T*(T°Q), i com que T°Q = Q, es té FL: TQ — T*Q,
la qual vindra donada localment per FL (qo, ql) = (qo7 po) on po té la segiient expressié en coordenades
locals:

1-1
(oL oL
= X0 () = o

=0

Per tant, recuperem la transformacié de Legendre que ja coneixiem.

Tot i que la transformacié de Legendre-Ostrogradsky associada a una lagrangiana regular sempre és
un difeomorfisme local, no necessariament ho és global. En cas que FL sigui un difeomorfisme global,
donarem un nom especial a la funcié lagrangiana:

Definicié 4.2. Una funcio lagrangiana L € C‘X’(Tk Q) és hiperregular si la transformacid de Legendre-
Ostrogradsky FL associada és un difeomorfisme global.

Observacié 4.2. Ates que mpr-1g o FL = pik:ll, es té que FL és un difeomorfisme si i només si la

restriccié a cada fibra de I'aplicacié pikjllz T2-10Q - TF1Q és 1-a-1.

Observacio 4.3. Donada una funcié lagrangiana L € C'* (Tk Q), si L és regular la imatge de la transfor-
macié de Legendre-Ostrogradsky sera un obert de T*(T*™1 Q), és a dir, FL(T**"1 Q) = U C T*(T* ' Q),
amb U obert, mentre que si és hiperregular la imatge de F L sera tot el fibrat cotangent de TF1Q, és a
dir, FL(T*71 Q) = T*(T* 1 Q).

41
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4.2 Formalisme hamiltonia canonic generalitzat

La transformacié de Legendre-Ostrogradsky associada a una funcié lagrangiana que sigui almenys
regular ens permet transportar, encara que sigui localment, el formalisme lagrangia d’ordre superior que
hem estudiat en el capitol anterior al fibrat cotangent d’una certa varietat. En particular, el nostre
espai de fases deixa de ser el fibrat tangent d’ordre superior per convertir-se en el fibrat cotangent d’una
varietat, on hi tenim definides dues formes diferencials de manera canonica que contindran, sense cap
hipotesi addicional, la informacié geometrica del sistema dinamic.

Notem, pero, que si la funcié lagrangiana donada no és regular no podem, en general, afirmar res
sobre la transformacié de Legendre-Ostrogradsky ni té tampoc sentit considerar el formalisme hamiltonia
canonic associat. Tanmateix, hi ha un tipus concret de funcions lagrangianes singular per les quals,
malgrat que la transformacié no sigui un difeomorfisme, podem construir un formalisme hamiltonia
associat. Discutirem breument aquest cas al final d’aquesta seccio.

4.2.1 Lagrangianes regulars i hiperregulars

Al llarg d’aquesta seccié suposarem donada una funcié lagrangiana L d’ordre k hiperregular. Tanma-
teix, tots els resultats que enunciarem sén valids també per a funcions lagrangianes regulars, restringint
adequadament les estructures geométriques a Pobert FL(T?*~1 Q) C T*(T*1 Q).

En la seccié anterior hem vist com la transformacié de Legendre-Ostrogradsky associada a la lagran-
giana L ens permet transportar les estructures geometriques induides per la dinamica a les estructures
geometriques canoniques del fibrat cotangent, perd no hem fet cap comentari respecte a la dinamica del
sistema. Recordem que les estructures canoniques del fibrat cotangent només contenen, en principi, infor-
maci6é geometrica del sistema, de manera que necessitem algun element que reculli la informacié dinamica
del sistema. Analogament a com ho hem fet per les estructures geometriques, és esperable que poguem
transportar la dinamica del sistema mitjancant la transformacié de Legendre-Ostrogradsky. Aixo és, en
efecte, el que farem, i la proposicié segiient ens diu com:

Proposicioé 4.2. Sigui (T%_1 Q, L) un sistema lagrangia d’ordre superior hiperregular. Aleshores existeix
una tnica funcié h € C=(T*(T*"1 Q)) tal que FL*(h) = Er.

Aquest resultat ens porta a la segilient definicié:

Definicié 4.3. Anomenarem funcié hamiltoniana d’ordre k associada al sistema (T%*1 Q,L) ala
funcié h € C°(T*(T*"1Q)) de la proposicié 4.2.

Amb la introduccié de la funcié hamiltoniana ja podem donar la segiient definicio:

Definici6é 4.4. La terna (T*(T* 7' Q),wr_1,h) s’anomena sistema hamiltonia canonic d’ordre k
associat a (T**71Q, L).

Amb tot aixo ja estem en condicions de descriure el formalisme hamiltonia canonic d’ordre superior
en forma de quatre postulats, que no sén més que 'adaptacié al cas hamiltonia dels postulats que hem
donat en el capitol anterior. Com abans, els tres primers postulats estableixen els objectes geometrics
que permeten descriure el nostre sistema dinamic.

Primer postulat del formalisme hamiltonia canonic generalitzat.

L’espai de configuracié Q@ d’un sistema dinamic d’ordre k amb n graus de llibertat és una varietat
diferenciable de dimensio n.

L’espai d’estats és el fibrat cotangent del fibrat tangent d’ordre k —1, T* (Tk:*1 Q), de la varietat Q
que constitueizr l'espai de configuracid del sistema.

Segon postulat del formalisme hamiltonia canonic generalitzat.
Els observables, o magnituts fisiques, d’un sistema dindamic d’ordre k sén funcions en T* (Tk_1 Q).

El resultat d’una mesura d’un observable €s el valor que prén la funcid que el representa en un punt
de Uespai d’estats T*(TF~1 Q).
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Abans de donar la resta de postulats del formalisme, ara que ja hem definit I'espai d’estats i els
observables en aquest formalisme fem un parell d’observacions sobre la funcié hamiltoniana.

Observacio 4.4. La funcié hamiltoniana es correspon amb ’observable “energia total” del sistema en el
formalisme lagrangia mitjangant la transformacié de Legendre-Ostrogradsky, de manera que representa
aquest mateix observable en el formalisme hamiltonia.

Observacio 4.5. Volem remarcar especialment que la funcié hamiltoniana no es correspon amb la funcié
lagrangiana, doncs ambdues tenen rols diferents en els seus respectius formalismes. La funcié lagrangiana
permet construir les estructures geometriques del sistema, aixi com definir ’observable “energia total”
del sistema, pero no és un observable per si mateixa en no estar definida en ’espai d’estats. Tanmateix,
en el formalisme hamiltonia les estructures geometriques estan canonicament definides, de manera que
no cal derivar-les de cap element, i la funcié hamiltoniana si és un observable del sistema.

Tercer postulat del formalisme hamiltonia canonic generalitzat.

La informacid dinamica del sistema queda recollida en la funcidé hamiltoniana h € C°(T*(TF 1 Q))
del sistema.

Notem que l’eleccié de T*(Tk_1 Q) com a espai d’estats queda justificada per la transformacié de
Legendre-Ostrogradsky. Amb aquests tres postulats ja tenim una descripcié geometrica del nostre sistema
d’ordre superior, de manera que només ens queda establir les equacions que ens donin les trajectories
dinamiques del sistema. Com en el cas del formalisme lagrangia, aquestes equacions venen establertes
pel quart postulat del formalisme.

Quart postulat del formalisme hamiltonia canonic generalitzat.
Les trajectories dinamiques d’un sisterna hamiltonia d’ordre k (T (Tk_1 Q),wk—1,h) son les corbes
integrals d’un camp vectorial X, € X(T*(TF*1Q)) que és solucié de I’equacid
iX,ka_l =dh (4.5)
Agquestes equacions s’anomenen equacions de Hamilton, i el camp vectorial solucid s’anomena camp
dinamic hamiltonia.

De manera analoga a com ho hem fet per al formalisme lagrangia generalitzat, podem deduir les
equacions intrinseques per a les corbes integrals del sistema a partir de les equacions intrinseques per al
camp dinamic hamiltonia. En particular, si prenem un punt p € T*(Tk -1 Q) arbitrari, podem prendre
I’equacié que defineix el camp dinamic punt a punt:

ix,(pwWk—1(p) = dh(p)

Siprenemo: R — T* (kal Q) una corba intregal de X, per a cadat € R, o(t) és un punt de T*(Tk*1 Q),
de manera que podem escriure:

ixp,(o(t)Wh—1(0(t)) = dh(o(t))
i usant que o és corba integral de X3, és a dir, 6 = X} o 0, es té:
ia(wk_l o O’) =dhoo (46)

i aquesta és I’equacié intrinseca de les corbes integrals del sistema hamiltonia.

Vegem com deduir les equacions dinamiques en coordenades locals a partir dels postulats que tenim.
Donada una funcié lagrangiana d’ordre k hiperregular L € C>(T* Q) sigui h € C°°(T*(T*~! Q)) la funcié
hamiltoniana d’ordre k associada a l’energia lagrangiana Ej € C'*° (T%_1 Q) derivada de L. Aleshores,
dh té la seglient expressio local:

8h oh oh _ oh oh
dh = Z( ) 3 ——dq” +. g1 +8—mdpo+...+8pk_ldpk_l
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D’altra banda, recordem que volem determinar el camp hamiltonia X;. Per tant, suposem que X té
Pexpressio local més generica possible, és a dir:

k—1
.0 0 0 0 0 0
X, = b gi— ) = O . R +go=—+ ... Fgp1——
" ; (f ag Y 81%) / dq° / 9" " " opg I o

on fi g € C®(T*(TF1Q)), 0 < i < k — 1, sén funcions arbitraries. Si ara fem la contraccié interior
amb la 2-forma simpléctica canonica wy_; del fibrat cotangent T*(Tk*1 Q), la qual té per expressié local

k-1
Wr—1 = Z dg* Ndp; = dg® Adpo + ...+ dg" "t A dp_1
i=0
ens queda:
k-1
ixywio1 =Y (f'dp; — gidg’)
i=0

Tgualant amb ’expressié de dh, ens queda:

. Oh
d i - b=
pi: f o
. oh
dq': g; = *afqi

amb 0 < i < k—1. Ara bé, aixd ho hem fet per unes funcions genériques f?, g;. Sigui o: R — T*(T*! Q)
una corba integral de X} amb expressi6 local o (t) = (¢°(¢),..., ¢ *(t),po(t), ..., px_1(t)). Aleshores, al
llarg de la corba o es té

i _dqi
Froo="4
) O_dpi
gio - dt

d’on, igualant les dues expressions al llarg de la corba o, obtenim el seglient sistema de 2kn equacions
diferencials:

dq’ _ 0Oh ”

dt c')pi (4 7)
di__oh |
dt g °

amb incognites les funcions q'(t), p;(t). Aquesta és la forma estandard de les equacions de Hamilton.

Notem que, llevat de donar-nos la transformacié de Legendre-Ostrogradsky, la funcié lagrangiana no
ha tingut cap més rol en el desenvolupament del formalisme. Per tant, els mateixos postulats que hem
donat per al formalisme hamiltonia canonic associat a un sistema lagrangia els podem prendre com els
postulats d’un sistema hamiltonia general, no necessariament lligat a un sistema lagrangia. Només cal
donar una funcié hamiltoniana en T*(Tk_1 Q@) que reculli la informacié dinamica d’algun sistema, i les
equacions dinamiques es dedueixen tal i com acabem d’exposar.

Tanmateix, el fet que aquest formalisme hamiltonia estigui associat a un sistema lagrangia regular
implica que la funcié hamiltoniana no és una funcié qualsevol, doncs ha de satisfer la relacié FL*(h) = Ey,.
En particular, observem que mitjancant les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky, podem
reescriure Pexpressié local de Ienergia lagrangiana, donada per (3.6), com

k
Ep = Zqipi—l - L
i—1
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4.2. FORMALISME HAMILTONIA CANONIC GENERALITZAT

Per tant, aquesta és exactament ’expressi6 en coordenades de la funcié hamiltoniana associada a I’energia
lagrangiana d’un sistema lagrangia regular.

Prenent aquesta funcié hamiltoniana h particular, vegem com sén les equacions del camp dinamic
hamiltonia. La diferencial d’aquesta funcié hamiltoniana es calcula de manera immediata:

k

k
~ , oL
dh = E (]91‘710[(1z +q2dpi—1) - E B0 ~dg’
i=0

i=1

Imposant ara la igualtat ix,wr—1 = dh i tenint en compte que la contraccié del camp X} amb la 2-
forma simpléctica canonica wy_1no resulta alterada per aquest canvi, ens queda el sistema de (2k + 1)n
equacions:

dp;: f' = ¢t per 0 << k—1;

oL
dq®: g0 = =
4790 = 50
oL

dq': gi = ag it per 1 <i<k—1;
oL

qui Pk—1 = qu

Observem que el darrer grup d’equacions ens déna la transformacié de Legendre-Ostrogradsky per a la
darrera coordenada pi_1 i que, per tant, no ens determina cap component del camp dinamic. Per aquest
motiu, obviarem aquesta equacié per ara i ens centrarem en les equacions que ens determinen el camp
dinamic, tot i que en el capitol 6 esdevindra fonamental pel formalisme que desenvoluparem. Usant la
relacié (4.4) entre p;—1 1 p; que hem vist préeviament, ens queda

dp;: @ =¢'t per 0 <i<k—1;
oL

dq"’

dq': gi = dr(p;) per 1 <i<k—1;

dq”: go =

Per tant, I’expressio en coordenades del camp dinamic hamiltonia en aquest cas és

k—1 k—1

1, 0 8L 0
. 1+1
Xn = Z T g aqo o + ; apz (4.8)

=0

4.2.2 Lagrangianes singulars

Com hem comentat breument al principi d’aquesta seccid, en el cas de funcions lagrangianes singulars
no podem, en general, donar una descripcié del formalisme hamiltonia canonic associat, doncs la trans-
formacié de Legendre-Ostrogradsky pot estar molt lluny de ser un difeomorfisme (local). Tanmateix, hi
ha un tipus de funcions lagrangianes que, dit de manera intuitiva i naive, tot i ser singulars “no sén gaire
singulars” i per a les quals la transformacié de Legendre generalitzada es “comporta prou bé”. Aquestes
son les funcions lagrangianes quasi-regulars, les quals definim formalment a continuacio:

Definicié 4.5. Una funcid lagrangiana L € C*° (Tk Q) és quasi-regular si la transformacid de Legendre-
Ostrogradsky associada a L satisfa les tres condicions segiients:

1. FL(T**71 Q) = P és una subvarietat tancada de T*(T*~1 Q).
2. FL és una submersio en la seva imatge.
3. Les fibres FL~Y(FL(p)), Vp € T2k Q, son subvarietats connezes de T2*~1 Q.

Observem que, com que la imatge de la transformacié de Legendre-Ostrogradsky és una subvarietat
tancada, tenim un embedding natural j,: P <> T*(Tk_1 Q). Aleshores, si denotem FLs: k-1 > P
Paplicacié definida per FL = j, o F Lo, tenim el segiient resultat:
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Proposicioé 4.3. Sigui L € C’O"(T]C Q) una funcid lagrangiana quasi-regular. Aleshores, l'energia lagran-
giana és F Lo-projectable, és a dir, existeir una dnica funcié ho € C*(P) tal que FL%(ho) = EL.

La demostracié d’aquest resultat es pot trobar a [27]. La funcié h, donada pel teorema s’anomena
funcié hamiltoniana canonica del sistema.

D’aquesta manera, prenent w, = ji(wr—1), la terna (P,ws, ho) és en aquest cas el sistema hamiltonia
candnic associat a (T?*~1 Q, L), i tot el que hem enunciat anteriorment per (T*(T*~! Q), wy_1,h) es pot
aplicar a aquest sistema. En particular, ’equacié dinamica d’aquest sistema ve donada per:

ixho Wo = dho

amb X € X(P). Aquesta equacié és, en general, incompatible, i en els casos interessants X}, esta definit
unicament en alguna subvarietat S < P. Per determinar aquesta subvarietat s’apliquen els algorismes
de lligadures descrits a [20] i que consisteixen en alternar el calcul de les equacions de lligadures (que
apareixen de manera natural en calcular les equacions del moviment) i la comprovacié de la condici6 de
tangencia, que en cas de no satisfer-se ens déna condicions de lligadures addicionals. A més, aquesta
solucié, encara que existeixi, no és unica, ja que si X, és una solucié, també ho és X, + Y, amb
Y € ker(w,).
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Capitol 5

Formalisme unificat de Skinner-Rusk
de primer ordre

En aquest capitol revisarem la descripcié del formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia introduit per
R. Skinner i R. Rusk en [41]. Aquest formalisme recull els formalismes lagrangia i hamiltonia de primer
ordre per a sistemes autonoms, i ens permet recuperar les equacions dinamiques en un o altre, tal i
com veurem a continuacié. Una altra caracteristica d’aquest formalisme és que déna una descripcié dels
formalismes lagrangia i hamiltonia per a funcions lagrangianes singulars, les quals tenen una transformacié
de Legendre amb aplicaci6é tangent que té nucli estrictament no nul.

Recordem que en aquest capitol només tractarem el cas autonom. Per al cas no autonom recomanem
consultar [4] i les referencies alla citades.

Ates que només tractarem el cas de primer ordre, no usarem el conveni de notacié que hem introduit
en el capitol 2. Per tant, els indexs que apareguin al llarg d’aquest capitol no denoten 'ordre de derivacié
que considerem, siné la coordenada que considerem en cada moment. A més, denotarem ’aixecament
canonic d'una corba ¢ en @) al fibrat tangent T ) per ¢ enlloc de ¢, mentre que la “derivada” de cada
funcié component que la representa en coordenades locals la denotarem ¢, com és habitual.

5.1 Espai de fases. Estructures geometriques i dinamiques.

Considerem un sistema dinamic de primer ordre amb n graus de llibertat modelitzat sobre una varietat
diferenciable @@ de dimensié n. Prenem el seu espai de fases-velocitats, T @, i el seu espai de fases-
moments, T* Q. Sigui L € C*°(TQ) una funcié lagrangiana que reculli la informacié dinamica del
sistema. Considerem el segiient espai de fases:

TQ XQT*Q’ETQ@QT*Q
és a dir, la suma de Whitney dels dos espais de fases de velocitats i moments, dotat de les dues projeccions
canoniques pri: TQ xgT*Q - TQ ipry: TQ xg T*Q — T* Q. Denotarem aquest espai de fases per

W. Ates que TQ i T* Q també tenen les seves respectives projeccions canoniques sobre @, obtenim el
segiient diagrama:

W:TQXQT*Q

\ /
Q
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En aquest espai de fases considerarem les coordenades naturals associades a una carta de Q. Es a
dir, si (U, ) és una carta local de Q@ amb ¢ = (¢*), i = 1,...,n, prenem les coordenades naturals de
TQ en Tél(U) i les coordenades naturals de T* Q en Wél(U), que sén (¢*,v%) i (¢, p;), respectivament.
Aleshores, les coordenades naturals per W sén (q¢*,v*, p;). Observem que dim(W) = 3n.

Amb aixo ja tenim I’espai de fases sobre el qual es desenvolupa aquest formalisme. Vegem a continuacié
com definir les estructures geometriques. Sigui § € Q' (T* Q) la forma de Liouville del fibrat cotangent i
w = —df € Q*(T* Q) la 2-forma simplectica canonica de T* Q. Aleshores, definim una 2-forma diferencial
Q en W de la segiient manera:

Q= pry(w) € Q2(W)
Observem que €2 és una forma tancada, ja que

Q = prj(w) = pry(—db) = —dpr;(0)
Tanmateix, aquesta forma és degenerada, i per tant només és presimplectica. Aixo tltim ho veurem
millor calculant I’expressi6 local de 2. Recordem que ’expressi6 local de la 2-forma canonica del fibrat
cotangent en unes cartes naturals és

w = dq' A dp;

D’altra banda, ’aplicacié pry té per expressio local

pry: TQxT"Q — T°Q
(¢"v"pi) — (¢",pi)

d’on es dedueix que 'expressio local de € és

Q = prj(w) = pri(dg’ A dp;) = pri(dg’) A pri(dp;) = dpry(q') Adprs(p;) = dg’ A dp; (5.1)

Veient aquesta expressio local, és clar que { a(zi } és una base local del nucli de 2, és a dir:

ker(Q2) = < a?ﬂ> (5.2)

i per tant la 2-forma 2 és degenerada.

Observacio 5.1. Notem que aquest resultat és esperable, doncs els camps 3‘27; sén exactament els camps

verticals respecte la projeccié pr, i per tant els seus coeficients han de quedar indeterminats en fer el
pull-back per aquesta aplicacié. Per tant, el que tenim és que el nucli de la 2-forma presimplectica €2 sén
els camps verticals respecte la projeccié pry, és a dir:

ker(Q?) = ker(Tpry) = _’{V(Prz)(w)

Amb aix0 ja tenim una varietat presimplectica (W, Q). En aquest punt és clar que el nostre objectiu
és tenir un sistema hamiltonia presimplectic per tal de deduir les equacions dinamiques seguint el pro-
cediment descrit a [37], §3. Tanmateix, en aquest formalisme hem suposat que l'objecte que ens recull
la informacié dinamica és una funcié lagrangiana L € C*°(T Q), amb la qual no tindrem directament un
sistema hamiltonia (recordem que la funcié lagrangiana no és un observable d’un sistema dinamic).

Per tal de definir una funcié hamiltoniana en aquest sistema, considerem en primer lloc una funcié
C € C*(W), que anomenarem funcié d’acoblament, definida canonicament de la segiient manera: si
p € @ és un punt qualsevol de la varietat, v, € T\, Q un vector tangent a Q en pi o, € T; @ un covector
en p, definim C com:

C:TQxeT'Q — R (5.3)
}—>

(P, vps ) (ap | vp)
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— 4o 10 N . Y ] : ; . .
on (ay, | vp) = ap(vy) és Paparellament canonic entre vectors de I'espai vectorial T), () 1 covectors del seu

espai dual T}, Q. En una carta local en p € Q, si o, = p,;dqﬂp iv, = via%i , I'expressi6 local de C és
P

C(p, vp, ap) = (o [ vp) = <Pidqi|p

> = pivi|p (5.4)

Mitjangant la funcié d’acoblament ja podem definir una funcié hamiltoniana H € C*°(W) de la
segiient manera:

i
oq’ »

H=C-pri(L) (5.5)
que té per expressié local
H = pjv' — L(¢’,v7) (5.6)
Amb tot aix0, la terna (W, Q, H) és un sistema hamiltonia presimplectic.

Observaci6 5.2. Notem que I'expressio local de la funcié hamiltoniana que hem definit és exactament la
mateixa expressié local que té la funcié hamiltoniana associada a un sistema dinamic lagrangia regular.

5.2 Camps dinamics

En aquesta seccié determinarem el camp dinamic del sistema presimplectic (W, Q, H), i veurem com,
a partir d’aquest, podem recuperar els camps dinamics lagrangia i hamiltonia del sistema.

5.2.1 Dinamicaen W =TQ xqoT"Q

Ara que ja tenim un sistema hamiltonia presimpléctic (W, Q, H), podem aplicar el procediment descrit
en [37], §3, a aquest sistema i tenim que les equacions del moviment sén:

ixQ = dH (5.7)

on X € X(W) és el camp dindmic hamiltonia del sistema. Aquestes equacions ens donen, en coordenades
locals, les equacions de Hamilton, les equacions d’Euler-Lagrange i la transformacié de Legendre. Abans
de calcular-ne I'expressié local, pero, necessitem saber si aquest camp X existeix. El seglient resultat,
que és conseqiiencia dels resultats que es presenten a [22], ens déna una resposta:

Proposicié 5.1. Donat el sistema dinamic hamiltonia presimpléctic (W, Q, H), existeix un camp vecto-
rial X € X(W) solucid de Uequacid ixQ) = dH en la subvarietat Wo < W definida per:

Wo={peW: &) = (ivdH)(p) = (LyH)(p) =0 VY € ker(Q)}.

Notacio: Ates que els camps vectorials solucié de 'equacié (5.7) seran sempre camps a suport sobre
la subvarietat W, introduim la segiient notacié: denotarem per Xy, (W) el conjunt dels camps vectorials
en W definits a suport sobre la subvarietat W, de la proposicié 5.1.

Abans de calcular ’expressié en coordenades del camp X, vegem un resultat que ens caracteritza la
subvarietat W,.

Proposicié 5.2. La subvarietat W, — W és el graf de la transformacio de Legendre, és a dir, es té
W, = graf(FL).

Demostracio. Per la proposicié 5.1 la subvarietat W, < W ve donada per
We={peW:£&(p) = (iyvdH)(p) = (LyH)(p) =0 VY € ker(Q)} .

Per tant, només hem de comprovar que les equacions que ens defineixen la subvarietat W, sén les equacions
de la transformacié de Legendre associada a la funcié lagrangiana L € C*°(T Q). Ho farem en coordenades
locals.
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Tenint en compte I'expressié local de la funcié hamiltoniana donada per (5.6), la seva diferencial es
calcula de manera immediata, obtenint

. ) L .
dH = vldpi eridv’ — (a,dq’ +
aq*

aL, dvi> = —a—L.dqi + (pi _ oL
v’

ag’ avi) SR

Sigui Y € ker(€2). Aleshores, tenim
L L S
iydH =iy | — 0 ~dq* + | pi — 87 dv* + v'dp;
aq* ov'

. oL . oL i . i
=iy (_aqidq> + iy ((pi— W) dv > + iy (v dpi)

Observem que, per linealitat, podem suposar que Y és un element de la base de ker(2). Recordem ara
que una base local de ker(2) ve donada per (5.2), de manera que podem prendre Y = a?ﬁ . Substituint-ho
en les igualtats anteriors, es té

oL

. . oL )\ oL\ , .\ . .
zde—z% <8qidq) +ie (<pz 8vi> dv ) +io (v'dp;) = pi — i
Per tant, les equacions que defineixen la subvarietat W, sén

oL

Per tant, podem considerar que W, és el graf d’una aplicacid

F: TQ — T'Q
(qz7 Uz) — (qz7pi)

tal que F(q',v') = (¢', 8%), és a dir, F = FL és la transformaci6 de Legendre. O

Ara que ja sabem que existeix alguna solucié de 'equacié (5.7) i que hem caracteritzat la subvarietat
W,, calculem-ne I'expressié en coordenades. Donada una carta local de W, considerem en ella un camp
vectorial X € X(W) generic, és a dir:

0 0 0

o¢ " avi TGy

X=f
Calculant la contraccié interior amb la 2-forma presimpléctica €2, donada en coordenades per (5.1), tenim
ixQ = f'dp; — Gidgq'

Recordem que ’expressié6 local de dH, que hem calculat en la prova de la proposicié 5.2, és

oL . OL , .
dH = — dqz + Di — = dv* + 'Uzdpi
aq* ot

Ara, imposant la igualtat ix 2 = dH, obtenim tres sistemes de n equacions

dpi: f* =" (5.8)
; oL
dv': 0=p; — — .
v':0=p 50l (5.9)
; oL
dq*: P = = 1
q: G ¢ (5.10)

d’on es dedueix que el camp X localment és

0 L 0 N OL 0O
aq’ ovt  Oqt Op;

X =4t
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Observem que les equacions (5.9) del calcul en coordenades que acabem de fer per al camp dinamic
X € X(W) ens imposen una condicié de compatibilitat sobre el camp X, i és que ha de satisfer les
equacions de la transformacié de Legendre FL. Per tant, el camp vectorial X € X(W) existeix a suport
sobre una subvarietat definida per la transformacié de Legendre, fet que ja hem vist en les proposicions
5.115.2.

Notem que les funcions F* han quedat indeterminades, doncs els camps vectorials coordenats % sén
una base local del nucli de €2, i per tant les funcions que els acompanyen no es poden determinar fent
la contraccié amb aquesta 2-forma degenerada. Tanmateix, el camp vectorial X és solucié de ’equaciéd
(5.7) sobre la subvarietat W, i, per tant, hem d’imposar la condicié de tangencia del camp X sobre la
subvarietat W,. Es a dir, hem de comprovar que L£x (€) = X (£) = 0, on £ sén les lligams que defineixen
la subvarietat W,. Calculant, es té:

0*L

== _ Y 11
ag ' Bqiovi goigws ~ ° (5.11)

pi—a

0 ;0 0L 9 L\ 9L , &L
X(©) = (v +Fl— : = i
©= (v + P+ 5 ) (7~ 57

Observem que aquestes son les equacions lagrangianes per al camp X (veure [37], §2.2.3), les quals poden
ser compatibles o no. Aixo ens porta al segiient resultat:

¢

Proposicié 5.3. Sigui L € C*°(T Q) una funcid lagrangiana regqular. Aleshores existeix un unic camp
vectorial X € Xy, (W) solucid de Uequacic (5.7) sobre Wy i tangent a W.

Demostracio. Com que la funcié lagrangiana és regular, la matriu hessiana

0%L
oviovI
té rang maxim. Per tant, el sistema de n equacions (5.11) és compatible i determinat, d’on es dedueix
que les funcions F* queden determinades de manera tnica i es verifica la condicié de tangencia. O

Llavors, en el cas d’una funcié lagrangiana regular, tenim que el camp X és tangent a tota la subva-
rietat W, i ’equacié es té a suport sobre W,, és a dir, es compleix

[ixQ — dH]|,, =0 (5.12)

En aquest cas, les equacions lagrangianes per al camp X sén compatibles i ens determinen les funcions
F’ de manera tnica.

D’altra banda, si la funcié L no és regular, les equacions (5.11) poden ser compatibles o incompatibles
i, en el millor dels casos, existeix una subvarietat Wy — W, (on pot ser Wy = W) tal que el camp X
és tangent a Wy, i 'equacié es té a suport sobre Wy, és a dir, el camp X solucid, que pot ser unic o no,
satisfa ’equacié

[ixQ— dH]|,y, =0 (5.13)

En aquest segon cas, les equacions lagrangianes sén incompatibles i ens imposen restriccions addicionals.
Tal i com veurem més endavant, aquesta remarca ens obligara distingir entre ambdods casos.

Tornem pero a la situacié general. Si denotem per j,: W, < W la immersié natural, un corol-lari
immediat de la proposicio 5.2 és el segiient:

Corol-lari 5.4. L’aplicacio pry = pry ojo: Wo — T Q és un difeomorfisme. En particular, W, = T Q.

Demostracié. Es clar que TQ = W,, doncs per la proposicié 5.2 tenim W, = graf(FL) i tota varietat
diferenciable és difeomorfa a la subvarietat que defineix el graf d’una aplicacié en la subvarietat producte.
Ens falta veure que pr; és, en efecte, un difeomorfisme. Observem, pero, que pry és una submersié i, per
igualtat de dimensions, també és una immersio, d’on es dedueix que és un difeomorfisme local. Pero, com
que esta definida en tot W,, pr; és un difeomorfisme global. O
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Un cop tenim aquests resultats generals, vegem com podem recuperar el camp dinamic lagrangia
a partir del camp vectorial X € X(W) solucié de l'equacié (5.7). El teorema que provarem, de fet,
ens donara molt més: no només podrem recuperar el camp dinamic lagrangia a partir del camp X,
sino que també podrem recuperar el camp X a partir d'un camp dinamic lagrangia. Per provar aquest
teorema, pero, necessitarem alguns resultats previs, els quals també ens permeten recuperar les estructures
geometriques i dinamiques del formalisme lagrangia definides a [37].

El primer resultat ens dona la 2-forma lagrangiana del formalisme lagrangia a partir de la 2-forma
canonica del fibrat cotangent, i la relaciona amb la 2-forma presimplectica 2 que hem definit en W.

Lema 5.5. Siguin w € Q%(T* Q) la 2-forma canonica del fibrat cotangent i wy, = FL*(w). Aleshores
Q = pri(we)-

Demostracio. Calculant, tenim la segiient cadena d’igualtats
pri(wr) = pri(FL*(w)) = (pr1 oFL)(w) = (FLopry)*(w) = pra(w) = ©
i ja hem demostrat el que voliem. O

Observaci6 5.3. Notem que si la funcié lagrangiana és singular, la transformacié de Legendre no és un
difeomorfisme i, per tant, la 2-forma wy, sera degenerada, tal i com succeeix en el formalisme lagrangia.

Abans de seguir, calculem ’expressié en coordenades locals de la 2-forma wy,. Recordem que I’expressié
en coordenades de la 2-forma canonica w és

w = dg* A dp;
Per tant, tenim
wr = FL*(w) = FL*(dq" Adp;) = FL*(dq") A FL*(dp;) = dFL*(¢") A dFL*(p;)

Usant ara que FL*(¢") = ¢* i FL*(p;) = %, ens queda

dq® A dv?

(oL L . L N\ L ., . 8L
—dgind (28 = dg g+ g g A dg + 2=
s deh <av1> o (8(13811’ T Poiow ”) TN 500

- Ogi Ov'
que és lexpressié en coordenades habitual de la 2-forma lagrangiana wy, (veure [37]).
Passem ara al seglient resultat, mitjancant el qual recuperem l’energia lagrangiana a partir de la
funcié6 H € C*°(W) que hem definit en la seccié anterior.

Lema 5.6. Ezisteiz una unica funcié Er, € C*(T Q) tal que pri(EL) = H.

Demostracié. Sigui ji(H) € C*°(W,). Com que pry; és un difeomorfisme existeix una unica funcié
Ep € C*(TQ) tal que prj(EL) = ji(H). D’altra banda, es té

pr1(EL) = (pry ojo)”(EL) = jo (pr1(EL))
Per tant, tenim j¥(pri(EL)) = ji(H), d’on es dedueix pri(EL) = H. O

Com abans, calculem 'expressié local de la funcié Ep. Tenint en compte I’expressio en coordenades
de la funcié H donada per (5.6), la funcié Ej, € C*°(T Q) és una funcié que en una carta local satisfa

P} (EL) = piv' — L(¢?,v7)

Com que per la proposicié 5.2 la subvarietat W, és el graf de la transformacié de Legendre, es compleix

p; = gﬁ;, i per tant es té

—k A _ J 0\
pry (EL) v ' L(q ) U )
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Usant ara que Pr; = pry ojo i que pri(q') = ¢* i pri(v?) = v*, en deduim que

OL
ovt

EL:Ui _L(qjvvj)

que és l'expressié en coordenades locals habitual per I'energia lagrangiana (veure [37]).

Ara que ja tenim la 2-forma lagrangiana i ’energia lagrangiana que necessitem per escriure les equa-
cions intrinseques del camp dinamic lagrangia, només ens falta associar a cada camp vectorial X € X(W)
tangent a W, un camp vectorial en el fibrat tangent T (). El segiient resultat no només ens déna aquest
camp vectorial, siné que també ens en déna la unicitat.

Lema 5.7. Sigui X € (W) un camp vectorial tangent a W,. Aleshores, existeix un inic camp vectorial
X € X(TQ) tal que

XL o pry ojo = TpI‘l oX ojo.
Demostracid. Com que X € X(W) és tangent a W, existeix un camp vectorial X, € X(W,) tal que
TjooXo = X oo

D’altra banda, com que Paplicaci6 pr; és un difeomorfisme, existeix un tinic camp X, € X(T Q) que esta
pr;-relacionat amb X, és a dir, existeix un tnic camp Xy, en T @ tal que

Xy opr; = TPry o Xo.
Amb tot aixo, es té:
Xpopriojo=Xpopr; =Tpr o Xo =TprjoT jooXo =Tpr;oX ojs
i ja tenim el que voliem. O

Amb tot aix0, ja podem enunciar i provar el teorema d’equivaléncia de solucions que buscavem.

Teorema 5.8. Sigui X € Xy, (W) un camp vectorial solucié de (5.12) i tangent a W, (almenys sobre
els punts de Wy — W, ). Aleshores existeix un dnic camp vectorial holonom X € X(T Q) solucid de
l’equacio

iXLUJL —dEL =0 (514)

(almenys sobre els punts de Sy = pr;(Wy)).
Reciprocament, si X1, € X(T Q) és solucid de (5.14) (almenys sobre Sy — T Q) aleshores existeix un
dmic camp vectorial X € Xy, (W) solucié de (5.12) (almenys sobre Wy = By H(Sy) = Wo < W).

Demostracio. Aplicant els lemes 5.5 i 5.6, tenim
[ixQ— alH]|Wo =0 <= [ixprjwr —dpr] ELHWO =0

Per tant, podem prendre el pull-back per pr; de tota equacié canviant el camp dinamic X € Xy, (W)
pel camp vectorial X, € X(T Q) donat pel lema 5.7 i ens queda

[ix priwr —dpri Eilly, =0<«= prj lix,wr —dEL][,,, =0
Per tdltim, com que pr; és una submersié exhaustiva, es compleix
pri [ix,wr — dEL]|Wo =0« [ix,wr — dEL”prl(Wo) =0
i com que pry(W,) = TQ (o almenys és Sy), tenim
lix,wr — dEL]|,, w,) =0 = [ix,wr —dEL]|lr g =0
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tal i com voliem veure. Observem que, per obtenir el reciproc, només ens cal seguir aquest argument en
sentit contrari, doncs tot el que hem donat han estat equivalencies.

Ens falta veure que el camp X, solucié de (5.14) és, en efecte, un camp holonom, és a dir, que tota
corba integral de X, és l'aixecament canonic d’una corba en ). Ho farem en coordenades. Observem en
primer lloc que, com que X és tangent a W,, per a cada corba integral o de X existeix una tnica corba
integral o, de X, tal que j, o 0o = o. D’altra banda, per ser pr; un difeomorfisme, per a tota corba
integral o, de X, existeix una tnica corba integral o;, de X, tal que o, = Pry 00, = Pry 0jo 00, = Pry o0.
Es a dir, el seglient diagrama és commutatiu:

TQ 7 R
D’altra banda, recordem que ’expressié local del camp X en una carta natural de W és
. 0 .0 oL 0
X = ’0717, =+ .F‘Z

ag ' oui " ag ap;

Per tant, si o(t) = (¢*(t),v%(t), p;i(t)) és una corba integral de X en aquesta carta natural, les equacions
(5.8) al llarg de o esdevenen

g'(t) =’

i com que o7,(t) = (pry o0)(t) = (¢*(t),v%(t)), en deduim que les coordenades ¢'(t) de o, satisfan el mateix
sistema, d’equacions diferencials. Aix{ doncs, o, és una corba holonoma, i el camp X és una equacié
diferencial de segon ordre. O

Observacié 5.4. Observem que aquest resultat només ens assegura que a cada camp X € Xy, (W)
solucié de 'equacié (5.12) 1i correspon un tinic camp vectorial Xy € X(T Q) solucié de (5.14), perd en
cap moment ens assegura que el camp X sigui tnic. Es a dir, si no tenim unicitat del camp X, tampoc
tindrem unicitat del camp X, tot i que si tindrem una correspondencia 1-a-1 entre ells.

Un corol-lari immediat del teorema 5.8, que ens torna a donar el resultat de la proposicié 5.3, és el
seglient:

Corol-lari 5.9. Sigui L € C*°(T Q) una funcid lagrangiana regular. Aleshores existeix un dnic camp
vectorial X € Xy, (W) tangent a Ws que és solucid de lequacid (5.12).

Demostracié. Com que L és regular, existeix un dnic camp vectorial X, € X(T Q) solucié de 'equacié
(5.14). Pel teorema 5.8, associat a aquest camp X, existeix un inic camp vectorial X € ¥y, (W) tangent
a W, que és solucié de l'equacié (5.12). La unicitat de X és doncs conseqiiencia immediata de la unicitat
de Xp. O

Abans de passar al camp dinamic hamiltonia, calculem ’expressié en coordenades del camp X . Pel
lema 5.7, el camp vectorial X, és I'inic que satisfa

XL o pry ojo = Tpl"l oX ojo
Tenint en compte que I'expressié en coordenades locals del camp X en una carta natural és

0 0 0L D

X =vi= : _
v aq* ov' + oq* Op;
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en deduim que ’expressio en coordenades pel camp X, és

.0 o,
X - 17_ Fl -
L=y 8q2+ ovt

on les funcions F? sén les solucions de les equacions lagrangianes
oL ; 0°L , 0°L
— =V = — =

oq Aq*ovI vt ovI

en cas que tinguin solucié.

A continuacié veurem com recuperar el camp dinamic hamiltonia a partir del camp vectorial X. En el
camp hamiltonia haurem de distingir els casos en que la funcié lagrangiana sigui regular (o hiperregular)
i singular, al contrari que en el cas del camp dinamic lagrangia, on la regularitat de la funcié lagrangiana
només té rellevancia en el moment de resoldre les equacions dinamiques. El motiu de diferenciar aquests
dos casos és la transformaci6é de Legendre, de la mateixa manera que es fa a [37], §3, per al formalisme
hamiltonia canonic.

5.2.2 Lagrangianes regulars i hiperregulars

Comencem pel cas en que la funcié lagrangiana L € C*(T Q) és regular. Per simplicitat, suposa-
rem que la funcié lagrangiana L és hiperregular. Tanmateix, el resultat que enunciarem és aplicable
també a funcions lagrangianes regulars, tot restringint els dominis i imatges de les aplicacions als oberts
corresponents.

A continuacié enunciarem i provarem un resultat analeg al teorema 5.8 per al camp dinamic hamilto-
nia. Observem que en aquest cas no necessitem cap resultat previ, doncs totes les estructures geometriques
del formalisme hamiltonia sén les estructures canoniques del fibrat cotangent i el camp dinamic es pot
obtenir mitjancant la transformacié de Legendre associada a la lagrangiana.

Proposicié 5.10. Sigui L € C*(T Q) una funcid lagrangiana hiperreqular i h € C*°(T* Q) tal que
FL*(h) = Ey,. Aleshores existeiz un unic camp vectorial Xy, = FL.(X1) € X(T" Q) solucid de ’equacid

ix,w—dh=0 (5.15)

Reciprocament, si X, € X(T* Q) és solucid de l'equacid (5.15), llavors ezisteix un tinic camp vectorial
X € Xy, (W) tangent a W, solucio de l’equacio (5.12).

Demostracié. Si L és hiperregular, existeix un tnic camp vectorial X € X(T Q) solucié de I'equacié
(5.14). A més, FL és un difeomorfisme global i, per tant, existeix un tinic camp vectorial X, = FL.(Xr)
que esta FL-relacionat amb X .

D’altra banda, pry = FL o pr; també és un difeomorfisme per ser composicié de difeomorfismes, d’on
es dedueix que existeix un unic camp vectorial X, € X(W,) tal que Pry, (Xo) = Xj,. Per tant, existeix
un tnic camp vectorial X € Xy, (W) tal que jo, (Xo) = X[y, .

Amb aixd ja hem vist que si la lagrangiana és hiperregular, els camps vectorials X € X(T" Q) que
acabem de definir estan en correspondeéncia 1-a-1 amb camps vectorials X € X, (W) tangents a W,.
Ens falta veure que X}, és solucié de I'equacié (5.15) si i només si X és soluci6 de (5.12). Procedirem de
manera analoga a com ho hem fet en la demostracié del teorema 5.8.

Fixem-nos en primer lloc que, com que FL*(h) = E, prenent el pull-back per pr; en aquesta igualtat
i aplicant el lema 5.6, tenim

pri(FL(h)) =pri(EL) = H
perd, d’altra banda, FL o pr; = pry, és a dir, prf oFL* = (FLopry)* = prj, i per tant ens queda:
pry(h) = H
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Usant aquesta ultima identitat i la definicié de €2, tenim
[ixQ— dH]|,, =0 <= [ix pryw — dprjhll,, =0

Per tant, com abans, podem prendre el pull-back per pr, de tota I’equacié canviant el camp dinamic
X € Xy, (W) pel camp vectorial Xj, € X(T* Q) que hem definit i ens queda

[ix pryw — dprj h|,, =0 <= prj [ix,w — dh]|,, =0

Per tltim, com que pry és una submersié suprajectiva, es compleix
pry [ix,w — dhl|,y, =0 <= lix,w —dh]|,, 4, =0

i com que pry(Ws) = T* Q, tenim

[ixhw — dh]'pr2(Wo) =0« [ixhw — dh]
de manera que es té ’equivalencia que buscavem. O

Calculem a continuaci6 ’expressié en coordenades locals del camp dinamic hamiltonia. Per la propo-
sicié que acabem de provar, el camp X, es defineix per

Xp, = FL.(XL)

D’altra banda, recordem que, com que la lagrangiana L és hiperregular, la transformacié de Legendre
FL és un difeomorfisme i, per tant, pry, = FL o pr; també és un difeomorfisme per ser composicié de
difeomorfismes. A més, com que el diagrama és commutatiu, raonant de manera analoga a com ho hem
fet en la demostracié del lema 5.7 en deduim que en aquest cas podem calcular el camp X}, com 'inic
camp que satisfa

Xh o Pry ojo = TpI‘2 oX ojo
Usant doncs que el camp X ve donat en coordandes per

-0 -0 oL 0
X=v'— +F'— .
v aq* + ovt  Oq* Op;

tenim que el camp X}, té la segiient expressio local

.0 oL 0
X == Uli. + _—
" dq*  0q' Op;
que és l'expressié en coordenades habitual del camp dinamic hamiltonia en el formalisme hamiltonia

canonic associat a una lagrangiana hiperregular. En efecte, si la lagrangiana és hiperregular, 'expressié
en coordenades de la funcié hamiltoniana és

h(g',pi) = piv'(@’,p;) — L(¢",v' (¢, py))
i la seva diferencial es calcula rapidament, obtenint

Oh . Oh
dh = —d¢’ + —dp;
aqj ¢+ 8pj Pj
ot OL  OL v ; o ot OL o'
- i~ . T A s T A A d‘] J ’L’Z‘ T~ e — d
( 8(]‘7 an avl aq]) q + <'U (q p ) +p ap] 8'UZ apj) pj

(5.9 (vt 0L Ov'\ o oo O0vt ot
- <p18qj 8qj Pzaqj dq + v(Q7p1)+p18pj pzapj dp]

L o
= ~gg 14 TV(dpi)dp;
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d’on es dedueix que

oh 0L
o¢ — d¢
oh
Op; -

i, per tant, el camp X}, és un camp hamiltonia.
Observem que el diagrama commutatiu que tenim en aquest cas és el segiient:

5.2.3 Lagrangianes singulars

Com és habitual, els casos en els que la funcié lagrangiana L € C*°(T @) és singular no segueixen una
regla general, doncs les funcions lagrangianes singulars sén molt variades i no permeten donar resultats
massa generals. Per aquest motiu és necessari, en general, estudiar cada sistema dinamic singular de
manera independent. Tanmateix, entre les lagrangianes singulars si que hi ha una familia per la qual
podem donar resultats generals: les funcions lagrangianes quasi-regulars. Recordem en primer lloc que
una funcié lagrangiana es diu quasi-regular si la transformacié de Legendre F L associada a L satisfa les
tres propietats segiients:

1. FL(T Q) = P, és una subvarietat tancada de T* Q.
2. FL és una submersio6 en la seva imatge.
3. Les fibres FL=Y(FL(p)), Vp € T Q, sén subvarietats connexes de T Q.

Per tant, en aquest cas tenim P, = FL(T Q) — T* @ i una aplicacié FL, tal que jp, o FL, = FL, que
és una submersié. Definim w, = jp_ (w) € Q?(P,). Aleshores tenim el segiient resultat, que és el cas
particular en primer ordre de la proposicié6 4.3:

Proposicié 5.11. Sigui L € C*°(T Q) una funcid lagrangiana quasi-reqular. Aleshores, l'energia lagran-
giana és F Lo-projectable, és a dir, existeiz una unica funcié ho € C*°(P,) tal que FL%(ho) = Ey,.

La demostracié d’aquest resultat es pot trobar a [20] i [36]
Recordem que, en el cas d’una lagrangiana quasi-regular, no tenim assegurada ’existéncia de solucions
globals. En els casos més interessants, tindrem existencia de solucions en alguna subvarietat, que podrem
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determinar mitjangant els algorismes de lligadures descrits a [20] i [36]. Suposem doncs que existeix una
subvarietat Sy — T () tal que existeix un camp vectorial holonom X € X(T Q) tangent a Sy tal que és
solucié de 'equacié

[iXLwL — dEL]le =0 (516)

Prenent Py = FL(Sy) — P, — T* (Q, existeix un camp vectorial X, € X(T" Q) tangent a Py tal que és
solucié de ’equacié

[ix,,wo = dho]|p, =0 (5.17)

Observacié 5.5. En general, els camps vectorials Xy, i X}, que acabem de descriure no sén tnics.

A més, com que F L, és submersid, per a cada camp X, € X(T" Q) solucié de Pequacié (5.17) existeix
un camp holonom Xy € X(T @), no 1nic, que és solucié de 'equacié (5.16) i satisfa F Lo, (X1) = X,
Podem resumir l'exposicié que acabem de fer en el segiient resultat:

Proposicié 5.12. Sigui L € C*(T Q) una funcid lagrangiana quasi-reqular. Aleshores, el segiient
diagrama és commutatiu

W

Iwp

Jsg Jwy Jps

Per tant, podem aplicar el procediment que hem descrit usant aquest nou diagrama d’aplicacions, i
obtindrem els mateixos resultats llevat de la unicitat de solucions en les subvarietats corresponents.

5.3 Corbes integrals

En la seccié anterior hem estudiat els camps vectorials de W que sén solucié de l'equacié (5.7), i
també com recuperar els camps dinamics lagrangia i hamiltonia a partir del camp definit en el nostre
espai de fases. En aquesta secci6 farem el mateix amb les corbes integrals.

Sigui doncs X € Xy, (W) un camp vectorial tangent a W, solucié de 'equacié (5.12), i considerem
una corba integral o: I C R — W de X a suport sobre W,. Per definicid, aixo és equivalent a afirmar
que ¢ = X o 0, de manera que o ha de ser solucié de ’equacié

ia—(QoO’):dHoU (518)
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D’altra banda, sigui o,: I — W, una corba en W, tal que j, o 0o = 0. Aleshores, per ser o una corba
integral de X a suport sobre W, es té que o, és una corba integral del camp vectorial X, associat a X,
i en conseqiiencia tenim que 6, = X, o 0.

Abans de determinar les corbes integrals dels dos camps dinamics, calculem ’expressié en coordenades
de les equacions que satisfa una corba integral o del camp X. Suposem que, en una carta natural,
I’expressio en coordenades de la corba o és

a(t) = (¢'(t),v'(t), pi(t))

Aleshores, imposant ¢ = X o g, tenim els segiients tres sistemes de n equacions diferencials

g'(t) =o'
' (t) = F*
. 0L

on les funcions F? sén les solucions de les equacions lagrangianes per al camp vectorial X.

Un cop tenim l’expressié en coordenades de les equacions passem a determinar les corbes integrals
dels camps dinamics Xy, i Xj a partir de les corbes integrals del camp X. Comencem per determinar les
corbes integrals del camp dinamic lagrangia.

Proposicié 5.13. Sigui o: I C R — W wuna corba integral del camp X a suport sobre W,. Aleshores, la
corba o, =pryoo: I — T Q és una corba integral de X,.

Demostracié. Només ens cal veure que 65, = X, o op,. Per definicié de o, i usant que o = j, o 05, tenim

—_—~

~ —_ .
0], = Pryo0 = Pryojo o 0o

Apliquem la regla de la cadena i usem que T j, o Xo = X o j, i obtenim

—_~—

pPriojoo0o =TprioTjo 00, =Tpr;oT jo 0 Xo o0, =Tpr;oX oj,00,
Per ultim, usem que T pr; oX = X, o pry i ens queda
TpryoX ojoo0s =Xpopryojooo, =X o0p
Per tant, queda demostrat que 6, = X, ooy, és a dir, oy, és corba integral de X7,. O
Una conseqiiencia immediata de la proposicié que acabem de provar és el segiient corol-lari:

Corol-lari 5.14. Sigui o: I C R — W una corba integral del camp X a suport sobre W,. Aleshores, la
corba o5, = pryoo: I — T Q és Uaizecament canonic d’una corba sobre Q, és a dir, existeir una corba
v: I CR — Q tal que o, = 7.

Demostracio. Per la proposicié 5.13 la corba o, és una corba integral del camp X, el qual, pel teorema
5.8, és un camp holonom. Per tant, o és una corba holonoma. O]

Amb aquests dos resultats ja tenim les corbes integrals del camp X completament determinades.
Abans de determinar les corbes integrals del camp hamiltonia, calculem 'expressié en coordenades locals
de les equacions que satisfa la corba or,. Observem que, tal i com ’hem definit, si la corba o té la segiient
expressié local

a(t) = (¢'(t),v'(t), pi(t))

aleshores la corba o, s’escriu localment com
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I, per tant, el sistema d’equacions diferencials que ha de satisfer la corba o, és

g'(t) =o'
' (t) = F*

El primer sistema d’equacions diferencials ens diu que la corba ¢ és ’aixecament canonic d’una corba

v: I — @ al fibrat tangent, tal i com hem provat en el corol-lari anterior. Vegem quina forma té el

segon sistema d’equacions. Recordem que les funcions F* satisfan les equacions lagrangianes per al camp
vectorial X, és a dir

2 2 2 2

OL 0L  pi 0L i 0L _OL . OL

oq’ OqtovI ovtovI ovtovd  Oqt OqtovI

Si prenem el sistema d’equacions ©*(t) = F* i el multipliquem per % ens queda

L %L . O0°L

Y oviow ~ 7 dviou

Usant ara les relacions que ens donen les funcions F* tenim

i

0*L 9L o O%’L
ovidvi — dg 0qtovi

@i

Substituint v* = ¢*, obtenim
oL . L ., 9L
— — gyt =

o¢ L ogovi " viow

i tenint en compte que per la regla de la cadena es té

d oL\ _ 0%*L g 0%L
dt \ovi ) — 1 0qtovI Y Bviovi

obtenim finalment
oL i (oY _,
dqt  dt \owi )

és a dir, les equacions d’Euler-Lagrange per a la corba ~(t) = (¢*(t)).

Observacié 5.6. Les equacions d’Euler-Lagrange es poden obtenir de manera alternativa mitjancant
I’equacié

oL
- 5

Di
doncs, com que el camp vectorial X existeix a suport sobre la subvarietat W, ha de satisfer

_ 0L
T Ot

b
Per tant, substituint aixo en I'equacié anterior, es té

d (OLY\ 0L — oL d (0L

dt \ovi )] O¢ dqt  dt \ Ov?

Tanmateix, aquesta aproximacié resulta poc natural, doncs les funcions p;(t) desapareixen en projectar
la corba o per pry i per tant no tindria sentit considerar equacions diferencials en aquestes funcions.

60



5.3. CORBES INTEGRALS

Vegem ara com determinar les corbes integrals del camp dinamic hamiltonia. El procediment és
el mateix que pels camps vectorials: donada una corba integral del camp lagrangia, la transportem
mitjancant la transformacié de Legendre per obtenir una corba en T* @ (o en una subvarietat) que sigui
corba integral del camp X},. El resultat és el segiient:

Proposicié 5.15. Siguio: I C R — W wuna corba integral del camp X a suport sobre W,. Aleshores, la
corba o, = FLoop: I — T*Q és una corba integral del camp vectorial X, = FL.(Xp).

Demostracio. Tal i com hem fet en la demostracié de la proposicié 5.13, hem de veure que 65, = X}, o 0.
Per la definicié de o, i usant la regla de la cadena, tenim

Gy =FLoo,=TFLoop

Usant ara que oy, és corba integral del camp X per la proposicié 5.13, la definicié de X}, i de nou la
definicié de oy, ens queda

T]:LO&L:TFLOXLOUL:Xho]:LoO'L:XhOU}L
Aixi doncs queda provat que 6, = X, 0 0y, és a dir, o, és corba integral del camp Xj,. O

Com abans, calculem 'expressié en coordenades del sistema d’equacions de les corbes integrals de Xj,.
En la proposicié anterior hem definit la corba o}, com

on=FLooy,

D’altra banda, la corba o, ve definida, per la proposicié 5.13, de la segiient manera
O = Pry o0

Per tant, substituint ens queda
on =FLopr; oo

Usant ara que FL o pr; = pry podem calcular la corba o, de la segiient manera
Op = Pry o0

Per tant, si la corba o ve donada localment per
a(t) = (¢'(t),v'(t), pi(t))

tenim que la corba o}, té per expressié en coordenades
an(t) = (¢'(t), pi(t))

i per tant ha de satisfer el segiient sistema d’equacions diferencials

g'(t) ="
. oL

D’altra banda, recordem que hem definit la funcié hamiltoniana h € C°°(T* Q) en la proposicié 5.10 com
FL*(h) = Ep, <= pry(h) = H

(o bé substituint FL per FL, en el cas quasi-regular). Per tant, la funcié hamiltoniana té la segiient
expressié local

h(q',p;) = piv* (¢’ . pj) — L(¢", v (¢, pj))
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Es a dir, prenem les funcions v* con funcions en ¢* i p;. Calculant les derivades parcials, ens queda

oh ovt  OL  OL o' (5.9) ‘8112' oL ot oL

g Pag “og  oviog  Dog  ag Vog T og

oh o ovt  OL o' (5.9) ., ov' o' o
~— =v(q"pi) +pig— — o ="v(¢"\pi) +pig— —pim— =V (¢, pi
p; (@', i) +piy " v op, (¢",pi) +p o Vo (¢',pi)

i substituint en el sistema d’equacions de la corba integtral o5, obtenim

Lo Oh
. oh
pz(t) - _aqi

és a dir, les equacions de Hamilton per a la corba oy,.
Com hem fet per als camps dinamics, a continuacié posarem el diagrama (commutatiu) d’aplicacions
que tenim per a les corbes intregrals:

)4%
j\jo
W g
\
FL I‘7°
/
/ Oh
Q

Q
XR
i"/
Q

Observacié 5.7. Notem que, en determinar les corbes integrals, no hem distingit casos en termes de
la regularitat de la funci6 lagrangiana. Aixo es deu a que les demostracions dels resultats no es veuen
alterades per aquest fet, sind que unicament canvien les subvarietats on es tenen les imatges de les corbes
integrals. En particular:

2

™ Q

e Si la funcié lagrangiana és no singular (és a dir, regular o hiperregular), tenim Im(c) C W,
Im(oz) C TQ ilIm(op) C T* Q.

e Si la funcié lagrangiana L és quasi-regular, tenim Im(c) C Wy — W, Im(or) C Sy — TQ i
Im(op) C Py — P, — T*Q.
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Capitol 6

Formalisme unificat de Skinner-Rusk
generalitzat

En aquest siseé i darrer capitol desenvoluparem el formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia autonom
d’ordre superior. Aquest formalisme és una generalitzacié natural del formalisme unificat introduit per
R. Skinner i R. Rusk en [41], el qual hem exposat en detall en el capitol anterior, tot tenint en compte
les descripcions per separat dels formalismes lagrangia i hamiltonia d’ordre superior que es troben a [14],
[23], [27] 1 [34], i que hem exposat en els capitols 3 i 4.

L’estructura d’aquest capitol sera la mateixa que en el capitol anterior. En primer lloc definirem
I’espai de fases sobre el qual desenvoluparem el formalisme que, com en el cas de primer ordre, consistira
en la suma de Whitney dels espais de fases de velocitats i moments. En aquest espai de fases definirem
una 2-forma presimplectica de manera analoga a com ho hem fet pel formalisme de primer ordre, i també
definirem la funcié hamiltoniana que ens donara les equacions dinamiques.

Un cop tinguem aquests elements i, en conseqiiencia, un sistema hamiltonia presimplectic, passarem a
estudiar la dinamica del sistema, comengant pels camps vectorials i acabant amb les corbes integrals. Tal i
com hem fet en el capitol anterior, recuperarem en el procés els camps dinamics lagrangia i hamiltonia que
hem descrit en els capitols 3 i 4, respectivament, aixi com les corbes integrals i les equacions dinamiques
en coordenades per a cada formalisme.

Notem que en la descripcié que hem donat del formalisme unificat de primer ordre en el capitol anterior
gairebé tots els resultats que hem donat han estat enunciats i provats de manera intrinseca. Per aquest
motiu una amplia majoria d’aquests resultats, junt amb les seves demostracions, es poden generalitzar a
ordre superior sense canvis o dificultats afegides. Tanmateix, hem preferit incloure les demostracions de
tots els resultats per tal que la descripcié del formalisme sigui més completa i per poder veure clarament
les diferencies entre el cas de primer ordre i el d’ordre superior.

Com en el capitol anterior, denotarem 1’aixecament canonic d’una corba ¢ al fibrat tangent de primer
ordre per &, sigui quina sigui la varietat base sobre la que considerem el fibrat tangent, mentre que la
“derivada” de cada funcié component que la representa en coordenades locals la denotarem ¢*.

6.1 Espai de fases. Estructures geometriques i dinamiques.

Considerem un sistema dinamic d’ordre k, per k > 1 fixat, amb n graus de llibertat i sigui @ una
varietat diferenciable de dimensié n que modelitza 1’espai de configuracié. Prenem l’espai de fases-
velocitats del sistema, T?*71 Q, i Pespai de fases-moments, T* (Tk_1 Q). Sigui L € C>(Tk Q) una funcié
lagrangiana d’ordre k dipositaria de la informacié dinamica del sistema. Considerem aleshores el segiient
espai de fases:

W =T Q xprr o THTF Q) 2 TH ' Q @1 THTH Q)

és a dir, la suma de Whitney dels espais de fases de velocitats i moments naturals d’un sistema dinamic
d’ordre k, dotat de les dues projeccions candniques pry: T2*71Q Xrk-10 TH(TF1Q) — T?*71Q i
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pry: T2F71Q Xpk-1g TY(T* 1 Q) — T*(T* ' Q). Observem que T?*7*Q i T*(T*~' Q) també tenen
projeccions canoniques sobre T*~1Q, el primer per ser un fibrat tangent de major ordre i el segon per
ser-ne el fibrat cotangent. Per tant, tenim el segiient diagrama:

W
pry pro
T2k:—1 Q T*(Tk—l Q)
m %Q
Tk:—l Q
g2k—1 ng—ll
Q

Vegem com sén les coordenades locals en 'espai de fases W que hem definit. Sigui (U, ) una carta
local de Q amb ¢ = (¢°). Aleshores, sobre obert (82*~1)~3(U/) C T?*~! Q prendrem les coordena-
des naturals induides per la carta (U,¢) de @ introduides al capitol 2, que, amb els convenis nota-
cionals descrits en aquell mateix capitol, sén (¢°,¢',...,¢**~1). D’altra banda, si prenem també les
coordenades naturals (¢°,¢',...,¢* '), en Pobert (8¥~1)~1(U) C T Q, aleshores podem considerar
les coordenades naturals del fibrat cotangent en ’obert w,},},l 0 (B~1H~'(U)) ¢ T* (T ' Q), que sén
(q°,q',...,¢" Y, po,p1,...,Pr_1), on les coordenades p; s6n les coordenades de Jacobi-Ostrogradsky in-
troduides en el capitol 4. Per tant, les coordenades naturals per W, i les tiniques que considerarem al
llarg de tot aquest capitol, sén (¢°,...,¢* %, ¢",...,¢** 1 po,...,pr_1), on remarquem que estem usant
els convenis notacionals introduits al capitol 2. Notem que dim(W) = 3kn.

Observacié 6.1. Habitualment distingirem les coordenades de la “base” T 1Q, (q°,...,¢" 1), de les

coordenades en fibra, (¢*,...,¢?*~1), doncs tindran rols diferents durant ’exposicié del formalisme, de
la mateixa manera que en el formalisme de primer ordre distingiem les coordenades en la base @, que
denotavem ¢, de les coordenades en fibra, que denotavem wv.

Un cop tenim I’espai de fases sobre el qual desenvoluparem aquest formalisme, aixi com les coordenades
que usarem, vegem com definir les estructures geometriques que necessitarem. Comencem per definir una
2-forma diferencial en ¥V de manera analoga a com ho hem fet en el capitol 5. Sigui 0x_; la forma
de Liouville del fibrat cotangent sobre TF1Q, i wy_1 = —dfs_; la 2-forma simpléctica canodnica de
T* (kal Q). Aleshores, podem definir una 2-forma diferencial Q en W de la segiient manera:

Q = prj(wi-1) € (W)

Ates que la construccié és analoga que a la que hem fet en el formalisme unificat de primer ordre, totes
les consideracions que hem fet per la 2-forma presimplectica del capitol 5 es poden aplicar a la 2-forma
Q que acabem de definir. En particular, € és una 2-forma tancada, ja que

Q = pry(wg-1) = pra(—dbr—1) = —dpr3(6x—1)

També es compleix que 2 és una 2-forma presimpléctica, doncs és degenerada. Per veure-ho, calculem
Iexpressio local d’aquesta 2-forma. En primer lloc, 'expressié en coordenades de pry és
pro: T s THIY ' Q) — THTH'Q)
(qlaqjapi) — (qz7pi>
on 0 <i<k—1,k<j<2k—1. Aleshores, tenint en compte que I’expressié en coordenades de la
2-forma simplectica wg_1 és

k—1

Wr—1 = Z dq' A dp;
i=0
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en deduim que l'expressié local de la 2-forma tancada €2 és

k—1 k—1 k-1
Q = pry(wk—1) = pra (Z dg' A dpi> = Z dpry(q") Adpri(ps) = Z dq' A dp; (6.1)
i=0 i=0 i=0
D’aquesta expressié local se’'n dedueix que {%}, k < j <2k —1, és una base local del nucli de €2, és a
dir, es té
0 0

Per tant, la 2-forma tancada 2 és degenerada i, en conseqiiéncia, presimplectica.

Observacié 6.2. Com en el cas del formalisme de primer ordre, aquest resultat és esperable, doncs els
camps 8%’6’ ey # son els camps verticals respecte la projeccié pry, de manera que els coeficients que
acompanyen aquests camps coordenats no es poden determinar fent el pull-back per aquesta projeccié.
El que acabem de veure és, doncs, que el nucli de la 2-forma presimplectica 2 sén els camps verticals
respecte la projeccid pry, és a dir

ker(Q) = ker(T pry) = XV ®r2) (W)

Vegem a continuacié com definir la funcié hamiltoniana del sistema. Recordem que, en el cas de
primer ordre, necessitavem una funcié d’acoblament que ens permitia definir de manera intrinseca la
funcié hamiltoniana del sistema. Aquesta funcié d’acoblament, en el cas de primer ordre, no era més
que I'aparellament canonic entre vectors tangents a (2 en un punt p i covectors en el mateix punt. En el
formalisme d’ordre superior, tot i que també esta definida de manera canonica, la funcié d’acoblament
no s’obté directament. Aixo es deu al fet que, mentre que els elements de T*(Tki1 Q) s6n covectors
sobre TF~! @ en cada punt de la base, els elements de T2kt @ no soén vectors tangents a Th1 Q en
cada punt, de manera que no tenim directament un aparellament entre els elements d’aquests dos espais
en cada punt. Per tant, hem d’aconseguir un vector tangent a T*~1Q a partir d’'un punt en T2~ Q.
En el capitol 2, pero, hem definit canonicament les funcions j,., les quals ens permeten donar la segiient
definicié.

Definicié 6.1. Sigui p € T**71Q un punt qualsevol i q = pik__ll(p) la seva projeccié a TF1 Q. Consi-
derem o € T;(Tk_1 Q) un covector en q. Aleshores definim la funcié d’acoblament C € C*(W) de
la segiient manera:

C: T Q xqprr o THTY Q) — R (6.3)
—

(P, ) (g | Jk(p)q)
on ji: T#1Q - T(Tk_1 Q) és Uaplicacid candnica que hem definit en (2.5), ji(p)q denota el vector

tangent @ T*~1Q en el punt q i (aq | Jr(P)q) = aq(ix(p)q) €és Uaparellament canonic entre vectors de
Vespai vectorial Ty(T* Q) i covectors del seu dual T (TF1Q).

Calculem en coordenades locals aquesta funcié d’acoblament. Suposem que el punt p ve donat en

una carta local de T**"1Q per p = (q°,...,¢" 1, ¢, ..., ¢**1). Aleshores I'expressi6 local pel punt
geTF1Qésq= pik:ll(p) =(¢°...,¢"1). D’altra banda, tenint en compte I’expressié en coordenades

de 'aplicaci6 ji donada per (2.6), es té jr(p) = (¢°,...,¢" 1, ¢, ..., q"), d’on es dedueix que

k—1 ) 8
k)= ¢ ==
2" g,

1=

+. 44"
q

0
——| €T (T 'Q)
o1,

g
Per tant, si suposem que el covector ¢, € T; (T’“_1 Q) ve donat en coordenades locals per

k—1

ag =Y pidd'|, =podd’| +...+pr-1dg"|
1=0

q
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I’expressi6 en coordenades locals de la funcié d’acoblament C és

k—1 ) 9 k—1 )
Zq”l % > = Z pig |, (6.4)
i=0 q i=0

Notem que aquest funcié d’acoblament generalitza de manera natural la funcié d’acoblament que hem
definit en el capitol 5, doncs si posem k = 1, I'aplicacié j;: TQ — T @ és la identitat en el fibrat tangent
sobre (), de manera que recuperem l’aparellament canonic entre vectors de T}, @ i covectors de T; Q.

Aquesta funcié d’acoblament és la que ens permet definir la funcié hamiltoniana H € C*(W) en
aquest formalisme de la segiient manera

k—1

Clp,aq) = (aq | Jr(p)g) = <Zp7 dqi’q
i=0

H=C—(p"'opry) (L) (6.5)

que té per expressio en coordenades

k—1
H= Zpiq”l —L(¢°...,q" (6.6)
i=0

Amb tot aix0, la terna (W, Q, H) és un sistema hamiltonia presimplectic.

Observacié 6.3. Com en el cas del formalisme unificat de primer ordre, notem que ’expressié en
coordenades de la funcié hamiltoniana que acabem de definir coincideix amb l’expressié local d’una
funcié hamiltoniana associada a un sistema dinamic lagrangia regular, tal i com hem vist al final del
capitol 4.

6.2 Camps dinamics

En aquesta seccié determinarem el camp dinamic del sistema presimplectic (W, Q, H) de manera
analoga a com ho hem fet en el capitol anterior. També veurem com recuperar els camps dinamics
lagrangia i hamiltonia, i remarcarem les importants diferencies entre el formalisme de primer ordre i la
generalitzacié a ordre superior que estem desenvolupant.

6.2.1 Dinamica en W =T* " Q xpe1, THT ' Q)

En la seccié anterior hem arribat a un sistema hamiltonia presimplectic (W, Q, H). Pel que ja sabem
de [37], §3, les equacions dinamiques d’aquest sistema venen donades per

ixQ=dH (6.7)

on X € X(W) és el camp dinamic hamiltonid del sistema. Es natural preguntar-se si aquest camp
vectorial X solucié de 'equacié existeix. Mitjancant els algorismes de lligadures descrits a [22], aplicables
al nostre sistema presimplectic, obtenim el segiient resultat:

Proposicié 6.1. Donat el sistema dinamic hamiltonia presimpléctic W, ), H), existeiz un camp vecto-
rial X € X(W) solucid de lequacid ixQ = dH en la subvarietat Wo — W definida per:

We={peW:£&(p) = (ivdH)(p) =0 VY € ker(Q)}.

Notacié: Denotarem per Xy, (W) el conjunt dels camps vectorials en W definits a suport sobre la
subvarietat W, definida en la proposicié anterior.

Recordem que en el formalisme de primer ordre podiem caracteritzar la subvarietat W, donada per la
proposicié 6.1 com el graf de la transformacié de Legendre. El mateix resultat és cert per ordre superior
usant la transformacié de Legendre-Ostrogradsky que hem introduit en el capitol 4:

Proposicié 6.2. La subvarietat W, — W és el graf de la transformacic de Legendre-Ostrogradsky, és a
dir, es té W, = graf(FL).
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Demostracio. Com que la subvarietat W, ve donada per la proposicié 6.1 com
Wo = {p € W:£(p) = (iydH)(p) =0 VY € ker(Q)}.

només ens cal comprovar que les equacions que ens defineixen la subvarietat W, sén exactament les
equacions que defineixen el graf de la transformacié de Legendre-Ostrogradsky associada a la funcié
lagrangiana L € C> (T Q), tal i com 'hem definit en el capitol 4. Com en el capitol anterior, farem
aquest calcul en coordenades locals.

Com que 'expressié local de la funcié hamiltoniana H € C*° (W) ve donada per (6.6), la seva dife-
rencial és

k—1

dH = (¢""'dp; + pidq'™') —
=0 1=0

E

Sigui Y € ker(2). Aleshores, fent la contraccié amb dH tenim

k-1 k
oL
iydH =iy (Z (¢"'dp; + pidg'™) — Z oq )
1=0 =0
k-1 k
Z iy (¢ dp;) + iy (pidg™)) = > iy ( )
i= =0

Notem que, per linealitat, podem suposar que Y és un element de la base de ker(2). Com que una base
local de ker(Q2) ve donada per (6.2), podem prendre Y = 8%]., per k < j < 2k — 1. Fixem-nos, pero, que

sij#k,esté
)=

k-1 k
i_o dH = (’LL( H_ldp)-i-l o pqu_l Z (
=0 =0

ja que dH no té cap factor d¢’ per k < j < 2k — 1. Per j = k, tenim

k—1 k
) ) oL

. o . i+1 ) . z+1 — _
i o dH = g (Zafk (¢"dp;) + io (pidq E ( ) = Dk—1 ok

Per tant, amb aquesta base de ker(2), les equacions que defineixen la subvarietat W, sén

oL
ZYdH:0<:>pk_1—87qk:0

Aix{ doncs, podem considerar que W, és el graf d’una aplicacio
9

F:T#71Q — TY(T"'Q)
(q7) — (qoa'"aqk_17p0,"-;pk:—1)

tal que pp_1 = g—Lk. Observem que aix0 ens déna la darrera equacié de la transformacié de Legendre-

Ostrogradsky. Tanmateix, en el capitol 4 hem vist que les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky
satisfan la segilient relacio

OL
r—1 — A . — d r
Pre1= 50 7(pr)

per 1 < r < k — 1, d’on recuperem la resta d’equacions que defineixen la transformacié. Per tant, en
podem deduir que F' = FL és la transformacié de Legendre-Ostrogradsky. O
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Un cop tenim assegurada l'existéncia d’alguna solucié de I'equacié (6.7) sobre W, i que tenim carac-
teritzada la subvarietat W,, calculem l'expressié en coordenades del camp dinamic X € X(W). Donada
una carta local de W, considerem en ella un camp vectorial X generic, és a dir:

2k—1 k—1

% za 9
X = Zfaz Z aqi+ZGi57pi

=0

Calculant la contraccié interior amb la 2-forma presimplectica 2, la qual té per expressié en coordenades

k—1

Q= dg' Ndp;
1=0

tenim la segiient expressié

k—1

ixQ =" (f'dp; — Gidg")

i=0
Recordant ara que l'expressio local de dH, que hem calculat en la prova de la proposicié 6.2, és

k—1 k

dH = (¢""'dp; + pidg™™)
1=0 1=0

i imposant la igualtat ix$2 = dH, obtenim 2k + 1 sistemes de n equacions

pi: 1= ¢! (6.8)
oL
g0
oL
a )

L
dq®: pr_1 — W 0 (6.10)

Go =
dqt:

G, = —pi—1 =dp(pi), perl<i<k-—1

on0<i<k—1en (6.8)i(6.9). D’aqui es dedueix que el camp X ve donat localment per

k—1 2k—1 k—
. 0 .0 8L 0
X = itl_Z F = Y
2 a0 2 o oo *Zl v

Observem que les equacions (6.10) del calcul en coordenades que acabem de fer per al camp dinamic
X € X(W) ens imposen una condicié de compatibilitat sobre el camp X, i és que ha de satisfer la darrera
equacio de la transformacié de Legendre-Ostrogradsky FL i, en conseqiiencia, les ha de satisfer totes per
la relacié entre les coordenades de moments. Per tant, el camp vectorial X € X(W) existeix a suport
sobre una subvarietat definida pel graf de la transformacié de Legendre-Ostrogradsky, fet que ja hem vist
en les proposicions 6.1 i 6.2.

Observaci6é 6.4. Notem que els sistemes d’equacions que hem obtingut sén exactament els sistemes
d’equacions per al camp dinamic hamiltonia en el cas d’un sistema hamiltonia canonic associat a una
funcié lagrangiana regular, tal i com hem vist en el capitol 4.

Com en el cas del formalisme de primer ordre, les funcions F*%, k < 2k — 1, han quedat indetermi-
nades. Com hem comentat préeviament, els camps vectorials coordenats aqk ey 6q2‘2_1 formen una base
local del nucli de la 2-forma presimplectica €2, i per tant els seus coeficients han de quedar indeterminats
en contraure amb aquesta forma degenerada. Tanmateix, encara ens falta analitzar la tangencia del camp
vectorial X a la subvarietat W,. Es a dir, hem de comprovar que Lx (£) = X (£) = 0 per a tot lligam &
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que defineix la subvarietat W,. Tenint en compte la proposicié 6.2 hem de comprovar les kn condicions
segiients

k—1 2k—1 k—1
0 8L 0 0 oL
i+1 N o —
(‘ q o + g 6q0 6p ;:1 dT(Pz)apJ (pk1 6qk)

=0
k—1 2k—1 k—1 1
8 8L 0 ;o oL
i+1 d i 1)t . =0

i=1

dqi " 9g° po Opi

k—1 2k—1 k—1 k—2
8L 0 0 - oL
z+1 (i _
(/' q + E aqo ap + E dT Di 5p1> (pl - ’ (—1) dT (8(12“)) =0

k— 2k—1 k—1
0 .0 oL 0 0
(qw_+zw G OL DN )
i=k

=1

=]
s
|

1=

Mitjangant un calcul en coordenades particularment llarg i tediés, que no reproduirem en aquesta
memoria, els k sistemes de n equacions anteriors esdevenen

(Fk _ qk+l) >’L

0qkoq* -
0%L 0’L
Fk+1 _ k42 _ Fk: _ k+1 d —~ = J=0
( ¢) 9q 0" ( ¢"")dr 9~ dg"
: (6.11)
(F2k72 _ qzkfl) L _ ki?) (Fkﬂ‘ _ qk+i+1) ( ,,,,,, ) =0
Aqkdgk P 0
aL =
R (F2EL g (g2R 1 ) Fhti _ gktitly (oo =0
( ) ( T (q 8q’€8q + ; q pars ( q ) ( )
onels (------ ) corresponen a termes obtinguts mitjangant combinacions de diverses derivades parcials de

la funcié lagrangiana i aplicacions de la derivacié dr que hem preferit ometre. Observem que aquestes
sén exactament les equacions lagrangianes per al camp vectorial X, tal i com hem vist en (3.8), tenint
en compte que les funcions f* ja han quedat determinades i, per tant, els termes incloent un factor
f# — ¢! ja no apareixen. Aquestes equacions poden ser compatibles o incompatibles, tal i com hem vist
en el capitol 3, i com discutirem amb més detall a continuacié. Una condicié suficient per assegurar la
compatibilitat d’aquestes equacions és la regularitat de la funcié lagrangiana, tal i com hem vist en la
descripci6 del formalisme lagrangia d’ordre superior. En particular, tenim el segiient resultat:

Proposicié 6.3. Sigui L € C“(Tk Q) una funcid lagrangiana regqular. Aleshores existeix un dnic camp
vectorial X € Xy, (W) solucid de Uequacid (6.7) sobre Wy i tangent a W .

Demostracio. Com que la funcié lagrangiana L és regular, la proposicié 3.2 ens assegura que la matriu
hessiana respecte les coordenades de major ordre en qualsevol carta natural és invertible. Per tant, els k
sistemes de n equacions (6.11) es poden resoldre per substitucié directa, obtenint en cada pas un sistema
compatible i determinat, de manera que les funcions F* queden determinades de manera tinica i es verifica
la condici6 de tangencia. O

Tenim doncs que, en el cas d'una funcié lagrangiana regular, el camp vectorial X és tangent a tota la
subvarietat W, i Pequaci6 (6.7) es té a suport sobre W,, és a dir, es compleix

[ixQ — dH]|,y, =0 (6.12)

69



CAPITOL 6. FORMALISME UNIFICAT DE SKINNER-RUSK GENERALITZAT

En aquest cas, les equacions (6.11) sén compatibles i ens permeten determinar unfvocament les funcions
F" de la seglient manera:

Fi=q¢" (k<i<2k-2)
k

(_l)k (F2k71 —dr <q2k71)) >’L + Z(—l)ld% <6L> =0 (613)
0

dqkdg* < aq

Si la funcié L no és regular, en canvi, les equacions (6.11) poden ser compatibles o incompatibles i,
en els casos més favorables, existira una subvarietat Wy — W, (on admetem la possibilitat Wy = Wo)
tal que el camp X és tangent a Wy, i I'equacid es té a suport sobre Wy, és a dir, el camp X solucié, que
pot ser uinic o no, satisfa ’equacio

[ixQ— dH]|,y, =0 (6.14)

En aquest darrer cas, les equacions (6.11) sén incompatibles i la condicié de compatibilitat ens imposara
restriccions addicionals.

Tornem pero a la situacié general. Denotant per j,: W, < W la immersié natural, un corol-lari
immediat de la proposicié 6.2 és el segiient:

Corol-lari 6.4. L’aplicacié prqy = pryojo: Wo — T2k=1Q és un difeomorfisme. En particular, es té
Wo o~ TQk—l Q

Demostracié. Com que per la proposicié 6.2 tenim W, = graf(FL) es té que T2kl Q = W,, doncs tota
varietat diferenciable és difeomorfa a la subvarietat que defineix el graf d’una aplicacié en la subvarietat
producte. Per tant, només ens falta veure que pr; és un difeomorfisme. Tanmateix, notem que pry és
una submersié per definicié i, per la igualtat de dimensions, també és una immersid, d’on es dedueix que
és un difeomorfisme local. Pero, com que esta definida en tot W, pr; és un difeomorfisme global. O

Un cop tenim aquests resultats generals sobre estructura del nostre espai de fases i el camp vectorial
X, a continuacié veurem com recuperar el camp dinamic lagrangia a partir del camp vectorial solucié de
l'equacié (6.7). Com en el cas del formalisme de primer ordre, el teorema que provarem ens donara, de
fet, una equivaléncia entre els camps vectorials solucié de ’equaci6 (6.7) i els camps vectorials soluci6 de
les equacions lagrangianes que hem determinat en el capitol 3. Tanmateix, en aquest cas necessitarem
imposar una condicio addicional per tal que el camp que obtindrem sigui el camp d’Euler-Lagrange, tal
i com veurem més endavant.

Abans, pero, vegem que els resultats previs que hem enunciat en el capitol 5, i que ens permetien
recuperar les estructures geometriques i dinamiques del formalisme lagrangia de primer ordre, segueixen
sent valids en ordre superior i que, per tant, podem recuperar les estructures del formalisme lagrangia
descrit en el capitol 3.

Comencem amb el resultat que ens permet recuperar la 2-forma lagrangiana wy,.

Lema 6.5. Sigui wi_1 € QQ(T"‘(T’“1 Q)) la 2-forma simpléctica canonica del fibrat cotangent sobre
T Q i prenem wy, = FL*(wi_1). Aleshores Q = pri(wz).

Demostracio. Calculant, tenim la segiient cadena d’igualtats
pri(wr) = pri(FL (wk-1)) = (pry oFLY)(wr—1) = (FLopr)"(wp-1) = pra(wp—1) = Q
i aixo prova el que voliem. O

Observacié 6.5. En cas que la funcié lagrangiana L € C’°°(Tk Q) sigui singular, la transformacié de
Legendre-Ostrogradsky no és un difeomorfisme i, per tant, la 2-forma wy, és degenerada, tal i com succeeix
en el formalisme lagrangia.

Abans de passar a l'energia lagrangiana, calculem 1’expressié en coordenades locals de la 2-forma wy, .
Recordem que l'expressié local de la 2-forma canonica wy_1 és

k—1

Wg—1 = Z dq’ A dp;
i=0
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Per tant, tenim

k—1 k—1
1 =FL*(wp_1) = FL* <Z dq' /\dpi> > FL*(dg") A FL*(dp;) = Zd]-‘L* ) A dFL*(p;)

=0 =0 =0

Usant ara que

FL*(¢') = ¢
k—i—1
oL
* J
FL'(pi) = ) (~1)dy (aq+1+]>
Jj=0
ens queda

= k—i—1 oL
WL = qul ANd (1), <5qz+1+J>

7=0
k—1k—i—1
o oL ,
— +1 i
-3 3 v (1) ) 1o
=0 j=
k k—i
o oL .
= -1 J+1d] (d <>) /\dq,Lil
;;( ) T 8ql+]

que és lexpressié en coordenades de la 2-forma lagrangiana wy, que hem vist en (3.5).
Passem ara al segiient resultat, mitjangant el qual recuperem l’energia lagrangiana a partir de la
funcié hamiltoniana H € C*° (W) que hem definit préviament.

Lema 6.6. Eristeiz una nica funcié E;, € C=(T**71 Q) tal que pri(Er) = H.

Demostracio. Sigui ji(H) € C*®(W,). Com que pry és un difeomorfisme existeix una unica funcié
Ep € C(T?**71 Q) tal que pri(EL) = ji(H). D’altra banda, es té

pri(Er) = (pry ojo)"(Er) = j5 (pri(EL))
Per tant, tenim ;i (pri(FL)) = j¥(H), d’on es dedueix pri(EL) = H. O

Com hem fet amb la 2-forma lagrangiana wy,, calculem a continuacié I’expressié en coordenades locals
de la funcié Er. Recordem en primer lloc que 'expressié en coordenades de la funcié H és

k—1
H=> pg* = L(,....q"
=0

Per tant, la funcié E, € C’OO(T%_1 Q) és una funcié tal que, en una carta local, satisfa

pr;(EL) szq )

Tenint en compte que la subvarietat W, < W és el graf de la transformacié de Legendre-Ostrogradsky
per la proposicié 6.2, es compleix

k—i—1
oL
o J
bi = j§:0 ( )Jd (aqz+1+j>
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Aleshores, es compleix

k—1 ) k—i—1 o oL
pri(Fr) = ch“ » (—1)7dj. (W) — L@ d")
i= j=
k k—1
: (oL
= q (71)3 jT (6 Z+j> (qov 7qk)
i=1 7=0 q

Usant ara que Pr; = pry ojo i que pri(¢*) = ¢*, en deduim que
k

k—i
S Sy (2
EL = q (71)Jd%" (aqi_t,_j) - L(qoa---aqk)
1=1 ) =0

que és 'expressio en coordenades locals per l'energia lagrangiana que hem trobat en (3.6).

Un cop recuperades la 2-forma lagrangiana i ’energia lagrangiana que necessitem per escriure les
equacions intrinseques del camp dinamic lagrangia, només ens falta provar que a cada camp vectorial
X € X(W) tangent a W, li podem associar un camp vectorial en T =10, El seglient resultat no només
ens déna aquest camp vectorial, sino que també ens en déna la unicitat.

Lema 6.7. Sigui X € X(W) un camp vectorial tangent a W,. Aleshores, existeiz un unic camp vectorial
X1 € X(T**71Q) tal que

X opryojo = Tpr;oX o jo.
Demostracid. Per ser X € X(W) tangent a W, existeix un camp vectorial X, € X(W,) satisfent

TjooXo=XoJjo.
D’altra banda, ates que 'aplicacié pry és un difeomorfisme pel corol-lari 6.4, existeix un dnic camp
vectorial X7 € X(T?**71 Q) que estd pr-relacionat amb X,, és a dir, existeix un tnic camp X, en
T2~1 Q que satisfy

X opry = TPry o Xo.
Aleshores, tenim

Xpopriojo=Xrpopr; =Tpr; o Xo =Tpr;oT jooXo =Tpr;oXojs
tal i com voliem provar. O

Mitjancant aquests tres darrers resultats, ja podem enunciar i provar el segiient teorema:

Teorema 6.8. Sigui X € Xy, (W) un camp vectorial solucid de (6.12) i tangent a W, (almenys sobre
els punts de Wy — W, ). Aleshores existeix un unic semispray de tipus k, X, € %(T%_1 Q), solucid de
l’equacio

iXLUJL —dEL =0 (615)
(almenys sobre els punts de Sy = pry(Wy)). Si, a més, la funcid lagrangiana L € C>(T* Q) és regular,
el camp vectorial Xy, és un semispray de tipus 1 i, en conseqiiencia, el camp d’Euler-Lagrange.
Reciprocament, si X € }i(T%f1 Q) és un semispray de tipus k solucié de equacié (6.15) (almenys

sobre Sy — T?*71 Q) aleshores existeix un tnic camp vectorial X € Xy, (W) solucid de Uequacid (6.12)
(almenys sobre Wy = Pty ' (Sf) < Wo — W).
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Demostracié. Aplicant els lemes 6.5 i 6.6, tenim:
[ixQ — dH]|y,, =0<= [ixprjwy —dpr] EL]|,, =0

Per tant, podem prendre el pull-back per pr; de tota equacié canviant el camp dinamic X € Xy, (W)
pel camp vectorial X, € I(T%f1 Q) donat pel lema 6.7 i ens queda

[ix priwr — dpr] EL]|WO =0 < pr] [ix,wr — dEL]|Wo =0
Per tltim, com que pr; és una submersié exhaustiva, es compleix:
pri [ix,wr — dEL]]y,, =0+ [ix wL — dEL”prl(Wo) =0
i com que pr;(Wo) = T?*71 Q (o almenys és S;), tenim
lix,wr —dEL]|,, w,) =0 = [ix,wr — dEL]|ex-19 =0

tal i com voliem veure. Observem que, per obtenir el reciproc, només ens cal seguir aquest argument en
sentit contrari, doncs tot el que hem donat han estat equivalencies.

Vegem a continuacié que el camp X, solucié de (6.15) és un semispray de tipus k. Ho farem en
coordenades. Recordem que ’expressié en coordenades del camp vectorial X és

k-1 2k—1 k—1
L0 0 0L D
X =Ygz F dr (p;
2.0 g ;:k 5 oo ;: r(pi)

on les funcions F** sén les solucions dels k sistemes de n equacions (6.11). Per tant, usant la definicié del
camp X, donada pel lema 6.7 en deduim que el camp Xy, € %(T%*1 Q) té per expressié local

d’on es dedueix que

??‘

~(k+d)! o O
il q Ogh+i

J(X1) =

%

Il
=)

i per la proposici6 2.18 tenim que X, és un semispray de tipus k en T2kt Q.

Per acabar, vegem que si la funcié lagrangiana L € C* (Tk Q) és regular, aleshores el camp X, és
un semispray de tipus 1. Recordem que si la funcié lagrangiana és regular, els k sistemes de n equacions
(6.11) es converteixen en (6.13), és a dir, les funcions F* satisfan

Fi=¢" (E<i<2k—-2)

RL & (0L
_1\k 2k—1 2k—1 1)\t _
(1) (F dr (q ))3qk3qk+i§:0( 1)'ds (aqi> 0

de manera que ’expressié en coordenades del camp vectorial X esdevé

-1

. 0 0
_ i+1 2k—1
X = Zq 37qi+F dg2k—1 8q03 Z
- =1

on la funcié F2*~1 és la solucié de l'equacié d’Euler-Lagrange d’ordre superior. D’aquesta expressié en
coordenades es dedueix que el camp Xy, té la segiient expressié local

0 0
_ 1+1 2k—1
X1 = Z q gt +F dg2k—1
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Aplicant ara 'endomorfisme J; de T?*~! Q tenim

2k—2 9
J1(Xp) = Z (14 l)qH_laqu =A;
i=0
i, de nou per la proposicié 2.18 en deduim que X, és un semispray de tipus 1 en T2kt Q. O

Observacié 6.6. Notem que si la funcié lagrangiana L € C’O"(Tk Q) no és regular, el camp vectorial
X7, és un camp dinamic lagrangia, perdo no necessariament el camp d’Euler-Lagrange, doncs no podem
assegurar que sigui un semispray de tipus 1. Aquesta és una diferéncia essencial respecte el teorema 5.8,
doncs només podem assegurar que el camp Xy, sigui un semispray de tipus k. Per k = 1 aix0 ens dona
automaticament la condicié de camp holonom que ha de satisfer el camp d’Euler-Lagrange, pero en el
cas d’ordre superior cal demanar la regularitat de la funcié lagrangiana per assegurar aquesta condicié.

Observacio 6.7. En cas que la funcié lagrangiana sigui singular haurem d’imposar que el camp vectorial
X € I{(T%_l Q) sigui un semispray de tipus 1 per tal que sigui el camp d’Euler-Lagrange i les seves
corbes integrals satisfacin les equacions d’Euler-Lagrange, tal i com hem vist en el teorema 3.6

Observacié 6.8. Observem que el teorema 6.8 només ens assegura que a cada camp X € Xy, (W)
soluci6 de I'equaci6 (6.12) li correspon un tinic camp vectorial X7, € X(T?*~! Q) soluci6 de (6.15), perd
en cap moment ens assegura que el camp X sigui tnic. Esa dir, si no tenim unicitat del camp X, tampoc
tindrem unicitat del camp X, tot i que si tindrem una correspondencia 1-a-1 entre ells.

Exigint la regularitat de la funci6 lagrangiana obtenim, a més de la condicié de semispray de tipus 1
per al camp vectorial X, el seglient corol-lari del teorema 6.8, que també ens torna a donar el resultat
de la proposicié 6.3.

Corol-lari 6.9. Sigui L € C"’O(Tk Q) una funcié lagrangiana regular. Aleshores existeiz un unic camp
vectorial X € Xy, (W) tangent a W, que és solucid de lequacid (6.12).

Demostracio. Com que la funcié lagrangiana L és regular, per la proposicid 3.3 existeix un tnic semispray
de tipus 1, X7 € X(T?**71 Q), solucié de 'equacié (6.15). Pel teorema 6.8, associat a aquest camp X,
existeix un inic camp vectorial X € Xyy, (W) tangent a W, que és solucié de 'equacié (6.12). La unicitat
de X és doncs conseqiieéncia directa de la unicitat de X7p,. O

A continuacié veurem com recuperar el camp dinamic hamiltonia a partir del camp vectorial X.
De fet, el recuperarem a partir del camp dinamic lagrangia Xj. Per aquest motiu haurem de distingir
els casos de funcions lagrangianes regulars i singulars, doncs el fet que la transformacié de Legendre-
Ostrogradsky sigui un difeomorfisme o no tindra un paper rellevant, tal i com succeeix en el formalisme
hamiltonia canonic que hem descrit en el capitol 4.

6.2.2 Lagrangianes regulars i hiperregulars

Comengarem per estudiar el cas en que la funcié lagrangiana L € C'* (Tk Q) ésregular. Per simplicitat
en 'exposicid, suposarem que la funcié lagrangiana és hiperregular, de manera que la transformaci6 de
Legendre-Ostrogradsky sera un difeomorfisme global. El resultat que enunciarem, pero, és cert també
per a funcions lagrangianes regulars, restringint els dominis i les imatges de les aplicacions als oberts que
corresponguin.

El resultat que donarem a continuacié és I’analeg al teorema 6.8 per al camp dinamic hamiltonia.
Com en el cas del formalisme unificat de primer ordre que hem vist en el capitol 5, no necessitem
cap resultat previ que ens permeti recuperar les estructures geometriques del formalisme hamiltonia,
doncs totes elles sén estructures canoniques d’un fibrat cotangent sobre una varietat. Per tant, només
necessitem recuperar la informacié dinamica del sistema. Aixo ho farem mitjancant la transformacié de
Legendre-Ostrogradsky.
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Proposicié 6.10. Sigui L € C*®°(T* Q) una funcid lagrangiana hiperregular i h € C°°(T*(T*"! Q)) tal
que FL*(h) = Ey. Aleshores existeiz un unic camp vectorial X, = FL.(X1) € X(T*(T*"1 Q)) solucié
de l’equacio

ithwk_l —dh=0 (616)

Reciprocament, si X, € X(T*(TF"1Q)) és solucid de lequacié (6.16), llavors existeiz un tnic camp
vectorial X € Xy, (W) tangent a Wy solucid de l'equacid (6.12).

Demostracio. Si L és hiperregular, per la proposicié 3.3 existeix un tnic camp vectorial Xy, € %(Tzk*1 Q)
solucié de l'equacié (6.15). A més, FL és un difeomorfisme global i, per tant, existeix un unic camp
vectorial X, = FL.(Xr) que esta FL-relacionat amb X.

D’altra banda, pry = FL o pr; també és un difeomorfisme per ser composicié de difeomorfismes, d’on
es dedueix que existeix un unic camp vectorial X, € X(W,) tal que Pry, (Xo) = Xp. Per tant, existeix
un tnic camp vectorial X € Xy, (W) tal que jo, (Xo) = X[y, .

Amb tot aixo ja hem vist que si la funcié lagrangiana L és hiperregular, qualsevol camp vectorial
X, € X(T*(T"' Q)) definit aixi esta en correspondéncia 1-a-1 amb un camp vectorial X € Xy, (W)
tangent a W,. Ens falta veure que X}, és solucié de l'equacié (6.16) si i només si X és solucié de (6.12).
Procedirem de manera analoga a com ho hem fet en la demostracié del teorema 6.8.

Fixem-nos en primer lloc que, com que FL*(h) = E, prenent el pull-back per pr; en aquesta igualtat
i aplicant el lema 6.6, tenim

pri(FL(h)) =pri(EL) = H

perd, d’altra banda, FL o pr; = pry, és a dir, prf oFL* = (FLopry)* = prj, i per tant ens queda
pry(h) = H

Usant aquesta ultima identitat i la definicié de €2, tenim
[ixQ —dH]|,,, =0<= [ixprowr—1 —dprsh]l,, =0

Per tant, com abans, podem prendre el pull-back per pry, de tota l’equacié canviant el camp dinamic
X € Xy, (W) pel camp vectorial X}, € X(T*(T** Q)) que hem definit i ens queda

[ix prywr—1 — dprs hl|,, =0 <= pr; [ix,wk—1 — dh]|y,, =0
Per tdltim, com que pry és una submersié exhaustiva, es compleix
pr; [ixhwk_l — thWO =0« [ixhwk_l — dh]'pr2(Wo) =0

i com que pry(W,) = T*(TF71 Q), tenim

[Z'thk,1 - dh]lprZ(Wo) =0 [ixhwk,1 - dh] T(TF-1Q) = 0
de manera que es té ’equivalencia que buscavem. O

A continuacié calcularem 'expressié en coordenades locals del camp dinamic hamiltonia donat per la
proposicié que acabem de provar. Recordem que el camp X}, es defineix com

Xp=FL.(XL)
D’altra banda, tal i com hem vist en la prova de la proposicié 6.10, I'aplicacié pry = FL o pr; és un
difeomorfisme per ser composicié de difeomorfismes. Per tant, mitjancant un raonament analeg al que
hem usat en la prova del lema 6.7, el camp X}, és I'inic camp vectorial que satisfa

Xp opryojo = TpryoX o jo
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Tenint en compte que 'expressié en coordenades per al camp X és

k—1 2k—1 k—
. 0 -0 8L 0
X=) ¢"— F
St S L S ) 2
=0 i=k =1
en deduim que ’expressio local del camp X}, és
k—1 k—
- 8 8L 0
X, = i+1

que és exactament ’expressié per al camp dinamic hamiltonia que hem calculat en (4.8).

Observacio 6.9. Notem que, en el cas d’una funcié lagrangiana regular, tenim completament determinat
el camp X pels sistemes d’equacions (6.13). Tanmateix, recordem que els camps vectorials coordenats
aiqk’ ey ﬁ son verticals respecte la projeccié pry, de manera que no necessitem tenir-ne determinats
els coeficients a efectes de calcular el camp dinamic hamiltonia.

Observem que el diagrama commutatiu que hem considerat en el cas d’una funcié6 lagrangiana regular
és el segiient:

6.2.3 Lagrangianes singulars

Tal i com hem vist en els capitols 3 i 4, si la funcié lagrangiana L € C*(T* Q) és singular ni tan
sols podem assegurar l’existencia de solucions en les equacions, doncs aquests sistemes no tenen un
comportament general que ens permeti donar resultats certs en tots els casos. Tanmateix, com hem vist
en els capitols que hem citat, existeix un tipus de funcions lagrangianes per les quals si podem donar
alguns resultats generals: les lagrangianes quasi-regulars. Recordem que una funcié lagrangiana L es diu
quasi-regular si la transformacié de Legendre-Ostrogradsky JF L associada a L satisfa les tres propietats
segiients:
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1. FL(T**7' Q) = P, és una subvarietat tancada de T*(T*~! Q).
2. FL és una submersio6 en la seva imatge.
3. Les fibres FL~Y(FL(p)), ¥p € T*** Q, sén subvarietats connexes de T?*1 Q.

En aquest cas tenim P, = FL(T?*7! Q) — T*(T*~! Q) i una aplicacié F L, tal que jp,oF L, = FL, que és
una submersié. Definim w, = j}, (wp—1) € Q*(P,). Aleshores, per la proposici6 4.3, I'energia lagrangiana
E}, és F Lo-projectable, és a dir, existeix una tnica funcié h, € C*°(P,) tal que FL%(h,) = Er. Per tant,
podem considerar el sistema presimpléctic (Po, wo, ho) 1 aplicar el mateix procediment que hem descrit al
final del capitol 4.

Recordem que, en el cas d’una funcié lagrangiana quasi-regular, no tenim assegurada ’existeéncia de
solucions globals, ni en el formalisme lagrangia ni tampoc en el hamiltonia. En els casos més interessants,
tindrem existencia de solucions en alguna subvarietat, que podrem determinar mitjangant els algorismes
de lligadures descrits a [20] i [36]. Suposem doncs que existeix una subvarietat Sy — T?*7!Q tal que
existeix un semispray de tipus 1, Xy, € %(T%_1 @), tangent a Sy tal que és solucié de l'equacié

[iXLwL - dEL”Sf =0 (617)
Prenent Py = FL(S;) < P, — T*(T*™' Q), existeix un camp vectorial X}, € X(T*(T"!Q)) tangent
a Py tal que és solucié de I'equacié

lix, wo —dho||, =0 (6.18)

Observacié 6.10. En general, els camps vectorials X, i X3, que acabem de descriure no sén tnics.

A més, com que FL, és submersi6, per a cada camp X, € X(T*(T* Q)) solucié de I'equacié (6.18)
existeix un semispray de tipus 1, X; € X(T**71 Q), no tnic, que és solucié de Pequacié (6.17) i satisfa
FLou(X1) = Xp,

Podem resumir 1'exposicié que acabem de fer en el segiient resultat:

Proposicié 6.11. Sigui L € Coo(Tk Q) una funcid lagrangiana quasi-regular. Aleshores, el segiient
diagrama és commutatiu

w

J
Q Xk=1 P,

Uaf(]:Lo) Pare A
Jsg Iwg Jp;
Wy
Sy Py

Per tant, podem aplicar el procediment que hem descrit usant aquest nou diagrama d’aplicacions, i
obtindrem els mateixos resultats llevat de la unicitat de solucions en les subvarietats corresponents.
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6.3 Corbes integrals

Fins ara hem estudiat els camps vectorials de W que sén solucié de les equacions dinamiques (6.7).
També hem pogut recuperar els camps dinamics lagrangia i hamiltonia a partir del camp dinamic X
definit en D'espai de fases del formalisme. En aquesta seccié farem el mateix estudi per a les corbes
integrals del sistema.

Sigui dones X € Xy, (W) un camp vectorial tangent a W, solucié de l'equacié (6.12), i prenem una
corba integral o: I C R — W de X a suport sobre W,. Per definicié6 de corba integral d’'un camp
vectorial, aix0 és equivalent a demanar que la corba o satisfaci ¢ = X oo, de manera que ha de ser solucié
de I'equacio

i&(QoO’):dHOO' (619)

D’altra banda, sigui o,: I — W, una corba en W, tal que j, o 0, = 0. Aleshores, per ser o una corba
integral de X a suport sobre W,, es té que o, és una corba integral del camp vectorial X, associat a X.
Per tant, es té 6, = X, 0 0o.

Abans de passar al calcul de les corbes integrals dels camps dinamics X, i X}, calculem 'expressié
en coordenades de les equacions que ha de satisfer una corba integral o del camp vectorial X. Suposem
que, en una carta natural de W, ’expressio local de o és

a(t) = (¢'(t), p;(¢))

amb 0 <7< 2k—1,0<j <k—1. Aleshores, imposant la condicié de ser corba integral del camp X,
tenim els segiients 3k sistemes de n equacions diferencials amb les components de o

i't)=q¢"  (0<i<k—-1)

i) =F  (k<i<2k—1)
oL

oy = 0L

Po(t) a0

pi(t) =dr(p;) (1<i<k-1)

on les funcions F* sén les solucions dels k sistemes de n equacions (6.11).

Un cop tenim l’expressié en coordenades de les equacions passem a determinar les corbes integrals
dels camps dinamics X, i Xp a partir de les corbes integrals del camp X. Comencem per determinar les
corbes integrals del camp dinamic lagrangia.

Proposicié 6.12. Sigui o: I C R — W wuna corba integral del camp X a suport sobre W,. Aleshores, la
corba o, =pryeo: I — T2kt Q és una corba integral de Xy, .

Demostracié. Només ens cal veure que 67, = X, o 0. Per definicié de o, 1 usant que o = j, o 05, tenim

—_~—

~ _ .
01 = Prio0 = Pryojo o 0o

Apliquem la regla de la cadena i usem que T j, o Xo = X o j, 1 obtenim

—_~—

pPriojoo 0o =TprioTjo o0, =Tpr;oT jo 0 Xoo0, =Tpr;oX oj,00,
Per tltim, ustem que T pr; oX = X, o pr; i ens queda
TpryoX ojoo0, =Xpopriojooo, =Xpoop
Per tant, queda demostrat que 6, = X, ooy, és a dir, oy, és corba integral de X7, . O

Una conseqiiencia immediata de la proposicié que acabem de provar és el segiient corol-lari:

Corol-lari 6.13. Sigui 0: I C R — W una corba integral del camp X a suport sobre W,. Suposem

que la funcid lagrangiana L € C“(Tk Q) és regular. Aleshores, la corba o, = pryoo: I — T2k=1Q ¢s
Paizecament canonic d’una corba sobre Q, és a dir, existeir una corbay: I C R — Q tal que o, = 72F1.
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Demostracio. Per la proposicié 6.12 la corba oy, és una corba integral del camp X, el qual, pel teorema
6.8, és un semispray de tipus 1 si la funcid lagrangiana és regular, d’on es dedueix el que volem provar. [J

Aquests dos resultats ens determinen completament les corbes integrals del camp Xj. Abans de
passar a les corbes integrals del camp dinamic X}, calculem 'expressié en coordenades de les equacions
que satisfa la corba o; donada per la proposicié 6.12. Per simplicitat, ho farem només per al cas
d’una funcié lagrangiana L € C'* (T’C Q) regular. Si suposem que la corba o té la seglient expressié en
coordenades

a(t) = (q'(t), p;(t))

amb 0 <7< 2k—1,0<j < k—1, aleshores la corba oy, s’escriu en coordenades locals com

i) =gt 0<i<k-1)
i(t)y=F  (k<i<2k-1)
on les funcions F* sén les solucions dels k sistemes de n equacions (6.11). Ara bé, com que estem suposant

que la funcié lagrangiana és regular, aquests sistemes d’equacions donats per (6.11) es converteixen en
(6.13), d’on es dedueix que la corba oy, satisfa les equacions segiients

P =g (0<i<2%k-9)
q2k71(t) — F2k‘71

on les funcions F2*~! sén les solucions de les equacions

_ oy L &K L (0L
(D (P () e + S (W,) 0

Usant la relacié que ens déna les funcions F2*~1 tenim

L o~ . (0L
_1\k (2k—1 _ 2k—1 1)\t _

Per 1ltim, tenint en compte que al llarg de la corba oy, es té di = 4 e compleix dr(q

_ -1y = 21
i ‘ dt?
per tant, podem reescriure aquestes equacions com

=q 1,

oL d oL & oL L d¥ L
aquOO'L*£87q100L+@87(]200L+...+(71) ﬁaiqkoaL:O

és a dir, les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre superior. Notem que, en aquest cas, o, és 'aixecament
canodnic a T?*71 Q d’una corba en Q, és a dir, existeix v: R = Q tal que o, = A%*~1. Aixi doncs, podem

reescriure les equacions anteriors com

OL  opy dOL o4 CﬁaL ~2k—1

=5 o7 oL pd¥ 0L oy
0q° dt 0¢t dt? 0q?

o) T

+...4+ (1)
que sén les equacions donades pel teorema 3.4.

Vegem a continuacié com determinar les corbes integrals del camp dinamic hamiltonia. Procedirem
de manera analoga a com ho hem fet per als camps vectorials: donada una corba integral del camp X, la
transportem mitjancant la transformacié de Legendre-Ostrogradsky per obtenir una corba en T* (Tk -1 Q)
(0 en una subvarietat) que sigui corba integral del camp Xj,. El resultat és el segiient:
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Proposicié 6.14. Sigui o: I C R — W wuna corba integral del camp X a suport sobre W,. Aleshores, la
corba o, = FLoop: I — T*(T*"1 Q) és una corba integral del camp vectorial X; = FL,(XL).

Demostracio. Tal i com hem fet en la demostracié de la proposicié 6.12, hem de veure que ¢, = Xp, 0 0p,.
Per la definicié de oy, 1 usant la regla de la cadena, tenim

Gy = FLoop = TFLody,

Usant ara que o, és corba integral del camp X per la proposicié 6.12, la definicié de X} i de nou la
definicié de oy, ens queda

T]:Loa'L:T]:LOXLOO'L:Xho]:LOO'L:XhOO’h
Aixi doncs queda provat que 6, = X, o 0y, és a dir, o, és corba integral del camp Xj,. O

Com abans, calculem l'expressi6 en coordenades del sistema d’equacions que satisfan les corbes inte-
grals del camp X}. En la proposicié anterior hem definit la corba op com

on=FLooy,
D’altra banda, la corba o, ve definida, per la proposicié 6.12, de la segiient manera
O =PIy o0
Per tant, substituint ens queda
op =FLopr;oo
Usant ara que FL o pr; = pry podem calcular la corba o, de la segiient manera
Op = Pry o0
Per tant, si la corba ¢ ve donada localment per
a(t) = (¢'(t), p;(t))
amb 0<i<2k—1,0<j<k—1, tenim que la corba o} té per expressié en coordenades
an(t) = (¢'(t), pi(t))
amb 0 < 7 < k — 1. Per tant o5, ha de satisfer els segiients 2k sistemes de n equacions diferencials
it =q¢" (0<i<k-1)
. oL
Po(t) = Erd
pi(t) = dr(ps) 1<i<k—1)

D’altra banda, recordem que hem definit la funcié hamiltoniana h € C°°(T*(T*~! Q)) en la proposicié
6.10 com

FL*(h) = Ep <= pr5(h) =H

(o bé substituint FL per FL, en el cas quasi-regular). Per tant, la funcié hamiltoniana té la segiient
expressio local

k—2
h(qlapl) = Zpqul +pk—1qk(qjvpj) - L(qo’ ce 7qk717 qk(qj7pj))
=0
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Es a dir, prenem les funcions ¢* con funcions en ¢* i p;, 0 < i < k — 1. Aleshores, aplicant el que hem
vist en el capitol 4, obtenim el segiient sistema de 2kn equacions diferencials

dq¢®  Oh

dt = aipl oOp
dpi o oh
At ag "

amb incognites les funcions ¢*(t), p;(t), 0 < i < k—1. Es a dir, les equacions de Hamilton d’ordre superior
per a la corba o, que haviem trobat al capitol 4.
Observem que el diagrama commutatiu que tenim per a les corbes intregrals és el segiient:

2R
V

Trk—1 ¢

Tk 1@)

T2k:—1 Q

Observaci6 6.11. Notem que, en determinar les corbes integrals, no hem distingit casos en termes de
la regularitat de la funcié lagrangiana. Aix0 es deu a que les demostracions dels resultats no es veuen
alterades per aquest fet, sind que unicament canvien les subvarietats on es tenen les imatges de les corbes
integrals, i també si es pot deduir que la corba integral oy, és I'aixecament d’una corba en @ o bé s’ha
d’imposar. En particular:

e Si la funcié lagrangiana és no singular (és a dir, regular o hiperregular), tenim Im(c) C W,
Im(oz) € T**71Q i Im(oy) € TH(TF1 Q).

e Sila funcié lagrangiana L és quasi-regular, tenim Im(o) C Wy — W, Im(or) C Sy — T2 Qi
Im(op) C Py < Py < T*(T" 1 Q).
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Conclusions

En la memoria d’aquest treball hem assolit els segiients objectius:

e Hem revisat la introduccié dels fibrats de jets i el fibrat tangent d’ordre superior: les definicions, els
resultats més rellevants i les seves estructures canoniques, amb el doble objectiu de fer un recordatori
d’aquests conceptes com de fixar la notacié que hem emprat durant la resta de la memoria.

e Un cop introduides les eines i el marc geometric natural per a la descripcié de sistemes dinamics
d’ordre superior independents del temps, hem revisat la descripcié dels formalismes lagrangia i
hamiltonid que podem trobar en [14], inspirant-nos en la descripcié dels formalismes de primer
ordre donada a [37].

e Havent recordat les formulacions geometriques per a sistemes dinamics d’ordre superior, hem dut
a terme una profunda i detallada revisié del formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia introduit
per R. Skinner i R. Rusk en [41]. La motivacié d’aquesta revisié ha estat donar una descripcié
intrinseca, sempre que ens ha estat possible, dels resultats presentats en I'article original de manera
que la generalitzacié a ordre superior que hem dut a terme en el capitol segiient f6s més natural i,
sobretot, senzilla. De fet, observem que les principals diferéncies entre un i altre formalisme s’han
donat en els resultats que hem provat mitjangant coordenades locals, pero en cap moment en els
resultats provats intrinsecament.

e Hem desenvolupat el formalisme unificat d’ordre superior, partint dels formalismes lagrangia i ha-
miltonia, descrits a [14] i recollits en els primers capitols, i també usant 1’article original [41], aix{
com altres referéncies on es donaven descripcions del formalisme unificat [4, 6]. El formalisme
unificat generalitzat descrit en aquesta memoria ens permet omplir un buit en les formulacions
geometriques de sistemes dinamics autonoms, doncs ara tenim les formulacions lagrangiana, hamil-
toniana i unificada per a qualsevol sistema dinamic autonom, independentment de I'ordre.

e Es posen de manifest les diferencies fonamentals entre el formalisme unificat Lagrangia-Hamiltonia
de primer ordre i el d’ordre superior. En particular:

e La definicié de la funcié d’acoblament és lleugerament diferent en el cas d’ordre superior,
doncs no tenim un aparellament canonic entre els elements de T?*~! Qi els de T*(T*"' Q) en
cada punt. Per tal de definir la funcié d’acoblament C de manera intrinseca, hem emprat les
injeccions canoniques j, les quals ens permeten transformar un punt de T2~1 9 en un vector
tangent sobre la varietat T "1 Q, podent usar aleshores I’aparellament canonic entre elements
de I'espai vectorial Ty(T*™1 Q) i el seu dual T;(kal Q).

e En el moment de recuperar les equacions que ens defineixen la transformacié de Legendre-
Ostrogradsky, tant en la caracteritzacié de la subvarietat W, com el graf de FL com en les
equacions en coordenades del camp vectorial X € X(W) solucié de les equacions dinamiques,
I’nica equacié que recuperem és la que ens defineix la coordenada de major ordre. La resta
d’equacions que ens doénen la transformacié es poden recuperar mitjangant les relacions entre
les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky que hem triat per al fibrat cotangent.

e La regularitat de la funcié lagrangiana té un rol més rellevant en el formalisme unificat d’ordre
superior, doncs la condicié de ser semispray de tipus 1 del camp dinamic lagrangia no es pot
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deduir de les equacions en el cas d’una lagrangiana singular, al contrari que en el formalisme
de primer ordre, en el que la condicié de S.O.D.E. s’obté independentment de la regularitat de
la funcié lagrangiana. En el cas de funcions lagrangianes singulars, només podem assegurar
que el camp dinamic lagrangia és un semispray de tipus k, sent necessari, en general, imposar
la condici6 de semispray de tipus 1.

e En relacié amb el punt anterior, en imposar la condicié de tangencia del camp vectorial sobre
la subvarietat VW, no obtenim tnicament les equacions d’Euler-Lagrange, sin6 els k—1 sistemes
d’equacions restants per obtenir la condicié de semispray de tipus 1 i les equacions d’Euler-
Lagrange.

Treball posterior

A partir del desenvolupament que hem fet en aquesta memoria, algunes vies per continuar i ampliar
el que hem fet sén les segiients:

e Tenint en compte els diferents formalismes per als sistemes dinamics no autonoms de primer ordre [1,
4, 17], una possible via de recerca a seguir és desenvolupar una formulacié geometrica per a sistemes
dinamics no autonoms d’ordre superior. Aquesta formulacié hauria de ser una generalitzacié natural
de les descripcions de sistemes depenents del temps (veure les referéncies anteriors) per a ordres
superiors, aixi com, al mateix temps, una generalitzacié dels formalismes descrits a [14], que hem
recollit en els primers capitols d’aquesta memoria, afegint la dependéncia temporal. D’altra banda,
i donada la recent descripcié del formalisme unificat per a teories de camps d’ordre superior [6, 42],
en el cas del formalisme unificat també s’hauria de poder recuperar com a cas particular de la teoria
de camps.

e En les conclusions que precedeixen aquestes propostes d’estudi, hem constatat les diferéncies més
rellevants entre el formalisme unificat de primer ordre i el d’ordre superior. Una d’elles ha fet
referéncia a la regularitat de la funcié lagrangiana en el moment de comprovar la condicié de
semispray del camp dinamic lagrangia. Una possible via de treball és, doncs, dur a terme un estudi
més detallat d’alguns sistemes dinamics amb funcions lagrangianes singulars (veure les referéncies
citades a [5]) usant el formalisme unificat d’ordre superior, tal i com s’ha fet per separat per als
formalismes lagrangia i hamiltonia [10, 11, 26, 27, 32], éssent un possible exemple la particula
relativista de segon ordre [5, 38, 39].
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Apendix A
Calculs en coordenades per k = 2

El cas k = 2 ha estat de gran importancia durant el desenvolupament d’aquest treball, doncs bona part
de les referencies que hem consultat 'inclouen com a exemple en els formalismes lagrangia i hamiltonia
d’ordre superior, i també com a model en la prova de gran part dels resultats. Aquest fet es deu, dit
de manera intuitiva, a que és prou diferent del cas de primer ordre com per apreciar-ne les principals
diferencies, pero al mateix temps es prou senzill com per poder-se computar a ma rapidament. Aixo
ens ha permes tenir un exemple de referencia a ’hora de formular la descripcié del formalisme unificat
d’ordre superior i, en particular, per determinar la funcié d’acoblament d’ordre superior que hem definit
en el capitol 6.

Per tot aixo, en aquest apendix hem volgut incloure els calculs complets dels formalismes lagrangia,
hamiltonia canonic i unificat d’ordre superior en el cas k = 2. Aixi doncs, durant tot aquest apendix
considerarem donat un sistema dinamic de segon ordre amb n graus de llibertat, i denotarem per @ la
varietat diferenciable de dimensié n que modelitza ’espai de configuracié del sistema.

En tot aquest apendix usarem el conveni de notacié per a les coordenades que hem introduit en el
capitol 2.

A.1 Formalisme lagrangia

En aquest formalisme, D'espai d’estats del sistema és el fibrat tangent d’ordre 3, T Q, i la informacié
dinamica queda recollida en una funcié lagrangiana L € C"X’(T2 @). A priori no farem cap hipotesi sobre
la regularitat de la funci6 lagrangiana. Recordem que si (U, ) s6n coordenades locals de @ amb ¢ = (¢q°),
aleshores (q°, ¢', ¢?) sén les coordenades naturals en T2 Q, i (¢°, ¢', ¢%, ¢®) sén les coordenades naturals
en T3 Q.

A.1.1 Formes lagrangianes

Comencem per calcular la 1-forma lagrangiana 6y. Prenent k = 2, I'expressio local de la 1-forma
lagrangiana, donada per (3.4), és la segiient

w3 (B () -

oL _ oL _
L) e (e

)+«
S

8q1 dq° +
_ oL 0 1 s 0L 5 O°L 0
B 8q1dq < 2 an T 500¢ T oo 94
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APENDIX A. CALCULS EN COORDENADES PER k = 2

Calculem a continuacié la 2-forma lagrangiana wy,. Recordem que, per definicid, wy, = —df, i aixo
és el que usarem per calcular-la.

L L 2L 9L 2L
= —df, = —d dq® + ——dq' ! 2 3 dq°
t (3111 @ a2 (q 9¢°0q? T4 0q*0q? T 5q25q2) 1 )
PL ’L ’L
= — d dq® | Adg°
(6(106(]1 q + aqlaql q + 8(]28 1 q ) q
_( 2L 2L 2L

dq® dgt d A dgt
2002 T a2 T aog q) ?
O%L 0L 0L 3L
dl 1 dO 1 dl 1 d2 /\dO
+(8w@2q*”éw@wmzq*”zmww@2q*”emwwm2q) a
O%L L L o3
d2 2 dO 2 dl 2 d2 /\dO
+<8¢@2q*”ew@¢m2q*”emwwm2q*”emw¢m2q> a

+ 721; d¢® + ¢* _oL d¢® +¢* _oL dg* +¢* 7831; dg® ) A dg°
0q20q? 0q°0q2dq? 0q10q20q> 0q20q2dq?

N 0L L O3L r 0L e 0L 4 A da®
- Oqdqt q 0q°9qY0q> 4 0q°0q1dq? q 0q°0q2dq? q q
2 2 3 3 3
o*L | 9L 4 0°L g 0°L P 0°L d® A dq
0qloq! 0q°0q? 0qt0q00q? 0ql0qt0g> 0qt0q20q>
0L B O%L 4 O3L g O3L P O3L 07 dg?
0¢20q¢t  9qlog? 0q20q°0q¢> 0q20qt0¢> 0q%20q%0q?

0’L 0 3 >°L 1 1 L 1 2
NS R e R G R
92L 92L 0 92L 8L 92L 0
a (_ agagt T (36108(12)) davhda <5q15q1 ~ o0 <3q13q2>) da A da

0? 9? 9L 0L 0L
— —dy | === ) ) d¢® Nd¢® — —===dq° Ndg® — ———dq' A dgt
+ (8(128(11 9q10q? T (3(]25(12)) q q 9q20¢> q q 9q9¢>

2

L 2
+8282dq A dg

Observem que mitjangant aquest calcul de la 2-forma lagrangiana es veu clarament que la funcié
lagrangiana L és regular si i només si la matriu hessiana respecte ¢ és invertible, doncs els termes
dq® Adg3 i dgt A dg? (i els seus simetrics) tindran rang maxim, i per tant la 2-forma lagrangiana també.

A.1.2 Energia lagrangiana i diferencial

Calculem ara expressi6 local de l'energia lagrangiana. Posant k = 2 en 'equaci6 (3.6) tenim
. Ji oL
B (Lo Xeve (k) -

oL oL oL
_ 1 0,40 11 2 070
— (o (aq> cova () )+ (0 () ) -2
oL oL oL
_ 1 14 ettt 277
QT<%Q+ oF
18L+287L_ . 0L +282L+382L
"o "o T T agag T agtog? T aPog?
Observem que estem cometent ’abis de notacié que hem introduit en ’observacié 3.8 del capitol 3: la

funcié lagrangiana que estem restant en aquesta expressié és, en realitat, el pull-back per la projeccié
natural p3: T®Q — T? Q de la funcié lagrangiana L.
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A.1. FORMALISME LAGRANGIA

Calculem ara la diferencial de ’energia lagrangiana, que necessitarem per determinar les equacions
lagrangianes del camp dinamic.

= gTleql ta (aqajanl da’ + aqafanl da’ + 3522§q1 dqQ)
gt + o (Gt + it + )
(¢ o + P+ )

—q' 827qu3 + ¢ d® + P ——dq + qdﬁgiquz
0q20q? 0q%0q2dq? 0q1Hq20q> 0q20q20q?

L
- (8qu0 + 8—qu + aqdq2)

0q° oq! 0q?
PL | 2 PL o PLY LY
quaq 0q°dq 0q°0q? 0q°
0*L 0%L oL O%L 0%L
1 2 _ oLy 1 9L 1 I N e
(q oo 1 0q'og? dr (&12) oo 1 dr <3q18q2)> ¢
0L AL 0%L
2 1 d 2 1 d 3
- (q o202 1 dr <8q26q2)> T 90 ™

A.1.3 Camp dinamic lagrangia

Calcularem a continuacié les equacions que defineixen el camp dinamic lagrangia. Recordem que

les equacions que defineixen el camp dinamic lagrangia X sén ix, wr = dEL, a més de la condicié de
ser un sermspray de tipus 1. Slgul doncs X € 3€(T3 Q) un camp vectorial genéric amb expressié local
= f0.2 30 T flaiq1 + fza%z + f3 . Fent la contraccié amb la 2-forma wy, obtenim

2L 92 O2L 0%L
of 0L _O0°L 0_e0f__9L — 0
ZXLWL f ( 8(]08(]1 +dT <8q08q2)> d f ( 5(]05(]1 +dT <8q08q2)> dq
2L O*L
0
+f <8q18q 3(]03(] ( 13 2>>
0L 9*L 3
<8q28q 0q'0¢> ( )) o (_ aq2aq2) .
0*L 7L _827L dat
1aq 9002 86113 ? 0q'0¢ ) ™
92 1 0L
< 9q' 0¢> > f (8 29¢° >dq
O%L O%L 0%L 0L
) 0 __ g2 1
-1 < 0q20q*  8q'9¢? T(&P@qz))dq / (8q28q2>dq
0L
3
—f ( 28q>
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_ (- 9L d 9L N 9L 4 9L
a 0¢°0q* T 0¢°0q? 0¢%0q* T 0¢°9q?
2 2 2
_p L ) L dr 0?L
Oqloq! 0¢°0¢> 0qt0q>
0%L 0%L 0%L 0%L
_ 2 _ _ i 3 0
/ (3(123(11 dq0q? ir (8q28q2>> o 3(128(12] 44

+[f0<62L , L dT(a2L ))_fl 9L

0¢'9q"  “9q%0q2 0qtdq? 0q1dq?
0L 0L
1 2 1
o 9q'0q? / 3(123612} !

%L 2L 0?L 2L %L
0 _ _ v 1 2 0 3
" [f <5q28q1 q'0q? dr (&12&12)) +f 8q28q2} dg" =7 0¢*0q> 9

Imposant ¢ x, wy, = dEL, ens queda

0%°L 0%°L 0*L 0%°L
dg®: O -~ +d —d
et ( 0¢°0q* Har (86108(12) * dqPagt T (&108612))
O*L 0%’L 0%’L
- f! T 27092 dr 192
9q'0q 9¢°9q 9q'0q
0*’L 0%L 0%’L 0*L
- f? 5A 1 Aia3 4T 29,2 +f? 29,2
9q*0q"  9q'0q 9q0q 9q>0q
. 0L , 0L 1 0%L oL
=4 5551 T4 5092 49T 092 ) 9,0
9¢°9q 9q¢°9q 9¢°9q dq
2L 2L 2L 2L 2L 2L
dg's £ (o o Ol (RN (O L) e O
oqtog! 0¢°0q? 0qtoq? 0¢t0¢?  9qlog? 0¢%20q?
{ O°L 0%L 0%L , 0L oL
=q - —dr | 755 +¢ g —dr | 55
9¢'9q" ~ 9¢°942 g 9¢> 9q'0¢2 0g>
0%L 0%L 0%L 0%L
d 2: 0 _ _ d 1
it (3q23q1 dqlag T <8q28q2)) +f dq?0q?
{ O°L 0%L 0%L , 0L
=4 5a T Aaiae AT 592 ) TC 52572
0q?dq 0q'0q dq?0q 0q?0q
0L 0%L
dg®: — f'——= = ¢! ———
¢ / 0q20q? q 0q20q?
Reordenant els termes de les equacions i usant les propietats de la derivacié dr podem reescriure les
equacions anteriors de la segilient manera

9L oL OL oL
3 ) —— 4 = — o1 (50
(f dT (q )) aq2aq2 +8q0 dT (aql) +dT (an)
92L 2L 0*L
1 2
— — - 2 o g19q2
(f'=4¢°) (8q15‘q1 990> dr (8q18q2>>

0L 0L 0%L
(23 _ _ oL _
(f q ) (3(]23(]1 9q'0q2 dr <8q28q2)> 0

0%L 0%L 0%L 0%L
2 3 0o_ 1
L= _ _9 _ A T
=) s = =) (0 ~2aga % (o)) =0
0%L 0%L 0L 0L
12y 9L g 9 . _o°L ) L
(f' =% 9q20q2 (f*=d") <5q18q2 9q20q1 +dr (3(]23(]2)) 0
9L
(1~ 0") pors =0
0q%20q?
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A.1. FORMALISME LAGRANGIA

Aquestes equacions es poden resoldre de 1"iltima a la primera. Observem que, en cadascuna, les funcions
fi— ¢! que volem determinar estan multiplicades per la matriu hessiana de la lagrangiana respecte les
coordenades de maxim ordre de derivacié. En particular, aixo implica que si la funcié lagrangiana és
regular, aquestes funcions queden determinades de manera tnica i, per tant, el camp dinamic X, és tnic.

Suposem a partir d’ara que la funcié lagrangiana és regular, i vegem com queden les equacions en
aquest cas. Si la lagrangiana és invertible, la darrera equacié es resol directament:

0%L
0q20q?

1

(f*—d")

=0<=f'—¢l=0= ' =¢

Usant aixo en la peniltima equacid, aquesta es redueix a

9L
1 2 _
(f q ) 920q2 0

i la podem resoldre trivialment, obtenint f' = ¢2. Substituint en la segona equacié, la podem reduir a la

seglient

0%L
2 3 _
(f q ) 9q20q2

la qual també podem resoldre facilment, d’on tenim f2 = ¢3. Notem que, fins aqui, hem determinat que
X, és un semispray de tipus 1 en T? Q. Vegem com queda la darrera equacié quan substituim f°, f! i
f? pels valors que hem determinat

%L oL oL oL
3 3 2
—d —d d =0
(£ = dr (@) oo o T (3(11) I <5q2)
Aquestes s6n les equacions d’Euler-Lagrange per al camp vectorial X,.

A.1.4 Corbes integrals

Per acabar amb el formalisme lagrangia, calcularem a continuacié 1’expressié en coordenades de les
equacions que han de satisfer les corbes integrals del camp dinamic lagrangia. Sigui doncs o7,: R — T? Q
una corba integral de Xy, i suposem que la seva expressié en coordenades locals és

i°(t) = f°
g'(t) = f!
i(t) = f?
i) = f°

on les funcions f* son les solucions de les equacions anteriors. En cas que la funcié lagrangiana sigui
regular, o bé haguem imposat la condicié de semispray de tipus 1 al camp X, les equacions anteriors es
poden reescriure com

q(t)=gq

q1<t) _ q2
i*(t) = ¢°
§(t) = f°
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on f3 s6n les solucions de les equacions

9L OL oL oL
3 3 _ Ld2 == ) =
(f dr (q )) 9q20¢> + dq° dr (3(11) dp <8q2) 0

di

Tenint en compte que al llarg de la corba o es té d) = 27> tenim

oL aery o E oy
8q000L dt \ 9¢* COLT g2 0q? °oL=

Ara bé, com que X, és un semispray de tipus 1, o, és Paixecament canonic a T2 @ d’una corba en Q, és
a dir, existeix una corba v: R — @ tal que o, = 73. Per tant, podem reescriure les equacions anteriors,
obtenint

OL L (0L L (0L
3(1007 dt \ 9q! LERR7E 0q? °T T

Per tant, o7, = 4% ha de satisfer les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre 2, tal i com hem vist en els
teoremes 3.4 1 3.6.

A.2 Formalisme hamiltonia canonic

Suposem, com abans, que tenim un sistema dinamic lagrangia (T3 Q,L), amb L € COQ(T2 Q) la
funcié lagrangiana. En aquest formalisme, 1’espai d’estats és el fibrat cotangent T*(T Q). En aquest
espai d’estats prendrem les coordenades de Jacobi-Ostrogradsky que hem introduit en el capitol 4 i que
son (¢°, ¢, po,p1). Per simplicitat suposarem que la funcié lagrangiana és hiperregular, de manera que
la transformacié de Legendre-Ostrogradsky sigui un difeomorfisme global.

A.2.1 Transformacié de Legendre-Ostrogradsky

Comencem per calcular I'expressié en coordenades de la transformacié de Legendre-Ostrogradsky. Per
fer-ho, calculem D’expressié local de les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky. Posant k = 2
en lexpressié en coordenades (4.1) tenim

2—r
o= L' ()
=0

per 1 <r < k= 2. En el nostre cas només tindrem dues coordenades de moment, que sén

oL oL oL oL
_ 070 141 —
po=(~1)%dz <aql+0> + (e (3(]1+1) C ot i (aqz>

aL_(1 2L, L 4 O°L )

“ o\ oo T agag T agag
oL oL
P11 = (_1)0d% <aq2+0> = qu

Per tant, la transformacié de Legendre-Ostrogradsky té per expressié local:

FL: T°Q — T*(TQ)
(q07ql’q2’q3) — (qoﬂqlapOapl) = (qoaqla % - dT (%) ) %)

i és un difeomorfisme global per ser L una funci6 lagrangiana hiperregular.
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A.2.2 Funcié hamiltoniana i camp dinamic hamiltonia

Vegem a continuacié quina forma tenen la funcié hamiltoniana i les equacions que ens defineixen el
camp dinamic hamiltonia. Com que la funcié lagrangiana és hiperregular, 1’expressié en coordenades de
la funcié hamiltoniana h € C°°(T*(T Q)) del formalisme hamiltonia canodnic és, per k = 2, la segiient

2

h = Zqipz‘—1 —~L=q"po+¢’p1— L
i=1

Ara que ja tenim la funcié hamiltoniana, calculem 'expressié local de les equacions que ens defineixen el
camp hamiltonia, que sén ix,w; = dh. Comencem per calcular la diferencial de la funcié hamiltoniana,
que es calcula facilment com

oL oL oL
dh = podg" + q'dpo + prdg” + ¢*dp: — (8 ——dg” + Wd + 82dq2)
D’altra banda, la 2-forma canodnica del fibrat cotangent T*(T Q) té per expressié local

2—-1

wi =Y _dq' Ndp; = dq® Ndpo +dg* N dp,
=0

Sigui X, € X(T*(T Q@)) un camp vectorial generic. Aleshores, X}, té la seglient expressié local

O 4 ool bl
gapo g16p1

Fent la contraccié d’aquest camp amb la 2-forma wq, tenim

h—fo +f1

ix,wi = fOdpo + fldp1 — godg” — g'dq"

Per ultim, si imposem la igualtat ix,w; = dh, ens queda

dpo: f*=q'

dpr: [t =¢
oL

dg’: go = —

q" - 9o 90
oL

dqli g1 = 87ql — Po
oL

dg®: p1 = —

q D1 0

Com hem comentat en el capitol 4, la darrera equaci6 ens déna la transformacié de Legendre-Ostrogradsky
per a la coordenada de moment de major ordre, p;, i 'obviarem en aquest formalisme. Observem que
podem reescriure les altres equacions com:

fO:ql

f1:q2
)

go—aiqo

oL
g1 = dT(Pl) =dr (aqg)

i, per tant, el camp dinamic hamiltonia té per expressié local:

PR NN AR
qao gt "o ape "\ o4 ) apy

que és 'expressi6 en coordenades donada per 'equacié (4.8) prenent k = 2.
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A.2.3 Corbes integrals

Per acabar amb el formalisme hamiltonia, calcularem ’expressié en coordenades de les equacions que
han de satisfer les corbes integrals del camp dindmic Xj. Sigui doncs op: R — T*(T Q) una corba
integral de X} amb expressio en coordenades locals

Uh(t) = (qo(t)a ql(t)7p0(t)7pl (t))

Aleshores, imposant 65, = X}, o 0y, obtenim els segiients 4 sistemes d’equacions diferencials
i"(t) =q' oo
i'(t) =q* oo

. oL
po(t) = B

'(t)—i 67[’
PR = \ag2 ) "

Aquestes son les equacions de Hamilton que corresponen al formalisme hamiltonia canonic associat a un
sistema lagrangia regular.

oOp

A.3 Formalisme unificat

En aquest formalisme el nostre espai d’estats és W = T Q x7g T*(T Q). En aquest d’espai d’es-
tats prenem les coordenades naturals que hem introduit en el capitol 6, que son (¢°,q',¢? ¢>, po,p1), i
considerem les dues projeccions pr; i pr, donades per

pri: T?Q xp THTQ) — T°Q pry: T2 Q xp THTQ) — TH(TQ)
(@, ¢" ¢* ¢, po,;) — (¢, ¢",¢* ¢*) (@, ¢". ¢* ¢, po,p1) — (¢° ¢, po.p1)

A.3.1 Forma presimplectica. Funcions d’acoblament i hamiltoniana.

Sigui 61 € Q' (T*(T Q)) la forma de Liouville del fibrat cotangent i w; = —df; la 2-forma simpléctica
de T*(T Q). Aleshores definim en W una 2-forma (2 tancada i presimplectica per € = prj(w;). Recordem
que la seva expressié en coordenades locals, tal i com hem vist en (6.1), és la segiient

Q = dq® Adpo + dg* A dpy

D’aquesta expressié en coordenades es dedueix que és tancada i que una base local del nucli de Q és

0 0
ker(®) = <aq aq>

tal i com haviem vist en (6.2).
Passem al calcul de la funcié d’acoblament. Per k = 2, si prenem p € T2Q, ¢ = pi(p) € TQ i
ay € TY(TQ), es defineix la funcié d’acoblament com

C: TPQxpoTHTQ) — R
(p,ag) = (g |2(p)g)

Si en una carta local es té p = (¢°, ¢*, ¢, ¢*), aleshores I’expressié en coordenades del punt ¢ € T Q és
¢=pi(p) = (¢",q")

i per tant el covector en el punt g es pot escriure
aq = (po,p1) = po dg°[, + p1 dg'|,
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Tenint en compte que expressié en coordenades de aplicacié ja, donada per (2.6) és

0 j2:;I‘3§2 - T(OTQ) 2
(°d" % ¢*) — (¢ qd" ¢

tenim que 'expressié local del vector tangent ja(p)q és

+ 21
q ! aql

o
. _ 1 2y _ 1
J2(p)g=(a.4") =q 70 .

Per tant, I’expressié en coordenades de la funcié d’acoblament és

C(p,ag) = <po dg’| +p1 dd'|, >:poq1!q+p1q2!q
q

9]
1 9 2 0
1 3q0q+q oq!

Amb aixo, tenint en compte que la funcié hamiltoniana del sistema venia definida per (6.5), en deduim
que que la seva expressié en coordenades és

H =poq" +p1¢® — L(¢°. ¢", ¢*)

tal i com haviem vist en (6.6).

A.3.2 Camps dinamics
Dinamica en W = T? Q x1¢o T*(T Q)

Sigui X € X(W) un camp vectorial geneéric. Suposem que, en una carta local, el camp X té la segiient
expressio en coordenades

9

9 9
X = o > 1 v F2 Y Y
f dq" +f dq* * 0¢* ol dpo op1

Calculant la contraccié amb la 2-forma presimpléctica €2 tenim
Sy 40 1 0 1
ix$d= fTdpo + [ dp1 — Godg” — G1dg

D’altra banda, la diferencial de la funcié hamiltoniana es pot calcular facilment

oL oL oL
dH = q'dpo + podq' + ¢*dpy + p1dg® — | 55dq° + 2 5dd" + 5 5dq°
Jdq Jdq dq

Imposant doncs la igualtat ix 2 = dH tenim els segiients 5 sistemes de n equacions

dpo: f* =q'

dpi: ' =¢*

dq”: Go = %

dq': Gy = % —po = dr(p1)
651121291—37;2 =0

Per tant, el camp vectorial X té la segiient expressié en coordenades locals

0 0 0 0 oL 0 oL 0
X=q¢' Z +P +F2 43 4 = =) =
T3¢0 T dq* * dq? * 943 * dq° dpo e (3q2> op1
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Observem que el darrer grup d’equacions ens déna la darrera equacié de la transformacio de Legendre-
Ostrogradsky. Amb aquesta relacié podem recuperar la resta d’equacions que la defineixen de la segiient
manera

oL oL oL
Po =g~ drl) =55 —dr (aq>

que son exactament les expressions per a les coordenades de moments de Jacobi-Ostrograsky que hem
calculat préviament per al formalisme hamiltonia canonic en aquest mateix apendix. Per tant, la trans-
formacié de Legendre-Ostrogradsky és I’aplicacié

FL: T°Q — T*(TQ)
(€% d" ¢%d*) — (qo,ql,%—dT (5—;),%)

com ja hem vist previament.

Com ja hem constatat en el capitol 6, les funcions F? i F® han quedat indeterminades, doncs els
camps vectorials coordenats 8%2 i 0%3 son verticals respecte la projeccié pry i, per tant, formen una base
local del nucli de €. Per determinar aquestes funcions, analitzarem la condicié de tangencia del camp
vectorial X sobre la subvarietat WW,, que per la proposicié 6.2 sabem que és la subvarietat de WV definida
pel graf de la transformacié de Legendre-Ostrogradsky. Per tant, hem de comprovar

0 7] 0 0 oL 0 0 oL
(qlaqo+q2+F2+F3+ +dT(p1)) <p18q2> =0

dq* 0¢* 93 " dq° dpo op1
0 0 0 0 oL 0 0 oL oL
I 2 Y F27 F37 o - _ el —
(q dq° T q* * dq? * oq® * 0q° Opo +dT(p1)<9p1) (po dq* dr <8q2)> 0

Calculant, es té

dr(on) — (¢ 9L L 9L L P 9L B
T\P1 4 0¢°0q? 4 0qtdq? 0q20q% )
8L_(1 L, #L ., &L )

o\ apaq T agteg T aaq
03L 0L
1,1 1.2 1,3
Taq 94°9q"0q> Taq 9¢°9q0q? Taq 94°9q20q>
L 0L 0L 0L
2 2 1 2 2 2 3
+4a 0q°0¢? +ae 0qr0q°9¢? +ag 0qr0q' 0q? +ag 0qr0q>0¢>
+ P2 0L e 0%’L + P2y 0L 2,3 03L 5 O0°L _0
0¢%20¢°0q? 0qt0q> 0¢20qt0q? 0q20q20¢> 0q%0q?
Desenvolupant els factors amb dr i agrupant posteriorment, tenim els dos sistemes de n equacions segiients

0L
2 3 _
(F q ) 9420q>

0%L oL oL oL
3 —dp (%)) = + o= —dp [ o= ) +d2 [ ==
( 7 (¢%)) 9q20q2 + g0 T <8q1) +ar 9g>
) %L 0%°L O*L
F2 .3 d o
+ 7) ( ! <5q25q2> 9q'0¢° 6q28q1>
Es a dir, obtenim les equacions lagrangianes per al camp X que hem vist préviament, tenint en compte

que ja tenim determinats els coeficients f©i f!. Notem que si la funcié lagrangiana és regular, la matriu
hessiana de L respecte les coordenades ¢ és invertible i els dos sistemes d’equacions anteriors esdevenen

F2 — q3
0L oL oL oL
3 3 _ 2 (2= ) =
(7 - dr () g o <3q1) o <3q2> ’
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els quals tenen solucié unica. Per tant el camp X té la segiient expressié en coordenades locals

X 0 20 . i+Fi+‘lLi oL\ 9.
_qao o "1 ag ¢ 00 dpo a2 ) op,

on F3 sén les solucions de les equacions d’Euler-Lagrange.

Dinamica en T° Q. Estructures geométriques i dinAmiques. Camp dinamic lagrangia.

A continuaci6 recuperarem les estructures geometriques i dinamiques del formalisme lagrangia, aix{
com el camp dinamic lagrangia, a partir de les estructures definides en WW. Comencem per la 2-forma
lagrangiana wy. Recordem que, pel lema 6.5, la 2-forma lagrangiana es defineix com

wr, = ]-'L*(wl)

on wy és la 2-forma simpléctica canodnica del fibrat cotangent T*(T @). Tenint en compte que I'expressié
en coordenades de wq és

wi = dq® Adpo + dg* A dpy
tenim que l'expressié en coordenades de wy, és
wr, = FL*(w1) = FL*(dq" A dpo + dg* A dpy) = dFL*(¢°) A dFL*(po) + dFL*(¢*) AdFL* (p1)

Per tant, tenint en compte 1’expressié en coordenades de la transformacié de Legendre-Ostrogradsky en
aquest cas, que hem calculat préviament, ens queda

(9[/ oL oL

62L 02L 2L
_ 0 0 1
A <3q°3q1dq 8q18q1d 9q*9q T )

0%L 0L 0L
— 0 Y 40 1 2
dg” Ndr <8q08q2dq + 8q18q2dq + 94704 2 )

2L 0?L 0?L
dq* A dq® dq* d
+aq (8(]03(12 q +3q13q2 q +0q23 2 q)
2L 2L 02L 0?L 02L
_ 0 0 1 2 _ 0 0 1
= dan <6q06q1dq T agag ™ T agag ™ ) damn <dT (aq08q2) T 5o ™ )
2L 2L 2L 2L .
—d® A dp | =—=—— ) dq* dg® ) —dg® A | dp | —=— ] d¢? dq®
h ( g <5q18q2) ¢ oqrog2 ™! > A ( g <5q28q2) ¢ o202 " >
0?L 2L 2L
dq" dq° dg' + ———d
Jr q A (8q08q2 q +8q18q2 q 8q28q2 q)
2L 2L 2L 92L 02L
=—" —dp [ —=))d¢® Ad¢° -2 —dp | ——=— ] ) d¢® A dq!
<8q06q1 T(6q08q2>> q Nag + (8q18q1 0q90q2 T<5q15q2)> q Naq
02L 02L 2L 2L 2L
- —dp | == )1d¢® Ad¢® — dq® A dg? dg* A dg*
* <8q28q1 0q0¢? T<3q26q2)> N 020¢2 " haa +8q13q2 ¢ N
2y,
a 2042

——_dq' N dg?

Aquesta és I'expressié en coordenades per a la 2-forma lagrangiana que hem calculat abans. Recordem
que podem girar els factors amb dg® A dq’ respecte I'index de les coordenades, de manera que els signes
d’ambdues expressions coincideixin.

Passem a continuacié a I’energia lagrangiana. Pel que hem vist en el capitol 6, tenint en compte que
I’expressio en coordenades de la funcié hamiltoniana H és

H = poq* +p1g* — L(°, ¢, ¢*)
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en deduim que l'expressié local de I’energia lagrangiana és

oL oL , OL
Ep = = — L
Lo (861 i <3q2>>+ dg* @)

JOL L 20D (0 Lo L L o 1 s
_ ~L
o T 9z ¢ (q 2002 T g0z T agog (¢"q":q)

que és exactament 1’expressié en coordenades que hem trobat en el formalisme lagrangia préeviament.
Vegem a continuacié I'expressié en coordenades del camp Xy, € %(T3 Q). Recordem que, tal i com
I’hem definit en el capitol 6, i tenint en compte que I'expressié en coordenades del camp X € X(W) és

1 0 0 0 0 oL 0 0
X = 2 F?— +F? — +d —
“or "o o T o T agam T Moy,
en deduim que ’expressio en coordenades locals del camp X, és
0] 0 0
X _ 2 in F3
= et e T g

on les funcions F? i F3

sén les solucions dels dos sistemes de n equacions segiients
0%’L
(=) oz -
9q*dq

2L 0L oL oL
F3 _ 3 _ 2 S
(F2 = dr (') oog T ag <aq1) i (aq2>

0%L 0%L 0%L
F2 3 — =
+ ( q ) (dT (3(12&12) + 9q10¢2 8q28q1> 0

Observem que el camp X, és un semispray de tipus 2. Per tal que X, sigui el camp d’Euler-Lagrange
cal que sigui un semispray de tipus 1. Si la funcié lagrangiana és regular, tenim F? = ¢3, d’on es dedueix
que l'expressié en coordenades de X, és

1 0 0

on F3 sén les solucions de les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre 2
0*L oL oL oL
F3—dr(®)) ==+ — —dp [ — |+ d%2 [ == ] =0
( (%)) 920¢2 + dq° T (aql) +dr dq?

En cas que la funcié lagrangiana no sigui regular, cal imposar la condicié de ser semispray de tipus 1 per
tal que el camp X, sigui el camp d’Euler-Lagrange.

Dinamica en T*(T Q). Camp dinamic hamiltonia.

A continuacié recuperarem el formalisme hamiltonia a partir del formalisme unificat. Ates que les es-
tructures geometriques del formalisme hamiltonia canonic sén les formes canoniques del fibrat cotangent,
només ens cal recuperar la funcié hamiltoniana h € C°(T*(T @)) i el camp dinamic hamiltonia.

Per simplicitat suposarem que la funci6é lagrangiana L € C"X’(T2 Q) és regular, de manera que la
transformacié de Legendre-Ostrogradsky FL: T? Q — T*(T Q) és un difeomorfisme.

Comencem per la funcié hamiltoniana. Per la proposicié 6.10 la funcié hamiltoniana h € C°°(T*(T Q))
és tal que pri(h) = H. Aleshores, tenint en compte l'expressié en coordenades de la funcié H que hem
calculat abans, en deduim que ’expressié en coordenades per la funcié hamiltoniana h és

h=pog* +pma® — L(¢°, ¢*, )

és a dir, I'expressié en coordenades que correspon a la funcié hamiltoniana d’un sistema hamiltonia
canonic associat a una lagrangiana regular.
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En quant al camp dindmic hamiltonia, tenint en compte que el camp vectorial X € X(W) ve donat
en coordenades per

3] 0 0 0 OL 0 OL\ o

X = 1 > 2 Y F27 F37 o d =) =
Top T o T a2 T 0@ T o ope T \og2 ) op,

es té que lexpressié en coordenades per al camp dindmic hamiltonia X, € X(T*(T Q)) és

0 0 OL 0 OL\ 0

X =q¢ = 2 7 4L 7= i)

o0 "o T agap, T (8q2> Ip1

que és exactament ’expressié que hem trobat préviament.

A.3.3 Corbes integrals

Per tancar aquest apendix, calcularem ’expressié en coordenades del sistema d’equacions que han de
satisfer les corbes integrals dels camps vectorials X, X7 i X,.
Sigui dones o: R — T2 Q x1q T*(T Q) una corba integral de X donada en una carta local per

o(t) = (¢°(t),q" (1), (1), ¢°, (t), po(t), p1 (1))

Aleshores, imposant & = X o o, tenim que el sistema d’equacions diferencials que ha de satisfer la corba
o és

¢t =q
i'(t) = ¢*
§*(t) = F?
§*(t) = F°
po(t) = oL

Pa(t) = dr (g;;)

on les funcions F? i F3 sén solucié de les equacions lagrangianes. Observem que, en el cas de tenir una
funcié lagrangiana regular, el sistema d’equacions anterior esdevé

°(t)=q"
i'(t) = ¢
() =¢°
i*(t) = F°
po(t) = %
1 (

on F?3 sén les solucions de ’equacié d’Euler-Lagrange.
Per tant, si prenem o, = pryoo: R — T3 Q, tenim que Pexpressié local de oy, és

or(t) = (a°(t).a' (). 4*(1). 4", (1))

i el sistema d’equacions que ha de satisfer és

i°(t) = ¢"
ql (t) _ q2
*(t) = F?
() = F°

97



APENDIX A. CALCULS EN COORDENADES PER k = 2

Com abans, si la funcié lagrangiana és regular, aquest sistema esdevé

q"(t)=q

§'(t) = ¢*
(1) = ¢°
@’t) = F°

on les funcions F sén les solucions de 1’equacié

0L oL oL OL
3 _ 3 _ 2 (22 ) =
( dr (q )) 0q20q¢> + 0q0 dr (8(11) +dr <8q2> 0

Substituint-ho en 'equacié lagrangiana, tenim
0*L oL oL oL
PB—dr (®)) ==os + == —dp | == |+ d2 (= ) =0
(4 r(7°)) 9202 + a0~ T\ 9 +ar dg>

Recordem ara que la derivacié dr correspon a la derivada total respecte el temps, i per tant al llarg d'una
g
dti

corba es té di = de manera que ens queda

0L d 0L d* oL

8761()00L7£87(]100L+@87q2001‘:0

és a dir, les equacions d’Euler-Lagrange per k = 2. Notem que, en aquest cas, la corba oy, és 'aixecament
canonic d’una corba en la varietat @, és a dir, existeix una corba v: R — Q tal que 7> = 0. Amb aixd
podem reescriure les equacions d’Euler-Lagrange com

0L 4 d oL _4 d®OL

— o — ——— o0 —— ——= o0 =0
9q° T @ gt T ae 0q? 7

Si prenem ara o, = FLoop = pryoo: R — T*(T Q), tenim que P'expressié en coordenades de oy, és

on(t) = (¢°(t).¢" (), po(t), p1 (1))

i el sistema d’equacions diferencials per a la corba integral o, del camp X}, és

°(t)=q"
ql (t) _ q2
) oL
po(t) = B

Pr(t) = dr (gqlg)

el qual, al llarg de la corba o}, es converteix en

i'(t) =q* ooy
o) — L
pO - aqooah

'(t)—i 87L
b1 ©dt \ 0¢? °Th

és a dir, les equacions de Hamilton per k = 2 que hem vist en el capitol 4.
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