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Abstract/Resum

The Lagrangian-Hamiltonian unified formalism of R. Skinner and R. Rusk was originally developed
for autonomous dynamical systems in classical mechanics. It has been recently generalized for non-
autonomous first-order mechanical systems, as well as for first-order and higher-order field theories.
However, a generalization to higher-order mechanical systems has not been described yet. In this work
we review the natural geometrical setting for higher-order mechanical systems, the higher-order tangent
bundle, and the higher-order Lagrangian and Hamiltonian formalisms. We also review the Lagrangian-
Hamiltonian unified formalism for first-order autonomous dynamical systems, and finally we propose a
generalization to higher-order autonomous dynamical systems.

Keywords: Higher-order mechanics, Higher-order tangent bundles, Lagrangian and Hamiltonian forma-
lisms, Unified Skinner-Rusk formalism

MSC2000: 70H50, 53C80, 53C15

El formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià de R. Skinner i R. Rusk fou desenvolupat originalment per
a sistemes dinàmics autònoms de la mecànica clàssica. Més recentment s’ha generalitzat per a sistemes
mecànics no autònoms de primer ordre, i per a teories de camps de primer ordre i d’ordre superior.
Tanmateix, no se n’ha donat encara cap generalització per a sistemes mecànics d’ordre superior. En
aquest treball revisem el marc geomètric natural per a sistemes mecànics d’ordre superior, el fibrat tangent
d’ordre superior, aix́ı com els formalismes lagrangià i hamiltonià d’ordre superior. També revisarem
el formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià per a sistemes dinàmics autònoms de primer ordre per,
finalment, proposar una generalització a sistemes dinàmics autònoms d’ordre superior.

Paraules clau: Mecànica d’ordre superior, Fibrats tangents d’ordre superior, Formalismes Lagrangià i
Hamiltonià, Formalisme unificat de Skinner-Rusk

MSC2000: 70H50, 53C80, 53C15
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5.1 Espai de fases. Estructures geomètriques i dinàmiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Introducció

En les últimes dècades, d’ençà la publicació de [1] l’any 1978, s’ha dut a terme un fort desenvo-
lupament en el tractament intŕınsec d’una gran varietat de temes en f́ısica teòrica, teoria de control i
matemàtica aplicada en general, usant els mètodes propis de la geometria diferencial. Aquesta branca
de les matemàtiques proporciona un marc natural ideal per a la modelització de sistemes mecànics [1, 2],
teories de camps [19, 29], quantització de sistemes f́ısics [18, 43] o la teoria de control [3], entre d’altres.

La motivació per dur a terme aquesta geometrització és la possibilitat d’analitzar les caracteŕıstiques
dels sistemes que es consideren dés d’una òptica global, permetent d’aquesta manera obtenir propietats
qualitatives dels sistemes, les quals faciliten la integració de les equacions que els descriuen. Respecte
aquest tema, també convé remarcar el desenvolupament de mètodes optimitzats d’integració numèrica
que es basen en la conservació de les propietats geomètriques dels sistemes [33].

D’aquesta manera s’ha desenvolupat la formulació intŕınseca per als formalismes lagrangià i hamil-
tonià, tant per als sistemes autònoms (independents del temps) [1, 2, 15] com per als no autònoms
(depenents del temps) [10, 17, 25]. En general, però, aquest estudi s’ha dut a terme per a sistemes
dinàmics de primer ordre, és a dir, aquells sistemes per als quals les funcions lagrangiana o hamiltoniana,
dipositàries de la informació dinàmica en els respectius formalismes, depenen de les coordenades de po-
sició i velocitat (o moment) generalitzades. Des del punt de vista geomètric, això es tradueix en que els
espais de fases són, en la majoria dels casos, fibrats tangents o cotangents de les varietats que conformen
els espais de configuració dels sistemes.

Tanmateix, tot i que aquestes lagrangianes i hamiltonianes descriuen bona part de les teories més
interessants en f́ısica, existeix un nombre important de sistemes rellevants en els quals la dinàmica té
dependència expĺıcita en acceleracions o derivades d’ordre superior de les coordenades de posició gene-
ralitzades, i per als quals necessitem funcions lagrangianes i hamiltonianes que reflecteixin aquest fet.
Aquests sistemes dinàmics, anomenats d’ordre superior, es modelitzen geomètricament mitjançant fibrats
tangents d’ordre superior o els seus “duals” corresponents [14]. Aquests models són propis de la f́ısica
teòrica, com aquells que descriuen part́ıcules relativistes amb spin en interacció, les teories de cordes de
Polyakov i d’altres, la lagrangiana de Hilbert de la gravitació i la generalització de Podolsky de l’electro-
magnetisme (veure [5] i les referències allà citades); però també apareixen de manera natural en models
numèrics que provenen de la discretització de sistemes dinàmics de primer ordre que conserven les seves
estructures geomètriques inherents [13].

D’altra banda, addicionalment a la formulació intŕınseca dels formalismes lagrangià i hamiltonià, exis-
teix una generalització d’ambdós que els engloba, en el sentit que podem recuperar tots dos formalismes
a partir d’aquell. Aquest formalisme, anomenat formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià, o formalis-
me de Skinner-Rusk degut als autors de l’article original, fou desenvolupat originalment per a sistemes
mecànics autònoms [41], i posteriorment per a sistemes no autònoms [4, 9], teories de camps de primer
ordre [16, 12] i, més recentment, d’ordre superior [6, 7, 42]. Tanmateix, tot i que la geometrització dels
formalismes lagrangià i hamiltonià per a teories d’ordre superior ja s’ha desenvolupat per a sistemes
mecànics autònoms [8, 14, 27, 35], encara no s’ha desenvolupat una generalització del formalisme de
Skinner-Rusk per aquest tipus de sistemes.

L’objectiu principal d’aquest treball és, doncs, donar una descripció del formalisme unificat Lagran-
già-Hamiltonià per a sistemes mecànics d’ordre superior, tenint en compte els formalismes lagrangià i
hamiltonià ja descrits per a aquests sistemes. Per assolir aquest objectiu, farem una revisió del marc
geomètric sobre el qual desenvoluparem aquest formalisme, aix́ı com dels formalismes d’ordre superior
que es tenen per a sistemes mecànics. Per aquest motiu hem dividit el treball de la següent manera.
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Introducció

En el primer caṕıtol donarem un breu resum de les definicions, propietats elementals i expressions
en coordenades per a les varietats de jets d’aplicacions o seccions, i no serà més que una revisió del
que podem trobar en [14], tot actualitzant la notació i terminologia a les actuals. Altres referències per
aprofondir en aquest tema particular són [31] i, especialment, [40].

En el segon caṕıtol introduirem l’objecte fonamental sobre el qual treballarem al llarg de la resta del
treball: el fibrat tangent d’ordre superior. Com veurem, aquesta varietat diferenciable es pot introduir
com a cas particular d’una varietat de jets [14], o bé com a generalització natural del fibrat tangent de
primer ordre que ja coneixem [40]. Tot seguit definirem les estructures canòniques del fibrat tangent
d’ordre superior. Algunes d’aquestes estructures són generalitzacions d’estructures canòniques del fibrat
tangent de primer ordre, com és el cas dels camps vectorials canònics, els endomorfismes verticals i els
semisprays. D’altres, en canvi, són estructures pròpies dels fibrats d’ordre superior, o bé estructures que
en el cas de primer ordre no s’introdueixen per no ser necessàries, com ara les derivacions i diferencials
verticals o la derivació de Tulczyjew. Totes aquestes estructures seran definides amb detall, en donarem
les propietats més importants i, quan sigui possible, les interpretacions geomètriques. Per a aquest caṕıtol
seguirem, essencialment, [14].

En el tercer i quart caṕıtols donarem la descripció d’ordre superior per als formalismes lagrangià i
hamiltonià, respectivament. Seguint principalment [14], i en menor mesura [23, 27, 34], revisarem ambdós
formalismes i els reescriurem donant els espais d’estats i les equacions dinàmiques en forma de postulats,
els quals veurem que són la generalització natural dels postulats per als formalismes de primer ordre [37], i
que es deriven directament de la construcció que donarem per a les estructures geomètriques i dinàmiques
en cadascun dels formalismes. Distingirem també entre els casos de sistemes dinàmics d’ordre superior
regulars i singulars. Com veurem, els sistemes regulars permeten un estudi complet fins a determinar
les equacions dinàmiques, les quals, a més, tenen solució única. Per a sistemes singulars, en canvi, no es
poden donar resultats generals, llevat per a alguns tipus [28, 38]. Nosaltres estudiarem, entre els sistemes
singulars, aquells que s’anomenen quasi-regulars, per als quals podem aplicar els algorismes de lligadures
[5, 20, 21, 22, 36] i, en els millors casos, trobar solucions de les equacions dinàmiques en alguna subvarietat
de l’espai d’estats.

En el cinquè caṕıtol revisarem amb tot detall el formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià de primer
ordre descrit en [41]. Amb això aconseguirem, en primer lloc, actualitzar la notació i el llenguatge emprats
en aquest article. En segon lloc, obtindrem una formulació més intŕınseca i detallada de certs aspectes del
formalisme unificat que ens permetrà generalitzar-lo a ordre superior de manera més senzilla i natural.

En el sisè i darrer caṕıtol, i com a aportació original en aquest treball, formularem la descripció
geomètrica del formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià per a sistemes mecànics d’ordre superior. Per
assolir aquest objectiu, usarem la descripció del formalisme de Skinner-Rusk que haurem donat en el
caṕıtol 5, aix́ı com les descripcions dels formalismes lagrangià i hamiltonià d’ordre superior, descrits a
[14] i recollits en els caṕıtols 3 i 4. Com veurem, el formalisme unificat d’ordre superior presenta notables
diferències respecte al formalisme de primer ordre; en particular en la definició de la subvarietat de l’espai
d’estats sobre la qual es tenen les equacions dinàmiques i també respecte al rol de la regularitat de la
funció lagrangiana, especialment en la condició de semispray del camp dinàmic lagrangià.

Per acabar, inclourem com a apèndix d’aquest treball els càlculs complets per als formalismes lagran-
già, hamiltonià i unificat per a sistemes mecànics de segon ordre, tant de les estructures geomètriques
i dinàmiques com dels camps dinàmics i les corbes integrals del sistema. El motiu per incloure aquest
apèndix és doble. En primer lloc, el cas de segon ordre s’inclou com a exemple o com a model de demos-
tració en bona part de les referències consultades, doncs la majoria de sistemes d’ordre superior que s’hi
consideren són, en realitat, sistemes de segon ordre, i per tant és rellevant tenir-lo present. En segon lloc,
un sistema de segon ordre és prou diferent d’un sistema de primer ordre com per apreciar les diferències
que hem comentat prèviament, però al mateix temps és prou senzill com per poder fer els càlculs a mà,
de manera que ha estat el nostre referent en el moment de donar la descripció del formalisme unificat
d’ordre superior, i poder constatar les principals diferències respecte al de primer ordre.

Al llarg d’aquest treball suposarem que totes les varietats, aplicacions i estructures que introdüım
sobre una varietat són diferenciables de classe C∞ (smooth, en anglès), i ho denotarem simplement
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per diferenciables. A més, tots els sistemes dinàmics que tractarem seran autònoms, és a dir, sense
dependència expĺıcita del temps en la dinàmica del sistema. Les notacions i terminologia que seguirem
al llarg d’aquest treball són, majoritàriament, les que apareixen en les referències clàssiques [1]. En
particular, són les donades en [24] i [37].

D’altra banda, en els caṕıtols 1, 2, 3 i 4 no inclourem la prova de cap resultat. Tots els resultats
que enunciarem estan demostrats en les referències que hem citat en aquesta introducció, o bé en les
referències que citarem en els propis caṕıtols. En algun cas potser donem les idees principals de la prova.
En els caṕıtols 5 i 6, en canvi, inclourem les demostracions completes i detallades de tots els resultats.
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Caṕıtol 1

Varietats de jets

Començarem per introduir l’objecte bàsic sobre el qual desenvoluparem tota la teoria posterior: els jets
d’aplicacions diferenciables. Com hem dit al final de la introducció, únicament enunciarem els resultats,
sense donar-ne la demostració. Per a una demostració completa dels resultats, recomanem consultar [14],
§1 i §2. Per a un estudi més ampli i detallat de la teoria de fibrats de jets, recomanem [31], caṕıtol IV, o
bé [40].

1.1 Jets de seccions

Abans d’introduir la teoria de jets pròpiament, comencem per recordar el concepte de varietat fibrada
sobre una varietat. Siguin M i N dues varietats amb dim(N) = n. Aleshores tenim la següent definició:

Definició 1.1. Considerem el triplet (M, p, N), on p : M → N és una aplicació. Direm que M és una
varietat fibrada sobre N amb projecció p si:

1. dim(M) = n+m, on m és un enter positiu.

2. p és una submersió suprajectiva.

3. Per a qualsevol punt en M existeixen cartes (U,ϕ) i (V, ψ) de M i N , respectivament, amb p(U) = V
tals que π1 ◦ ϕ = ψ ◦ p, on π1 : Rn × Rm → Rn és la projecció canònica en Rn. És a dir, el següent
diagrama commuta:

M

ϕ

��

p // N

ψ

��
Rn × Rm

π1 // Rn

Denotarem una varietat fibrada pel triplet (M, p, N), per p : M → N o també M
p−→ N .

Observació 1.1. Notem que les dues primeres propietats es dedueixen directament de la tercera.

Un cop tenim una estructura de varietat fibrada sobre una varietat, podem considerar seccions al llarg
de la projecció de la manera habitual:

Definició 1.2. Sigui (M, p, N) una varietat fibrada. Una aplicació s : N →M s’anomena secció en M
si p ◦ s = IdN (l’aplicació identitat en N). Si aquesta igualtat es dóna únicament en un obert U ⊂ N , és
a dir, tenim p ◦ s|U = IdU , direm que s és una secció local. Denotarem per Γ(p) el conjunt de totes les
seccions globals d’aquesta varietat fibrada, i per ΓU (p) el conjunt de les seccions locals en U .

Notem que en cap moment hem imposat cap condició en les fibra d’una varietat fibrada p−1(x) de
la varietat fibrada. Tot i que podŕıem seguir estudiant les varietats fibrades sense necessitat de fer-ho,
nosaltres ens centrarem únicament en un cas particular de varietats fibrades.
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Caṕıtol 1. Varietats de jets

Definició 1.3. Sigui (M, p, N) una varietat fibrada i F un espai vectorial real de dimensió finita. Direm
que M és un fibrat vectorial (localment trivial) si:

1. Per a cada x ∈ N , la fibra Nx = p−1(x) admet una estructura d’espai vectorial isomorfa a F .

2. Existeix un recobriment obert {Ui}i∈I de N de manera que per a cada i ∈ I existeix un difeomorfisme
fi : p

−1(Ui) → Ui × F tal que per a cada x ∈ Ui la restricció fi|Nx
és un isomorfisme de Nx en

{x} × F .

Definició 1.4. Si p : M → N és una varietat fibrada, anomenem subfibrat vertical de M sobre N , i
ho denotarem V (p), al subfibrat vectorial de TM de tots els vectors tangents a M que projecten a 0 per
l’aplicació T p.

Amb tot això ja estem en condicions de donar la següent definició:

Definició 1.5. Diem que s, s′ ∈ Γ(p) estan ∼k-relacionats en un punt x ∈ N (0 6 k 6∞) si:

1. s(x) = s′(x).

2. Per a tota funció f : M → R, la funció f ◦ s− f ◦ s′ : N → R és plana d’ordre k en x, és a dir, la
funció i totes les seves derivades fins a ordre k (inclòs) s’anul·len en x.

Observació 1.2. La relació ∼k sobre les seccions de M és una relació d’equivalència.

Mitjançant l’observació anterior, podem definir classes d’equivalència en el conjunt de seccions d’una
varietat fibrada p : M → N . Això ens porta a la definició clau en aquest primer caṕıtol introductori:

Definició 1.6. La classe d’equivalència determinada per ∼k s’anomena k-jet en x. Donada una secció
s ∈ Γ(p), denotarem el k-jet de s en x per s̃k(x). El conjunt de tots els k-jets en x el denotarem Jkx (p),
i Jk(p) denotarà la unió ∪xJkx (p)

1.2 Jets d’aplicacions

En l’apartat anterior hem definit la noció de k-jet en el cas d’una varietat fibrada (M, p, N). Tanma-
teix, les seccions només són un cas particular d’aplicacions de N en M que podem considerar. Per tant,
tenint en compte que en la definició de la relació d’equivalència no hem usat en cap moment el fet que
s i s′ fossin seccions, és natural preguntar-se si és possible estendre la definició de k-jets a aplicacions
qualssevol de N en M . La resposta és afirmativa, i és el que ens proposem fer en aquest apartat.

Definició 1.7. Sigui f : N → M una aplicació. Aleshores, la classe d’equivalència ∼k donada en la
definició 1.5 estén de manera natural a f , i anomenarem k-jet de f en x a la classe d’equivalència
de f per la relació ∼k en el punt x. Denotarem un representant de la classe d’equivalència per f̃k(x).
Escriurem el conjunt de k-jets d’aplicacions de N en M en un punt x com Jkx (N,M) i, com en l’apartat
anterior, posarem Jk(N,M) = ∪xJkx (N,M).

Una de les conseqüències més importants d’aquesta definició és que no només ens permet estendre
la definició de jets de les seccions d’una fibració a aplicacions qualssevol, sinó que ens permet definir el
concepte de k-jet en una varietat sense necessitat d’una estructura de fibració (que no sempre tindrem).
Tanmateix, malgrat que eliminem la necessitat de la fibració sobre una altra varietat, segueix essent
necessària una altra varietat com a “origen” de les aplicacions que considerem. Tot i això, les condicions
són molt menys restrictives en aquest últim cas.

Observació 1.3. Un cas particularment senzill, però important, és el d’una varietat fibrada (M, p, N)
trivial, és a dir, que existeix una varietat B tal que M = N ×B. Com que el graf de qualsevol aplicació
f : N → B és la corresponent secció de la varietat fibrada N ×B sobre N , podem parlar equivalentment
d’una aplicació de N en B o d’una secció de N ×B sobre N . Atès que en endavant només considerarem
aquesta situació, identificarem el conjunt Jk(p) amb Jk(N,B).
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1.3. L’aixecament k-jet

Es pot provar que el conjunt de tots els k-jets d’aplicacions (o seccions) admet una estructura de
varietat diferenciable (veure [40], caṕıtol VI). A més, la varietat de k-jets d’aplicacions (o seccions)
admet diverses estructures de varietat fibrada. En particular:

αk : Jk(N,M)→ N ; αk
(
f̃k(x)

)
= x (anomenada projecció origen)

βk : Jk(N,M)→M ; βk
(
f̃k(x)

)
= f(x) (anomenada projecció objectiu)

ρkr : Jk(N,M)→ Jr(N,M); ρkr

(
f̃k(x)

)
= f̃r(x), (anomenada projecció r-jet, on r 6 k)

La varietat Jk(p) és clarament una subvarietat de Jk(N,M), de manera que les projeccions que
acabem de descriure hi restringeixen de manera natural. Notem també que es té αk = p ◦βk, βr ◦ρkr = βk

i αr ◦ ρkr = αk, amb r 6 k. A més, si r = 0 tenim ρk0 = βk, i si r = k tenim ρkk = IdJk(N,M).

1.3 L’aixecament k-jet

Siguin N i M varietats, amb M no necessàriament fibrada sobre N . Tenim la següent definició:

Definició 1.8. L’aplicació que a cada punt x ∈ N li associa el k-jet d’una aplicació g : N → M en el
punt x s’anomena aixecament k-jet i es denota g̃k.

Per tant, g̃k : N → Jk(N,M) ve definida per x 7→ g̃k(x). Es té que g̃k és una secció de la varietat
fibrada

(
Jk(N,M), αk, N

)
i que βk ◦ g̃k = g.

1.4 Coordenades locals de k-jets

Per finalitzar aquest primer caṕıtol sobre les nocions de k-jets que necessitarem, i també per fixar la
notació que farem servir en endavant, a continuació calcularem les expressions en coordenades dels k-jets.
Abans de fer-ho, però, considerarem un cas particular que ens permetrà introduir de manera més natural
el càlcul en coordenades que desenvoluparem tot seguit.

Prenem N = Rn i M = Rn×Rm. Com hem esmentat prèviament, identifiquem les seccions d’aquesta
varietat fibrada trivial, aix́ı com els seus k-jets, amb les aplicacions de Rn a Rm. Si f : Rn → Rm ve
donada per:

f(x) =
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

)
escriurem, per simplificar la notació, f(x) =

(
f i(xj)

)
, amb 1 6 j 6 n, 1 6 i 6 m. Amb aquestes

notacions, podem donar el següent resultat:

Proposició 1.1. Dues aplicacions f, g : Rn → Rm tenen el mateix k-jet en el punt x ∈ Rn si i només si
per a cada i ∈ {1, . . . ,m}, f i i gi tenen el mateix desenvolupament en polinomi de Taylor en x tallat a
ordre k (inclòs).

Com a conseqüència d’aquest resultat es té que tots els k-jets en un punt x ∈ Rn es poden identificar
amb les m-tuples de polinomis en n variables de grau k. Si denotem Jk(n,m) l’espai vectorial d’aquests
polinomis, sense termes constants, aleshores Jk(Rn,Rm) es pot identificar amb Rn × Rm × Jk(n,m). Si
P kf(x) denota el polinomi de Taylor de f en el punt x fins a ordre k, aleshores l’aplicació

f̃k(x) 7→
(
x, f(x), P kf(x)− f(x)

)
ens dóna aquesta identificació.

En general, si f : Rn → Rm és una aplicació diferenciable i x ∈ Rn, el terme d’ordre r del polinomi
de Taylor de f en x és

1

r!

 n∑
j=1

tj
∂

∂xj

r

(f)

∣∣∣∣∣∣
x

=
1

r!

∑
16j16...6jr6n

tj1...jr
∂rf

∂xj1 . . . ∂xjr
(x)
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Caṕıtol 1. Varietats de jets

Si escrivim f(x) =
(
f i(xj)

)
=
(
yi(xj)

)
i yij1...jr = ∂rfi

∂xj1 ...∂xjr
, aleshores el k-jet de f en el punt x ve

representat per:

f̃k(x) =
(
xj , y

i, yij1...jr
)

Per simplificar més la notació, escriurem j(r) = j1 . . . jr i usarem el conveni de sumació d’́ındexs repetits.
A més, habitualment escriurem yi = yij(0). Per tant, l’equació anterior es pot reescriure de la següent
manera:

f̃k(x) =
(
xj , y

i, yij(r)

)
=
(
xj , y

i
j(r)

)
on ara r pren valors en {0, . . . , k} (tercer terme) en comptes de {1, . . . , k} (segon terme).

Ara que ja hem estudiat les coordenades en el cas dels espais euclidians, vegem com podem genera-
litzar aquesta construcció a varietats arbitràries. Siguin doncs N i M dues varietats de dimensió n i m
respectivament. Aleshores, la varietat de k-jets Jk(N,M) té un atles quan modelem les cartes en l’espai
Rn × Rm × Jk(n,m). És a dir, localment podem pensar Jk(N,M) com Jk(Rn,Rm). Donat x ∈ N , si
u(x) ∈ Jk(N,M) i s : N →M és tal que s̃k(x) = u(x), aleshores per a dues cartes (U,ϕ) i (V, ψ) de N i
M , respectivament, amb x ∈ U i s(x) ∈ V , la bijecció:

s̃k(x) 7→
(
ϕ(x), ψ(s(x)), D1

(
ψ ◦ s ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x)) , . . . , Dk

(
ψ ◦ s ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x))

)
defineix una carta local per Jk(N,M), on Dj és la j-èssima derivada parcial del corresponent desenvolu-
pament en polinomi de Taylor.

Per tant, l’expressió en coordenades d’un punt a Jk(N,M) és(
xj , y

i, yij(r)

)
; 1 6 r 6 k

Observem que aquesta expressió local ve donada per un aixecament k-jet. En general, escriurem(
xj , y

i, zij(r)

)
; 1 6 r 6 k

ja que no podem afirmar que, globalment, les seccions de
(
JkM,αk, N

)
siguin aixecaments d’aplicacions

de N en M . Per tant, es té

zij(r) = yij(r) =
∂ryi

∂xj1 . . . ∂xjr

només en el cas en el que u(x) = s̃k(x) per algun s : N →M .
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Caṕıtol 2

Geometria dels fibrats tangents
d’ordre superior

En aquest segon caṕıtol introduirem l’objecte sobre el qual desenvoluparem tot el formalisme posterior:
el fibrat tangent d’ordre superior. És d’esperar que aquesta construcció generalitzi la construcció, ben
coneguda, del fibrat tangent d’una varietat diferenciable, i que les estructures canòniques definides en el
fibrat tangent es puguin estendre a ordre superior. Veurem que, llevat d’alguns petits canvis, és el cas, i
per tal d’assolir aquest objectiu usarem els resultats sobre jets d’aplicacions que hem donat en el caṕıtol
anterior.

El caṕıtol està estructurat en cinc seccions. En la primera secció definirem el fibrat tangent d’ordre
superior com a cas particular d’un fibrat de jets, donarem les expressions en coordenades d’un punt
d’aquest fibrat i introduirem un conveni notacional que seguirem al llarg de tot el treball per simplificar
la notació.

En la segona secció introduirem les estructures canòniques del fibrat tangent d’ordre k, més concre-
tament els camps vectorials canònics i els endomorfismes verticals. Tanmateix, la construcció que farem
serà més llarga i elaborada que en el cas del fibrat tangent, doncs necessitarem definir algunes eines
auxiliars abans de poder arribar al que volem.

A continuació, en la tercera secció, recordarem el concepte de derivació en una varietat diferenci-
able, i usarem les estructures canòniques introdüıdes en la secció anterior per construir derivacions i
antiderivacions en el conjunt de formes diferencials del fibrat tangent d’ordre superior.

En la quarta secció introduirem la derivació de Tulczyjew, i en donarem algunes propietats útils per al
seu càlcul, aix́ı com l’expressió en coordenades. També donarem una interpretació geomètrica d’aquesta
derivació, que es pot trobar amb més detall a [34].

Recordem que el nostre objectiu és introduir el formalisme lagrangià d’ordre superior en el caṕıtol
següent. Un dels conceptes fonamentals en el formalisme lagrangià de primer ordre és el de S.O.D.E.,
doncs les trajectòries dinàmiques d’un sistema lagrangià (regular) eren S.O.D.E.’s. Per tant, és clar que
necessitem una generalització d’aquest concepte en el fibrat tangent d’ordre superior. Per aquest motiu la
cinquena i darrera secció d’aquest caṕıtol es centra en els semisprays, que tindran el rol de les S.O.D.E.’s
en el formalisme lagrangià generalitzat.

Tots els resultats que enunciarem en aquest caṕıtol es poden demostrar mitjançant llargs i tediosos
càlculs en coordenades locals que hem preferit ometre, i que es poden trobar a [14], caṕıtol I, §3.

2.1 El fibrat tangent d’ordre superior

Comencem per definir l’objecte sobre el qual treballarem durant la resta del treball. Sigui k un enter
no negatiu arbitrari i M una varietat de dimensió m. Aleshores, tenim la següent definició:

Definició 2.1. El fibrat tangent d’ordre k de la varietat M , que denotarem TkM , és la varietat de
dimensió (k+ 1)m de tots els k-jets amb origen el punt 0 ∈ R i objectiu M , és a dir, TkM = Jk0 (R,M).
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Caṕıtol 2. Geometria dels fibrats tangents d’ordre superior

Observació 2.1. TkM és una subvarietat de Jk(R,M).

Com és natural, les diferents estructures de fibració que hem definit en el caṕıtol anterior es tenen
també en el fibrat tangent d’ordre superior, i les denotarem de la mateixa manera. De fet, si r 6 k, es té
la projecció r-jet (o r-èssima)

ρkr : TkM −→ TrM
σ̃k(0) 7−→ σ̃r(0)

i la projecció canònica sobre la base

βk : TkM −→ M
σ̃k(0) 7−→ σ(0)

Notem que ρk0 = βk, on T0M s’identifica de manera canònica amb M , i també ρkk = IdTkM .

Observació 2.2. Tot i que també tenim la projecció origen αk : TkM → R, en general no la usarem,
doncs tots els k-jets els prenem amb punt origen el 0 ∈ R.

Abans d’aprofondir més en les propietats dels fibrats tangents d’ordre superior, vegem que, en efecte,
estenen la definició del fibrat tangent d’una varietat diferencial. Posem doncs k = 1. Aleshores es té
T1M = J1

0 (R,M), és a dir, els punts de T1M són classes d’equivalència d’aplicacions σ : R→M per la
relació d’equivalència

1. σ1(0) = σ2(0).

2. Per a tota funció f : M → R, la funció (f ◦ σ1 − f ◦ σ2) : R → R és plana d’ordre 1 en 0, és a dir,
(f ◦ σ1 − f ◦ σ2) (0) = 0 i d

dt (f ◦ σ1 − f ◦ σ2) (0) = 0

Atès que la composició del segon punt és una funció de R en śı mateix, estem usant la derivada usual de
càlcul en una variable, i per tant podem reescriure la segona condició de la següent manera:

d

dt
(f ◦ σ1 − f ◦ σ2) (0) = 0⇔ d

dt
(f ◦ σ1) (0)− d

dt
(f ◦ σ2) (0) = 0⇔ d

dt
(f ◦ σ1) (0) =

d

dt
(f ◦ σ2) (0)

per a tota funció f : M → R. En particular, podem prendre f una funció coordenada d’una carta (U,ϕ),
és a dir, f = ϕi, obtenint(

ϕi ◦ σ1

)
(0) =

(
ϕi ◦ σ2

)
(0)

d

dt

(
ϕi ◦ σ1

)
(0) =

d

dt

(
ϕi ◦ σ2

)
(0)

Com que això ho podem fer amb qualsevol funció coordenada de la carta, podem posar totes aquestes
identitats en forma de vector de Rm i obtenim

σ̂1(0) = σ̂2(0)

Dσ̂1(0) = Dσ̂2(0)

on σ̂i denota l’expressió local de σi en la carta (U,ϕ). Per tant, recuperem la definició “clàssica” del
fibrat tangent d’una varietat diferencial: és el conjunt de classes d’equivalència de corbes en M per la
relació de tangència en les expressions locals. Observem que, usant el procediment que hem seguit per
definir-lo, és clar que la definició no depèn de la carta triada, ja que la condició original se satisfà per a
tota funció f ∈ C∞(M).

Aix́ı doncs, com acabem de veure, la construcció del fibrat tangent d’ordre superior és, en efecte, una
generalització de la construcció del fibrat tangent d’una varietat diferencial. La idea intüıtiva és estendre
la condició de tangència en els camins en M a ordres de derivació superior. Observem que, tot i que
podŕıem haver donat aquesta definició sense necessitat dels resultats preliminars sobre jets en general,
en fer-ho d’aquesta manera no hem necessitat en cap moment coordenades locals i, per tant, no hem
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2.1. El fibrat tangent d’ordre superior

de provar la invariància de la condició per canvis de coordenades. A més, degut a la darrera secció del
caṕıtol anterior, les coordenades locals en el fibrat tangent d’ordre superior es poden introduir de manera
més natural, tal i com veurem a continuació.

Vegem com són les coordenades locals d’un punt de T kM . Sigui (U,ϕ) una carta local en M amb
coordenades locals ϕ =

(
ϕi
)
, 1 6 i 6 m, i sigui σ : R→M una corba en M tal que σ(0) ∈ U . Si escrivim

σi = ϕi ◦ σ, el k-jet σ̃k(0) es representa de manera única en
(
βk
)−1

(U) = Tk U per(
xi, xi(1), . . . , x

i
(k)

)
; 1 6 i 6 m

on

xi = σi(0);

xi(j) =
djσi

dtj
(0) (1 6 j 6 k)

Habitualment s’escriu xi(0) per xi, de manera que es té una carta
(
βk
)−1

(U) en TkM amb coordenades

locals
(
xi(0), x

i
(1), . . . , x

i
(k)

)
.

Notació: Com es pot observar, la notació en coordenades locals per al fibrat tangent d’ordre superior
és farragosa degut a l’excés d’́ındexs que cal emprar, i la necessitat de diferenciar l’́ındex de la coordenada
de l’́ındex de l’ordre de derivació. Per evitar carregar excessivament la notació en endavant, en particular
quan comencem a operar amb expressions locals, adoptarem el següent conveni: si (U,ϕ) és una carta
local en M , denotarem les coordenades locals en aquesta carta per q, ometent l’́ındex de les coordenades.
Els ordres superiors de derivació els denotarem per qi, 1 6 i 6 k. Amb aquest conveni, el k-jet σ̃k(0) es

representa en
(
βk
)−1

(U) = Tk U com(
q, q1, . . . , qk

)
on cada “component” qi és un vector d’un obert de Rm. En general escriurem q0 enlloc de q, per indicar
que són les components de la base i per tant són “l’ordre 0-èssim de derivació”. Per tant, les coordenades
locals queden(

q0, q1, . . . , qk
)

= (qi)i

on 0 6 i 6 k. D’ara en endavant, i a menys que s’especifiqui el contrari, l’́ındex i denotarà l’ordre de
derivació i es mourà en l’interval que acabem de donar: de 0 fins a l’ordre màxim del fibrat que estem

considerant. Per tant es té qi =
(
x1

(i), . . . , x
m
(i)

)
en la notació anterior.

Quan considerem l’estructura de fibrat tangent sobre una varietat, usarem únicament coordenades
naturals indüıdes per una carta de la varietat. A més, denotarem les coordenades en la base per q i les
coordenades fibrades per v. Per exemple, si considerem el fibrat tangent sobre una varietat M , TM ,
denotarem les seves coordenades per (q, v), on q i v són dos vectors d’un obert de Rm. En canvi, si
considerem el fibrat tangent sobre el fibrat tangent d’ordre superior TkM , T(TkM), denotarem les seves
coordenades locals per (q0, q1, . . . , qk; v0, v1, . . . , vk), doncs la “base” és TkM , i on cada qi, vi és un vector
d’un obert de Rm per a tot 0 6 i 6 k.

Observem que, en aquesta notació, un camp vectorial X en M té per expressió local

X = f
∂

∂q

on el terme de la dreta és, en realitat, un sumatori per totes les components de X en la base
{
∂
∂q

}
. En

canvi, un camp vectorial Y en TkM s’escriurà localment com

Y =

k∑
i=0

gi
∂

∂qi
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Caṕıtol 2. Geometria dels fibrats tangents d’ordre superior

on, en aquest cas, el terme de la dreta és un doble sumatori sobre els ı́ndexs de les components i sobre
els ı́ndexs dels ordres de derivació. Evitarem usar el conveni de suma per ı́ndexs creuats en aquest cas,
atès que en realitat ja tenim un sumatori per ı́ndexs creuats impĺıcit. Les mateixes consideracions s’han
de tenir en compte amb les formes diferencials en el fibrat tangent d’ordre superior.

Un cop tenim les coordenades dels punts de TkM , vegem com són les expressions locals de les corbes
i dels vectors tangents en aquest fibrat d’ordre superior.

Definició 2.2. Sigui σ : R→M una corba en M . Anomenem aixecament canònic de σ a TkM , que
denotarem σ̃k, a l’aplicació definida per

σ̃k(t) = σ̃kt (0)

on σt(s) = σ(s+ t), és a dir, l’aixecament k-jet de σ.

Observació 2.3. Si k = 1, escriurem σ̃1 ≡ σ̃.

Sigui ara p ∈ TkM i u ∈ Tp(T
kM) un vector tangent, amb p donat localment per

(
q0, q1, . . . , qk

)
.

Aleshores u ve donat localment per

u =
(
v0, v1, . . . , vk

)
o bé

u = v0 ∂

∂q0

∣∣∣∣
p

+ v1 ∂

∂q1

∣∣∣∣
p

+ . . .+ vk
∂

∂qk

∣∣∣∣
p

Recordem que, per a cada r 6 k, tenim una projecció natural ρkr : TkM → TrM . En coordenades
locals, aquesta projecció ve donada per

ρkr
(
q0, q1, . . . , qk

)
=
(
q0, q1, . . . , qr

)
i, per tant, l’aplicació tangent T ρkr : T(TkM)→ T(TrM) té per expressió local

T ρkr
(
q0, q1, . . . , qk, v0, v1, . . . , vk

)
=
(
q0, q1, . . . , qr, v0, v1, . . . , vr

)
(2.1)

2.2 Estructures canòniques del fibrat tangent d’ordre superior

En aquesta secció introduirem les estructures canòniques del fibrat TkM que acabem de definir en
l’apartat anterior. Com és natural, les estructures que introduirem a continuació són una generalització
de les estructures canòniques del fibrat tangent que ja coneixem. Tanmateix, la construcció en el cas
general no és tant senzilla com en les estructures de primer ordre, i abans d’introduir-les necessitarem
definir una eina auxiliar: les successions fonamentals. En particular, veurem que cada estructura de
varietat fibrada de TkM sobre TrM determina una successió exacta de fibrats vectorials sobre TkM .

Una construcció alternativa dels endomorfismes verticals d’ordre superior, en la que no s’utilitzen les
successions fonamentals, es pot trobar a [34], caṕıtol 3. Aquesta construcció alternativa és la generalització
natural de la construcció de l’endomorfisme vertical del fibrat tangent que podem trobar a [37], §2, i
consisteix en definir en primer lloc l’aplicació d’aixecament vertical de vectors tangents, obtenint llavors
cada endomorfisme vertical per la composició amb la projecció T ρkr , 1 6 r 6 k. Ens referim a [34] per
als detalls d’aquesta construcció alternativa.

Com abans, sigui M una varietat de dimensió m i k un enter no negatiu arbitrari, però fixat. Consi-
derem el subfibrat vertical de TkM sobre Tr−1M , que denotarem per V (ρkr−1), és a dir, el subfibrat de

T(TkM) de tots els vectors tangents a TkM que projecten al 0 per l’aplicació T ρkr−1. Tenint en compte

l’expressió en coordenades locals de T ρkr−1 donada per (2.1), si p ∈ TkM és un punt i u un element de
V (ρkr−1) en p, aleshores u ve donat en coordenades locals per

u =
(
q0, . . . , qk, 0, . . . , 0, vr, . . . , vk

)
12



2.2. Estructures canòniques del fibrat tangent d’ordre superior

Observem que, en escriure les coordenades d’aquesta manera, estem considerant V (ρkr−1) com a subfibrat

de T(TkM). Cometrem habitualment aquest abús de notació per tal que les expressions en coordenades
de les aplicacions que definirem siguin més clares.

Si denotem per ik−r+1 : V (ρkr−1) ↪→ T(TkM) la inclusió canònica, aleshores la seva expressió en
coordenades locals és

ik−r+1

(
q0, . . . , qk, vr, . . . , vk

)
=
(
q0, . . . , qk, 0, . . . , 0, vr, . . . , vk

)
(2.2)

Considerem ara el fibrat indüıt de τTr−1 M : T(Tr−1M) → Tr−1M via la projecció ρkr−1, que de-

notarem TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M). Recordem que TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M) és el conjunt de parells
ordenats (p, u) del producte cartesià TkM × T(Tr−1M) tals que ρkr−1(p) = τTr−1 M (u). Aleshores,

TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M) és un fibrat vectorial sobre TkM i el següent diagrama és commutatiu

TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M) //___

���
�
�

T(Tr−1M)

τTr−1 M

��
TkM

ρkr−1 // Tr−1M

on les fletxes puntejades indiquen les projeccions canòniques del producte cartesià TkM × T(Tr−1M)
restringides a TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M).

D’altra banda, tenim el següent diagrama commutatiu:

T(TkM)
T ρkr−1 //

τ
Tk M

��

T(Tr−1M)

τTr−1 M

��
TkM

ρkr−1 // Tr−1M

Aleshores, obtenim el següent resultat:

Proposició 2.1. Existeix una única aplicació sk−r+1 : T(TkM) → TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M) que és
morfisme de fibrats vectorials sobre TkM i tal que el següent diagrama commuta

T(TkM)

τ
Tk M

&&

sk−r+1

))SSSSSSSSSSSSSS T ρkr−1

++
TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M) //___

���
�
�

T(Tr−1M)

τTr−1 M

��
TkM

ρkr−1 // Tr−1M

Donat u ∈ T(TkM), l’aplicació sk−r+1 de la proposició anterior es defineix com

sk−r+1(u) =
(
τTkM (u),T ρkr−1(u)

)
i, per tant, la seva expressió local és

sk−r+1

(
q0, . . . , qk, v0, . . . , vk

)
=
(
q0, . . . , qr−1, qr, . . . , qk, v0, . . . , vr−1

)
(2.3)

Notem que, de l’expressió en coordenades de sk−r+1, es dedueix que aquesta aplicació és suprajectiva.
D’altra banda, la inclusió canònica ik−r+1 que hem descrit prèviament és una aplicació clarament injectiva,
com es pot deduir fàcilment de la seva expressió en coordenades. A més, es té Im(ik−r+1) = ker(sk−r+1).
Aix́ı doncs, hem constrüıt una successió exacta de fibrats vectorials sobre TkM

0 −→ V (ρkr−1)
ik−r+1−→ T(TkM)

sk−r+1−→ TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M) −→ 0

13



Caṕıtol 2. Geometria dels fibrats tangents d’ordre superior

donada en coordenades locals per

0 7−→
(
q0, . . . , qk, vr, . . . , vk

) ik−r+17−→
(
q0, . . . , qk, 0, . . . , 0, vr, . . . , vk

)(
q0, . . . , qk, v0, . . . , vk

) sk−r+17−→
(
q0, . . . , qk; q0, . . . , qr−1, v0, . . . , vr−1

)
7−→ 0

Amb això, arribem a la següent definició:

Definició 2.3. La successió exacta de fibrats vectorials

0 −→ V (ρkr−1)
ik−r+1−→ T(TkM)

sk−r+1−→ TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M) −→ 0

s’anomena successió exacta fonamental (k − r + 1)-èssima.

Per tant, hem constrüıt k successions exactes de fibrats vectorials sobre TkM :

1-èssima: 0 −→ V (ρkk−1)
i1−→ T(TkM)

s1−→ TkM ×Tk−1 M T(Tk−1M) −→ 0

...

r-èssima: 0 −→ V (ρkk−r)
ir−→ T(TkM)

sr−→ TkM ×Tk−r M T(Tk−rM) −→ 0

...

k-èssima: 0 −→ V (βk)
ik−→ T(TkM)

sk−→ TkM ×M TM −→ 0

on V (βk) ≡ V (ρk0) denota el subfibrat vertical de TkM sobre M .

Podem connectar algunes d’aquestes successions exactes mitjançant la següent aplicació de connexió

hk−r+1 : TkM ×Tk−r M T(Tk−rM) −→ V (ρkr−1)

definida localment com

hk−r+1

(
q0, . . . , qk, v0, . . . , vk−r

)
=

(
q0, . . . , qk, 0, . . . , 0,

r!

0!
v0,

(r + 1)!

1!
v1, . . . ,

k!

(k − r)!
vk−r

)
(2.4)

Es pot comprovar fàcilment que hk−r+1 està ben definida globalment i que és un isomorfisme de fibrats
vectorials sobre TkM . Aix́ı doncs, mitjançant aquests isomorfismes hk−r+1 (1 6 r 6 k) podem connectar
la r-èssima successió exacta fonamental amb la (k − r + 1)-èssima de la següent manera:

0 // V (ρkk−r)
ir // T(TkM)

sr // TkM ×Tk−r M T(Tk−rM)

hk−r+1gggggggggg

ssgggggggggggggg

// 0

0 // V (ρkr−1)
ik−r+1

// T(TkM) sk−r+1

// TkM ×Tr−1 M T(Tr−1M)

hr

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
// 0

Observació 2.4. Els morfismes de connexió que acabem de definir són, en realitat, les aplicacions
d’aixecament vertical de vectors tangents en els fibrats tangents d’ordre superior. Per tant, els factors
que apareixen multiplicant en l’expressió local, i que a priori no tenen sentit, són els que apareixen en
calcular l’expressió en coordenades de l’aixecament vertical, i són necessaris per tal que aquesta aplicació
que hem definit en coordenades locals es correspongui amb un objecte geomètric que es pot definir de
manera intŕınseca. Per veure’n els detalls, recomanem [34], caṕıtol 3, §3; i també [23], apèndix C, §3.

Aquestes successions exactes, junt amb els isomorfismes de connexió hr, són les eines que ens permetran
construir les estructures que podem trobar en el fibrat tangent d’ordre superior, i que generalitzen les
estructures canòniques, ben conegudes, del fibrat tangent d’una varietat.
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2.2. Estructures canòniques del fibrat tangent d’ordre superior

2.2.1 Camp vectorials canònics d’ordre superior

Començarem per descriure un camp vectorial en el fibrat TkM que generalitzi el camp vectorial
definit canònicament en el fibrat tangent: el camp de Liouville. En particular, veurem que cada successió
exacta fonamental ens indueix, de manera canònica, un camp vectorial en TkM .

Abans, però, notem que existeix una aplicació natural, anomenada injecció canònica, definida per

jr : TkM −→ T(Tr−1M)
σ̃k(0) 7−→ γ̃(0)

(2.5)

amb 1 6 r 6 k, i on γ és l’aplicació

γ : R −→ Tr−1M
t 7−→ γ(t) = σ̃r−1

t (0)

amb σt(s) = σ(s + t). Usant l’expressió en coordenades que hem donat per als aixecaments, es pot
comprovar que l’expressió local de jr és

jr
(
q0, . . . , qk

)
=
(
q0, . . . , qr−1; q1, q2, . . . , qr

)
(2.6)

Aix́ı doncs, considerem en TkM el camp vectorial ∆r definit per la següent composició:

TkM
Id×jk−r+1 //

∆r

22TkM ×Tk−r M T(Tk−rM)
hk−r+1 // V (ρkr−1)

ik−r+1 // T(TkM)

és a dir,

∆r = ik−r+1 ◦ hk−r+1 ◦ (Id×jk−r+1)

De les expressions en coordenades de ik−r+1, hk−r+1 i jk−r+1 donades per (2.2), (2.4) i (2.6), respectiva-
ment, en dedüım que l’expressió en coordenades per ∆r és

∆r

(
q0, . . . , qk

)
=

(
q0, . . . , qk, 0, . . . , 0, r! q1, (r + 1)! q2, . . . ,

k!

(k − r)!
qk−r+1

)
o, en la notació habitual,

∆r =

k−r∑
i=0

(r + i)!

i!
qi+1 ∂

∂qr+i
= r! q1 ∂

∂qr
+ (r + 1)! q2 ∂

∂qr+1
+ . . .+

k!

(k − r)!
qk−r+1 ∂

∂qk
(2.7)

Observem que, per r = 1, el camp vectorial ∆1 té la següent expressió en coordenades locals

∆1

(
q0, . . . , qk

)
=
(
q0, . . . , qk, 0, q1, 2q2, . . . , kqk

)
o, usant la notació habitual,

∆1 =

k∑
i=1

iqi
∂

∂qi
=

k−1∑
i=0

(i+ 1)qi+1 ∂

∂qi+1
= q1 ∂

∂q1
+ 2q2 ∂

∂q2
+ . . .+ kqk

∂

∂qk
(2.8)

Amb aquestes notacions, podem donar la següent definició:

Definició 2.4. El camp vectorial ∆r s’anomena camp vectorial canònic r-èssim en TkM . Si r = 1,
direm que ∆1 és el camp de Liouville de TkM .
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Caṕıtol 2. Geometria dels fibrats tangents d’ordre superior

Abans de donar una propietat molt important del camp de Liouville d’ordre superior, fixem-nos en el
cas k = 1. Per k = 1, j1 és l’aplicació j1 : TM → T(T0M) = TM que té per expressió local

j1 (q, v) = (q, v)

és a dir, l’aplicació identitat en TM . Aix́ı, només tenim un camp vectorial canònic en TM , localment
donat per l’expressió

∆ = v
∂

∂v

de manera que recuperem el camp de Liouville del fibrat tangent d’una varietat.
És ben sabut que el flux del camp de Liouville del fibrat tangent és l’aplicació donada en coordenades

per

F∆ : R× TM −→ TM
(t, q, v) 7−→ (q, vet)

és a dir, els elements del seu grup uniparamètric local de difeomorfismes són les homotècies de raó positiva
en les fibres. Aquesta mateixa propietat es manté per al camp de Liouville d’ordre superior. En particular,
sigui ht : R→ R l’homotècia de raó et. Considerem l’aplicació

H : R× TkM −→ TkM

(t, σ̃k(0)) 7−→ ˜(σ ◦ ht)
k

(0)

l’expressió en coordenades de la qual és, clarament,

H
(
t; q0, . . . , qk

)
=
(
q0, etq1, . . . , ektqk

)
Amb aquestes notacions, podem enunciar el següent resultat:

Proposició 2.2. Ht ≡ H(t, •), t ∈ R, són els elements del grup uniparamètric local de difeomorfismes
generat pel camp de Liouville de TkM .

2.2.2 Endomorfisme vertical i estructura quasi tangent d’ordre superior

A continuació generalitzarem el concepte d’endomorfisme vertical ja conegut en el fibrat tangent d’una
varietat diferenciable a ordres de derivació superiors. Això ens permetrà generalitzar també l’anomenada
estructura quasi tangent del fibrat tangent de primer ordre. Comencem per recordar aquest concepte:

Definició 2.5. Sigui N una varietat diferenciable de dimensió 2n, amb n un enter positiu. Si N admet
un endomorfisme J en TN tal que

1. J2 = 0.

2. rang(J) = n

Aleshores J s’anomena una estructura quasi tangent (o gairebé tangent) en N .

L’exemple més conegut d’estructura quasi tangent el trobem en el fibrat tangent d’una varietat. Sigui
M una varietat diferenciable de dimensió m i considerem J : T(TM)→ T(TM) l’endomorfisme vertical
de T(TM) donat en coordenades locals per

J = dq ⊗ ∂

∂v

Més expĺıcitament, és l’aplicació

J
(
q0, q1, v0, v1

)
=
(
q0, q1, 0, v0

)
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2.2. Estructures canòniques del fibrat tangent d’ordre superior

d’on es dedueix que rang(J) = m i J2 = 0. Per tant, l’endomorfisme vertical del fibrat tangent d’una
varietat M defineix una estructura quasi tangent en TM , que anomenem estructura quasi tangent
canònica de TM .

Un cop hem vist aquest exemple del fibrat tangent, vegem com podem generalitzar l’estructura quasi
tangent per ordres superiors. Fixem-nos que el concepte d’estructura quasi tangent es pot interpretar com
una generalització de les propietats de l’endomorfisme vertical del fibrat tangent a varietats qualssevol que
no siguin fibrats tangents. Per tant, seguint aquesta idea, la generalització més clara per a l’estructura
quasi tangent per a ordres superiors és la següent:

Definició 2.6. Sigui N una varietat diferenciable de dimensió (k + 1)n. Si N admet un endomorfisme
J en TN tal que

1. Jk+1 = 0.

2. rang(J) = kn

Aleshores J s’anomena una estructura quasi tangent d’ordre k en N .

Observació 2.5. Posant k = 1 recuperem clarament la definició de l’estructura quasi tangent donada
anteriorment.

Tenint en compte l’exemple anterior és natural preguntar-se si, de la mateixa manera que en el fibrat
tangent d’una varietat hi tenim definida una estructura quasi tangent de manera canònica, existeix en el
fibrat tangent d’ordre k, TkM , una estructura quasi tangent d’ordre k canònica que satisfaci la definició
anterior. La resposta a aquesta qüestió és afirmativa, i com en el cas de primer ordre, la construcció es
basa en l’endomorfisme vertical d’ordre superior, que definim a continuació.

Definició 2.7. Per 1 6 r 6 k, siguin ik−r+1, hk−r+1, sr els morfismes de les successions fonamentals
que hem introdüıt prèviament. L’aplicació definida per la composició

T(TkM)
sr //

Jr

22TkM ×Tk−r M T(Tk−rM)
hk−r+1 // V (ρkr−1)

ik−r+1 // T(TkM)

és a dir,

Jr = ik−r+1 ◦ hk−r+1 ◦ sr : T(TkM) −→ T(TkM)

s’anomena endomorfisme vertical r-èssim de T(TkM).

Observem que el sentit geomètric de l’endomorfisme vertical és clar a partir de la pròpia definició.
L’aplicació sr actua de manera similar a una projecció d’un vector tangent sobre la base. Més concre-
tament, projecta el vector mantenint el punt base, mentre que l’aplicació hk−r+1 s’encarrega d’aixecar
aquest vector projectat sobre la fibra corresponent. Finalment, la inclusió ik−r+1 ens permet veure aquest
vector vertical com un vector del fibrat tangent de partida.

Abans de donar una propietat fonamental dels endomorfismes verticals, calculem-ne l’expressió en
coordenades. De les expressions en coordenades de sr, hk−r+1, ik−r+1 donades per (2.3), (2.4) i (2.2),
respectivament, es dedueix que l’expressió local de Jr és

Jr
(
q0, q1, . . . , qk, v0, v1, . . . , vk

)
=

(
q0, q1, . . . , qk, 0, . . . , 0, r! v0, (r + 1)! v1, . . . ,

k!

(k − r)!
vk−r

)
.

o, en la notació habitual,

Jr =

k−r∑
i=0

(r + i)!

i!
dqi ⊗ ∂

∂qr+i
(2.9)
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Caṕıtol 2. Geometria dels fibrats tangents d’ordre superior

Observem que per r = 1 l’expressió en coordenades de J1 és

J1

(
q0, q1, . . . , qk, v0, v1, . . . , vk

)
=
(
q0, q1, . . . , qk, 0, v0, 2v1, . . . , kvk−1

)
on, en la notació habitual,

J1 =

k−1∑
i=0

(i+ 1)dqi ⊗ ∂

∂qi+1
(2.10)

Recordem que el que volem és trobar una estructura quasi tangent canònica en TkM de la mateixa
manera a com J ho era en TM . La següent proposició ens resol aquest problema.

Proposició 2.3. L’endomorfisme vertical r-èssim Jr de T(TkM) té rang constant (k− r+ 1)m i satisfà

(Jr)
s

=

{
0 si rs > k + 1

Jrs si rs < k

Notem que, per la proposició 2.3 que acabem de veure, el primer endomorfisme vertical J1 de T(TkM)
té rang constant km i satisfà (J1)k+1 = 0. Per tant, l’endomorfisme J1 defineix una estructura quasi
tangent d’ordre k en el fibrat tangent d’ordre superior que anomenarem estructura quasi tangent
canònica d’ordre k de TkM . Observem, a més, que qualsevol endomorfisme vertical Jr es pot obtenir
composant J1 amb śı mateix r vegades.

Vegem a continuació la relació entre l’estructura quasi tangent d’ordre superior i els camps vectorials
canònics introdüıts prèviament. Recordem que, per a k = 1, es tenen únicament un endomorfisme vertical
J i un camp vectorial canònic, el camp de Liouville ∆, que compleixen J ◦∆ = 0, ja que ∆(TM) ⊆ ker(J).
En el cas general es tenen unes relacions similars, tot tenint en compte la presència de múltiples camps
vectorials canònics i endomorfismes verticals, de manera similar a com hem vist en la proposició 2.3. En
particular, tenim el següent resultat:

Proposició 2.4.

(i) Jr ◦∆s =

{
0, si r + s > k + 1

∆r+s, si r + s < k + 1

(ii) [∆r, Js] =

{
0, si r + s > k + 1

−sJr+s−1, si r + s 6 k + 1

(iii) [Jr, Js] = 0, amb 1 6 rs 6 k

Observació 2.6. Mitjançant el punt (i) d’aquesta darrera proposició podem, a partir del camp de
Liouville i dels endomorfismes verticals, recuperar tots els camps vectorials canònics del fibrat tangent
d’ordre superior. Atès que, per la proposició 2.3, tots els endomorfismes verticals es construeixen a partir
de l’estructura quasi tangent canònica d’ordre k per composició, en dedüım que totes les estructures
geomètriques canòniques del fibrat tangent d’ordre k es poden construir a partir de l’estructura quasi
tangent canònica i del camp de Liouville.

Considerem ara l’aplicació adjunta J∗r de Jr, 1 6 r 6 k, és a dir, l’endomorfisme del fibrat cotan-
gent T∗(TkM), i l’estenem a l’àlgebra exterior

∧
(T∗(TkM)) de la manera natural. Aleshores, aquesta

aplicació, que denotarem J∗r en un abús de notació, restringeix sobre el conjunt de formes diferencials
Ω(TkM) de la següent manera:

J∗rω(X1, . . . , Xp) = ω(Jr(X1), . . . , Jr(Xp))

on ω és una p-forma i X1, . . . , Xp ∈ X(TkM) són camps vectorials en TkM . Posem J∗r (f) = f per a

qualsevol funció f en TkM . Amb això tenim la següent definició:
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2.3. Derivacions i diferencials verticals

Definició 2.8. L’endomorfisme J∗r : Ω(TkM) → Ω(TkM), 1 6 r 6 k, s’anomena operador vertical
r-èssim de TkM , i ve donat localment per

J∗r (f) = f, per a qualsevol funció f ∈ C∞(TkM)

J∗r (dqi) =

{
0, si i < r
i!

(i−r)! dq
i−r, si i > r

Observem que, per l’acció sobre les 1-formes diferencials, en podem dedüır que l’expressió en coorde-
nades de l’operador vertical r-èssim és

J∗r =

k∑
i=r

i!

(i− r)!
dqi−r ⊗ ∂

∂qi
=

k−r∑
i=0

(r + i)!

i!
dqi ⊗ ∂

∂qi+r
(2.11)

és a dir, la mateixa expressió en coordenades que per l’endomorfisme vertical. Tanmateix, recordem que
en aquest cas el fem actuar sobre formes, i per tant el factor que actua és ∂

∂qi .
Per la pròpia definició, l’operador vertical satisfà un resultat anàleg a la proposició 2.3:

Proposició 2.5. L’operador vertical r-èssim satisfà

(J∗r )s =

{
0, si rs > k

J∗rs, si rs 6 k

Com en el cas dels endomorfismes verticals, notem que a partir del primer operador vertical, J∗1
podem construir qualsevol altre operador vertical J∗r composant J∗1 amb śı mateix r vegades. Vegem a
continuació la relació de l’operador vertical amb la contracció interior respecte a un camp vectorial:

Proposició 2.6. Per a qualsevol camp vectorial X de TkM i per a tot 1 6 r 6 k es té

iX ◦ J
∗
r = J∗r ◦ iJrX

Substitüınt ara el camp vectorial X per un camp vectorial canònic ∆r, i tenint en compte la proposició
2.4, tenim el següent corol·lari de manera immediata:

Corol·lari 2.7.

i∆s
◦ J∗r =

{
0, si r + s > k

J∗r ◦ i∆r+s
, si r + s 6 k

2.3 Derivacions i diferencials verticals

En aquesta secció definirem, per a cada endomorfisme vertical del fibrat tangent d’ordre k, dues
derivacions de graus 0 i 1 en el conjunt de formes diferencials Ω(TkM) que satisfacin bones propietats
respecte la diferencial exterior, la derivada de Lie i la contracció interior respecte un camp vectorial.

Comencem per recordar alguns conceptes sobre derivacions en varietats diferenciables. Sigui M una
varietat diferenciable i Ω(M) = ⊕p>0Ωp(M), on Ωp(M) és l’espai vectorial real de p-formes diferencials en
M . Amb aquestes notacions, anomenarem derivació en Ω(M) a una aplicació lineal D : Ω(M)→ Ω(M)
que, donades ω1, ω2 ∈ Ω(M), satisfà:

D(ω1 ∧ ω2) = D(ω1) ∧ ω2 + ω1 ∧D(ω2)

De manera similar, una antiderivació en Ω(M) és una aplicació lineal D : Ω(M) → Ω(M) que, per
ω1 ∈ Ωp(M), ω2 ∈ Ω(M), satisfà:

D(ω1 ∧ ω2) = D(ω1) ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧D(ω2).
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Direm que una derivació o una antiderivació és de grau l si aplica Ωp(M) en Ωp+l(M) per a cada
1 6 p 6 dim(M).

Donades dues aplicacions lineals D1, D2 : Ω(M) → Ω(M), denotarem el commutador de D1 amb D2

com [D1, D2] = D1D2 −D2D1.
Un resultat general per derivacions i antiderivacions, introdüıt per S. Kobayashi i K. Nomizu el 1963

en [30], §I.3, és el següent:

Proposició 2.8 (Kobayashi-Nomizu).

(i) Si D1 i D2 són derivacions de graus l1 i l2, respectivament, aleshores [D1, D2] és una derivació de
grau l1 + l2.

(ii) Si D1 és una derivació de grau l1 i D2 és una antiderivació de grau l2, aleshores [D1, D2] és una
antiderivació de grau l1 + l2.

(iii) Si D1 i D2 són antiderivacions de graus l1 i l2, respectivament, aleshores [D1, D2] és una derivació
de grau l1 + l2.

(iv) Una derivació o una antiderivació queda completament determinada per com actua en Ω0(M) (les
funcions) i Ω1(M) (les 1-formes diferencials). A més, dues derivacions o antiderivacions D1, D2

en Ω(M) coincideixen si i només si D1(f) = D2(f) i D1(df) = D2(df) per a tota funció f en M .

Observació 2.7. La diferencial exterior és una antiderivació de grau 1. La derivada de Lie LX respecte
un camp vectorial X en M és una derivació de grau 0 en Ω(M) que commuta amb la diferencial exterior,
i la contracció interior iX respecte X és una antiderivació de grau −1 en Ω(M).

Recordem que els operadors d, LX i iX satisfan les següents relacions:

(i) [iX , d] = iXd+ diX = LX per qualsevol camp vectorial X.

(ii) [LX , iY ] = i[X,Y ] per qualssevol camps vectorials X,Y .

Tornem ara al cas del fibrat tangent d’ordre k. Donada una p-forma diferencial ω amb p > 1, per a
cada 1 6 r 6 k podem definir la contracció interior de la forma ω respecte l’endomorfisme vertical Jr
com la p-forma en TkM definida per

iJrω(X1, . . . , Xp) =

p∑
i=1

ω(X1, . . . , Jr(Xi), . . . , Xp).

Si, a més, imposem iJrf = 0 per a tota funció f en TkM , obtenim la següent

Definició 2.9. L’aplicació

Ω(TkM) −→ Ω(TkM)
ω 7−→ iJrω

és una derivació de grau 0 en Ω(TkM) que anomenarem derivació vertical r-èssima en Ω(TkM).

Aquesta derivació iJr queda completament determinada per les següents identitats: per a tota funció
f en TkM es compleix

1. iJrf = 0,

2. iJr (df) = J∗r (df).

Aix́ı doncs, l’expressió local de iJr és

iJrf = 0 per a tota funció f en TkM

iJr (dqi) =

{
0, si i < r
i!

(i−r)! dq
i−r, si i > r

(2.12)

Un primer resultat important sobre les derivacions verticals iJr és que commuten amb els operadors
verticals J∗s :
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2.3. Derivacions i diferencials verticals

Proposició 2.9. Per a tot 1 6 r, s 6 k tenim

iJr ◦ J
∗
s = J∗s ◦ iJr .

En particular, si r + s > k + 1 ve donada per

iJr ◦ J
∗
s = J∗s ◦ iJr = 0.

Vegem ara la relació entre les derivacions verticals i les contraccions interiors o les derivades de Lie
respecte els camps vectorials canònics.

Proposició 2.10.

(i) [iJr , iX ] = iJr iX − iX iJr = −iJrX , per a tot camp vectorial X en TkM , 1 6 r 6 k.

(ii) [iJr ,L∆s
] = iJrL∆s

− L∆s
iJr =

{
0, si r + s > k + 1

s · iJr+s−1 , si r + s 6 k + 1

on 1 6 r, s 6 k.

Un corol·lari immediat de la proposició precedent i de les relacions entre els endomorfismes verticals
i els camps vectorials canònics és el següent:

Corol·lari 2.11. Per a 1 6 r, s 6 k tenim

[iJr , i∆s ] =

{
0, si r + s > k + 1

−i∆r+s
, si r + s < k + 1

Un cop introdüıdes les derivacions verticals, podem associar a cadascuna d’elles (i, per tant, a cada
endomorfisme vertical) una antiderivació de grau 1 en Ω(TkM). Per fer-ho, sigui r un enter, 1 6 r 6 k, i
considerem el commutador de la derivació vertical r-èssima amb la diferencial exterior, que anomenarem
dJr . És a dir, dJr ve definit per:

dJr = [iJr , d] = iJrd− diJr

Pel punt (ii) de la proposició 2.8 sabem que dJr és una antiderivació de grau 1, doncs hem vist que iJr
és una derivació de grau 0 i sabem que la diferencial exterior és una antiderivació de grau 1. Això ens
porta a la següent definició:

Definició 2.10. L’operador dJr que acabem de definir s’anomena diferencial vertical r-èssima

De la mateixa definició es dedueix que, donada una funció f en TkM , la diferencial vertical dJr queda
completament determinada a partir de les següents relacions:

1. dJr (f) = J∗r (df),

2. dJr (df) = −d(J∗r (df)).

Per tant, ve donada localment per les següents expressions:

dJr (f) =

k∑
i=r

i!

(i− r)!
∂f

∂qi
dqi−r

dJr (dqi) = 0

(2.13)

per a qualsevol funció f ∈ C∞(TkM).
Abans de donar algunes propietats sobre les diferencials verticals, considerem el cas particular k = 1

per tenir una idea més geomètrica d’aquests operadors. Sigui f una funció definida sobre el fibrat tangent
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TM , i J l’endomorfisme vertical canònic en T(TM). Fixem-nos que, en aquest cas, només tenim una
diferencial vertical, que ve donada en coordenades locals per:

dJ(f) =

1∑
i=1

i!

(i− 1)!

∂f

∂qi
dqi−1 =

∂f

∂q1
dq0

Intüıtivament, la diferencial vertical ens permet mesurar de manera horitzontal la variació al llarg de les
fibres d’una funció definida sobre el fibrat. En el fibrat d’ordre superior TkM aquesta idea es generalitza
com la mesura sobre una fibració “inferior” de la variació al llarg de les fibres d’una funció definida sobre
el fibrat.

Observació 2.8. Remarquem que, pel cas k = 1, podŕıem reescriure l’expressió local de dJ(f) com

dJ(f) =
∂f

∂q1
dq0 = df ◦ J = iJ(df)

i, substituint la funció f per una funció lagrangiana L, dJ(L) no seria més que la 1-forma lagrangiana
associada a L que ens defineixen en el formalisme lagrangià de Klein. Més endavant (caṕıtol 3) veurem
que, com és natural esperar a partir del que hem exposat, les diferencials verticals ens permeten definir
les formes lagrangianes del formalisme de Klein generalitzat.

Un cop vista l’expressió en coordenades de les diferencials verticals i les remarques sobre el cas k = 1,
vegem algunes propietats dels operadors que acabem de definir:

Proposició 2.12. Per a tot 1 6 r 6 k es compleix

(i) dJrd = −ddJr ,

(ii) d2
Jr

= 0.

Recapitulem el que hem fet en aquesta secció fins ara. Per a cada camp vectorial canònic ∆r hem
constrüıt en Ω(TkM) una derivació de grau 0, que hem denotat L∆r , i una antiderivació de grau −1,
denotada i∆r , i per a cada endomorfisme vertical Jr hem constrüıt també una derivació de grau 0, que
hem anomenat iJr , i una antiderivació de grau 1, denotada dJr , 1 6 r 6 k. És natural esperar algun
tipus de relació entre totes aquestes derivacions que hem constrüıt, i la següent proposició ens les dóna:

Proposició 2.13. Siguin 1 6 r, s 6 k. Tenim

(i) [iJr , dJs ] =

{
0, si r + s > k + 1

dJr+s , si r + s < k + 1

(ii) [i∆r , dJs ] =


0, si r + s > k + 1

(k − r + 1)iJk , si r + s = k + 1

L∆r+s
+ siJr+s−1

, si r + s < k + 1

(iii) [dJr ,L∆s
] =

{
0, si r + s > k + 1

rdJr+s−1 , si r + s 6 k + 1

Per acabar aquesta secció, vegem dues relacions entre les diferencials verticals i els operadors verticals
que hem definit prèviament:

Proposició 2.14. Siguin 1 6 r, s 6 k. Tenim

(i) J∗r dJs = 0, si r + s > k;

(ii) dJrJ
∗
r = J∗r d.
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2.4 Derivació de Tulczyjew

En aquesta secció definirem una derivació necessària per construir les formes lagrangianes generalitza-
des. Aquesta derivació fou introdüıda per Tulczyjew (1975) en el seu propi formalisme lagrangià d’ordre
superior per tal de definir la diferencial lagrangiana i determinar les trajectòries del sistema dinàmic ob-
tingut. Ens referim a [14], caṕıtol II, §2.1, per als detalls d’aquesta construcció. En el caṕıtol 3 emprarem
aquesta derivació per construir les formes lagrangianes associades a una funció lagrangiana.

Comencem per construir l’espai sobre el qual tindrem definida aquesta derivació. Sigui TkM el fibrat
tangent d’ordre k d’una varietat M , k > 0, i Ω(TkM) l’espai vectorial de formes diferencials sobre TkM .
Recordem que per a cada r 6 k la projecció canònica

ρkr : TkM → TrM

és una submersió. Per tant, la seva aplicació adjunta

(ρkr )∗ : Ω(TrM)→ Ω(TkM)

és una injecció canònica. A més, si s 6 r 6 k, la relació

ρrs ◦ ρ
k
r = ρks

indueix la següent relació quan passem a aplicacions adjuntes

(ρkr )∗ ◦ (ρrs)
∗ = (ρks)∗.

Això ens permet definir la següent relació d’equivalència ∼ en el conjunt ⊕k>0Ω(TkM): donades

ω ∈ Ω(TkM) i λ ∈ Ω(Tk
′
M), definim

ω ∼ λ⇐⇒

{
ω = (ρkk′)

∗(λ), si k′ 6 k

λ = (ρk
′

k )∗(ω), si k′ > k

Observem que aquesta relació és clarament reflexiva, ja que ρkk = IdTkM i en conseqüència tota forma
està relacionada amb ella mateixa, i és simètrica per la manera com l’hem definit. La transitivitat no
es veu tant clarament, però la discussió que hem fet en el paràgraf anterior ens ha portat a una relació
entre les aplicacions adjuntes que ens demostra la transitivitat de manera directa.

Considerem ara el conjunt

Ω =
⊕
k>0

Ω(TkM)

/
∼

és a dir, el conjunt anterior quocient la relació d’equivalència que acabem de definir. Notem que el
producte exterior ∧ i la diferencial exterior d estenen de manera natural a Ω, de manera que aquest
conjunt esdevé una àlgebra graduada commutativa i té sentit considerar-hi derivacions.

Observació 2.9. La construcció d’aquest conjunt Ω pot semblar artificial i sense sentit. Un cop haguem
definit la derivació de Tulczyjew quedarà clar perquè considerem l’espai suma directa dels espais de formes
diferencials de cada fibració TkM . Tanmateix, prendre el quocient per la relació d’equivalència és una
qüestió tècnica que explicarem més endavant en aquesta secció.

A continuació definirem la derivació de Tulczyjew, que denotarem dT , en el conjunt Ω. Comencem
per definir la seva acció sobre les funcions: sigui f ∈ C∞(TkM) una funció, i definim una nova funció
dT f ∈ C∞(Tk+1M) de la següent manera

(dT f)(σ̃k+1(0)) = (dσ̃k(0)f)(jk+1(σ̃k+1(0)))
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on jk+1 : Tk+1M → T(TkM) és la injecció canònica que hem definit en (2.5), al principi de la secció
2.2.1. A partir de l’expressió en coordenades de jk+1, donada per (2.6), es pot deduir que l’expressió en
coordenades de dT f és

dT f
(
q0, . . . , qk+1

)
=

k∑
i=0

qi+1 ∂f

∂qi
= q1 ∂f

∂q0
+ q2 ∂f

∂q1
+ . . .+ qk+1 ∂f

∂qk
(2.14)

on les funcions ∂f
∂qi estan avaluades en el punt (q0, . . . , qk).

Es pot comprovar que l’aplicació f 7→ dT f actua com una derivació en les funcions de Ω. Aleshores
es té el següent resultat:

Proposició 2.15. L’aplicació dT estén a una derivació dT de grau 0 en Ω.

Atès que dT d = ddT , la derivació dT està completament determinada per com actua sobre les funcions
i per la relació següent:

dT (dqi) = dqi+1.

Ara que hem determinat l’expressió local de dT per a funcions i 1-formes estem en condicions d’en-
tendre perquè hem definit l’espai Ω per construir-la. Observem que de la pròpia definició veiem que el
resultat d’aplicar la derivació sobre una funció f ∈ TkM és una funció que hem denotat dT f i que està
definida en Tk+1M . Per tant, té sentit considerar l’espai suma directa ⊕k>1Ω(TkM). La relació d’equi-
valència l’hem considerat per un motiu més tècnic: si k > r, tota forma diferencial ω en TrM es pot veure
també com una forma diferencial en TkM que no depèn dels ordres de derivació addicionals, i per tant
es poden considerar “iguals” en el sentit que actuen igual sobre camps vectorials però es troben en espais
diferents. Per tant, és prou natural identificar aquestes formes diferencials, i la relació d’equivalència que
hem introdüıt ens permet fer-ho.

Geomètricament, la diferencial de Tulczyjew s’interpreta com l’operació de derivada total respecte del
temps d’una funció en M . Recomanem veure [34], §3.5, per als detalls.

Atès que hem definit la derivació de Tulczyjew en l’espai Ω hem de comprovar que les derivacions i
antiderivacions que hem introdüıt en la secció anterior es poden estendre a Ω. Per fer-ho, adoptem el
següent conveni: si s > k posarem Js = 0 en T(TkM) i ∆s = 0 en TkM , i si k = 0 identificarem T0M
amb M i prendrem J0 = IdM . Amb això, tenim en primer lloc que el següent diagrama és commutatiu:

T(TkM)
Js //

T ρkr
��

T(TkM)

T ρkr
��

T(TrM)
Js // T(TrM)

d’on es dedueix que els dos diagrames següents també són commutatius:

Ω(TrM)
iJs //

(ρkr )∗

��

Ω(TrM)

(ρkr )∗

��

Ω(TrM)
dJs //

(ρkr )∗

��

Ω(TrM)

(ρkr )∗

��
Ω(TkM)

iJs // Ω(TkM) Ω(TkM)
dJs // Ω(TkM)

Per tant, les aplicacions iJs i dJs estenen a una derivació de grau 0 i una antiderivació de grau 1 en Ω,
respectivament. En un abús de notació, denotarem aquestes aplicacions esteses per iJs i dJs , com fins
ara. En segon lloc, i de manera anàloga, es dedueix que els dos diagrames següents són commutatius:

Ω(TrM)
i∆s //

(ρkr )∗

��

Ω(TrM)

(ρkr )∗

��

Ω(TrM)
L∆s //

(ρkr )∗

��

Ω(TrM)

(ρkr )∗

��
Ω(TkM)

i∆s // Ω(TkM) Ω(TkM)
L∆s // Ω(TkM)
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i per tant les aplicacions i∆s
i L∆s

estenen a una antiderivació de grau −1 i una derivació de grau 0 en
Ω, respectivament. Com abans, en un abús de notació seguirem denotant aquestes aplicacions com fins
ara.

Per acabar aquesta secció, vegem quines relacions satisfà la derivació de Tulczyjew respecte les deri-
vacions i antiderivacions que hav́ıem definit i que acabem de comprovar que estenen a Ω.

Proposició 2.16. Siguin r > 1, s > 1. Es té

(i) [iJr , dT ] = iJr−1 ;

(ii) [dJr , dT ] =

{
d, si r = 1;

rdJr−1
, si r > 2;

(iii) [L∆1 , dT ] = dT ;

(iv) [L∆s
, dT ] = (s− 1)L∆s−1

.

2.5 Semisprays d’ordre superior

L’objectiu d’aquesta secció és generalitzar el concepte d’equació diferencial de segon ordre (o S.O.D.E.,
de l’anglès second order differential equation) a ordres de derivació superiors. Aquests objectes, més
generals, són els semisprays. Abans, però, recordem breument els conceptes d’equacions diferencials de
primer i segon ordre sobre una varietat diferenciable M .

Sigui M una varietat diferenciable i X un camp vectorial en M . Una corba σ : R → M que satisfà
la condició σ̃ = X ◦ σ s’anomena corba integral de X. Si en una carta (U,ϕ) de M tenim expressions
locals σ = (σ1, . . . , σm) i X = f ∂

∂q , on m = dim(M), aleshores σ és una corba integral de X si i només
si satisfà el següent sistema d’equacions:

dσ

dt
= f(σ)

és a dir, un sistema d’equacions diferencials de primer ordre (recordem que tenim una equació per cada
coordenada, i per tant es tracta d’un sistema de m equacions diferencials de primer ordre).

Considerem ara una situació particular: suposem que tota corba integral σ d’un camp vectorial
X ∈ X(TM) és una corba holònoma, és a dir, que satisfà la següent propietat:

τ̃M ◦ σ = σ

on, recordem, la titlla indica l’aixecament canònic de la corba τM ◦ σ al fibrat tangent. En aquest cas
direm que X és una S.O.D.E., o un camp holònom, i ve donat localment per

X = v
∂

∂q
+ g(q, v)

∂

∂v

D’aquesta expressió en coordenades es pot deduir que un camp vectorial X en TM (és a dir, una secció

del fibrat tangent T(TM)
τT M−→ TM) és un camp holònom si i només si T τM ◦X = IdTM , és a dir, si X

també és una secció del fibrat vectorial T(TM)
T τM−→ TM .

Sigui ara σ una corba en M . Si σ̃ denota l’aixecament canònic de σ al fibrat tangent TM , aleshores˜̃σ denota l’aixecament canònic de σ̃ a T(TM). Si X és un camp vectorial en TM , direm que una corba
σ en M és una solució (o un camı́) de X si i només si σ̃ és una corba integral de X, és a dir, σ verifica˜̃σ = X ◦ σ̃. Tenint en compte les expressions locals de σ i X, es dedueix que σ és una solució de X si i
només si satisfà el següent sistema d’equacions diferencials:

d2σ

dt2
= g

(
σ,
dσ

dt

)
25
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on, com abans, tenim m equacions diferencials. Observem que aquest és un sistema de segon ordre, d’on
es justifica el nom de S.O.D.E.

Vegem com generalitzar aquests conceptes en el fibrat tangent d’ordre superior. Tenint en compte
l’exposició que acabem de fer per a les equacions diferencials de segon ordre, és natural donar la següent
definició:

Definició 2.11. Un camp vectorial en TkM és un semispray de tipus r, 1 6 r 6 k, si per a tota
corba integral σ de X es té

˜(βk ◦ σ)
k−r+1

= ρkk−r+1 ◦ σ

on ˜(βk ◦ σ)
k−r+1

denota l’aixecament canònic de βk ◦ σ a Tk−r+1M .

Vegem aquesta definició en forma de diagrama d’aplicacions, el qual ens en donarà una idea més clara:

TkM

ρkk−r+1

��
βk

vv

R

σ ..

βk◦σ
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ρkk−r+1◦σ //
˜(βk◦σ)

k−r+1

// Tk−r+1M

βk−r+1

��
M

És a dir, a partir d’una corba qualsevol σ : R→ TkM podem construir dues corbes en Tk−r+1M , donades
per l’aixecament canònic k − r + 1 de la corba βk ◦ σ en M , d’una banda, i per ρkk−r+1 ◦ σ, de l’altra.
Aleshores, un camp vectorial es diu que és un semispray de tipus r si, per a tota corba integral σ de X,
les dues corbes sobre Tk−r+1M que hem constrüıt a partir de σ són la mateixa.

Es pot veure fàcilment que l’expressió local d’un semispray X en TkM de tipus r és

X
(
q0, q1, . . . , qk

)
=
(
q0, q1, . . . , qk; q1, q2, . . . , qk−r+1, Xk−r+1, . . . , Xk

)
o, equivalentment,

X = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ . . .+ qk−r+1 ∂

∂qk−r
+Xk−r+1 ∂

∂qk−r+1
+ . . .+Xk ∂

∂qk
(2.15)

Pel que hem vist quan hem estudiat els camps vectorials canònics i l’expressió que acabem d’escriure,
una caracterització alternativa dels semisprays que podem considerar és la següent:

Proposició 2.17. Un camp vectorial X en TkM és un semispray de tipus r si i només si el diagrama

T(TkM)
T ρkk−r

))SSSSSSSSSSSSSS

TkM

X

OO

jk−r+1 // T(Tk−rM)

és commutatiu, és a dir, T ρkk−r ◦X = jk−r+1.

Una altra caracterització alternativa per als semisprays que es dedueix de l’expressió en coordenades
és la següent:

Proposició 2.18. Un camp vectorial X en TkM és un semispray de tipus r si i només si Jr(X) = ∆r.
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2.5. Semisprays d’ordre superior

Una conseqüència immediata d’aquest resultat i de les proposicions 2.3 i 2.4 és que tot semispray de
tipus r és també de tipus s per s > r.

Abans de seguir, recordem que el nostre objectiu és generalitzar els camps holònoms a ordres de
derivació superior. Comprovem doncs que, en efecte, els semisprays són una generalització de les S.O.D.E.
prenent k = 1 en el desenvolupament que acabem de fer. Per k = 1 tenim el fibrat tangent de primer
ordre de M , TM , i la projecció β1 = τM . Com que 1 6 r 6 k = 1, només podem prendre r = 1, i en
aquest cas, ρ1

1−1+1 = IdTM . Amb tot això, direm que un camp vectorial X en TM és un semispray de
tipus 1 si satisfà la condició

β̃1 ◦ σ = ρ1
1 ◦ σ ⇐⇒ τ̃M ◦ σ = IdTM ◦σ = σ

per a tota corba integral σ de X. És a dir, recuperem la condició d’un camp holònom que ja teńıem, i
per tant podem afirmar que les S.O.D.E. són semisprays de tipus 1 en el fibrat tangent de primer ordre.

Observació 2.10. Els semisprays de tipus 1 són els camps vectorials equivalents als camps holònoms,
és a dir, són camps X en TkM les corbes integrals dels quals són aixecaments canònics de corbes en la
varietat M .

Fins ara, doncs, hem generalitzat el concepte de camp holònom a ordres de derivació superiors.
Vegem ara com podem generalitzar el concepte de camı́ (o solució). Tal i com hem introdüıt els camins
en l’exposició inicial d’aquesta secció, i tenint en compte el desenvolupament que hem dut a terme fins
el moment per als semisprays, és natural considerar la següent definició.

Definició 2.12. Sigui X un semispray en TkM de tipus r. Una corba σ en M s’anomena un camı́ (o
solució) de X si i només si σ̃k és una corba integral de X, és a dir, si satisfà

˜̃σk = X ◦ σ̃k

Com a conseqüència d’aquesta definició, una corba σ en M és un camı́ de X si i només si satisfà el
següent sistema d’equacions diferencials d’ordre k + 1:

dk−r+2σ

dtk−r+2
= Xk−r+1

(
σ,
dσ

dt
, . . . ,

dkσ

dtk

)
...

dk+1σ

dtk+1
= Xk

(
σ,
dσ

dt
, . . . ,

dkσ

dtk

)
Notem que aquest sistema generalitza clarament els dos sistemes d’equacions diferencials que hem donat
en l’exposició inicial.
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Caṕıtol 3

Formalisme lagrangià generalitzat

En aquest tercer caṕıtol introduirem el formalisme lagrangià d’ordre superior, o formalisme lagrangià
generalitzat, com a generalització del formalisme lagrangià de Klein en mecànica clàssica (veure [37],
§2.2). Un formalisme alternatiu, degut a Tulczyjew, es pot trobar a [14], caṕıtol II, §2.1.

Hem dividit aquest caṕıtol en dues seccions. En la primera secció recordarem el concepte d’estructura
i varietat presimplèctica (veure [37], §3.1, per a un estudi més ampli) i definirem les estructures pre-
simplèctiques horitzontals. Com veurem, aquestes estructures es dónen un mètode per tractar sistemes
dinàmics singulars. En la segona secció desenvoluparem pròpiament el formalisme de Klein generalitzat
i distingirem els casos en que la funció lagrangiana donada és regular o singular.

Recordem que al llarg d’aquest caṕıtol usarem el conveni de notació que hem descrit al principi del
caṕıtol anterior.

3.1 Estructures presimplèctiques horitzontals

En aquesta secció introduirem una estructura geomètrica que contingui com a cas particular l’estruc-
tura simplèctica, i que ens permeti tenir un marc natural sobre el qual desenvolupar el formalisme de
Klein generalitzat i obtenir les equacions del moviment per a lagrangianes depenent de derivades d’ordre
superior.

Comencem per recordar els conceptes bàsics que pretenem estendre al fibrat tangent d’ordre superior.

Definició 3.1. Sigui M una varietat de dimensió m = 2n + r, amb n > 1 i r > 0 dotada d’una 2-
forma ω de rang constant 2n. Direm que ω és una forma quasi presimplèctica i que el parell (M,ω)
és una varietat quasi presimplèctica. Si, a més, la forma ω és tancada, direm que és una forma
presimplèctica, i que el parell (M,ω) és una varietat presimplèctica.

Observació 3.1. Notem que, quan r = 0, la forma és no degenerada. Una forma presimplèctica no
degenerada es diu simplèctica.

En una varietat quasi presimplèctica (M,ω) podem considerar la següent aplicació lineal:

sω : X(M) → Ω1(M)
X 7→ iXω

que indueix un homomorfisme de fibrats vectorials sω : TM → T∗M . Si la forma ω fós una forma
simplèctica, aquestes dues aplicacions serien isomorfismes. Tanmateix, si la forma és degenerada, és a
dir, r 6= 0, aquestes aplicacions no són isomorfismes.

Suposem ara que P : X(M) → X(M) és un projector en X(M), és a dir, P 2 = P (denotarem de la
mateixa manera el corresponent projector en TM). Si posem Q = Id−P , sabem que

X(M) = XP (M)⊕ XQ(M)
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Caṕıtol 3. Formalisme lagrangià generalitzat

on XP (M) = Im(P ) i XQ(M) = Im(Q), o, altrament, XP (M) = ker(Q) i XQ(M) = ker(P ). Clarament,
també es té

TM = TP M ⊕ TQM

amb TP M = P (TM) i TQM = Q(TM).

Aquesta divisió en suma directa també es té per al conjunt de 1-formes diferencials de la varietat
mitjançant les aplicacions adjuntes. En particular, tenim

Ω1(M) = Ω1
P (M)⊕ Ω1

Q(M)

on Ω1
P (M) i Ω1

Q(M) es defineixen de manera similar a partir de les aplicacions adjuntes P ∗(α) = α ◦ P i
Q∗(α) = α ◦Q. Com abans, també obtenim

T∗M = T∗P M ⊕ T∗QM

amb T∗P M i T∗QM definits de la manera natural.

Això ens porta a la següent definició.

Definició 3.2. Siguin (M,ω) una varietat quasi presimplèctica i P un projector en X(M) com abans.
Direm que el parell (ω, P ) és una estructura quasi presimplèctica horitzontal en M si

1. dim(XQ(M)) = r,

2. ker(sω) = ker(P ) = XQ(M).

Si, a més, ω és una forma tancada, direm que (ω, P ) és una estructura presimplèctica horitzontal.

Observació 3.2. Una estructura geomètrica definida per un projector P en M s’anomena una estruc-
tura quasi producte en M . Per tant, una estructura presimplèctica horitzontal (ω, P ) en M és una
estructura presimplèctica ω i una estructura quasi producte P en M satisfent les condicions 1 i 2 de la
definició anterior.

Observació 3.3. Si suposem que totes les varietats que considerem són paracompactes, tenim una
mètrica riemanniana g definida en M . Aleshores, si ω és una forma presimplèctica en M , podem prendre
TP M com el complementari ortogonal de ker(sω) respecte la mètrica g en cada punt de M , i per tant
obtenim una estructura presimplèctica horitzontal (ω, P ) en M .

Com hem comentat prèviament, l’objectiu d’introduir l’estructura quasi presimplèctica horitzontal és
obtenir les equacions del moviment en el formalisme que desenvoluparem per a ordre superior. El següent
resultat ens en dóna la clau:

Proposició 3.1. Sigui M una varietat i (ω, P ) una estructura quasi presimplèctica horitzontal en M .
Si f ∈ C∞(M) és una funció, existeix un únic camp vectorial X ∈ Im(P ) ⊆ X(M) tal que

iXω = P ∗(df)

on P ∗ és l’aplicació adjunta de P . En particular, si df ∈ Im(P ∗), aleshores l’equació pren la forma

iXω = df.

Observació 3.4. Si prenem f = h ∈ C∞(M) una funció hamiltoniana, la darrera equació donada per
la proposició anterior correspon a les equacions de Hamilton d’un sistema hamiltonià (veure [37], §3.2).
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3.2. Formalisme de Klein generalitzat

3.2 Formalisme de Klein generalitzat

En aquesta secció generalitzarem el formalisme lagrangià de Klein per a funcions lagrangianes que
depenguin d’ordres de derivació superiors. Per fer-ho seguirem una construcció similar a la que es troba
a [37] §2.2: usarem les estructures canòniques del fibrat tangent d’ordre superior per construir les formes
i l’energia lagrangianes per, tot seguit, trobar les equacions dinàmiques del sistema.

Començarem per construir les estructures geomètriques indüıdes per la dinàmica (i.e.: la funció la-
grangiana) del sistema. Per fer-ho, usarem les estructures canòniques del fibrat tangent d’ordre superior
que hem introdüıt en el caṕıtol anterior. Siguin doncs Q una varietat diferenciable n-dimensional i
L ∈ C∞(TkQ) una funció lagrangiana d’ordre k. En primer lloc, les diferencials verticals dJr i la deri-
vació de Tulczyjew dT ens permeten construir la generalització de les formes lagrangianes que apareixen
en el formalisme de Klein de la mecànica clàssica:

Definició 3.3. Anomenem 1-forma lagrangiana d’ordre k associada a L a la 1-forma diferencial
θL ∈ Ω1(T2k−1Q) definida per

θL =

k∑
r=1

(−1)r−1 1

r!
dr−1
T dJrL = dJ1

L− 1

2!
dT dJ2

L+ . . .+ (−1)k−1 1

k!
dk−1
T dJkL (3.1)

Anomenem 2-forma lagrangiana d’ordre k associada a L a la 2-forma diferencial ωL ∈ Ω2(T2k−1Q)
definida per

ωL = −dθL =

k∑
r=1

(−1)r
1

r!
dr−1
T ddJrL (3.2)

Observació 3.5. Notem que la 1-forma lagrangiana és una forma semibàsica de tipus k en T2k−1Q
(recordem que una 1-forma diferencial ω ∈ Ω1(TkM) és semibàsica de tipus r, 1 6 r 6 k, si ω ∈ Im(J∗r )).

A continuació, els camps vectorial canònics ∆r, de nou en combinació amb la derivació de Tulczyjew
dT , ens permeten definir l’energia del sistema dinàmic:

Definició 3.4. Anomenem energia lagrangiana d’ordre k associada a la lagrangiana L a la funció
EL ∈ C∞(T2k−1Q) definida de la següent manera

EL =

(
k∑
r=1

(−1)r−1 1

r!
dr−1
T (∆r(L))

)
− (ρ2k−1

k )∗(L) (3.3)

Notació: Atès que al llarg d’aquest caṕıtol només tractarem sistemes dinàmics d’ordre superior, en
endavant i fins al final del caṕıtol suposarem que tenim un sistema dinàmic d’ordre k, amb k fixat, però
arbitrari, i ens estalviarem d’escriure “d’ordre k” cada cop. Per tant, anomenarem les estructures anteriors
simplement 1-forma lagrangiana, 2-forma lagrangiana i energia lagrangiana, i la funció L s’anomenarà
funció lagrangiana, sobreentenent de quin ordre estem parlant.

Observació 3.6. Donada una funció L ∈ C∞(TkQ) qualsevol, la 2-forma ωL no té necessàriament rang
constant en T2k−1Q. Quan això succeeix, la lagrangiana L es diu geomètricament admissible. En aquest
treball només tractarem amb funcions lagrangianes que satisfacin aquesta condició.

Observació 3.7. En algunes referències, s’anomena acció associada a la lagrangiana L, i es denota AL,
al primer terme de l’energia lagrangiana. És a dir, l’acció AL és

AL =

k∑
r=1

(−1)r−1 1

r!
dr−1
T (∆r(L))

de manera que, llavors, es defineix l’energia lagrangiana com EL = AL − (ρ2k−1
k )∗(L).

31



Caṕıtol 3. Formalisme lagrangià generalitzat

Observació 3.8. A diferència del cas k = 1, en el cas general l’acció i la funció lagrangiana són funcions
definides en espais diferents i per tant, a priori, no té sentit operar-les entre śı. Per aquest motiu hem de
prendre el pull-back de L per ρ2k−1

k i tot seguit operar amb l’acció. Tanmateix, la relació d’equivalència
que hem definit en el conjunt Ω ens permet cometre un abús de notació pel qual denotarem igualment
per L la funció (ρ2k−1

k )∗(L) ∈ C∞(T2k−1Q), de manera que escriurem l’energia lagrangiana simplement
com EL = AL − L.

Observació 3.9. Una definició alternativa de la 1-forma lagrangiana mitjançant les coordenades de
moment de Jacobi-Ostrogradsky pi es pot trobar a [27] §III, i també en [14] §3.1. Aquestes definicions
van orientades a l’estudi del formalisme hamiltonià canònic associat a la lagrangiana L, tal i com veurem
en el caṕıtol 4.

Vegem com són les expressions en coordenades locals de les estructures geomètriques que acabem
d’introduir. Un tediós però senzill càlcul usant les expressions locals i les propietats de dJr i dT , i una
reordenació final dels ı́ndexs en el sumatori, ens mostra que l’expressió en coordenades de la 1-forma
lagrangiana és

θL =

k∑
r=1

(
k−r∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

))
dqr−1 (3.4)

on, observem, no hem desenvolupat el terme diT (•), atès que l’aplicació reiterada de la derivació dT porta
a una expressió local amb excessius sumatoris que hem preferit no incloure.

Un cop tenim l’expressió en coordenades de la 1-forma lagrangiana, el càlcul de la 2-forma lagrangiana
ωL no és més que aplicar la diferencial exterior d i canviar el signe a l’expressió anterior. Usant la R-
linealitat de la diferencial exterior, l’acció sobre les 1-formes diferencials i que ddT = dT d, es té

ωL =

k∑
r=1

k−r∑
i=0

(−1)i+1diT

(
d

(
∂L

∂qr+i

))
∧ dqr−1 (3.5)

Operant i usant la R-linealitat de la derivació de Tulczyjew, ens queda l’expressió

ωL =

k∑
r=1

k−r∑
i=0

(−1)i+1
k∑
j=0

diT

(
∂2L

∂qj∂qr+i
dqj
)
∧ dqr−1

on, com abans, no desenvoluparem el terme amb les aplicacions reiterades de dT .
Passem ara al càlcul de l’energia lagrangiana associada a L. Tenint en compte l’expressió local dels

camps vectorials canònics ∆r, usant les propietats de la derivació de Tulczyjew i reordenant els ı́ndexs
adequadament, obtenim la següent expressió en coordenades per EL

EL =

(
k∑
r=1

qr
k−r∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

))
− L (3.6)

Abans de seguir, recordem que el nostre objectiu és generalitzar les estructures geomètriques del
formalisme lagrangià en mecànica clàssica a ordre superior. Per tant, posant k = 1 en les definici-
ons i expressions locals anteriors hauŕıem de recuperar les estructures geomètriques que ja coneixem.
Comprovem-ho: posant k = 1 tenim únicament un camp vectorial canònic, ∆, i un únic endomorfime
vertical, J . A més, en aquest cas no ens apareix cap derivació de Tulczyjew, fet que ens evita treballar en
el conjunt quocient Ω; i es compleix 2k − 1 = 1 = k, de manera que totes les estructures estan definides
en el mateix lloc. Aleshores, en la definició de la 1-forma lagrangiana tenim

θL = dJ1
L = dJL = dL ◦ J = iJdL

amb expressió local

θL =
∂L

∂q1
dq0
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3.2. Formalisme de Klein generalitzat

que és l’expressió ja coneguda de la 1-forma lagrangiana. Aplicant ara −d a l’expressió anterior, obtenim
l’expressió en coordenades de la 2-forma lagrangiana

ωL = −d
(
∂L

∂q1
dq0

)
= −d

(
∂L

∂q1

)
∧ dq0 = −

(
∂2L

∂q1∂q0
dq0 +

∂2L

∂q1∂q1
dq1

)
∧ dq0

=
∂2L

∂q1∂q0
dq0 ∧ dq0 +

∂2L

∂q1∂q1
dq0 ∧ dq1

on en el darrer pas hem girat dq0∧dq0 respecte els ı́ndexs de coordenada (que ometem). De nou, obtenim
l’expressió ja coneguda de la 2-forma lagrangiana. Passem ara a l’energia lagrangiana. Per k = 1, la
definició de l’energia lagrangiana esdevé simplement

EL = ∆(L)− L

i la seva expressió local és la següent

EL = q1 ∂L

∂q1
− L

on, en aquest cas, L denota la funció lagrangiana, i no el seu pull-back per cap aplicació. Per tant,
recuperem les estructures geomètriques que ja coneix́ıem, tal i com voĺıem.

Observem que, donada una funció lagrangiana L qualsevol, la 2-forma ωL sempre és tancada (de fet,
és exacta) i, per tant, és presimplèctica. Com que T2k−1Q té dimensió parell 2kn, la forma ωL pot ser
no degenerada i, en conseqüència, simplèctica. Les funcions lagrangianes que satisfacin aquesta condició
reben un nom especial:

Definició 3.5. Una funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) es diu regular si la 2-forma lagrangiana ωL és
simplèctica. Altrament, es diu que la lagrangiana L és singular.

Recordem que, en el cas k = 1, la regularitat o singularitat de la funció lagrangiana L ∈ C∞(TQ)
es pot caracteritzar en termes locals mitjançant la matriu hessiana de la funció lagrangiana respecte les
velocitats. En particular, es demostra que una funció lagrangiana L és regular si i només si en una carta
natural qualsevol la matriu(

∂2L

∂q1∂q1

)
és invertible. Un resultat similar es té en el cas general:

Proposició 3.2. Una funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) és regular si i només si en una carta natural
qualsevol de TkQ la matriu hessiana(

∂2L

∂qk∂qk

)
és invertible.

Un cop definides les estructures geomètriques indüıdes per la dinàmica d’ordre superior estem en
condicions d’establir el formalisme lagrangià generalitzat en forma de quatre postulats. Els tres primers
postulats, que enunciem a continuació, fan referència als objectes geomètrics que modelitzen el sistema
dinàmic.

Primer postulat del formalisme lagrangià generalitzat.

L’espai de configuració Q d’un sistema dinàmic d’ordre k amb n graus de llibertat és una varietat
diferenciable n-dimensional.

L’espai d’estats és el fibrat tangent d’ordre 2k− 1, T2k−1Q, de la varietat Q que constitueix l’espai
de configuració del sistema.
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Caṕıtol 3. Formalisme lagrangià generalitzat

Segon postulat del formalisme lagrangià generalitzat.

Els observables, o magnituts f́ısiques, d’un sistema dinàmic d’ordre k són funcions en T2k−1Q.

El resultat d’una mesura d’un observable és el valor que prèn la funció que el representa en un punt
de l’espai d’estats T2k−1Q.

Tercer postulat del formalisme lagrangià generalitzat.

Es dóna una funció L ∈ C∞(TkQ), anomenada funció lagrangiana, en la qual es recull tota la
informació dinàmica del sistema.

Observació 3.10. Notem que la funció lagrangiana L, tal i com succeeix en sistemes de primer ordre,
no és un observable del sistema. En aquest cas, el segon postulat ho estableix clarament. Tanmateix,
l’energia lagrangiana EL śı és un observable.

Aquests tres postulats ja ens permeten donar la següent definició:

Definició 3.6. S’anomena sistema lagrangià d’ordre k a tot parell (T2k−1Q,L), on Q és l’espai de
configuració d’un sistema f́ısic i L ∈ C∞(TkQ) és la funció lagrangiana del sistema. A més, direm que
el sistema dinàmic (T2k−1Q,L) és regular si la funció lagrangiana és regular, mentre que el sistema és
singular altrament.

Per tant, ja tenim una descripció geomètrica d’un sistema dinàmic d’ordre superior, i únicament ens
queda conèixer l’evolució del sistema donades unes condicions inicials, és a dir, establir les equacions
que ens donin les trajectòries dinàmiques del sistema. Aquestes equacions venen establertes pel quart
postulat, que enunciem a continuació.

Quart postulat del formalisme lagrangià generalitzat.

Les trajectòries dinàmiques d’un sistema lagrangià d’ordre k (T2k−1Q,L) són les corbes integrals
d’un camp vectorial XL ∈ X(T2k−1Q) tal que:

1. XL és solució de l’equació

iXL
ωL = dEL (3.7)

2. XL és un semispray de tipus 1 en T2k−1Q.

Les equacions del punt (1) són les equacions lagrangianes d’ordre superior, i el camp vectorial solució
XL (si existeix) s’anomena camp dinàmic lagrangià d’ordre k. Si, a més, es compleix la condició
del punt (2), aleshores s’anomena camp d’Euler-Lagrange d’ordre k, i les seves corbes integrals en
la base són les solucions de les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre superior.

Vegem a continuació l’expressió en coordenades de les equacions lagrangianes per al camp XL. Sigui
XL ∈ X(T2k−1Q) un camp vectorial genèric amb la següent expressió en una carta local

XL =

2k−1∑
i=0

f i
∂

∂qi
= f0 ∂

∂q0
+ f1 ∂

∂q1
+ . . .+ f2k−1 ∂

∂q2k−1

D’altra banda, tenint en compte l’expressió en coordenades de l’energia lagrangiana donada per (3.6),
l’expressió local de dEL és

dEL =

k∑
r=1

k−r∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

)
dqr +

k∑
r=1

qr
k−r∑
i=0

(−1)i
k∑
j=0

diT

(
∂2L

∂qj∂qr+i
dqj
)
−

k∑
r=0

∂L

∂qr
dqr
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3.2. Formalisme de Klein generalitzat

Aleshores, imposant la igualtat iXL
ωL = dEL, i mitjançant un càlcul en coordenades especialment llarg

i tediós, arribem als 2k sistemes de n equacions següents

(
f0 − q1

) ∂2L

∂qk∂qk
= 0

(
f1 − q2

) ∂2L

∂qk∂qk
−
(
f0 − q1

)
(· · · · · · ) = 0

...(
f2k−2 − q2k−1

) ∂2L

∂qk∂qk
−

2k−3∑
i=0

(
f i − qi+1

)
(· · · · · · ) = 0

(−1)k
(
f2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
−

2k−2∑
i=0

(
f i − qi+1

)
(· · · · · · ) = 0

(3.8)

on els (· · · · · · ) corresponen a termes obtinguts mitjançant combinacions de diverses derivades parcials de
la funció lagrangiana i aplicacions de la derivació dT que hem preferit ometre. Aquestes són les equacions
lagrangianes per al camp vectorial XL. Observem que aquestes equacions es poden resoldre de la primera
a la última, i en cada equació la incògnita està multiplicada per la matriu hessiana de la funció lagrangiana
L respecte les coordenades de major ordre qk, d’on podem suposar que la regularitat de la lagrangiana
tindrà un paper important en la resolució d’aquestes equacions, tal i com veurem més endavant.

El quart postulat, a més de donar-nos les equacions intŕınseques per al camp dinàmic lagrangià,
també ens permet determinar les equacions intŕınseques per a les corbes integrals del sistema. Observem
en primer lloc que l’equació (3.7) es pot prendre punt a punt, és a dir, si p ∈ T2k−1Q és un punt qualsevol,
es té:

iXL(p)ωL(p) = dEL(p)

on ara aquesta contracció la fem entre el vector tangent XL(p) i el 2-covector ωL(p) per obtenir un
covector dEL(p). Sigui ara σ : R→ T2k−1Q una corba integral de XL. Recordem que una corba integral
d’un camp vectorial satisfà:

σ̃ = XL ◦ σ

on σ̃ denota l’aixecament canònic de σ al fibrat tangent T(T2k−1Q). Per a cada t ∈ R, σ(t) és un punt de
T2k−1Q, de manera que podem substituir el punt p arbitrari en l’expressió d’abans per σ(t) i ens queda:

iXL(σ(t))ωL(σ(t)) = dEL(σ(t))

usant ara que σ és una corba integral de XL, ens queda la següent equació intŕınseca per a les corbes
integrals del sistema dinàmic:

iσ̃(ωL ◦ σ) = dEL ◦ σ (3.9)

Observació 3.11. Fixem-nos que, en ser XL un semispray de tipus 1, es té que σ és l’aixecament d’una
corba γ : R→ Q al fibrat tangent d’ordre 2k − 1, és a dir, σ = γ̃2k−1.

En l’estudi de les equacions dinàmiques del sistema distingirem entre els casos de lagrangianes regulars
i lagrangianes singulars. Com ja hem vist en les expressions en coordenades (3.8) de les equacions
lagrangianes, la no degeneració de ωL comporta una notable simplificació en alguns resultats.

3.2.1 Lagrangianes regulars i hiperregulars

En primer lloc estudiarem el cas en que L ∈ C∞(TkQ) sigui una funció lagrangiana regular. En
aquest cas, la 2-forma ωL és una forma simplèctica en T2k−1Q, i una conseqüència gairebé immediata és
que les equacions lagrangianes iXL

ωL = dEL tenen solució única.
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Caṕıtol 3. Formalisme lagrangià generalitzat

Tanmateix, en el cas k = 1 no només les equacions lagrangianes tenen una única solució, que denotem
XL, si no que, a més, XL és automàticament un semispray (o S.O.D.E.) en TQ. És a dir, en el cas
de lagrangianes regulars no calia imposar la condició de ser equació diferencial de segon ordre, doncs el
camp vectorial solució la satisfà automàticament com a conseqüència de la no degeneració de ωL (veure
[37], §2.2.3).

El mateix resultat el podem estendre de manera natural a un sistema lagrangià regular d’ordre k.

Proposició 3.3. Sigui (T2k−1Q,L) un sistema lagrangià regular d’ordre k. Aleshores, existeix un únic
camp vectorial XL ∈ X(T2k−1Q) que és solució de l’equació lagrangiana iXL

ωL = dEL i, a més, és un
semispray de tipus 1 en T2k−1Q, és a dir, J1(XL) = ∆1.

La demostració d’aquest resultat, que no inclourem aqúı per ser un càlcul en coordenades especialment
llarg i tediós, es fa per inducció sobre el tipus del semispray. El cas base k = 2 està provat en [14], §2.3,
i es procedeix en en tres passos. En primer lloc, es prova que XL és un semispray de tipus 2k − 1 = 3.
El segon pas és provar que és un semispray de tipus 2, i el tercer i últim pas consisteix en provar que es
tracta d’un semispray de tipus 1. Per a un k general, se segueix la mateixa tècnica, tot tenint en compte
que un cop haguem provat que és un semispray de tipus 2(k − 1) − 1 ja haurem acabat per hipòtesi
d’inducció.

Observació 3.12. La regularitat de la funció lagrangiana és crucial per demostrar cada “salt” de tipus
del semispray, no només en alguns passos.

Una demostració alternativa de la proposició 3.3, i que ens permet veure clarament l’observació que
acabem de fer, consisteix en usar l’expressió en coordenades de les equacions lagrangianes que hem

determinat en (3.8). Si la funció lagrangiana és regular, la matriu hessiana ∂2L
∂qk∂qk

té rang màxim i el
primer sistema d’equacions(

f0 − q1
) ∂2L

∂qk∂qk
= 0

es pot resoldre directament obtenint f0 = q1, de manera que XL és un semispray de tipus 2k − 1.
Substitüınt en el segon sistema, aquest esdevé(

f1 − q2
) ∂2L

∂qk∂qk
= 0

d’on determinem f1 = q2. Per tant, XL és un semispray de tipus 2k − 2. Iterant aquest procés, i tenint
en compte que cada equació només depèn de les funcions determinades anteriorment, de manera que
l’equació i-èssima (i < 2k − 1) es redueix a(

f i − qi+1
) ∂2L

∂qk∂qk
= 0

un cop hem substitüıt les incògnites que hem determinat prèviament, podem resoldre el sistema usant
la regularitat de la funció lagrangiana. En el darrer pas, haurem determinat que el camp XL és un
semispray de tipus 1 i ens quedarà determinar les funcions f2k−1, les quals seran solució de l’equació

(−1)k
(
f2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
= 0

Per tant, per a una funció lagrangiana regular L els 2k sistemes d’equacions (3.8) es converteixen en

f0 = q1

f1 = q2

...
f2k−2 = q2k−1

(−1)k
(
f2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
= 0

(3.10)
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3.2. Formalisme de Klein generalitzat

Per tant, en el cas regular no ens cal imposar que el camp vectorial solució XL sigui un semispray:
sempre ho és com a conseqüència de la regularitat de la funció lagrangiana. Això ens permet enunciar el
següent teorema sense imposar cap condició addicional, el qual ens donarà l’expressió en coordenades de
les equacions dinàmiques que, en aquest cas, són exactament les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre k.

Teorema 3.4. Sigui (T2k−1Q,L) un sistema dinàmic lagrangià regular d’ordre k i XL el semispray de
tipus 1 en T2k−1Q solució de les equacions dinàmiques lagrangianes iXL

ωL = dEL. Sigui σ : R→ Q un
camı́ de XL. Aleshores, σ̃2k−1 satisfà les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre k:

∂L

∂q0
◦ σ̃2k−1 − d

dt

∂L

∂q1
◦ σ̃2k−1 +

d2

dt2
∂L

∂q2
◦ σ̃2k−1 + . . .+ (−1)k

dk

dtk
∂L

∂qk
◦ σ̃2k−1 = 0 (3.11)

on σ̃2k−1 denota l’aixecament canònic de σ a T2k−1Q.

Aquest resultat es dedueix directament de l’expressió en coordenades (3.10) que hem calculat anteri-
orment. Com que XL és un semispray de tipus 1, per a tota corba integral de XL existeix una corba en
Q tal que el seu aixecament canònic a T2k−1Q ens dóna la corba integral inicial. Aleshores, si σ : R→ Q
és un camı́ de XL, satisfà el següent sistema d’equacions diferencials

d2kσ

dt2k
= f2k−1

el qual podem reescriure com

d

dt
q2k−1 = f2k−1

Substitüınt-ho en la darrera equació de (3.10), aquesta esdevé

(−1)k
(
d

dt
q2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
◦ σ̃2k−1 = 0

i usant ara que al llarg d’una corba es té

diT =
di

dti

obtenim

∂L

∂q0
◦ σ̃2k−1 − d

dt

∂L

∂q1
◦ σ̃2k−1 +

d2

dt2
∂L

∂q2
◦ σ̃2k−1 + . . .+ (−1)k

dk

dtk
∂L

∂qk
◦ σ̃2k−1 = 0

Observació 3.13. Notem que en el teorema 3.4 estem cometent novament l’abús de notació introdüıt a
l’observació 3.8, doncs ∂L

∂qi ∈ C
∞(TkQ).

3.2.2 Lagrangianes singulars

Per acabar aquest caṕıtol farem una breu discussió del cas en que la funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ)
és singular. Tal i com ho hem definit prèviament, la singularitat de L implica que la 2-forma ωL és
degenerada i, per tant, només és presimplèctica. En aquest cas no podem assegurar que hi hagi solucions
de iXL

ωL = dEL definides globalment i, en cas que n’exist́ıs alguna, tampoc podŕıem dir res sobre la seva
unicitat.

Una manera de trobar solucions a les equacions dinàmiques d’un sistema singular és mitjançant una
estructura presimplèctica horitzontal (veure [14], caṕıtol II, §2.3). En particular, suposem que tenim en
T2k−1Q una estructura quasi producte P satisfent les dues condicions següents:

1. (ωL, P ) és una estructura presimplèctica horitzontal en T2k−1Q,

2. dEL ∈ Im(P ∗).
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Caṕıtol 3. Formalisme lagrangià generalitzat

Aleshores, a partir de la proposició 3.1 podem deduir el següent resultat:

Proposició 3.5. Amb la construcció que acabem de fer, existeix un únic camp vectorial XL ∈ Im(P )
satisfent iXL

ωL = dEL.

Observació 3.14. Un procediment alternatiu, i que funciona en qualsevol varietat presimplèctica, con-
sisteix en trobar condicions sota les quals les equacions lagrangianes són consistents, és a dir, determinar
si existeix alguna subvarietat S on les equacions tinguin sentit. Aquest procediment fou introdüıt per
Gotay i Nester (veure [14], apèndix B, i les referències allà citades), que van desenvolupar un algorisme
constructiu per trobar la subvarietat S en cas que existeixi. Altres referències són [20] i [22]. En parti-
cular, si prenem la varietat presimplèctica (T2k−1Q,ωL), l’algorisme ens retornarà una subvarietat S de
T2k−1Q en la qual les equacions iXL

ωL = dEL són consistents, si aquesta subvarietat existeix.

Observem que, tot i que les equacions lagrangianes tinguin solució, en general tampoc seran semis-
prays, de manera que en aquest cas és necessari imposar aquesta condició per tal d’assegurar que les
corbes integrals del camp solució (el qual, si existeix, en general no serà únic) satisfan les equacions
d’Euler-Lagrange, tal i com veiem en el següent resultat:

Teorema 3.6. Sota les mateixes hipòtesis que en la proposició 3.5, suposem que el camp vectorial XL ∈
Im(P ) solució de iXL

ωL = dEL és un semispray de tipus 1 en T2k−1Q. Sigui σ : R→ Q un camı́ de XL.
Aleshores σ̃2k−1 satisfà les equacions d’Euler-Lagrange:

∂L

∂q0
◦ σ̃2k−1 − d

dt

∂L

∂q1
◦ σ̃2k−1 +

d2

dt2
∂L

∂q2
◦ σ̃2k−1 + . . .+ (−1)k

dk

dtk
∂L

∂qk
◦ σ̃2k−1 = 0

on σ̃2k−1 denota l’aixecament de σ a T2k−1Q.

L’estudi en detall dels sistemes lagrangians singulars es pot trobar a [27] i [28].
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Caṕıtol 4

Formalisme hamiltonià generalitzat

En aquest quart caṕıtol descriurem el formalisme hamiltonià associat a un sistema lagrangià d’ordre
superior, també anomenat formalisme hamiltonià canònic generalitzat. Per fer-ho, introduirem les coor-
denades de moment de Jacobi-Ostrogradsky a partir del càlcul diferencial que hem introdüıt en els fibrats
tangents d’ordre superior en el caṕıtol 2, i tot seguit definirem la transformació de Legendre generalitzada,
o transformació de Legendre-Ostrogradsky.

Recordem que, en el formalisme de primer ordre, una funció lagrangiana regular ens permetia definir
un difeomorfisme local entre el fibrat tangent i el fibrat cotangent d’una varietat, que anomenàvem
transformació de Legendre. Aquesta transformació ens permetia transportar les estructures geomètriques
indüıdes per la dinàmica al fibrat cotangent. Aix́ı pod́ıem descriure el sistema en aquest nou espai de
fases mitjançant les formes canòniques i una funció hamiltoniana, que es corresponen amb les formes
lagrangianes i l’energia lagrangiana mitjançant la transformació, respectivament. Una exposició més
completa d’aquesta construcció es pot trobar a [37], §2.3.

En el formalisme d’ordre superior el procediment és el mateix: la transformació de Legendre gene-
ralitzada ens permet transportar les estructures geomètriques indüıdes per la dinàmica que hem definit
en el caṕıtol anterior a les formes canòniques d’un fibrat cotangent, mentre que l’energia lagrangiana es
correspondrà amb una funció d’aquest fibrat cotangent que anomenarem funció hamiltoniana. El fibrat
cotangent que considerarem per a un sistema d’ordre k, tot i que a priori semblarà estrany, és T∗(Tk−1Q),
on Q és la varietat de configuració. La justificació per prendre aquest espai de fases la veurem amb la
transformació de Legendre-Ostrogradsky.

Notem que, com ja passa en el cas de la mecànica clàssica, la descripció del formalisme hamiltonià
canònic generalitzat serà més senzilla que la del formalisme lagrangià que hem estudiat en el caṕıtol
anterior, doncs les estructures geomètriques usades són estructures canòniques del fibrat cotangent i
no pas indüıdes per la dinàmica. A més, al contrari del que passa en el formalisme lagrangià, la 2-
forma canònica del fibrat cotangent només conté informació geomètrica del sistema, mentre que la funció
hamiltoniana h només conté informació dinàmica, de manera que en aquest formalisme la geometria i la
dinàmica es mantenen en estructures diferents.

4.1 Transformació de Legendre-Ostrogradsky. Coordenades de
moment.

Començarem per introduir les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky, que són les coordena-
des que ens permetran construir la transformació de Legendre generalitzada i donar aix́ı una descripció
del formalisme hamiltonià associat a un sistema lagrangià en la següent secció. Per tant, sigui L una
funció lagrangiana d’ordre k, és a dir, L ∈ C∞(TkQ). Si posem

pr−1 =

k−r∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

)
(4.1)
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Caṕıtol 4. Formalisme hamiltonià generalitzat

aleshores podem reescriure l’expressió en coordenades de la 1-forma lagrangiana, donada per (3.4), de la
següent manera

θL =

k∑
r=1

pr−1dq
r−1

D’altra banda, recordem que la 1-forma lagrangiana és semibàsica de tipus k en T2k−1Q. Això ens permet
(veure [14], caṕıtol I, §3.6) definir una aplicació FL : T2k−1Q→ T∗(Tk−1Q) de la següent manera: per
a tot u ∈ T(T2k−1Q) es defineix

θL(u) =
〈
T ρ2k−1

k−1 (u),FL(τT2k−1 Q(u))
〉

(4.2)

Aquesta aplicació, a més, compleix πTk−1 Q ◦ FL = ρ2k−1
k−1 , on πTk−1 Q : T∗(Tk−1Q) → Tk−1Q és la

projecció natural del fibrat cotangent sobre la varietat base. Aquesta propietat és equivalent a afirmar
que el següent diagrama és commutatiu:

T2k−1Q

ρ2k−1
k−1 %%JJJJJJJJJ

FL // T∗(Tk−1Q)

π
Tk−1 Qxxqqqqqqqqqq

Tk−1Q

A més, si θk−1 és la forma de Liouville del fibrat cotangent T∗(Tk−1Q), es compleix:

FL∗(θk−1) = θL

d’on es dedueix que si ωk−1 = −dθk−1 és la 2-forma simplèctica canònica del fibrat cotangent T∗(Tk−1Q),
aleshores es té

FL∗(ωk−1) = FL∗(−dθk−1) = −dFL∗(θk−1) = −dθL = ωL

ja que el pull-back commuta amb la diferencial exterior.
De les dues propietats anteriors i de l’expressió en coordenades de la 1-forma lagrangiana θL, donada

per (3.4), es dedueix que l’expressió en coordenades de FL és:

FL
(
q0, q1, . . . , q2k−1

)
=
(
q0, q1, . . . , qk−1, p0, p1, p2, . . . , pk−1

)
(4.3)

on els pi són les expressions que hem definit en (4.1).
Recordem que, en el cas k = 1, sabem que una funció lagrangiana L és regular si i només si l’aplicació

FL donada en coordenades locals per l’expressió anterior és un difeomorfisme local. En aquest cas
l’aplicació FL s’anomena transformació de Legendre associada a L. Un resultat similar és vàlid pel
cas general:

Proposició 4.1. Sigui L ∈ C∞(TkQ) una funció lagrangiana i FL l’aplicació definida per (4.2). Ales-
hores, les següents afirmacions són equivalents:

(i) L és una lagrangiana regular;

(ii) ωL és una forma simplèctica;

(iii) FL : T2k−1Q→ T∗(Tk−1Q) és un difeomorfisme local.

En aquest cas, l’aplicació FL s’anomenarà transformació de Legendre-Ostrogradsky (o transfor-
mació de Legendre generalitzada) associada a L.

Observació 4.1. Habitualment cometrem un abús de notació i anomenarem transformació de Legendre-
Ostrogradsky a l’aplicació FL associada a la funció lagrangiana que acabem de definir, independentment
de si la lagrangiana L és regular o singular.
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4.1. Transformació de Legendre-Ostrogradsky. Coordenades de moment.

De la proposició 4.1 se’n pot deduir que una lagrangiana L és regular si i només si el conjunt de
funcions (qi, pi), 0 6 i 6 k − 1, és un sistema de coordenades en T2k−1Q. Això ens permet donar la
següent definició:

Definició 4.1. Sigui L una funció lagrangiana regular d’ordre k. El conjunt de coordenades (qi, pi),
0 6 i 6 k − 1 en T2k−1Q s’anomenen coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky.

Notem que, per la pròpia definició, els pr satisfan la següent relació:

pr−1 −
∂L

∂qr
=

k−r∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

)
− ∂L

∂qr

=

k−r∑
i=1

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

)

=

k−r−1∑
i=0

(−1)i+1di+1
T

(
∂L

∂qr+i+1

)

= −dT

k−(r+1)∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂q(r+1)+i

) = −dT (pr)

que podem reescriure de la següent manera:

pr−1 =
∂L

∂qr
− dT (pr) (4.4)

per 1 6 r 6 k − 1. En particular, mitjançant aquestes relacions podem determinar totes les coordenades
de moments pr a partir de la última, pk−1. Això serà especialment important en el caṕıtol 6, quan
descrivim el formalisme unificat d’ordre superior.

Abans de seguir, vegem què succeeix en el cas k = 1, doncs recordem que el nostre objectiu és
generalitzar el que sabem per la mecànica de primer ordre. En el cas k = 1, la transformació de Legendre-
Ostrogradsky esdevé simplement FL : TQ → T∗(T0Q), i com que T0Q = Q, es té FL : TQ → T∗Q,
la qual vindrà donada localment per FL

(
q0, q1

)
=
(
q0, p0

)
on p0 té la següent expressió en coordenades

locals:

p0 =

1−1∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂q1+i

)
=
∂L

∂q1

Per tant, recuperem la transformació de Legendre que ja coneix́ıem.

Tot i que la transformació de Legendre-Ostrogradsky associada a una lagrangiana regular sempre és
un difeomorfisme local, no necessàriament ho és global. En cas que FL sigui un difeomorfisme global,
donarem un nom especial a la funció lagrangiana:

Definició 4.2. Una funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) és hiperregular si la transformació de Legendre-
Ostrogradsky FL associada és un difeomorfisme global.

Observació 4.2. Atès que πTk−1 Q ◦ FL = ρ2k−1
k−1 , es té que FL és un difeomorfisme si i només si la

restricció a cada fibra de l’aplicació ρ2k−1
k−1 : T2k−1Q→ Tk−1Q és 1-a-1.

Observació 4.3. Donada una funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ), si L és regular la imatge de la transfor-
mació de Legendre-Ostrogradsky serà un obert de T∗(Tk−1Q), és a dir, FL(T2k−1Q) = U ⊆ T∗(Tk−1Q),
amb U obert, mentre que si és hiperregular la imatge de FL serà tot el fibrat cotangent de Tk−1Q, és a
dir, FL(T2k−1Q) = T∗(Tk−1Q).
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Caṕıtol 4. Formalisme hamiltonià generalitzat

4.2 Formalisme hamiltonià canònic generalitzat

La transformació de Legendre-Ostrogradsky associada a una funció lagrangiana que sigui almenys
regular ens permet transportar, encara que sigui localment, el formalisme lagrangià d’ordre superior que
hem estudiat en el caṕıtol anterior al fibrat cotangent d’una certa varietat. En particular, el nostre
espai de fases deixa de ser el fibrat tangent d’ordre superior per convertir-se en el fibrat cotangent d’una
varietat, on hi tenim definides dues formes diferencials de manera canònica que contindran, sense cap
hipòtesi addicional, la informació geomètrica del sistema dinàmic.

Notem, però, que si la funció lagrangiana donada no és regular no podem, en general, afirmar res
sobre la transformació de Legendre-Ostrogradsky ni té tampoc sentit considerar el formalisme hamiltonià
canònic associat. Tanmateix, hi ha un tipus concret de funcions lagrangianes singular per les quals,
malgrat que la transformació no sigui un difeomorfisme, podem construir un formalisme hamiltonià
associat. Discutirem breument aquest cas al final d’aquesta secció.

4.2.1 Lagrangianes regulars i hiperregulars

Al llarg d’aquesta secció suposarem donada una funció lagrangiana L d’ordre k hiperregular. Tanma-
teix, tots els resultats que enunciarem són vàlids també per a funcions lagrangianes regulars, restringint
adequadament les estructures geomètriques a l’obert FL(T2k−1Q) ⊆ T∗(Tk−1Q).

En la secció anterior hem vist com la transformació de Legendre-Ostrogradsky associada a la lagran-
giana L ens permet transportar les estructures geomètriques indüıdes per la dinàmica a les estructures
geomètriques canòniques del fibrat cotangent, però no hem fet cap comentari respecte a la dinàmica del
sistema. Recordem que les estructures canòniques del fibrat cotangent només contenen, en principi, infor-
mació geomètrica del sistema, de manera que necessitem algun element que reculli la informació dinàmica
del sistema. Anàlogament a com ho hem fet per les estructures geomètriques, és esperable que poguem
transportar la dinàmica del sistema mitjançant la transformació de Legendre-Ostrogradsky. Això és, en
efecte, el que farem, i la proposició següent ens diu com:

Proposició 4.2. Sigui (T2k−1Q,L) un sistema lagrangià d’ordre superior hiperregular. Aleshores existeix
una única funció h ∈ C∞(T∗(Tk−1Q)) tal que FL∗(h) = EL.

Aquest resultat ens porta a la següent definició:

Definició 4.3. Anomenarem funció hamiltoniana d’ordre k associada al sistema (T2k−1Q,L) a la
funció h ∈ C∞(T∗(Tk−1Q)) de la proposició 4.2.

Amb la introducció de la funció hamiltoniana ja podem donar la següent definició:

Definició 4.4. La terna (T∗(Tk−1Q), ωk−1, h) s’anomena sistema hamiltonià canònic d’ordre k
associat a (T2k−1Q,L).

Amb tot això ja estem en condicions de descriure el formalisme hamiltonià canònic d’ordre superior
en forma de quatre postulats, que no són més que l’adaptació al cas hamiltonià dels postulats que hem
donat en el caṕıtol anterior. Com abans, els tres primers postulats estableixen els objectes geomètrics
que permeten descriure el nostre sistema dinàmic.

Primer postulat del formalisme hamiltonià canònic generalitzat.

L’espai de configuració Q d’un sistema dinàmic d’ordre k amb n graus de llibertat és una varietat
diferenciable de dimensió n.

L’espai d’estats és el fibrat cotangent del fibrat tangent d’ordre k− 1, T∗(Tk−1Q), de la varietat Q
que constitueix l’espai de configuració del sistema.

Segon postulat del formalisme hamiltonià canònic generalitzat.

Els observables, o magnituts f́ısiques, d’un sistema dinàmic d’ordre k són funcions en T∗(Tk−1Q).

El resultat d’una mesura d’un observable és el valor que prèn la funció que el representa en un punt
de l’espai d’estats T∗(Tk−1Q).
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4.2. Formalisme hamiltonià canònic generalitzat

Abans de donar la resta de postulats del formalisme, ara que ja hem definit l’espai d’estats i els
observables en aquest formalisme fem un parell d’observacions sobre la funció hamiltoniana.

Observació 4.4. La funció hamiltoniana es correspon amb l’observable “energia total” del sistema en el
formalisme lagrangià mitjançant la transformació de Legendre-Ostrogradsky, de manera que representa
aquest mateix observable en el formalisme hamiltonià.

Observació 4.5. Volem remarcar especialment que la funció hamiltoniana no es correspon amb la funció
lagrangiana, doncs ambdues tenen rols diferents en els seus respectius formalismes. La funció lagrangiana
permet construir les estructures geomètriques del sistema, aix́ı com definir l’observable “energia total”
del sistema, però no és un observable per śı mateixa en no estar definida en l’espai d’estats. Tanmateix,
en el formalisme hamiltonià les estructures geomètriques estan canònicament definides, de manera que
no cal derivar-les de cap element, i la funció hamiltoniana śı és un observable del sistema.

Tercer postulat del formalisme hamiltonià canònic generalitzat.

La informació dinàmica del sistema queda recollida en la funció hamiltoniana h ∈ C∞(T∗(Tk−1Q))
del sistema.

Notem que l’elecció de T∗(Tk−1Q) com a espai d’estats queda justificada per la transformació de
Legendre-Ostrogradsky. Amb aquests tres postulats ja tenim una descripció geomètrica del nostre sistema
d’ordre superior, de manera que només ens queda establir les equacions que ens donin les trajectòries
dinàmiques del sistema. Com en el cas del formalisme lagrangià, aquestes equacions venen establertes
pel quart postulat del formalisme.

Quart postulat del formalisme hamiltonià canònic generalitzat.

Les trajectòries dinàmiques d’un sistema hamiltonià d’ordre k (T∗(Tk−1Q), ωk−1, h) són les corbes
integrals d’un camp vectorial Xh ∈ X(T∗(Tk−1Q)) que és solució de l’equació

iXh
ωk−1 = dh (4.5)

Aquestes equacions s’anomenen equacions de Hamilton, i el camp vectorial solució s’anomena camp
dinàmic hamiltonià.

De manera anàloga a com ho hem fet per al formalisme lagrangià generalitzat, podem deduir les
equacions intŕınseques per a les corbes integrals del sistema a partir de les equacions intŕınseques per al
camp dinàmic hamiltonià. En particular, si prenem un punt p ∈ T∗(Tk−1Q) arbitrari, podem prendre
l’equació que defineix el camp dinàmic punt a punt:

iXh(p)ωk−1(p) = dh(p)

Si prenem σ : R→ T∗(Tk−1Q) una corba intregal de Xh, per a cada t ∈ R, σ(t) és un punt de T∗(Tk−1Q),
de manera que podem escriure:

iXh(σ(t))ωk−1(σ(t)) = dh(σ(t))

i usant que σ és corba integral de Xh, és a dir, σ̃ = Xh ◦ σ, es té:

iσ̃(ωk−1 ◦ σ) = dh ◦ σ (4.6)

i aquesta és l’equació intŕınseca de les corbes integrals del sistema hamiltonià.
Vegem com deduir les equacions dinàmiques en coordenades locals a partir dels postulats que tenim.

Donada una funció lagrangiana d’ordre k hiperregular L ∈ C∞(TkQ) sigui h ∈ C∞(T∗(Tk−1Q)) la funció
hamiltoniana d’ordre k associada a l’energia lagrangiana EL ∈ C∞(T2k−1Q) derivada de L. Aleshores,
dh té la següent expressió local:

dh =

k−1∑
i=0

(
∂h

∂qi
dqi +

∂h

∂pi
dpi

)
=

∂h

∂q0
dq0 + . . .+

∂h

∂qk−1
dqk−1 +

∂h

∂p0
dp0 + . . .+

∂h

∂pk−1
dpk−1
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Caṕıtol 4. Formalisme hamiltonià generalitzat

D’altra banda, recordem que volem determinar el camp hamiltonià Xh. Per tant, suposem que Xh té
l’expressió local més genèrica possible, és a dir:

Xh =

k−1∑
i=0

(
f i

∂

∂qi
+ gi

∂

∂pi

)
= f0 ∂

∂q0
+ . . .+ fk−1 ∂

∂qk−1
+ g0

∂

∂p0
+ . . .+ gk−1

∂

∂pk−1

on f i, gi ∈ C∞(T∗(Tk−1Q)), 0 6 i 6 k − 1, són funcions arbitràries. Si ara fem la contracció interior
amb la 2-forma simplèctica canònica ωk−1 del fibrat cotangent T∗(Tk−1Q), la qual té per expressió local

ωk−1 =

k−1∑
i=0

dqi ∧ dpi = dq0 ∧ dp0 + . . .+ dqk−1 ∧ dpk−1

ens queda:

iXh
ωk−1 =

k−1∑
i=0

(
f idpi − gidqi

)
Igualant amb l’expressió de dh, ens queda:

dpi : f
i =

∂h

∂pi

dqi : gi = − ∂h
∂qi

amb 0 6 i 6 k−1. Ara bé, això ho hem fet per unes funcions genèriques f i, gi. Sigui σ : R→ T∗(Tk−1Q)
una corba integral de Xh amb expressió local σ(t) = (q0(t), . . . , qk−1(t), p0(t), . . . , pk−1(t)). Aleshores, al
llarg de la corba σ es té

f i ◦ σ =
dqi

dt

gi ◦ σ =
dpi
dt

d’on, igualant les dues expressions al llarg de la corba σ, obtenim el següent sistema de 2kn equacions
diferencials:

dqi

dt
=

∂h

∂pi
◦ σ

dpi
dt

= − ∂h
∂qi

◦ σ

(4.7)

amb incògnites les funcions qi(t), pi(t). Aquesta és la forma estàndard de les equacions de Hamilton.
Notem que, llevat de donar-nos la transformació de Legendre-Ostrogradsky, la funció lagrangiana no

ha tingut cap més rol en el desenvolupament del formalisme. Per tant, els mateixos postulats que hem
donat per al formalisme hamiltonià canònic associat a un sistema lagrangià els podem prendre com els
postulats d’un sistema hamiltonià general, no necessàriament lligat a un sistema lagrangià. Només cal
donar una funció hamiltoniana en T∗(Tk−1Q) que reculli la informació dinàmica d’algun sistema, i les
equacions dinàmiques es dedueixen tal i com acabem d’exposar.

Tanmateix, el fet que aquest formalisme hamiltonià estigui associat a un sistema lagrangià regular
implica que la funció hamiltoniana no és una funció qualsevol, doncs ha de satisfer la relació FL∗(h) = EL.
En particular, observem que mitjançant les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky, podem
reescriure l’expressió local de l’energia lagrangiana, donada per (3.6), com

EL =

k∑
i=1

qipi−1 − L
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4.2. Formalisme hamiltonià canònic generalitzat

Per tant, aquesta és exactament l’expressió en coordenades de la funció hamiltoniana associada a l’energia
lagrangiana d’un sistema lagrangià regular.

Prenent aquesta funció hamiltoniana h particular, vegem com són les equacions del camp dinàmic
hamiltonià. La diferencial d’aquesta funció hamiltoniana es calcula de manera immediata:

dh =

k∑
i=1

(
pi−1dq

i + qidpi−1

)
−

k∑
i=0

∂L

∂qi
dqi

Imposant ara la igualtat iXh
ωk−1 = dh i tenint en compte que la contracció del camp Xh amb la 2-

forma simplèctica canònica ωk−1no resulta alterada per aquest canvi, ens queda el sistema de (2k + 1)n
equacions:

dpi : f
i = qi+1 per 0 6 i 6 k − 1;

dq0 : g0 =
∂L

∂q0
;

dqi : gi =
∂L

∂qi
− pi−1 per 1 6 i 6 k − 1;

dqk : pk−1 =
∂L

∂qk

Observem que el darrer grup d’equacions ens dóna la transformació de Legendre-Ostrogradsky per a la
darrera coordenada pk−1 i que, per tant, no ens determina cap component del camp dinàmic. Per aquest
motiu, obviarem aquesta equació per ara i ens centrarem en les equacions que ens determinen el camp
dinàmic, tot i que en el caṕıtol 6 esdevindrà fonamental pel formalisme que desenvoluparem. Usant la
relació (4.4) entre pi−1 i pi que hem vist prèviament, ens queda

dpi : f
i = qi+1 per 0 6 i 6 k − 1;

dq0 : g0 =
∂L

∂q0
;

dqi : gi = dT (pi) per 1 6 i 6 k − 1;

Per tant, l’expressió en coordenades del camp dinàmic hamiltonià en aquest cas és

Xh =

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi
(4.8)

4.2.2 Lagrangianes singulars

Com hem comentat breument al principi d’aquesta secció, en el cas de funcions lagrangianes singulars
no podem, en general, donar una descripció del formalisme hamiltonià canònic associat, doncs la trans-
formació de Legendre-Ostrogradsky pot estar molt lluny de ser un difeomorfisme (local). Tanmateix, hi
ha un tipus de funcions lagrangianes que, dit de manera intüıtiva i näıve, tot i ser singulars “no són gaire
singulars” i per a les quals la transformació de Legendre generalitzada es “comporta prou bé”. Aquestes
són les funcions lagrangianes quasi-regulars, les quals definim formalment a continuació:

Definició 4.5. Una funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) és quasi-regular si la transformació de Legendre-
Ostrogradsky associada a L satisfà les tres condicions següents:

1. FL(T2k−1Q) = P és una subvarietat tancada de T∗(Tk−1Q).

2. FL és una submersió en la seva imatge.

3. Les fibres FL−1(FL(p)), ∀p ∈ T2k−1Q, són subvarietats connexes de T2k−1Q.

Observem que, com que la imatge de la transformació de Legendre-Ostrogradsky és una subvarietat
tancada, tenim un embedding natural j◦ : P ↪→ T∗(Tk−1Q). Aleshores, si denotem FL◦ : T2k−1Q→ P
l’aplicació definida per FL = j◦ ◦ FL◦, tenim el següent resultat:
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Proposició 4.3. Sigui L ∈ C∞(TkQ) una funció lagrangiana quasi-regular. Aleshores, l’energia lagran-
giana és FL◦-projectable, és a dir, existeix una única funció h◦ ∈ C∞(P ) tal que FL∗◦(h◦) = EL.

La demostració d’aquest resultat es pot trobar a [27]. La funció h◦ donada pel teorema s’anomena
funció hamiltoniana canònica del sistema.

D’aquesta manera, prenent ω◦ = j∗◦(ωk−1), la terna (P, ω◦, h◦) és en aquest cas el sistema hamiltonià
canònic associat a (T2k−1Q,L), i tot el que hem enunciat anteriorment per (T∗(Tk−1Q), ωk−1, h) es pot
aplicar a aquest sistema. En particular, l’equació dinàmica d’aquest sistema ve donada per:

iXh◦
ω◦ = dh◦

amb Xh◦ ∈ X(P ). Aquesta equació és, en general, incompatible, i en els casos interessants Xh◦ està definit
únicament en alguna subvarietat S ↪→ P . Per determinar aquesta subvarietat s’apliquen els algorismes
de lligadures descrits a [20] i que consisteixen en alternar el càlcul de les equacions de lligadures (que
apareixen de manera natural en calcular les equacions del moviment) i la comprovació de la condició de
tangència, que en cas de no satisfer-se ens dóna condicions de lligadures addicionals. A més, aquesta
solució, encara que existeixi, no és única, ja que si Xh◦ és una solució, també ho és Xh◦ + Y , amb
Y ∈ ker(ω◦).
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Caṕıtol 5

Formalisme unificat de Skinner-Rusk
de primer ordre

En aquest caṕıtol revisarem la descripció del formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià introdüıt per
R. Skinner i R. Rusk en [41]. Aquest formalisme recull els formalismes lagrangià i hamiltonià de primer
ordre per a sistemes autònoms, i ens permet recuperar les equacions dinàmiques en un o altre, tal i
com veurem a continuació. Una altra caracteŕıstica d’aquest formalisme és que dóna una descripció dels
formalismes lagrangià i hamiltonià per a funcions lagrangianes singulars, les quals tenen una transformació
de Legendre amb aplicació tangent que té nucli estrictament no nul.

Recordem que en aquest caṕıtol només tractarem el cas autònom. Per al cas no autònom recomanem
consultar [4] i les referències allà citades.

Atès que només tractarem el cas de primer ordre, no usarem el conveni de notació que hem introdüıt
en el caṕıtol 2. Per tant, els ı́ndexs que apareguin al llarg d’aquest caṕıtol no denoten l’ordre de derivació
que considerem, sinó la coordenada que considerem en cada moment. A més, denotarem l’aixecament
canònic d’una corba σ en Q al fibrat tangent TQ per σ̃ enlloc de σ̇, mentre que la “derivada” de cada
funció component que la representa en coordenades locals la denotarem q̇i, com és habitual.

5.1 Espai de fases. Estructures geomètriques i dinàmiques.

Considerem un sistema dinàmic de primer ordre amb n graus de llibertat modelitzat sobre una varietat
diferenciable Q de dimensió n. Prenem el seu espai de fases-velocitats, TQ, i el seu espai de fases-
moments, T∗Q. Sigui L ∈ C∞(TQ) una funció lagrangiana que reculli la informació dinàmica del
sistema. Considerem el següent espai de fases:

TQ×Q T∗Q ∼= TQ⊕Q T∗Q

és a dir, la suma de Whitney dels dos espais de fases de velocitats i moments, dotat de les dues projeccions
canòniques pr1 : TQ×Q T∗Q→ TQ i pr2 : TQ×Q T∗Q→ T∗Q. Denotarem aquest espai de fases per
W. Atès que TQ i T∗Q també tenen les seves respectives projeccions canòniques sobre Q, obtenim el
següent diagrama:

W = TQ×Q T∗Q

pr1

wwoooooooooooo
pr2

''OOOOOOOOOOOO

TQ

τQ
''OOOOOOOOOOOOOO T∗Q

πQ

wwnnnnnnnnnnnnnn

Q
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En aquest espai de fases considerarem les coordenades naturals associades a una carta de Q. És a
dir, si (U,ϕ) és una carta local de Q amb ϕ = (qi), i = 1, . . . , n, prenem les coordenades naturals de
TQ en τ−1

Q (U) i les coordenades naturals de T∗Q en π−1
Q (U), que són (qi, vi) i (qi, pi), respectivament.

Aleshores, les coordenades naturals per W són (qi, vi, pi). Observem que dim(W) = 3n.
Amb això ja tenim l’espai de fases sobre el qual es desenvolupa aquest formalisme. Vegem a continuació

com definir les estructures geomètriques. Sigui θ ∈ Ω1(T∗Q) la forma de Liouville del fibrat cotangent i
ω = −dθ ∈ Ω2(T∗Q) la 2-forma simplèctica canònica de T∗Q. Aleshores, definim una 2-forma diferencial
Ω en W de la següent manera:

Ω = pr∗2(ω) ∈ Ω2(W)

Observem que Ω és una forma tancada, ja que

Ω = pr∗2(ω) = pr∗2(−dθ) = −dpr∗2(θ)

Tanmateix, aquesta forma és degenerada, i per tant només és presimplèctica. Això últim ho veurem
millor calculant l’expressió local de Ω. Recordem que l’expressió local de la 2-forma canònica del fibrat
cotangent en unes cartes naturals és

ω = dqi ∧ dpi

D’altra banda, l’aplicació pr2 té per expressió local

pr2 : TQ×Q T∗Q −→ T∗Q
(qi, vi, pi) 7−→ (qi, pi)

d’on es dedueix que l’expressió local de Ω és

Ω = pr∗2(ω) = pr∗2(dqi ∧ dpi) = pr∗2(dqi) ∧ pr∗2(dpi) = dpr∗2(qi) ∧ dpr∗2(pi) = dqi ∧ dpi (5.1)

Veient aquesta expressió local, és clar que
{

∂
∂vi

}
és una base local del nucli de Ω, és a dir:

ker(Ω) =

〈
∂

∂vi

〉
(5.2)

i per tant la 2-forma Ω és degenerada.

Observació 5.1. Notem que aquest resultat és esperable, doncs els camps ∂
∂vi són exactament els camps

verticals respecte la projecció pr2 i per tant els seus coeficients han de quedar indeterminats en fer el
pull-back per aquesta aplicació. Per tant, el que tenim és que el nucli de la 2-forma presimplèctica Ω són
els camps verticals respecte la projecció pr2, és a dir:

ker(Ω) = ker(T pr2) = XV (pr2)(W)

Amb això ja tenim una varietat presimplèctica (W,Ω). En aquest punt és clar que el nostre objectiu
és tenir un sistema hamiltonià presimplèctic per tal de deduir les equacions dinàmiques seguint el pro-
cediment descrit a [37], §3. Tanmateix, en aquest formalisme hem suposat que l’objecte que ens recull
la informació dinàmica és una funció lagrangiana L ∈ C∞(TQ), amb la qual no tindrem directament un
sistema hamiltonià (recordem que la funció lagrangiana no és un observable d’un sistema dinàmic).

Per tal de definir una funció hamiltoniana en aquest sistema, considerem en primer lloc una funció
C ∈ C∞(W), que anomenarem funció d’acoblament, definida canònicament de la següent manera: si
p ∈ Q és un punt qualsevol de la varietat, vp ∈ TpQ un vector tangent a Q en p i αp ∈ T∗pQ un covector
en p, definim C com:

C : TQ×Q T∗Q −→ R
(p, vp, αp) 7−→ 〈αp | vp〉

(5.3)
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on 〈αp | vp〉 ≡ αp(vp) és l’aparellament canònic entre vectors de l’espai vectorial TpQ i covectors del seu

espai dual T∗pQ. En una carta local en p ∈ Q, si αp = pidq
i
∣∣
p

i vp = vi ∂
∂qi

∣∣∣
p
, l’expressió local de C és

C(p, vp, αp) = 〈αp | vp〉 =

〈
pidq

i
∣∣
p

∣∣∣∣∣ vi ∂∂qi
∣∣∣∣
p

〉
= piv

i
∣∣
p

(5.4)

Mitjançant la funció d’acoblament ja podem definir una funció hamiltoniana H ∈ C∞(W) de la
següent manera:

H = C − pr∗1(L) (5.5)

que té per expressió local

H = piv
i − L(qj , vj) (5.6)

Amb tot això, la terna (W,Ω, H) és un sistema hamiltonià presimplèctic.

Observació 5.2. Notem que l’expressió local de la funció hamiltoniana que hem definit és exactament la
mateixa expressió local que té la funció hamiltoniana associada a un sistema dinàmic lagrangià regular.

5.2 Camps dinàmics

En aquesta secció determinarem el camp dinàmic del sistema presimplèctic (W,Ω, H), i veurem com,
a partir d’aquest, podem recuperar els camps dinàmics lagrangià i hamiltonià del sistema.

5.2.1 Dinàmica en W = TQ×Q T∗Q

Ara que ja tenim un sistema hamiltonià presimplèctic (W,Ω, H), podem aplicar el procediment descrit
en [37], §3, a aquest sistema i tenim que les equacions del moviment són:

iXΩ = dH (5.7)

on X ∈ X(W) és el camp dinàmic hamiltonià del sistema. Aquestes equacions ens donen, en coordenades
locals, les equacions de Hamilton, les equacions d’Euler-Lagrange i la transformació de Legendre. Abans
de calcular-ne l’expressió local, però, necessitem saber si aquest camp X existeix. El següent resultat,
que és conseqüència dels resultats que es presenten a [22], ens dóna una resposta:

Proposició 5.1. Donat el sistema dinàmic hamiltonià presimplèctic (W,Ω, H), existeix un camp vecto-
rial X ∈ X(W) solució de l’equació iXΩ = dH en la subvarietat W◦ ↪→W definida per:

W◦ = {p ∈ W : ξ(p) ≡ (iY dH)(p) ≡ (LYH)(p) = 0 ∀Y ∈ ker(Ω)} .

Notació: Atès que els camps vectorials solució de l’equació (5.7) seran sempre camps a suport sobre
la subvarietatW◦, introdüım la següent notació: denotarem per XW◦(W) el conjunt dels camps vectorials
en W definits a suport sobre la subvarietat W◦ de la proposició 5.1.

Abans de calcular l’expressió en coordenades del camp X, vegem un resultat que ens caracteritza la
subvarietat W◦.

Proposició 5.2. La subvarietat W◦ ↪→ W és el graf de la transformació de Legendre, és a dir, es té
W◦ = graf(FL).

Demostració. Per la proposició 5.1 la subvarietat W◦ ↪→W ve donada per

W◦ = {p ∈ W : ξ(p) ≡ (iY dH)(p) ≡ (LYH)(p) = 0 ∀Y ∈ ker(Ω)} .

Per tant, només hem de comprovar que les equacions que ens defineixen la subvarietatW◦ són les equacions
de la transformació de Legendre associada a la funció lagrangiana L ∈ C∞(TQ). Ho farem en coordenades
locals.
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Tenint en compte l’expressió local de la funció hamiltoniana donada per (5.6), la seva diferencial es
calcula de manera immediata, obtenint

dH = vidpi + pidv
i −
(
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂vi
dvi
)

= − ∂L
∂qi

dqi +

(
pi −

∂L

∂vi

)
dvi + vidpi

Sigui Y ∈ ker(Ω). Aleshores, tenim

iY dH = iY

(
− ∂L
∂qi

dqi +

(
pi −

∂L

∂vi

)
dvi + vidpi

)
= iY

(
− ∂L
∂qi

dqi
)

+ iY

((
pi −

∂L

∂vi

)
dvi
)

+ iY
(
vidpi

)
Observem que, per linealitat, podem suposar que Y és un element de la base de ker(Ω). Recordem ara
que una base local de ker(Ω) ve donada per (5.2), de manera que podem prendre Y = ∂

∂vi . Substituint-ho
en les igualtats anteriors, es té

iY dH = i ∂

∂vi

(
− ∂L
∂qi

dqi
)

+ i ∂

∂vi

((
pi −

∂L

∂vi

)
dvi
)

+ i ∂

∂vi

(
vidpi

)
= pi −

∂L

∂vi

Per tant, les equacions que defineixen la subvarietat W◦ són

iY dH = 0⇐⇒ pi −
∂L

∂vi
= 0

Per tant, podem considerar que W◦ és el graf d’una aplicació

F : TQ −→ T∗Q
(qi, vi) 7−→ (qi, pi)

tal que F (qi, vi) = (qi, ∂L∂vi ), és a dir, F ≡ FL és la transformació de Legendre.

Ara que ja sabem que existeix alguna solució de l’equació (5.7) i que hem caracteritzat la subvarietat
W◦, calculem-ne l’expressió en coordenades. Donada una carta local de W, considerem en ella un camp
vectorial X ∈ X(W) genèric, és a dir:

X = f i
∂

∂qi
+ F i

∂

∂vi
+Gi

∂

∂pi

Calculant la contracció interior amb la 2-forma presimplèctica Ω, donada en coordenades per (5.1), tenim

iXΩ = f idpi −Gidqi

Recordem que l’expressió local de dH, que hem calculat en la prova de la proposició 5.2, és

dH = − ∂L
∂qi

dqi +

(
pi −

∂L

∂vi

)
dvi + vidpi

Ara, imposant la igualtat iXΩ = dH, obtenim tres sistemes de n equacions

dpi : f
i = vi (5.8)

dvi : 0 = pi −
∂L

∂vi
(5.9)

dqi : Gi =
∂L

∂qi
(5.10)

d’on es dedueix que el camp X localment és

X = vi
∂

∂qi
+ F i

∂

∂vi
+
∂L

∂qi
∂

∂pi

50



5.2. Camps dinàmics

Observem que les equacions (5.9) del càlcul en coordenades que acabem de fer per al camp dinàmic
X ∈ X(W) ens imposen una condició de compatibilitat sobre el camp X, i és que ha de satisfer les
equacions de la transformació de Legendre FL. Per tant, el camp vectorial X ∈ X(W) existeix a suport
sobre una subvarietat definida per la transformació de Legendre, fet que ja hem vist en les proposicions
5.1 i 5.2.

Notem que les funcions F i han quedat indeterminades, doncs els camps vectorials coordenats ∂
∂vi són

una base local del nucli de Ω, i per tant les funcions que els acompanyen no es poden determinar fent
la contracció amb aquesta 2-forma degenerada. Tanmateix, el camp vectorial X és solució de l’equació
(5.7) sobre la subvarietat W◦ i, per tant, hem d’imposar la condició de tangència del camp X sobre la
subvarietat W◦. És a dir, hem de comprovar que LX(ξ) ≡ X(ξ) = 0, on ξ són les lligams que defineixen
la subvarietat W◦. Calculant, es té:

X(ξ) =

(
vi

∂

∂qi
+ F i

∂

∂vi
+
∂L

∂qi
∂

∂pi

)(
pi −

∂L

∂vi

)
=
∂L

∂qi
− vi ∂2L

∂qi∂vj
− F i ∂2L

∂vi∂vj
= 0 (5.11)

Observem que aquestes són les equacions lagrangianes per al camp X (veure [37], §2.2.3), les quals poden
ser compatibles o no. Això ens porta al següent resultat:

Proposició 5.3. Sigui L ∈ C∞(TQ) una funció lagrangiana regular. Aleshores existeix un únic camp
vectorial X ∈ XW◦(W) solució de l’equació (5.7) sobre W◦ i tangent a W◦.

Demostració. Com que la funció lagrangiana és regular, la matriu hessiana(
∂2L

∂vi∂vj

)
té rang màxim. Per tant, el sistema de n equacions (5.11) és compatible i determinat, d’on es dedueix
que les funcions F i queden determinades de manera única i es verifica la condició de tangència.

Llavors, en el cas d’una funció lagrangiana regular, tenim que el camp X és tangent a tota la subva-
rietat W◦ i l’equació es té a suport sobre W◦, és a dir, es compleix

[iXΩ− dH]|W◦ = 0 (5.12)

En aquest cas, les equacions lagrangianes per al camp X són compatibles i ens determinen les funcions
F i de manera única.

D’altra banda, si la funció L no és regular, les equacions (5.11) poden ser compatibles o incompatibles
i, en el millor dels casos, existeix una subvarietat Wf ↪→ W◦ (on pot ser Wf = W◦) tal que el camp X
és tangent a Wf , i l’equació es té a suport sobre Wf , és a dir, el camp X solució, que pot ser únic o no,
satisfà l’equació

[iXΩ− dH]|Wf
= 0 (5.13)

En aquest segon cas, les equacions lagrangianes són incompatibles i ens imposen restriccions addicionals.
Tal i com veurem més endavant, aquesta remarca ens obligarà distingir entre ambdós casos.

Tornem però a la situació general. Si denotem per j◦ : W◦ ↪→ W la immersió natural, un corol·lari
immediat de la proposició 5.2 és el següent:

Corol·lari 5.4. L’aplicació pr1 = pr1 ◦j◦ : W◦ → TQ és un difeomorfisme. En particular, W◦ ∼= TQ.

Demostració. És clar que TQ ∼= W◦, doncs per la proposició 5.2 tenim W◦ = graf(FL) i tota varietat
diferenciable és difeomorfa a la subvarietat que defineix el graf d’una aplicació en la subvarietat producte.
Ens falta veure que pr1 és, en efecte, un difeomorfisme. Observem, però, que pr1 és una submersió i, per
igualtat de dimensions, també és una immersió, d’on es dedueix que és un difeomorfisme local. Però, com
que està definida en tot W◦, pr1 és un difeomorfisme global.
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Caṕıtol 5. Formalisme unificat de Skinner-Rusk de primer ordre

Un cop tenim aquests resultats generals, vegem com podem recuperar el camp dinàmic lagrangià
a partir del camp vectorial X ∈ X(W) solució de l’equació (5.7). El teorema que provarem, de fet,
ens donarà molt més: no només podrem recuperar el camp dinàmic lagrangià a partir del camp X,
sino que també podrem recuperar el camp X a partir d’un camp dinàmic lagrangià. Per provar aquest
teorema, però, necessitarem alguns resultats previs, els quals també ens permeten recuperar les estructures
geomètriques i dinàmiques del formalisme lagrangià definides a [37].

El primer resultat ens dóna la 2-forma lagrangiana del formalisme lagrangià a partir de la 2-forma
canònica del fibrat cotangent, i la relaciona amb la 2-forma presimplèctica Ω que hem definit en W.

Lema 5.5. Siguin ω ∈ Ω2(T∗Q) la 2-forma canònica del fibrat cotangent i ωL = FL∗(ω). Aleshores
Ω = pr∗1(ωL).

Demostració. Calculant, tenim la següent cadena d’igualtats

pr∗1(ωL) = pr∗1(FL∗(ω)) = (pr∗1 ◦FL∗)(ω) = (FL ◦ pr1)∗(ω) = pr∗2(ω) = Ω

i ja hem demostrat el que voĺıem.

Observació 5.3. Notem que si la funció lagrangiana és singular, la transformació de Legendre no és un
difeomorfisme i, per tant, la 2-forma ωL serà degenerada, tal i com succeeix en el formalisme lagrangià.

Abans de seguir, calculem l’expressió en coordenades locals de la 2-forma ωL. Recordem que l’expressió
en coordenades de la 2-forma canònica ω és

ω = dqi ∧ dpi

Per tant, tenim

ωL = FL∗(ω) = FL∗(dqi ∧ dpi) = FL∗(dqi) ∧ FL∗(dpi) = dFL∗(qi) ∧ dFL∗(pi)

Usant ara que FL∗(qi) = qi i FL∗(pi) = ∂L
∂vi , ens queda

ωL = dqi ∧ d
(
∂L

∂vi

)
= dqi ∧

(
∂2L

∂qj∂vi
dqj +

∂2L

∂vj∂vi
dvj
)

=
∂2L

∂qj∂vi
dqi ∧ dqj +

∂2L

∂vj∂vi
dqi ∧ dvj

que és l’expressió en coordenades habitual de la 2-forma lagrangiana ωL (veure [37]).
Passem ara al següent resultat, mitjançant el qual recuperem l’energia lagrangiana a partir de la

funció H ∈ C∞(W) que hem definit en la secció anterior.

Lema 5.6. Existeix una única funció EL ∈ C∞(TQ) tal que pr∗1(EL) = H.

Demostració. Sigui j∗◦(H) ∈ C∞(W◦). Com que pr1 és un difeomorfisme existeix una única funció
EL ∈ C∞(TQ) tal que pr∗1(EL) = j∗◦(H). D’altra banda, es té

pr∗1(EL) = (pr1 ◦j◦)
∗(EL) = j∗◦(pr∗1(EL))

Per tant, tenim j∗◦(pr∗1(EL)) = j∗◦(H), d’on es dedueix pr∗1(EL) = H.

Com abans, calculem l’expressió local de la funció EL. Tenint en compte l’expressió en coordenades
de la funció H donada per (5.6), la funció EL ∈ C∞(TQ) és una funció que en una carta local satisfà

pr∗1(EL) = piv
i − L(qj , vj)

Com que per la proposició 5.2 la subvarietat W◦ és el graf de la transformació de Legendre, es compleix
pi = ∂L

∂vi , i per tant es té

pr∗1(EL) = vi
∂L

∂vi
− L(qj , vj)
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Usant ara que pr1 = pr1 ◦j◦ i que pr∗1(qi) = qi i pr∗1(vi) = vi, en dedüım que

EL = vi
∂L

∂vi
− L(qj , vj)

que és l’expressió en coordenades locals habitual per l’energia lagrangiana (veure [37]).
Ara que ja tenim la 2-forma lagrangiana i l’energia lagrangiana que necessitem per escriure les equa-

cions intŕınseques del camp dinàmic lagrangià, només ens falta associar a cada camp vectorial X ∈ X(W)
tangent a W◦ un camp vectorial en el fibrat tangent TQ. El següent resultat no només ens dóna aquest
camp vectorial, sinó que també ens en dóna la unicitat.

Lema 5.7. Sigui X ∈ X(W) un camp vectorial tangent a W◦. Aleshores, existeix un únic camp vectorial
XL ∈ X(TQ) tal que

XL ◦ pr1 ◦j◦ = T pr1 ◦X ◦ j◦.

Demostració. Com que X ∈ X(W) és tangent a W◦ existeix un camp vectorial X◦ ∈ X(W◦) tal que

T j◦ ◦X◦ = X ◦ j◦.

D’altra banda, com que l’aplicació pr1 és un difeomorfisme, existeix un únic camp XL ∈ X(TQ) que està
pr1-relacionat amb X◦, és a dir, existeix un únic camp XL en TQ tal que

XL ◦ pr1 = T pr1 ◦X◦.

Amb tot això, es té:

XL ◦ pr1 ◦j◦ = XL ◦ pr1 = T pr1 ◦X◦ = T pr1 ◦T j◦ ◦X◦ = T pr1 ◦X ◦ j◦

i ja tenim el que voĺıem.

Amb tot això, ja podem enunciar i provar el teorema d’equivalència de solucions que buscàvem.

Teorema 5.8. Sigui X ∈ XW◦(W) un camp vectorial solució de (5.12) i tangent a W◦ (almenys sobre
els punts de Wf ↪→ W◦). Aleshores existeix un únic camp vectorial holònom XL ∈ X(TQ) solució de
l’equació

iXL
ωL − dEL = 0 (5.14)

(almenys sobre els punts de Sf = pr1(Wf )).
Rećıprocament, si XL ∈ X(TQ) és solució de (5.14) (almenys sobre Sf ↪→ TQ) aleshores existeix un
únic camp vectorial X ∈ XW◦(W) solució de (5.12) (almenys sobre Wf = pr−1

1 (Sf ) ↪→W◦ ↪→W).

Demostració. Aplicant els lemes 5.5 i 5.6, tenim

[iXΩ− dH]|W◦ = 0⇐⇒ [iX pr∗1 ωL − dpr∗1 EL]|W◦ = 0

Per tant, podem prendre el pull-back per pr1 de tota l’equació canviant el camp dinàmic X ∈ XW◦(W)
pel camp vectorial XL ∈ X(TQ) donat pel lema 5.7 i ens queda

[iX pr∗1 ωL − dpr∗1 EL]|W◦ = 0⇐⇒ pr∗1 [iXL
ωL − dEL]|W◦ = 0

Per últim, com que pr1 és una submersió exhaustiva, es compleix

pr∗1 [iXL
ωL − dEL]|W◦ = 0⇐⇒ [iXL

ωL − dEL]|pr1(W◦) = 0

i com que pr1(W◦) = TQ (o almenys és Sf ), tenim

[iXL
ωL − dEL]|pr1(W◦) = 0⇐⇒ [iXL

ωL − dEL]|TQ = 0
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tal i com voĺıem veure. Observem que, per obtenir el rećıproc, només ens cal seguir aquest argument en
sentit contrari, doncs tot el que hem donat han estat equivalencies.

Ens falta veure que el camp XL solució de (5.14) és, en efecte, un camp holònom, és a dir, que tota
corba integral de XL és l’aixecament canònic d’una corba en Q. Ho farem en coordenades. Observem en
primer lloc que, com que X és tangent a W◦, per a cada corba integral σ de X existeix una única corba
integral σ◦ de X◦ tal que j◦ ◦ σ◦ = σ. D’altra banda, per ser pr1 un difeomorfisme, per a tota corba
integral σ◦ de X◦ existeix una única corba integral σL de XL tal que σL = pr1 ◦σ◦ = pr1 ◦j◦ ◦σ◦ = pr1 ◦σ.
És a dir, el següent diagrama és commutatiu:

W

pr1

~~}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

W◦
?�

j◦

OO

pr1

wwnnnnnnnnnnnnn

TQ R

σ◦

OO

σLoo

σ

\\

D’altra banda, recordem que l’expressió local del camp X en una carta natural de W és

X = vi
∂

∂qi
+ F i

∂

∂vi
+
∂L

∂qi
∂

∂pi

Per tant, si σ(t) = (qi(t), vi(t), pi(t)) és una corba integral de X en aquesta carta natural, les equacions
(5.8) al llarg de σ esdevenen

q̇i(t) = vi

i com que σL(t) = (pr1 ◦σ)(t) = (qi(t), vi(t)), en dedüım que les coordenades qi(t) de σL satisfan el mateix
sistema d’equacions diferencials. Aix́ı doncs, σL és una corba holònoma, i el camp XL és una equació
diferencial de segon ordre.

Observació 5.4. Observem que aquest resultat només ens assegura que a cada camp X ∈ XW◦(W)
solució de l’equació (5.12) li correspon un únic camp vectorial XL ∈ X(TQ) solució de (5.14), però en
cap moment ens assegura que el camp X sigui únic. És a dir, si no tenim unicitat del camp X, tampoc
tindrem unicitat del camp XL, tot i que śı tindrem una correspondència 1-a-1 entre ells.

Un corol·lari immediat del teorema 5.8, que ens torna a donar el resultat de la proposició 5.3, és el
següent:

Corol·lari 5.9. Sigui L ∈ C∞(TQ) una funció lagrangiana regular. Aleshores existeix un únic camp
vectorial X ∈ XW◦(W) tangent a W◦ que és solució de l’equació (5.12).

Demostració. Com que L és regular, existeix un únic camp vectorial XL ∈ X(TQ) solució de l’equació
(5.14). Pel teorema 5.8, associat a aquest camp XL existeix un únic camp vectorial X ∈ XW◦(W) tangent
a W◦ que és solució de l’equació (5.12). La unicitat de X és doncs conseqüència immediata de la unicitat
de XL.

Abans de passar al camp dinàmic hamiltonià, calculem l’expressió en coordenades del camp XL. Pel
lema 5.7, el camp vectorial XL és l’únic que satisfà

XL ◦ pr1 ◦j◦ = T pr1 ◦X ◦ j◦

Tenint en compte que l’expressió en coordenades locals del camp X en una carta natural és

X = vi
∂

∂qi
+ F i

∂

∂vi
+
∂L

∂qi
∂

∂pi
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en dedüım que l’expressió en coordenades pel camp XL és

XL = vi
∂

∂qi
+ F i

∂

∂vi

on les funcions F i són les solucions de les equacions lagrangianes

∂L

∂qi
− vi ∂2L

∂qi∂vj
− F i ∂2L

∂vi∂vj
= 0

en cas que tinguin solució.
A continuació veurem com recuperar el camp dinàmic hamiltonià a partir del camp vectorial X. En el

camp hamiltonià haurem de distingir els casos en que la funció lagrangiana sigui regular (o hiperregular)
i singular, al contrari que en el cas del camp dinàmic lagrangià, on la regularitat de la funció lagrangiana
només té rellevància en el moment de resoldre les equacions dinàmiques. El motiu de diferenciar aquests
dos casos és la transformació de Legendre, de la mateixa manera que es fa a [37], §3, per al formalisme
hamiltonià canònic.

5.2.2 Lagrangianes regulars i hiperregulars

Comencem pel cas en que la funció lagrangiana L ∈ C∞(TQ) és regular. Per simplicitat, suposa-
rem que la funció lagrangiana L és hiperregular. Tanmateix, el resultat que enunciarem és aplicable
també a funcions lagrangianes regulars, tot restringint els dominis i imatges de les aplicacions als oberts
corresponents.

A continuació enunciarem i provarem un resultat anàleg al teorema 5.8 per al camp dinàmic hamilto-
nià. Observem que en aquest cas no necessitem cap resultat previ, doncs totes les estructures geomètriques
del formalisme hamiltonià són les estructures canòniques del fibrat cotangent i el camp dinàmic es pot
obtenir mitjançant la transformació de Legendre associada a la lagrangiana.

Proposició 5.10. Sigui L ∈ C∞(TQ) una funció lagrangiana hiperregular i h ∈ C∞(T∗Q) tal que
FL∗(h) = EL. Aleshores existeix un únic camp vectorial Xh = FL∗(XL) ∈ X(T∗Q) solució de l’equació

iXh
ω − dh = 0 (5.15)

Rećıprocament, si Xh ∈ X(T∗Q) és solució de l’equació (5.15), llavors existeix un únic camp vectorial
X ∈ XW◦(W) tangent a W◦ solució de l’equació (5.12).

Demostració. Si L és hiperregular, existeix un únic camp vectorial XL ∈ X(TQ) solució de l’equació
(5.14). A més, FL és un difeomorfisme global i, per tant, existeix un únic camp vectorial Xh = FL∗(XL)
que està FL-relacionat amb XL.

D’altra banda, pr2 = FL ◦ pr1 també és un difeomorfisme per ser composició de difeomorfismes, d’on
es dedueix que existeix un únic camp vectorial X◦ ∈ X(W◦) tal que pr2∗(X◦) = Xh. Per tant, existeix
un únic camp vectorial X ∈ XW◦(W) tal que j◦∗(X◦) = X|W◦ .

Amb això ja hem vist que si la lagrangiana és hiperregular, els camps vectorials Xh ∈ X(T∗Q) que
acabem de definir estan en correspondència 1-a-1 amb camps vectorials X ∈ XW◦(W) tangents a W◦.
Ens falta veure que Xh és solució de l’equació (5.15) si i només si X és solució de (5.12). Procedirem de
manera anàloga a com ho hem fet en la demostració del teorema 5.8.

Fixem-nos en primer lloc que, com que FL∗(h) = EL, prenent el pull-back per pr1 en aquesta igualtat
i aplicant el lema 5.6, tenim

pr∗1(FL∗(h)) = pr∗1(EL) = H

però, d’altra banda, FL ◦ pr1 = pr2, és a dir, pr∗1 ◦FL∗ = (FL ◦ pr1)∗ = pr∗2, i per tant ens queda:

pr∗2(h) = H
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Usant aquesta última identitat i la definició de Ω, tenim

[iXΩ− dH]|W◦ = 0⇐⇒ [iX pr∗2 ω − dpr∗2 h]|W◦ = 0

Per tant, com abans, podem prendre el pull-back per pr2 de tota l’equació canviant el camp dinàmic
X ∈ XW◦(W) pel camp vectorial Xh ∈ X(T∗Q) que hem definit i ens queda

[iX pr∗2 ω − dpr∗2 h]|W◦ = 0⇐⇒ pr∗2 [iXh
ω − dh]|W◦ = 0

Per últim, com que pr2 és una submersió suprajectiva, es compleix

pr∗2 [iXh
ω − dh]|W◦ = 0⇐⇒ [iXh

ω − dh]|pr2(W◦) = 0

i com que pr2(W◦) = T∗Q, tenim

[iXh
ω − dh]|pr2(W◦) = 0⇐⇒ [iXh

ω − dh]|T∗Q = 0

de manera que es té l’equivalència que buscàvem.

Calculem a continuació l’expressió en coordenades locals del camp dinàmic hamiltonià. Per la propo-
sició que acabem de provar, el camp Xh es defineix per

Xh = FL∗(XL)

D’altra banda, recordem que, com que la lagrangiana L és hiperregular, la transformació de Legendre
FL és un difeomorfisme i, per tant, pr2 = FL ◦ pr1 també és un difeomorfisme per ser composició de
difeomorfismes. A més, com que el diagrama és commutatiu, raonant de manera anàloga a com ho hem
fet en la demostració del lema 5.7 en dedüım que en aquest cas podem calcular el camp Xh com l’únic
camp que satisfà

Xh ◦ pr2 ◦j◦ = T pr2 ◦X ◦ j◦

Usant doncs que el camp X ve donat en coordandes per

X = vi
∂

∂qi
+ F i

∂

∂vi
+
∂L

∂qi
∂

∂pi

tenim que el camp Xh té la següent expressió local

Xh = vi
∂

∂qi
+
∂L

∂qi
∂

∂pi

que és l’expressió en coordenades habitual del camp dinàmic hamiltonià en el formalisme hamiltonià
canònic associat a una lagrangiana hiperregular. En efecte, si la lagrangiana és hiperregular, l’expressió
en coordenades de la funció hamiltoniana és

h(qi, pi) = piv
i(qj , pj)− L(qi, vi(qj , pj))

i la seva diferencial es calcula ràpidament, obtenint

dh =
∂h

∂qj
dqj +

∂h

∂pj
dpj

=

(
pi
∂vi

∂qj
− ∂L

∂qj
− ∂L

∂vi
∂vi

∂qj

)
dqj +

(
vj(qi, pi) + pi

∂vi

∂pj
− ∂L

∂vi
∂vi

∂pj

)
dpj

(5.9)
=

(
pi
∂vi

∂qj
− ∂L

∂qj
− pi

∂vi

∂qj

)
dqj +

(
vj(qi, pi) + pi

∂vi

∂pj
− pi

∂vi

∂pj

)
dpj

= − ∂L
∂qj

dqj + vj(qi, pi)dpj
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d’on es dedueix que

∂h

∂qi
= − ∂L

∂qi

∂h

∂pi
= vi

i, per tant, el camp Xh és un camp hamiltonià.
Observem que el diagrama commutatiu que tenim en aquest cas és el següent:

TW

T pr1

��

T pr2

��

TW◦
T pr1

oo

wwooooooooo T pr2

''OOOOOOOOOOO
?�

T j◦

OO

T(TQ) T(T∗Q)

W

pr1

��������������������

pr2

@@

��@@@@@@@@@@@@@@@

X

DD

W◦ = graf FL

pr1wwoooooooooooo

pr2 ''OOOOOOOOOOOO
?�

j◦

OO

X◦

YY

TQ

τQ
''OOOOOOOOOOOOOO
FL //

XL

OO

T∗Q

πQ

wwoooooooooooooo

Xh

OO

Q

5.2.3 Lagrangianes singulars

Com és habitual, els casos en els que la funció lagrangiana L ∈ C∞(TQ) és singular no segueixen una
regla general, doncs les funcions lagrangianes singulars són molt variades i no permeten donar resultats
massa generals. Per aquest motiu és necessari, en general, estudiar cada sistema dinàmic singular de
manera independent. Tanmateix, entre les lagrangianes singulars śı que hi ha una famı́lia per la qual
podem donar resultats generals: les funcions lagrangianes quasi-regulars. Recordem en primer lloc que
una funció lagrangiana es diu quasi-regular si la transformació de Legendre FL associada a L satisfà les
tres propietats següents:

1. FL(TQ) ≡ P◦ és una subvarietat tancada de T∗Q.

2. FL és una submersió en la seva imatge.

3. Les fibres FL−1(FL(p)), ∀p ∈ TQ, són subvarietats connexes de TQ.

Per tant, en aquest cas tenim P◦ = FL(TQ) ↪→ T∗Q i una aplicació FL◦ tal que jP◦ ◦ FL◦ = FL, que
és una submersió. Definim ω◦ = j∗P◦(ω) ∈ Ω2(P◦). Aleshores tenim el següent resultat, que és el cas
particular en primer ordre de la proposició 4.3:

Proposició 5.11. Sigui L ∈ C∞(TQ) una funció lagrangiana quasi-regular. Aleshores, l’energia lagran-
giana és FL◦-projectable, és a dir, existeix una única funció h◦ ∈ C∞(P◦) tal que FL∗◦(h◦) = EL.

La demostració d’aquest resultat es pot trobar a [20] i [36]
Recordem que, en el cas d’una lagrangiana quasi-regular, no tenim assegurada l’existència de solucions

globals. En els casos més interessants, tindrem existència de solucions en alguna subvarietat, que podrem
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Caṕıtol 5. Formalisme unificat de Skinner-Rusk de primer ordre

determinar mitjançant els algorismes de lligadures descrits a [20] i [36]. Suposem doncs que existeix una
subvarietat Sf ↪→ TQ tal que existeix un camp vectorial holònom XL ∈ X(TQ) tangent a Sf tal que és
solució de l’equació

[iXL
ωL − dEL]|Sf

= 0 (5.16)

Prenent Pf = FL(Sf ) ↪→ P◦ ↪→ T∗Q, existeix un camp vectorial Xh◦ ∈ X(T∗Q) tangent a Pf tal que és
solució de l’equació[

iXh◦
ω◦ − dh◦

]∣∣
Pf

= 0 (5.17)

Observació 5.5. En general, els camps vectorials XL i Xh◦ que acabem de descriure no són únics.

A més, com que FL◦ és submersió, per a cada camp Xh◦ ∈ X(T∗Q) solució de l’equació (5.17) existeix
un camp holònom XL ∈ X(TQ), no únic, que és solució de l’equació (5.16) i satisfà FL◦∗(XL) = Xh◦

Podem resumir l’exposició que acabem de fer en el següent resultat:

Proposició 5.12. Sigui L ∈ C∞(TQ) una funció lagrangiana quasi-regular. Aleshores, el següent
diagrama és commutatiu

W

pr1

��

pr2

��

WP = TQ×Q P◦
?�

jWP

OO

pr1,WP

wwpppppppppppp
pr2,WP

''OOOOOOOOOOOO

pr2,P◦

��???????????????????

TQ T∗Q

W◦ = graf(FL◦)
?�

j◦

OO

pr1,P◦

ggNNNNNNNNNNNN
pr2,P◦ // P◦

?�

jP◦

OO

Wf

?�

jWf

OO

wwpppppppppppppp

''OOOOOOOOOOOOOO

Sf
?�

jSf

OO

Pf
5�

jPf

VV

Per tant, podem aplicar el procediment que hem descrit usant aquest nou diagrama d’aplicacions, i
obtindrem els mateixos resultats llevat de la unicitat de solucions en les subvarietats corresponents.

5.3 Corbes integrals

En la secció anterior hem estudiat els camps vectorials de W que són solució de l’equació (5.7), i
també com recuperar els camps dinàmics lagrangià i hamiltonià a partir del camp definit en el nostre
espai de fases. En aquesta secció farem el mateix amb les corbes integrals.

Sigui doncs X ∈ XW◦(W) un camp vectorial tangent a W◦ solució de l’equació (5.12), i considerem
una corba integral σ : I ⊂ R → W de X a suport sobre W◦. Per definició, això és equivalent a afirmar
que σ̃ = X ◦ σ, de manera que σ ha de ser solució de l’equació

iσ̃(Ω ◦ σ) = dH ◦ σ (5.18)
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D’altra banda, sigui σ◦ : I → W◦ una corba en W◦ tal que j◦ ◦ σ◦ = σ. Aleshores, per ser σ una corba
integral de X a suport sobre W◦, es té que σ◦ és una corba integral del camp vectorial X◦ associat a X,
i en conseqüència tenim que σ̃◦ = X◦ ◦ σ◦.

Abans de determinar les corbes integrals dels dos camps dinàmics, calculem l’expressió en coordenades
de les equacions que satisfà una corba integral σ del camp X. Suposem que, en una carta natural,
l’expressió en coordenades de la corba σ és

σ(t) = (qi(t), vi(t), pi(t))

Aleshores, imposant σ̃ = X ◦ σ, tenim els següents tres sistemes de n equacions diferencials

q̇i(t) = vi

v̇i(t) = F i

ṗi(t) =
∂L

∂qi

on les funcions F i són les solucions de les equacions lagrangianes per al camp vectorial X.
Un cop tenim l’expressió en coordenades de les equacions passem a determinar les corbes integrals

dels camps dinàmics XL i Xh a partir de les corbes integrals del camp X. Comencem per determinar les
corbes integrals del camp dinàmic lagrangià.

Proposició 5.13. Sigui σ : I ⊂ R→W una corba integral del camp X a suport sobre W◦. Aleshores, la
corba σL = pr1 ◦σ : I → TQ és una corba integral de XL.

Demostració. Només ens cal veure que σ̃L = XL ◦ σL. Per definició de σL i usant que σ = j◦ ◦ σ◦, tenim

σ̃L = p̃r1 ◦σ = ˜pr1 ◦j◦ ◦ σ◦

Apliquem la regla de la cadena i usem que T j◦ ◦X◦ = X ◦ j◦ i obtenim

˜pr1 ◦j◦ ◦ σ◦ = T pr1 ◦T j◦ ◦ σ̃◦ = T pr1 ◦T j◦ ◦X◦ ◦ σ◦ = T pr1 ◦X ◦ j◦ ◦ σ◦

Per últim, usem que T pr1 ◦X = XL ◦ pr1 i ens queda

T pr1 ◦X ◦ j◦ ◦ σ◦ = XL ◦ pr1 ◦j◦ ◦ σ◦ = XL ◦ σL

Per tant, queda demostrat que σ̃L = XL ◦ σL, és a dir, σL és corba integral de XL.

Una conseqüència immediata de la proposició que acabem de provar és el següent corol·lari:

Corol·lari 5.14. Sigui σ : I ⊂ R→W una corba integral del camp X a suport sobre W◦. Aleshores, la
corba σL = pr1 ◦σ : I → TQ és l’aixecament canònic d’una corba sobre Q, és a dir, existeix una corba
γ : I ⊂ R→ Q tal que σL = γ̃.

Demostració. Per la proposició 5.13 la corba σL és una corba integral del camp XL el qual, pel teorema
5.8, és un camp holònom. Per tant, σL és una corba holònoma.

Amb aquests dos resultats ja tenim les corbes integrals del camp XL completament determinades.
Abans de determinar les corbes integrals del camp hamiltonià, calculem l’expressió en coordenades locals
de les equacions que satisfà la corba σL. Observem que, tal i com l’hem definit, si la corba σ té la següent
expressió local

σ(t) = (qi(t), vi(t), pi(t))

aleshores la corba σL s’escriu localment com

σL(t) = (qi(t), vi(t))
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I, per tant, el sistema d’equacions diferencials que ha de satisfer la corba σL és

q̇i(t) = vi

v̇i(t) = F i

El primer sistema d’equacions diferencials ens diu que la corba σ és l’aixecament canònic d’una corba
γ : I → Q al fibrat tangent, tal i com hem provat en el corol·lari anterior. Vegem quina forma té el
segon sistema d’equacions. Recordem que les funcions F i satisfan les equacions lagrangianes per al camp
vectorial X, és a dir

∂L

∂qi
− vi ∂2L

∂qi∂vj
− F i ∂2L

∂vi∂vj
= 0⇐⇒ F i

∂2L

∂vi∂vj
=
∂L

∂qi
− vi ∂2L

∂qi∂vj

Si prenem el sistema d’equacions v̇i(t) = F i i el multipliquem per ∂2L
∂vi∂vj ens queda

v̇i
∂2L

∂vi∂vj
= F i

∂2L

∂vi∂vj

Usant ara les relacions que ens donen les funcions F i tenim

v̇i
∂2L

∂vi∂vj
=
∂L

∂qi
− vi ∂2L

∂qi∂vj

Substitüınt vi = q̇i, obtenim

∂L

∂qi
− q̇i ∂2L

∂qi∂vj
− v̇i ∂2L

∂vi∂vj
= 0

i tenint en compte que per la regla de la cadena es té

d

dt

(
∂L

∂vj

)
= q̇i

∂2L

∂qi∂vj
+ v̇i

∂2L

∂vi∂vj

obtenim finalment

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂vj

)
= 0

és a dir, les equacions d’Euler-Lagrange per a la corba γ(t) = (qi(t)).

Observació 5.6. Les equacions d’Euler-Lagrange es poden obtenir de manera alternativa mitjançant
l’equació

ṗi =
∂L

∂qi

doncs, com que el camp vectorial X existeix a suport sobre la subvarietat W◦ ha de satisfer

pi =
∂L

∂vi

Per tant, substituint això en l’equació anterior, es té

d

dt

(
∂L

∂vi

)
=
∂L

∂qi
⇐⇒ ∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂vi

)
Tanmateix, aquesta aproximació resulta poc natural, doncs les funcions pi(t) desapareixen en projectar
la corba σ per pr1 i per tant no tindria sentit considerar equacions diferencials en aquestes funcions.
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Vegem ara com determinar les corbes integrals del camp dinàmic hamiltonià. El procediment és
el mateix que pels camps vectorials: donada una corba integral del camp lagrangià, la transportem
mitjançant la transformació de Legendre per obtenir una corba en T∗Q (o en una subvarietat) que sigui
corba integral del camp Xh. El resultat és el següent:

Proposició 5.15. Sigui σ : I ⊂ R→W una corba integral del camp X a suport sobre W◦. Aleshores, la
corba σh = FL ◦ σL : I → T∗Q és una corba integral del camp vectorial Xh = FL∗(XL).

Demostració. Tal i com hem fet en la demostració de la proposició 5.13, hem de veure que σ̃h = Xh ◦ σh.
Per la definició de σh i usant la regla de la cadena, tenim

σ̃h = F̃L ◦ σL = TFL ◦ σ̃L

Usant ara que σL és corba integral del camp XL per la proposició 5.13, la definició de Xh i de nou la
definició de σh, ens queda

TFL ◦ σ̃L = TFL ◦XL ◦ σL = Xh ◦ FL ◦ σL = Xh ◦ σh

Aix́ı doncs queda provat que σ̃h = Xh ◦ σh, és a dir, σh és corba integral del camp Xh.

Com abans, calculem l’expressió en coordenades del sistema d’equacions de les corbes integrals de Xh.
En la proposició anterior hem definit la corba σh com

σh = FL ◦ σL

D’altra banda, la corba σL ve definida, per la proposició 5.13, de la següent manera

σL = pr1 ◦σ

Per tant, substituint ens queda

σh = FL ◦ pr1 ◦σ

Usant ara que FL ◦ pr1 = pr2 podem calcular la corba σh de la següent manera

σh = pr2 ◦σ

Per tant, si la corba σ ve donada localment per

σ(t) = (qi(t), vi(t), pi(t))

tenim que la corba σh té per expressió en coordenades

σh(t) = (qi(t), pi(t))

i per tant ha de satisfer el següent sistema d’equacions diferencials

q̇i(t) = vi

ṗi(t) =
∂L

∂qi

D’altra banda, recordem que hem definit la funció hamiltoniana h ∈ C∞(T∗Q) en la proposició 5.10 com

FL∗(h) = EL ⇐⇒ pr∗2(h) = H

(o bé substituint FL per FL◦ en el cas quasi-regular). Per tant, la funció hamiltoniana té la següent
expressió local

h(qi, pi) = piv
i(qj , pj)− L(qi, vi(qj , pj))
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És a dir, prenem les funcions vi con funcions en qi i pi. Calculant les derivades parcials, ens queda

∂h

∂qj
= pi

∂vi

∂qj
− ∂L

∂qj
− ∂L

∂vi
∂vi

∂qj
(5.9)
= pi

∂vi

∂qj
− ∂L

∂qj
− pi

∂vi

∂qj
= − ∂L

∂qj

∂h

∂pj
= vj(qi, pi) + pi

∂vi

∂pj
− ∂L

∂vi
∂vi

∂pj

(5.9)
= vj(qi, pi) + pi

∂vi

∂pj
− pi

∂vi

∂pj
= vj(qi, pi)

i substituint en el sistema d’equacions de la corba integtral σh obtenim

q̇i(t) =
∂h

∂pi

ṗi(t) = − ∂h
∂qi

és a dir, les equacions de Hamilton per a la corba σh.
Com hem fet per als camps dinàmics, a continuació posarem el diagrama (commutatiu) d’aplicacions

que tenim per a les corbes intregrals:

W

pr1

��~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

pr2

  AAAAAAAAAAAAAAAAAAA

W◦
pr1

oo

wwooooooooooo pr2

''PPPPPPPPPPPPP
?�

j◦

OO

TQ

τQ

  @@@@@@@@@@@@@@@@@@
FL // T∗Q

πQ

~~}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

R
γ

��

σ◦

ZZ

σ

EE

σL

ggPPPPPPPPPPPPPP

σh

77nnnnnnnnnnnnnn

Q

Observació 5.7. Notem que, en determinar les corbes integrals, no hem distingit casos en termes de
la regularitat de la funció lagrangiana. Això es deu a que les demostracions dels resultats no es veuen
alterades per aquest fet, sinó que únicament canvien les subvarietats on es tenen les imatges de les corbes
integrals. En particular:

• Si la funció lagrangiana és no singular (és a dir, regular o hiperregular), tenim Im(σ) ⊂ W◦,
Im(σL) ⊂ TQ i Im(σh) ⊂ T∗Q.

• Si la funció lagrangiana L és quasi-regular, tenim Im(σ) ⊂ Wf ↪→ W◦, Im(σL) ⊂ Sf ↪→ TQ i
Im(σh) ⊂ Pf ↪→ P◦ ↪→ T∗Q.

62



Caṕıtol 6

Formalisme unificat de Skinner-Rusk
generalitzat

En aquest sisè i darrer caṕıtol desenvoluparem el formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià autònom
d’ordre superior. Aquest formalisme és una generalització natural del formalisme unificat introdüıt per
R. Skinner i R. Rusk en [41], el qual hem exposat en detall en el caṕıtol anterior, tot tenint en compte
les descripcions per separat dels formalismes lagrangià i hamiltonià d’ordre superior que es troben a [14],
[23], [27] i [34], i que hem exposat en els caṕıtols 3 i 4.

L’estructura d’aquest caṕıtol serà la mateixa que en el caṕıtol anterior. En primer lloc definirem
l’espai de fases sobre el qual desenvoluparem el formalisme que, com en el cas de primer ordre, consistirà
en la suma de Whitney dels espais de fases de velocitats i moments. En aquest espai de fases definirem
una 2-forma presimplèctica de manera anàloga a com ho hem fet pel formalisme de primer ordre, i també
definirem la funció hamiltoniana que ens donarà les equacions dinàmiques.

Un cop tinguem aquests elements i, en conseqüència, un sistema hamiltonià presimplèctic, passarem a
estudiar la dinàmica del sistema, començant pels camps vectorials i acabant amb les corbes integrals. Tal i
com hem fet en el caṕıtol anterior, recuperarem en el procés els camps dinàmics lagrangià i hamiltonià que
hem descrit en els caṕıtols 3 i 4, respectivament, aix́ı com les corbes integrals i les equacions dinàmiques
en coordenades per a cada formalisme.

Notem que en la descripció que hem donat del formalisme unificat de primer ordre en el caṕıtol anterior
gairebé tots els resultats que hem donat han estat enunciats i provats de manera intŕınseca. Per aquest
motiu una àmplia majoria d’aquests resultats, junt amb les seves demostracions, es poden generalitzar a
ordre superior sense canvis o dificultats afegides. Tanmateix, hem preferit incloure les demostracions de
tots els resultats per tal que la descripció del formalisme sigui més completa i per poder veure clarament
les diferències entre el cas de primer ordre i el d’ordre superior.

Com en el caṕıtol anterior, denotarem l’aixecament canònic d’una corba σ al fibrat tangent de primer
ordre per σ̃, sigui quina sigui la varietat base sobre la que considerem el fibrat tangent, mentre que la
“derivada” de cada funció component que la representa en coordenades locals la denotarem q̇i.

6.1 Espai de fases. Estructures geomètriques i dinàmiques.

Considerem un sistema dinàmic d’ordre k, per k > 1 fixat, amb n graus de llibertat i sigui Q una
varietat diferenciable de dimensió n que modelitza l’espai de configuració. Prenem l’espai de fases-
velocitats del sistema, T2k−1Q, i l’espai de fases-moments, T∗(Tk−1Q). Sigui L ∈ C∞(TkQ) una funció
lagrangiana d’ordre k dipositària de la informació dinàmica del sistema. Considerem aleshores el següent
espai de fases:

W = T2k−1Q×Tk−1 Q T∗(Tk−1Q) ∼= T2k−1Q⊕Tk−1 Q T∗(Tk−1Q)

és a dir, la suma de Whitney dels espais de fases de velocitats i moments naturals d’un sistema dinàmic
d’ordre k, dotat de les dues projeccions canòniques pr1 : T2k−1Q ×Tk−1 Q T∗(Tk−1Q) → T2k−1Q i

63
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pr2 : T2k−1Q ×Tk−1 Q T∗(Tk−1Q) → T∗(Tk−1Q). Observem que T2k−1Q i T∗(Tk−1Q) també tenen

projeccions canòniques sobre Tk−1Q, el primer per ser un fibrat tangent de major ordre i el segon per
ser-ne el fibrat cotangent. Per tant, tenim el següent diagrama:

W
pr1

yyssssssssss
pr2

&&MMMMMMMMMMM

T2k−1Q

ρ2k−1
k−1 %%JJJJJJJJJ

β2k−1

((

T∗(Tk−1Q)

π
Tk−1 Qxxqqqqqqqqqq

Tk−1Q

βk−1

��
Q

Vegem com són les coordenades locals en l’espai de fases W que hem definit. Sigui (U,ϕ) una carta
local de Q amb ϕ = (q0). Aleshores, sobre l’obert (β2k−1)−1(U) ⊆ T2k−1Q prendrem les coordena-
des naturals indüıdes per la carta (U,ϕ) de Q introdüıdes al caṕıtol 2, que, amb els convenis nota-
cionals descrits en aquell mateix caṕıtol, són (q0, q1, . . . , q2k−1). D’altra banda, si prenem també les
coordenades naturals (q0, q1, . . . , qk−1), en l’obert (βk−1)−1(U) ⊆ Tk−1Q, aleshores podem considerar
les coordenades naturals del fibrat cotangent en l’obert π−1

Tk−1 Q

(
(βk−1)−1(U)

)
⊆ T∗(Tk−1Q), que són

(q0, q1, . . . , qk−1, p0, p1, . . . , pk−1), on les coordenades pi són les coordenades de Jacobi-Ostrogradsky in-
trodüıdes en el caṕıtol 4. Per tant, les coordenades naturals per W, i les úniques que considerarem al
llarg de tot aquest caṕıtol, són (q0, . . . , qk−1, qk, . . . , q2k−1, p0, . . . , pk−1), on remarquem que estem usant
els convenis notacionals introdüıts al caṕıtol 2. Notem que dim(W) = 3kn.

Observació 6.1. Habitualment distingirem les coordenades de la “base” Tk−1Q, (q0, . . . , qk−1), de les
coordenades en fibra, (qk, . . . , q2k−1), doncs tindran rols diferents durant l’exposició del formalisme, de
la mateixa manera que en el formalisme de primer ordre distinǵıem les coordenades en la base Q, que
denotàvem q, de les coordenades en fibra, que denotàvem v.

Un cop tenim l’espai de fases sobre el qual desenvoluparem aquest formalisme, aix́ı com les coordenades
que usarem, vegem com definir les estructures geomètriques que necessitarem. Comencem per definir una
2-forma diferencial en W de manera anàloga a com ho hem fet en el caṕıtol 5. Sigui θk−1 la forma
de Liouville del fibrat cotangent sobre Tk−1Q, i ωk−1 = −dθk−1 la 2-forma simplèctica canònica de
T∗(Tk−1Q). Aleshores, podem definir una 2-forma diferencial Ω en W de la següent manera:

Ω = pr∗2(ωk−1) ∈ Ω2(W)

Atès que la construcció és anàloga que a la que hem fet en el formalisme unificat de primer ordre, totes
les consideracions que hem fet per la 2-forma presimplèctica del caṕıtol 5 es poden aplicar a la 2-forma
Ω que acabem de definir. En particular, Ω és una 2-forma tancada, ja que

Ω = pr∗2(ωk−1) = pr∗2(−dθk−1) = −dpr∗2(θk−1)

També es compleix que Ω és una 2-forma presimplèctica, doncs és degenerada. Per veure-ho, calculem
l’expressió local d’aquesta 2-forma. En primer lloc, l’expressió en coordenades de pr2 és

pr2 : T2k−1×Tk−1 Q T∗(Tk−1Q) −→ T∗(Tk−1Q)
(qi, qj , pi) 7−→ (qi, pi)

on 0 6 i 6 k − 1, k 6 j 6 2k − 1. Aleshores, tenint en compte que l’expressió en coordenades de la
2-forma simplèctica ωk−1 és

ωk−1 =

k−1∑
i=0

dqi ∧ dpi
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en dedüım que l’expressió local de la 2-forma tancada Ω és

Ω = pr∗2(ωk−1) = pr∗2

(
k−1∑
i=0

dqi ∧ dpi

)
=

k−1∑
i=0

dpr∗2(qi) ∧ dpr∗2(pi) =

k−1∑
i=0

dqi ∧ dpi (6.1)

D’aquesta expressió local se’n dedueix que
{

∂
∂qj

}
, k 6 j 6 2k − 1, és una base local del nucli de Ω, és a

dir, es té

ker(Ω) =

〈
∂

∂qk
, . . . ,

∂

∂q2k−1

〉
(6.2)

Per tant, la 2-forma tancada Ω és degenerada i, en conseqüència, presimplèctica.

Observació 6.2. Com en el cas del formalisme de primer ordre, aquest resultat és esperable, doncs els
camps ∂

∂qk
, . . . , ∂

∂q2k−1 són els camps verticals respecte la projecció pr2, de manera que els coeficients que
acompanyen aquests camps coordenats no es poden determinar fent el pull-back per aquesta projecció.
El que acabem de veure és, doncs, que el nucli de la 2-forma presimplèctica Ω són els camps verticals
respecte la projecció pr2, és a dir

ker(Ω) = ker(T pr2) = XV (pr2)(W)

Vegem a continuació com definir la funció hamiltoniana del sistema. Recordem que, en el cas de
primer ordre, necessitàvem una funció d’acoblament que ens permitia definir de manera intŕınseca la
funció hamiltoniana del sistema. Aquesta funció d’acoblament, en el cas de primer ordre, no era més
que l’aparellament canònic entre vectors tangents a Q en un punt p i covectors en el mateix punt. En el
formalisme d’ordre superior, tot i que també està definida de manera canònica, la funció d’acoblament
no s’obté directament. Això es deu al fet que, mentre que els elements de T∗(Tk−1Q) són covectors
sobre Tk−1Q en cada punt de la base, els elements de T2k−1Q no són vectors tangents a Tk−1Q en
cada punt, de manera que no tenim directament un aparellament entre els elements d’aquests dos espais
en cada punt. Per tant, hem d’aconseguir un vector tangent a Tk−1Q a partir d’un punt en T2k−1Q.
En el caṕıtol 2, però, hem definit canònicament les funcions jr, les quals ens permeten donar la següent
definició.

Definició 6.1. Sigui p ∈ T2k−1Q un punt qualsevol i q = ρ2k−1
k−1 (p) la seva projecció a Tk−1Q. Consi-

derem αq ∈ T∗q(T
k−1Q) un covector en q. Aleshores definim la funció d’acoblament C ∈ C∞(W) de

la següent manera:

C : T2k−1Q×Tk−1 Q T∗(Tk−1Q) −→ R
(p, αq) 7−→ 〈αq | jk(p)q〉

(6.3)

on jk : T2k−1Q → T(Tk−1Q) és l’aplicació canònica que hem definit en (2.5), jk(p)q denota el vector

tangent a Tk−1Q en el punt q i 〈αq | jk(p)q〉 ≡ αq(jk(p)q) és l’aparellament canònic entre vectors de

l’espai vectorial Tq(T
k−1Q) i covectors del seu dual T∗q(T

k−1Q).

Calculem en coordenades locals aquesta funció d’acoblament. Suposem que el punt p ve donat en
una carta local de T2k−1Q per p = (q0, . . . , qk−1, qk, . . . , q2k−1). Aleshores l’expressió local pel punt
q ∈ Tk−1Q és q = ρ2k−1

k−1 (p) = (q0, . . . , qk−1). D’altra banda, tenint en compte l’expressió en coordenades

de l’aplicació jk donada per (2.6), es té jk(p) = (q0, . . . , qk−1, q1, . . . , qk), d’on es dedueix que

jk(p)q =

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi

∣∣∣∣
q

= q1 ∂

∂q0

∣∣∣∣
q

+ . . .+ qk
∂

∂qk−1

∣∣∣∣
q

∈ Tq(T
k−1Q)

Per tant, si suposem que el covector αq ∈ T∗q(T
k−1Q) ve donat en coordenades locals per

αq =

k−1∑
i=0

pi dq
i
∣∣
q

= p0 dq
0
∣∣
q

+ . . .+ pk−1 dq
k−1
∣∣
q
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l’expressió en coordenades locals de la funció d’acoblament C és

C(p, αq) = 〈αq | jk(p)q〉 =

〈
k−1∑
i=0

pi dq
i
∣∣
q

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi

∣∣∣∣
q

〉
=

k−1∑
i=0

piq
i+1
∣∣
q

(6.4)

Notem que aquest funció d’acoblament generalitza de manera natural la funció d’acoblament que hem
definit en el caṕıtol 5, doncs si posem k = 1, l’aplicació j1 : TQ→ TQ és la identitat en el fibrat tangent
sobre Q, de manera que recuperem l’aparellament canònic entre vectors de TpQ i covectors de T∗pQ.

Aquesta funció d’acoblament és la que ens permet definir la funció hamiltoniana H ∈ C∞(W) en
aquest formalisme de la següent manera

H = C −
(
ρ2k−1
k ◦ pr1

)∗
(L) (6.5)

que té per expressió en coordenades

H =

k−1∑
i=0

piq
i+1 − L(q0, . . . , qk) (6.6)

Amb tot això, la terna (W,Ω, H) és un sistema hamiltonià presimplèctic.

Observació 6.3. Com en el cas del formalisme unificat de primer ordre, notem que l’expressió en
coordenades de la funció hamiltoniana que acabem de definir coincideix amb l’expressió local d’una
funció hamiltoniana associada a un sistema dinàmic lagrangià regular, tal i com hem vist al final del
caṕıtol 4.

6.2 Camps dinàmics

En aquesta secció determinarem el camp dinàmic del sistema presimplèctic (W,Ω, H) de manera
anàloga a com ho hem fet en el caṕıtol anterior. També veurem com recuperar els camps dinàmics
lagrangià i hamiltonià, i remarcarem les importants diferències entre el formalisme de primer ordre i la
generalització a ordre superior que estem desenvolupant.

6.2.1 Dinàmica en W = T2k−1Q×Tk−1 Q T∗(Tk−1Q)

En la secció anterior hem arribat a un sistema hamiltonià presimplèctic (W,Ω, H). Pel que ja sabem
de [37], §3, les equacions dinàmiques d’aquest sistema venen donades per

iXΩ = dH (6.7)

on X ∈ X(W) és el camp dinàmic hamiltonià del sistema. És natural preguntar-se si aquest camp
vectorial X solució de l’equació existeix. Mitjançant els algorismes de lligadures descrits a [22], aplicables
al nostre sistema presimplèctic, obtenim el següent resultat:

Proposició 6.1. Donat el sistema dinàmic hamiltonià presimplèctic (W,Ω, H), existeix un camp vecto-
rial X ∈ X(W) solució de l’equació iXΩ = dH en la subvarietat W◦ ↪→W definida per:

W◦ = {p ∈ W : ξ(p) ≡ (iY dH)(p) = 0 ∀Y ∈ ker(Ω)} .

Notació: Denotarem per XW◦(W) el conjunt dels camps vectorials en W definits a suport sobre la
subvarietat W◦ definida en la proposició anterior.

Recordem que en el formalisme de primer ordre pod́ıem caracteritzar la subvarietatW◦ donada per la
proposició 6.1 com el graf de la transformació de Legendre. El mateix resultat és cert per ordre superior
usant la transformació de Legendre-Ostrogradsky que hem introdüıt en el caṕıtol 4:

Proposició 6.2. La subvarietat W◦ ↪→W és el graf de la transformació de Legendre-Ostrogradsky, és a
dir, es té W◦ = graf(FL).
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Demostració. Com que la subvarietat W◦ ve donada per la proposició 6.1 com

W◦ = {p ∈ W : ξ(p) ≡ (iY dH)(p) = 0 ∀Y ∈ ker(Ω)} .

només ens cal comprovar que les equacions que ens defineixen la subvarietat W◦ són exactament les
equacions que defineixen el graf de la transformació de Legendre-Ostrogradsky associada a la funció
lagrangiana L ∈ C∞(TkQ), tal i com l’hem definit en el caṕıtol 4. Com en el caṕıtol anterior, farem
aquest càlcul en coordenades locals.

Com que l’expressió local de la funció hamiltoniana H ∈ C∞(W) ve donada per (6.6), la seva dife-
rencial és

dH =

k−1∑
i=0

(qi+1dpi + pidq
i+1)−

k∑
i=0

∂L

∂qi
dqi

Sigui Y ∈ ker(Ω). Aleshores, fent la contracció amb dH tenim

iY dH = iY

(
k−1∑
i=0

(qi+1dpi + pidq
i+1)−

k∑
i=0

∂L

∂qi
dqi

)

=

k−1∑
i=0

(iY (qi+1dpi) + iY (pidq
i+1))−

k∑
i=0

iY

(
∂L

∂qi
dqi
)

Notem que, per linealitat, podem suposar que Y és un element de la base de ker(Ω). Com que una base
local de ker(Ω) ve donada per (6.2), podem prendre Y = ∂

∂qj , per k 6 j 6 2k − 1. Fixem-nos, però, que
si j 6= k, es té

i ∂

∂qj
dH =

k−1∑
i=0

(i ∂

∂qj
(qi+1dpi) + i ∂

∂qj
(pidq

i+1))−
k∑
i=0

i ∂

∂qj

(
∂L

∂qi
dqi
)

= 0

ja que dH no té cap factor dqj per k < j 6 2k − 1. Per j = k, tenim

i ∂

∂qk
dH =

k−1∑
i=0

(i ∂

∂qk
(qi+1dpi) + i ∂

∂qk
(pidq

i+1))−
k∑
i=0

i ∂

∂qk

(
∂L

∂qi
dqi
)

= pk−1 −
∂L

∂qk

Per tant, amb aquesta base de ker(Ω), les equacions que defineixen la subvarietat W◦ són

iY dH = 0⇐⇒ pk−1 −
∂L

∂qk
= 0

Aix́ı doncs, podem considerar que W◦ és el graf d’una aplicació

F : T2k−1Q −→ T∗(Tk−1Q)
(qi) 7−→ (q0, . . . , qk−1, p0, . . . , pk−1)

tal que pk−1 = ∂L
∂qk

. Observem que això ens dóna la darrera equació de la transformació de Legendre-
Ostrogradsky. Tanmateix, en el caṕıtol 4 hem vist que les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky
satisfan la següent relació

pr−1 =
∂L

∂qr
− dT (pr)

per 1 6 r 6 k − 1, d’on recuperem la resta d’equacions que defineixen la transformació. Per tant, en
podem deduir que F ≡ FL és la transformació de Legendre-Ostrogradsky.
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Un cop tenim assegurada l’existència d’alguna solució de l’equació (6.7) sobre W◦ i que tenim carac-
teritzada la subvarietat W◦, calculem l’expressió en coordenades del camp dinàmic X ∈ X(W). Donada
una carta local de W, considerem en ella un camp vectorial X genèric, és a dir:

X =

k−1∑
i=0

f i
∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi
+

k−1∑
i=0

Gi
∂

∂pi

Calculant la contracció interior amb la 2-forma presimplèctica Ω, la qual té per expressió en coordenades

Ω =

k−1∑
i=0

dqi ∧ dpi

tenim la següent expressió

iXΩ =

k−1∑
i=0

(f idpi −Gidqi)

Recordant ara que l’expressió local de dH, que hem calculat en la prova de la proposició 6.2, és

dH =

k−1∑
i=0

(qi+1dpi + pidq
i+1)−

k∑
i=0

∂L

∂qi
dqi

i imposant la igualtat iXΩ = dH, obtenim 2k + 1 sistemes de n equacions

dpi : f
i = qi+1 (6.8)

dqi :


G0 =

∂L

∂q0

Gi =
∂L

∂qi
− pi−1 = dT (pi), per 1 6 i 6 k − 1

(6.9)

dqk : pk−1 −
∂L

∂qk
= 0 (6.10)

on 0 6 i 6 k − 1 en (6.8) i (6.9). D’aqúı es dedueix que el camp X ve donat localment per

X =

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

Observem que les equacions (6.10) del càlcul en coordenades que acabem de fer per al camp dinàmic
X ∈ X(W) ens imposen una condició de compatibilitat sobre el camp X, i és que ha de satisfer la darrera
equació de la transformació de Legendre-Ostrogradsky FL i, en conseqüència, les ha de satisfer totes per
la relació entre les coordenades de moments. Per tant, el camp vectorial X ∈ X(W) existeix a suport
sobre una subvarietat definida pel graf de la transformació de Legendre-Ostrogradsky, fet que ja hem vist
en les proposicions 6.1 i 6.2.

Observació 6.4. Notem que els sistemes d’equacions que hem obtingut són exactament els sistemes
d’equacions per al camp dinàmic hamiltonià en el cas d’un sistema hamiltonià canònic associat a una
funció lagrangiana regular, tal i com hem vist en el caṕıtol 4.

Com en el cas del formalisme de primer ordre, les funcions F i, k 6 i 6 2k− 1, han quedat indetermi-
nades. Com hem comentat prèviament, els camps vectorials coordenats ∂

∂qk
, . . . , ∂

∂q2k−1 formen una base
local del nucli de la 2-forma presimplèctica Ω, i per tant els seus coeficients han de quedar indeterminats
en contraure amb aquesta forma degenerada. Tanmateix, encara ens falta analitzar la tangència del camp
vectorial X a la subvarietat W◦. És a dir, hem de comprovar que LX(ξ) ≡ X(ξ) = 0 per a tot lligam ξ
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que defineix la subvarietat W◦. Tenint en compte la proposició 6.2 hem de comprovar les kn condicions
següents(

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

)(
pk−1 −

∂L

∂qk

)
= 0(

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

)(
pk−2 −

1∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qk−1+i

))
= 0

...(
k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

)(
p1 −

k−2∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂q2+i

))
= 0(

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

)(
p0 −

k−1∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂q1+i

))
= 0

Mitjançant un càlcul en coordenades particularment llarg i tediós, que no reproduirem en aquesta
memòria, els k sistemes de n equacions anteriors esdevenen

(
F k − qk+1

) ∂2L

∂qk∂qk
= 0

(
F k+1 − qk+2

) ∂2L

∂qk∂qk
−
(
F k − qk+1

)
dT

(
∂2L

∂qk∂qk

)
= 0

...(
F 2k−2 − q2k−1

) ∂2L

∂qk∂qk
−
k−3∑
i=0

(
F k+i − qk+i+1

)
(· · · · · · ) = 0

(−1)k
(
F 2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
−
k−2∑
i=0

(
F k+i − qk+i+1

)
(· · · · · · ) = 0

(6.11)

on els (· · · · · · ) corresponen a termes obtinguts mitjançant combinacions de diverses derivades parcials de
la funció lagrangiana i aplicacions de la derivació dT que hem preferit ometre. Observem que aquestes
són exactament les equacions lagrangianes per al camp vectorial X, tal i com hem vist en (3.8), tenint
en compte que les funcions f i ja han quedat determinades i, per tant, els termes incloent un factor
f i− qi+1 ja no apareixen. Aquestes equacions poden ser compatibles o incompatibles, tal i com hem vist
en el caṕıtol 3, i com discutirem amb més detall a continuació. Una condició suficient per assegurar la
compatibilitat d’aquestes equacions és la regularitat de la funció lagrangiana, tal i com hem vist en la
descripció del formalisme lagrangià d’ordre superior. En particular, tenim el següent resultat:

Proposició 6.3. Sigui L ∈ C∞(TkQ) una funció lagrangiana regular. Aleshores existeix un únic camp
vectorial X ∈ XW◦(W) solució de l’equació (6.7) sobre W◦ i tangent a W◦.

Demostració. Com que la funció lagrangiana L és regular, la proposició 3.2 ens assegura que la matriu
hessiana respecte les coordenades de major ordre en qualsevol carta natural és invertible. Per tant, els k
sistemes de n equacions (6.11) es poden resoldre per substitució directa, obtenint en cada pas un sistema
compatible i determinat, de manera que les funcions F i queden determinades de manera única i es verifica
la condició de tangència.

Tenim doncs que, en el cas d’una funció lagrangiana regular, el camp vectorial X és tangent a tota la
subvarietat W◦ i l’equació (6.7) es té a suport sobre W◦, és a dir, es compleix

[iXΩ− dH]|W◦ = 0 (6.12)

69
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En aquest cas, les equacions (6.11) són compatibles i ens permeten determinar uńıvocament les funcions
F i de la següent manera:

F i = qi+1 (k 6 i 6 2k − 2)

(−1)k
(
F 2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
= 0

(6.13)

Si la funció L no és regular, en canvi, les equacions (6.11) poden ser compatibles o incompatibles i,
en els casos més favorables, existirà una subvarietat Wf ↪→ W◦ (on admetem la possibilitat Wf = W◦)
tal que el camp X és tangent a Wf , i l’equació es té a suport sobre Wf , és a dir, el camp X solució, que
pot ser únic o no, satisfà l’equació

[iXΩ− dH]|Wf
= 0 (6.14)

En aquest darrer cas, les equacions (6.11) són incompatibles i la condició de compatibilitat ens imposarà
restriccions addicionals.

Tornem però a la situació general. Denotant per j◦ : W◦ ↪→ W la immersió natural, un corol·lari
immediat de la proposició 6.2 és el següent:

Corol·lari 6.4. L’aplicació pr1 = pr1 ◦j◦ : W◦ → T2k−1Q és un difeomorfisme. En particular, es té
W◦ ∼= T2k−1Q.

Demostració. Com que per la proposició 6.2 tenim W◦ = graf(FL) es té que T2k−1Q ∼=W◦, doncs tota
varietat diferenciable és difeomorfa a la subvarietat que defineix el graf d’una aplicació en la subvarietat
producte. Per tant, només ens falta veure que pr1 és un difeomorfisme. Tanmateix, notem que pr1 és
una submersió per definició i, per la igualtat de dimensions, també és una immersió, d’on es dedueix que
és un difeomorfisme local. Però, com que està definida en tot W◦, pr1 és un difeomorfisme global.

Un cop tenim aquests resultats generals sobre l’estructura del nostre espai de fases i el camp vectorial
X, a continuació veurem com recuperar el camp dinàmic lagrangià a partir del camp vectorial solució de
l’equació (6.7). Com en el cas del formalisme de primer ordre, el teorema que provarem ens donarà, de
fet, una equivalència entre els camps vectorials solució de l’equació (6.7) i els camps vectorials solució de
les equacions lagrangianes que hem determinat en el caṕıtol 3. Tanmateix, en aquest cas necessitarem
imposar una condicio addicional per tal que el camp que obtindrem sigui el camp d’Euler-Lagrange, tal
i com veurem més endavant.

Abans, però, vegem que els resultats previs que hem enunciat en el caṕıtol 5, i que ens permetien
recuperar les estructures geomètriques i dinàmiques del formalisme lagrangià de primer ordre, segueixen
sent vàlids en ordre superior i que, per tant, podem recuperar les estructures del formalisme lagrangià
descrit en el caṕıtol 3.

Comencem amb el resultat que ens permet recuperar la 2-forma lagrangiana ωL.

Lema 6.5. Sigui ωk−1 ∈ Ω2(T∗(Tk−1Q)) la 2-forma simplèctica canònica del fibrat cotangent sobre
Tk−1Q i prenem ωL = FL∗(ωk−1). Aleshores Ω = pr∗1(ωL).

Demostració. Calculant, tenim la següent cadena d’igualtats

pr∗1(ωL) = pr∗1(FL∗(ωk−1)) = (pr∗1 ◦FL∗)(ωk−1) = (FL ◦ pr1)∗(ωk−1) = pr∗2(ωk−1) = Ω

i això prova el que voĺıem.

Observació 6.5. En cas que la funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) sigui singular, la transformació de
Legendre-Ostrogradsky no és un difeomorfisme i, per tant, la 2-forma ωL és degenerada, tal i com succeeix
en el formalisme lagrangià.

Abans de passar a l’energia lagrangiana, calculem l’expressió en coordenades locals de la 2-forma ωL.
Recordem que l’expressió local de la 2-forma canònica ωk−1 és

ωk−1 =

k−1∑
i=0

dqi ∧ dpi
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Per tant, tenim

ωL = FL∗(ωk−1) = FL∗
(
k−1∑
i=0

dqi ∧ dpi

)
=

k−1∑
i=0

FL∗(dqi) ∧ FL∗(dpi) =

k−1∑
i=0

dFL∗(qi) ∧ dFL∗(pi)

Usant ara que

FL∗(qi) = qi

FL∗(pi) =

k−i−1∑
j=0

(−1)jdjT

(
∂L

∂qi+1+j

)

ens queda

ωL =

k−1∑
i=0

dqi ∧ d

k−i−1∑
j=0

(−1)jdjT

(
∂L

∂qi+1+j

)
=

k−1∑
i=0

k−i−1∑
j=0

(−1)j+1djT

(
d

(
∂L

∂qi+1+j

))
∧ dqi

=

k∑
i=1

k−i∑
j=0

(−1)j+1djT

(
d

(
∂L

∂qi+j

))
∧ dqi−1

que és l’expressió en coordenades de la 2-forma lagrangiana ωL que hem vist en (3.5).

Passem ara al següent resultat, mitjançant el qual recuperem l’energia lagrangiana a partir de la
funció hamiltoniana H ∈ C∞(W) que hem definit prèviament.

Lema 6.6. Existeix una única funció EL ∈ C∞(T2k−1Q) tal que pr∗1(EL) = H.

Demostració. Sigui j∗◦(H) ∈ C∞(W◦). Com que pr1 és un difeomorfisme existeix una única funció
EL ∈ C∞(T2k−1Q) tal que pr∗1(EL) = j∗◦(H). D’altra banda, es té

pr∗1(EL) = (pr1 ◦j◦)
∗(EL) = j∗◦(pr∗1(EL))

Per tant, tenim j∗◦(pr∗1(EL)) = j∗◦(H), d’on es dedueix pr∗1(EL) = H.

Com hem fet amb la 2-forma lagrangiana ωL, calculem a continuació l’expressió en coordenades locals
de la funció EL. Recordem en primer lloc que l’expressió en coordenades de la funció H és

H =

k−1∑
i=0

piq
i+1 − L(q0, . . . , qk)

Per tant, la funció EL ∈ C∞(T2k−1Q) és una funció tal que, en una carta local, satisfà

pr∗1(EL) =

k−1∑
i=0

piq
i+1 − L(q0, . . . , qk)

Tenint en compte que la subvarietat W◦ ↪→ W és el graf de la transformació de Legendre-Ostrogradsky
per la proposició 6.2, es compleix

pi =

k−i−1∑
j=0

(−1)jdjT

(
∂L

∂qi+1+j

)
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Aleshores, es compleix

pr∗1(EL) =

k−1∑
i=0

qi+1
k−i−1∑
j=0

(−1)jdjT

(
∂L

∂qi+1+j

)
− L(q0, . . . , qk)

=

k∑
i=1

qi
k−i∑
j=0

(−1)jdjT

(
∂L

∂qi+j

)
− L(q0, . . . , qk)

Usant ara que pr1 = pr1 ◦j◦ i que pr∗1(qi) = qi, en dedüım que

EL =

k∑
i=1

qi
k−i∑
j=0

(−1)jdjT

(
∂L

∂qi+j

)
− L(q0, . . . , qk)

que és l’expressió en coordenades locals per l’energia lagrangiana que hem trobat en (3.6).

Un cop recuperades la 2-forma lagrangiana i l’energia lagrangiana que necessitem per escriure les
equacions intŕınseques del camp dinàmic lagrangià, només ens falta provar que a cada camp vectorial
X ∈ X(W) tangent a W◦ li podem associar un camp vectorial en T2k−1Q. El següent resultat no només
ens dóna aquest camp vectorial, sino que també ens en dóna la unicitat.

Lema 6.7. Sigui X ∈ X(W) un camp vectorial tangent a W◦. Aleshores, existeix un únic camp vectorial
XL ∈ X(T2k−1Q) tal que

XL ◦ pr1 ◦j◦ = T pr1 ◦X ◦ j◦.

Demostració. Per ser X ∈ X(W) tangent a W◦ existeix un camp vectorial X◦ ∈ X(W◦) satisfent

T j◦ ◦X◦ = X ◦ j◦.

D’altra banda, atès que l’aplicació pr1 és un difeomorfisme pel corol·lari 6.4, existeix un únic camp
vectorial XL ∈ X(T2k−1Q) que està pr1-relacionat amb X◦, és a dir, existeix un únic camp XL en
T2k−1Q que satisfà

XL ◦ pr1 = T pr1 ◦X◦.

Aleshores, tenim

XL ◦ pr1 ◦j◦ = XL ◦ pr1 = T pr1 ◦X◦ = T pr1 ◦T j◦ ◦X◦ = T pr1 ◦X ◦ j◦

tal i com voĺıem provar.

Mitjançant aquests tres darrers resultats, ja podem enunciar i provar el següent teorema:

Teorema 6.8. Sigui X ∈ XW◦(W) un camp vectorial solució de (6.12) i tangent a W◦ (almenys sobre
els punts de Wf ↪→W◦). Aleshores existeix un únic semispray de tipus k, XL ∈ X(T2k−1Q), solució de
l’equació

iXL
ωL − dEL = 0 (6.15)

(almenys sobre els punts de Sf = pr1(Wf )). Si, a més, la funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) és regular,
el camp vectorial XL és un semispray de tipus 1 i, en conseqüència, el camp d’Euler-Lagrange.

Rećıprocament, si XL ∈ X(T2k−1Q) és un semispray de tipus k solució de l’equació (6.15) (almenys
sobre Sf ↪→ T2k−1Q) aleshores existeix un únic camp vectorial X ∈ XW◦(W) solució de l’equació (6.12)
(almenys sobre Wf = pr−1

1 (Sf ) ↪→W◦ ↪→W).
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Demostració. Aplicant els lemes 6.5 i 6.6, tenim:

[iXΩ− dH]|W◦ = 0⇐⇒ [iX pr∗1 ωL − dpr∗1 EL]|W◦ = 0

Per tant, podem prendre el pull-back per pr1 de tota l’equació canviant el camp dinàmic X ∈ XW◦(W)
pel camp vectorial XL ∈ X(T2k−1Q) donat pel lema 6.7 i ens queda

[iX pr∗1 ωL − dpr∗1 EL]|W◦ = 0⇐⇒ pr∗1 [iXL
ωL − dEL]|W◦ = 0

Per últim, com que pr1 és una submersió exhaustiva, es compleix:

pr∗1 [iXL
ωL − dEL]|W◦ = 0⇐⇒ [iXL

ωL − dEL]|pr1(W◦) = 0

i com que pr1(W◦) = T2k−1Q (o almenys és Sf ), tenim

[iXL
ωL − dEL]|pr1(W◦) = 0⇐⇒ [iXL

ωL − dEL]|T2k−1 Q = 0

tal i com voĺıem veure. Observem que, per obtenir el rećıproc, només ens cal seguir aquest argument en
sentit contrari, doncs tot el que hem donat han estat equivalencies.

Vegem a continuació que el camp XL solució de (6.15) és un semispray de tipus k. Ho farem en
coordenades. Recordem que l’expressió en coordenades del camp vectorial X és

X =

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

on les funcions F i són les solucions dels k sistemes de n equacions (6.11). Per tant, usant la definició del
camp XL donada pel lema 6.7 en dedüım que el camp XL ∈ X(T2k−1Q) té per expressió local

XL =

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi

d’on es dedueix que

Jk(XL) =

k−1∑
i=0

(k + i)!

i!
qi+1 ∂

∂qk+i
= ∆k

i per la proposició 2.18 tenim que XL és un semispray de tipus k en T2k−1Q.
Per acabar, vegem que si la funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) és regular, aleshores el camp XL és

un semispray de tipus 1. Recordem que si la funció lagrangiana és regular, els k sistemes de n equacions
(6.11) es converteixen en (6.13), és a dir, les funcions F i satisfan

F i = qi+1 (k 6 i 6 2k − 2)

(−1)k
(
F 2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
= 0

de manera que l’expressió en coordenades del camp vectorial X esdevé

X =

2k−2∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+ F 2k−1 ∂

∂q2k−1
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

on la funció F 2k−1 és la solució de l’equació d’Euler-Lagrange d’ordre superior. D’aquesta expressió en
coordenades es dedueix que el camp XL té la següent expressió local

XL =

2k−2∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+ F 2k−1 ∂

∂q2k−1
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Aplicant ara l’endomorfisme J1 de T2k−1Q tenim

J1(XL) =

2k−2∑
i=0

(i+ 1)qi+1 ∂

∂qi+1
= ∆1

i, de nou per la proposició 2.18 en dedüım que XL és un semispray de tipus 1 en T2k−1Q.

Observació 6.6. Notem que si la funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) no és regular, el camp vectorial
XL és un camp dinàmic lagrangià, però no necessàriament el camp d’Euler-Lagrange, doncs no podem
assegurar que sigui un semispray de tipus 1. Aquesta és una diferència essencial respecte el teorema 5.8,
doncs només podem assegurar que el camp XL sigui un semispray de tipus k. Per k = 1 això ens dóna
automàticament la condició de camp holònom que ha de satisfer el camp d’Euler-Lagrange, però en el
cas d’ordre superior cal demanar la regularitat de la funció lagrangiana per assegurar aquesta condició.

Observació 6.7. En cas que la funció lagrangiana sigui singular haurem d’imposar que el camp vectorial
XL ∈ X(T2k−1Q) sigui un semispray de tipus 1 per tal que sigui el camp d’Euler-Lagrange i les seves
corbes integrals satisfacin les equacions d’Euler-Lagrange, tal i com hem vist en el teorema 3.6

Observació 6.8. Observem que el teorema 6.8 només ens assegura que a cada camp X ∈ XW◦(W)
solució de l’equació (6.12) li correspon un únic camp vectorial XL ∈ X(T2k−1Q) solució de (6.15), però
en cap moment ens assegura que el camp X sigui únic. És a dir, si no tenim unicitat del camp X, tampoc
tindrem unicitat del camp XL, tot i que śı tindrem una correspondència 1-a-1 entre ells.

Exigint la regularitat de la funció lagrangiana obtenim, a més de la condició de semispray de tipus 1
per al camp vectorial XL, el següent corol·lari del teorema 6.8, que també ens torna a donar el resultat
de la proposició 6.3.

Corol·lari 6.9. Sigui L ∈ C∞(TkQ) una funció lagrangiana regular. Aleshores existeix un únic camp
vectorial X ∈ XW◦(W) tangent a W◦ que és solució de l’equació (6.12).

Demostració. Com que la funció lagrangiana L és regular, per la proposició 3.3 existeix un únic semispray
de tipus 1, XL ∈ X(T2k−1Q), solució de l’equació (6.15). Pel teorema 6.8, associat a aquest camp XL

existeix un únic camp vectorial X ∈ XW◦(W) tangent aW◦ que és solució de l’equació (6.12). La unicitat
de X és doncs conseqüència directa de la unicitat de XL.

A continuació veurem com recuperar el camp dinàmic hamiltonià a partir del camp vectorial X.
De fet, el recuperarem a partir del camp dinàmic lagrangià XL. Per aquest motiu haurem de distingir
els casos de funcions lagrangianes regulars i singulars, doncs el fet que la transformació de Legendre-
Ostrogradsky sigui un difeomorfisme o no tindrà un paper rellevant, tal i com succeeix en el formalisme
hamiltonià canònic que hem descrit en el caṕıtol 4.

6.2.2 Lagrangianes regulars i hiperregulars

Començarem per estudiar el cas en que la funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) és regular. Per simplicitat
en l’exposició, suposarem que la funció lagrangiana és hiperregular, de manera que la transformació de
Legendre-Ostrogradsky serà un difeomorfisme global. El resultat que enunciarem, però, és cert també
per a funcions lagrangianes regulars, restringint els dominis i les imatges de les aplicacions als oberts que
corresponguin.

El resultat que donarem a continuació és l’anàleg al teorema 6.8 per al camp dinàmic hamiltonià.
Com en el cas del formalisme unificat de primer ordre que hem vist en el caṕıtol 5, no necessitem
cap resultat previ que ens permeti recuperar les estructures geomètriques del formalisme hamiltonià,
doncs totes elles són estructures canòniques d’un fibrat cotangent sobre una varietat. Per tant, només
necessitem recuperar la informació dinàmica del sistema. Això ho farem mitjançant la transformació de
Legendre-Ostrogradsky.
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Proposició 6.10. Sigui L ∈ C∞(TkQ) una funció lagrangiana hiperregular i h ∈ C∞(T∗(Tk−1Q)) tal
que FL∗(h) = EL. Aleshores existeix un únic camp vectorial Xh = FL∗(XL) ∈ X(T∗(Tk−1Q)) solució
de l’equació

iXh
ωk−1 − dh = 0 (6.16)

Rećıprocament, si Xh ∈ X(T∗(Tk−1Q)) és solució de l’equació (6.16), llavors existeix un únic camp
vectorial X ∈ XW◦(W) tangent a W◦ solució de l’equació (6.12).

Demostració. Si L és hiperregular, per la proposició 3.3 existeix un únic camp vectorial XL ∈ X(T2k−1Q)
solució de l’equació (6.15). A més, FL és un difeomorfisme global i, per tant, existeix un únic camp
vectorial Xh = FL∗(XL) que està FL-relacionat amb XL.

D’altra banda, pr2 = FL ◦ pr1 també és un difeomorfisme per ser composició de difeomorfismes, d’on
es dedueix que existeix un únic camp vectorial X◦ ∈ X(W◦) tal que pr2∗(X◦) = Xh. Per tant, existeix
un únic camp vectorial X ∈ XW◦(W) tal que j◦∗(X◦) = X|W◦ .

Amb tot això ja hem vist que si la funció lagrangiana L és hiperregular, qualsevol camp vectorial
Xh ∈ X(T∗(Tk−1Q)) definit aix́ı està en correspondència 1-a-1 amb un camp vectorial X ∈ XW◦(W)
tangent a W◦. Ens falta veure que Xh és solució de l’equació (6.16) si i només si X és solució de (6.12).
Procedirem de manera anàloga a com ho hem fet en la demostració del teorema 6.8.

Fixem-nos en primer lloc que, com que FL∗(h) = EL, prenent el pull-back per pr1 en aquesta igualtat
i aplicant el lema 6.6, tenim

pr∗1(FL∗(h)) = pr∗1(EL) = H

però, d’altra banda, FL ◦ pr1 = pr2, és a dir, pr∗1 ◦FL∗ = (FL ◦ pr1)∗ = pr∗2, i per tant ens queda

pr∗2(h) = H

Usant aquesta última identitat i la definició de Ω, tenim

[iXΩ− dH]|W◦ = 0⇐⇒ [iX pr∗2 ωk−1 − dpr∗2 h]|W◦ = 0

Per tant, com abans, podem prendre el pull-back per pr2 de tota l’equació canviant el camp dinàmic
X ∈ XW◦(W) pel camp vectorial Xh ∈ X(T∗(Tk−1Q)) que hem definit i ens queda

[iX pr∗2 ωk−1 − dpr∗2 h]|W◦ = 0⇐⇒ pr∗2 [iXh
ωk−1 − dh]|W◦ = 0

Per últim, com que pr2 és una submersió exhaustiva, es compleix

pr∗2 [iXh
ωk−1 − dh]|W◦ = 0⇐⇒ [iXh

ωk−1 − dh]|pr2(W◦) = 0

i com que pr2(W◦) = T∗(Tk−1Q), tenim

[iXh
ωk−1 − dh]|pr2(W◦) = 0⇐⇒ [iXh

ωk−1 − dh]|T∗(Tk−1 Q) = 0

de manera que es té l’equivalència que buscàvem.

A continuació calcularem l’expressió en coordenades locals del camp dinàmic hamiltonià donat per la
proposició que acabem de provar. Recordem que el camp Xh es defineix com

Xh = FL∗(XL)

D’altra banda, tal i com hem vist en la prova de la proposició 6.10, l’aplicació pr2 = FL ◦ pr1 és un
difeomorfisme per ser composició de difeomorfismes. Per tant, mitjançant un raonament anàleg al que
hem usat en la prova del lema 6.7, el camp Xh és l’únic camp vectorial que satisfà

Xh ◦ pr2 ◦j◦ = T pr2 ◦X ◦ j◦
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Tenint en compte que l’expressió en coordenades per al camp X és

X =

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+

2k−1∑
i=k

F i
∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

en dedüım que l’expressió local del camp Xh és

Xh =

k−1∑
i=0

qi+1 ∂

∂qi
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+

k−1∑
i=1

dT (pi)
∂

∂pi

que és exactament l’expressió per al camp dinàmic hamiltonià que hem calculat en (4.8).

Observació 6.9. Notem que, en el cas d’una funció lagrangiana regular, tenim completament determinat
el camp X pels sistemes d’equacions (6.13). Tanmateix, recordem que els camps vectorials coordenats
∂
∂qk

, . . . , ∂
∂q2k−1 són verticals respecte la projecció pr2, de manera que no necessitem tenir-ne determinats

els coeficients a efectes de calcular el camp dinàmic hamiltonià.

Observem que el diagrama commutatiu que hem considerat en el cas d’una funció lagrangiana regular
és el següent:

TW

T pr1

��

T pr2

��

TW◦
T pr1

mm

vvmmmmmmmmmm T pr2

((RRRRRRRRRRRRRR
?�

T j◦

OO

T(T2k−1Q) T(T∗(Tk−1Q))

W

pr1

}}{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{

pr2

EE

""EEEEEEEEEEEEEEEEEE

X

DD

W◦ = graf(FL)

pr1vvnnnnnnnnnnnn

pr2 ((RRRRRRRRRRRRR

?�

j◦

OO

X◦

YY

T2k−1Q

ρ2k−1
k−1 ((PPPPPPPPPPPP

FL //

XL

OO

β2k−1

**

T∗(Tk−1Q)

π
Tk−1 Qvvmmmmmmmmmmmmm

Xh

OO

Tk−1Q

βk−1

��
Q

6.2.3 Lagrangianes singulars

Tal i com hem vist en els caṕıtols 3 i 4, si la funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) és singular ni tan
sols podem assegurar l’existència de solucions en les equacions, doncs aquests sistemes no tenen un
comportament general que ens permeti donar resultats certs en tots els casos. Tanmateix, com hem vist
en els caṕıtols que hem citat, existeix un tipus de funcions lagrangianes per les quals śı podem donar
alguns resultats generals: les lagrangianes quasi-regulars. Recordem que una funció lagrangiana L es diu
quasi-regular si la transformació de Legendre-Ostrogradsky FL associada a L satisfà les tres propietats
següents:
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1. FL(T2k−1Q) ≡ P◦ és una subvarietat tancada de T∗(Tk−1Q).

2. FL és una submersió en la seva imatge.

3. Les fibres FL−1(FL(p)), ∀p ∈ T2k−1Q, són subvarietats connexes de T2k−1Q.

En aquest cas tenim P◦ = FL(T2k−1Q) ↪→ T∗(Tk−1Q) i una aplicació FL◦ tal que jP◦◦FL◦ = FL, que és
una submersió. Definim ω◦ = j∗P◦(ωk−1) ∈ Ω2(P◦). Aleshores, per la proposició 4.3, l’energia lagrangiana
EL és FL◦-projectable, és a dir, existeix una única funció h◦ ∈ C∞(P◦) tal que FL∗◦(h◦) = EL. Per tant,
podem considerar el sistema presimplèctic (P◦, ω◦, h◦) i aplicar el mateix procediment que hem descrit al
final del caṕıtol 4.

Recordem que, en el cas d’una funció lagrangiana quasi-regular, no tenim assegurada l’existència de
solucions globals, ni en el formalisme lagrangià ni tampoc en el hamiltonià. En els casos més interessants,
tindrem existència de solucions en alguna subvarietat, que podrem determinar mitjançant els algorismes
de lligadures descrits a [20] i [36]. Suposem doncs que existeix una subvarietat Sf ↪→ T2k−1Q tal que

existeix un semispray de tipus 1, XL ∈ X(T2k−1Q), tangent a Sf tal que és solució de l’equació

[iXL
ωL − dEL]|Sf

= 0 (6.17)

Prenent Pf = FL(Sf ) ↪→ P◦ ↪→ T∗(Tk−1Q), existeix un camp vectorial Xh◦ ∈ X(T∗(Tk−1Q)) tangent
a Pf tal que és solució de l’equació[

iXh◦
ω◦ − dh◦

]∣∣
Pf

= 0 (6.18)

Observació 6.10. En general, els camps vectorials XL i Xh◦ que acabem de descriure no són únics.

A més, com que FL◦ és submersió, per a cada camp Xh◦ ∈ X(T∗(Tk−1Q)) solució de l’equació (6.18)
existeix un semispray de tipus 1, XL ∈ X(T2k−1Q), no únic, que és solució de l’equació (6.17) i satisfà
FL◦∗(XL) = Xh◦

Podem resumir l’exposició que acabem de fer en el següent resultat:

Proposició 6.11. Sigui L ∈ C∞(TkQ) una funció lagrangiana quasi-regular. Aleshores, el següent
diagrama és commutatiu

W

pr1

��

pr2

��

WP = T2k−1Q×Tk−1 Q P◦
?�

jWP

OO

pr1,WP

uullllllllllllll
pr2,WP

))SSSSSSSSSSSSSS

pr2,P◦

##HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

T2k−1Q T∗(Tk−1Q)

W◦ = graf(FL◦)
?�

j◦

OO

pr1,P◦

iiSSSSSSSSSSSSSS
pr2,P◦ // P◦

?�

jP◦

OO

Wf

?�

jWf

OO

uukkkkkkkkkkkkkkkkkkk

))TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

Sf
?�

jSf

OO

Pf
5�

jPf

VV

Per tant, podem aplicar el procediment que hem descrit usant aquest nou diagrama d’aplicacions, i
obtindrem els mateixos resultats llevat de la unicitat de solucions en les subvarietats corresponents.

77
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6.3 Corbes integrals

Fins ara hem estudiat els camps vectorials de W que són solució de les equacions dinàmiques (6.7).
També hem pogut recuperar els camps dinàmics lagrangià i hamiltonià a partir del camp dinàmic X
definit en l’espai de fases del formalisme. En aquesta secció farem el mateix estudi per a les corbes
integrals del sistema.

Sigui doncs X ∈ XW◦(W) un camp vectorial tangent a W◦ solució de l’equació (6.12), i prenem una
corba integral σ : I ⊂ R → W de X a suport sobre W◦. Per definició de corba integral d’un camp
vectorial, això és equivalent a demanar que la corba σ satisfaci σ̃ = X ◦σ, de manera que ha de ser solució
de l’equació

iσ̃(Ω ◦ σ) = dH ◦ σ (6.19)

D’altra banda, sigui σ◦ : I → W◦ una corba en W◦ tal que j◦ ◦ σ◦ = σ. Aleshores, per ser σ una corba
integral de X a suport sobre W◦, es té que σ◦ és una corba integral del camp vectorial X◦ associat a X.
Per tant, es té σ̃◦ = X◦ ◦ σ◦.

Abans de passar al càlcul de les corbes integrals dels camps dinàmics XL i Xh, calculem l’expressió
en coordenades de les equacions que ha de satisfer una corba integral σ del camp vectorial X. Suposem
que, en una carta natural de W, l’expressió local de σ és

σ(t) = (qi(t), pj(t))

amb 0 6 i 6 2k − 1, 0 6 j 6 k − 1. Aleshores, imposant la condició de ser corba integral del camp X,
tenim els següents 3k sistemes de n equacions diferencials amb les components de σ

q̇i(t) = qi+1 (0 6 i 6 k − 1)

q̇i(t) = F i (k 6 i 6 2k − 1)

ṗ0(t) =
∂L

∂q0

ṗi(t) = dT (pi) (1 6 i 6 k − 1)

on les funcions F i són les solucions dels k sistemes de n equacions (6.11).
Un cop tenim l’expressió en coordenades de les equacions passem a determinar les corbes integrals

dels camps dinàmics XL i Xh a partir de les corbes integrals del camp X. Comencem per determinar les
corbes integrals del camp dinàmic lagrangià.

Proposició 6.12. Sigui σ : I ⊂ R→W una corba integral del camp X a suport sobre W◦. Aleshores, la
corba σL = pr1 ◦σ : I → T2k−1Q és una corba integral de XL.

Demostració. Només ens cal veure que σ̃L = XL ◦ σL. Per definició de σL i usant que σ = j◦ ◦ σ◦, tenim

σ̃L = p̃r1 ◦σ = ˜pr1 ◦j◦ ◦ σ◦

Apliquem la regla de la cadena i usem que T j◦ ◦X◦ = X ◦ j◦ i obtenim

˜pr1 ◦j◦ ◦ σ◦ = T pr1 ◦T j◦ ◦ σ̃◦ = T pr1 ◦T j◦ ◦X◦ ◦ σ◦ = T pr1 ◦X ◦ j◦ ◦ σ◦

Per últim, ustem que T pr1 ◦X = XL ◦ pr1 i ens queda

T pr1 ◦X ◦ j◦ ◦ σ◦ = XL ◦ pr1 ◦j◦ ◦ σ◦ = XL ◦ σL

Per tant, queda demostrat que σ̃L = XL ◦ σL, és a dir, σL és corba integral de XL.

Una conseqüència immediata de la proposició que acabem de provar és el següent corol·lari:

Corol·lari 6.13. Sigui σ : I ⊂ R → W una corba integral del camp X a suport sobre W◦. Suposem
que la funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) és regular. Aleshores, la corba σL = pr1 ◦σ : I → T2k−1Q és
l’aixecament canònic d’una corba sobre Q, és a dir, existeix una corba γ : I ⊂ R→ Q tal que σL = γ̃2k−1.
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Demostració. Per la proposició 6.12 la corba σL és una corba integral del camp XL el qual, pel teorema
6.8, és un semispray de tipus 1 si la funció lagrangiana és regular, d’on es dedueix el que volem provar.

Aquests dos resultats ens determinen completament les corbes integrals del camp XL. Abans de
passar a les corbes integrals del camp dinàmic Xh, calculem l’expressió en coordenades de les equacions
que satisfà la corba σL donada per la proposició 6.12. Per simplicitat, ho farem només per al cas
d’una funció lagrangiana L ∈ C∞(TkQ) regular. Si suposem que la corba σ té la següent expressió en
coordenades

σ(t) = (qi(t), pj(t))

amb 0 6 i 6 2k − 1, 0 6 j 6 k − 1, aleshores la corba σL s’escriu en coordenades locals com

σL(t) = (qi(t))

amb 0 6 i 6 2k − 1. Per tant, els 2k sistemes d’equacions diferencials que ha de satisfer la corba σL són

q̇i(t) = qi+1 (0 6 i 6 k − 1)

q̇i(t) = F i (k 6 i 6 2k − 1)

on les funcions F i són les solucions dels k sistemes de n equacions (6.11). Ara bé, com que estem suposant
que la funció lagrangiana és regular, aquests sistemes d’equacions donats per (6.11) es converteixen en
(6.13), d’on es dedueix que la corba σL satisfà les equacions següents

q̇i(t) = qi+1 (0 6 i 6 2k − 2)

q̇2k−1(t) = F 2k−1

on les funcions F 2k−1 són les solucions de les equacions

(−1)k
(
F 2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
= 0

Usant la relació que ens dóna les funcions F 2k−1 tenim

(−1)k
(
q̇2k−1 − dT

(
q2k−1

)) ∂2L

∂qk∂qk
+

k∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qi

)
= 0

Per últim, tenint en compte que al llarg de la corba σL es té diT = di

dti es compleix dT (q2k−1) = q̇2k−1 i,
per tant, podem reescriure aquestes equacions com

∂L

∂q0
◦ σL −

d

dt

∂L

∂q1
◦ σL +

d2

dt2
∂L

∂q2
◦ σL + . . .+ (−1)k

dk

dtk
∂L

∂qk
◦ σL = 0

és a dir, les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre superior. Notem que, en aquest cas, σL és l’aixecament
canònic a T2k−1Q d’una corba en Q, és a dir, existeix γ : R→ Q tal que σL = γ̃2k−1. Aix́ı doncs, podem
reescriure les equacions anteriors com

∂L

∂q0
◦ γ̃2k−1 − d

dt

∂L

∂q1
◦ γ̃2k−1 +

d2

dt2
∂L

∂q2
◦ γ̃2k−1 + . . .+ (−1)k

dk

dtk
∂L

∂qk
◦ γ̃2k−1 = 0

que són les equacions donades pel teorema 3.4.
Vegem a continuació com determinar les corbes integrals del camp dinàmic hamiltonià. Procedirem

de manera anàloga a com ho hem fet per als camps vectorials: donada una corba integral del camp XL, la
transportem mitjançant la transformació de Legendre-Ostrogradsky per obtenir una corba en T∗(Tk−1Q)
(o en una subvarietat) que sigui corba integral del camp Xh. El resultat és el següent:
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Proposició 6.14. Sigui σ : I ⊂ R→W una corba integral del camp X a suport sobre W◦. Aleshores, la
corba σh = FL ◦ σL : I → T∗(Tk−1Q) és una corba integral del camp vectorial Xh = FL∗(XL).

Demostració. Tal i com hem fet en la demostració de la proposició 6.12, hem de veure que σ̃h = Xh ◦ σh.
Per la definició de σh i usant la regla de la cadena, tenim

σ̃h = F̃L ◦ σL = TFL ◦ σ̃L

Usant ara que σL és corba integral del camp XL per la proposició 6.12, la definició de Xh i de nou la
definició de σh, ens queda

TFL ◦ σ̃L = TFL ◦XL ◦ σL = Xh ◦ FL ◦ σL = Xh ◦ σh

Aix́ı doncs queda provat que σ̃h = Xh ◦ σh, és a dir, σh és corba integral del camp Xh.

Com abans, calculem l’expressió en coordenades del sistema d’equacions que satisfan les corbes inte-
grals del camp Xh. En la proposició anterior hem definit la corba σh com

σh = FL ◦ σL

D’altra banda, la corba σL ve definida, per la proposició 6.12, de la següent manera

σL = pr1 ◦σ

Per tant, substituint ens queda

σh = FL ◦ pr1 ◦σ

Usant ara que FL ◦ pr1 = pr2 podem calcular la corba σh de la següent manera

σh = pr2 ◦σ

Per tant, si la corba σ ve donada localment per

σ(t) = (qi(t), pj(t))

amb 0 6 i 6 2k − 1, 0 6 j 6 k − 1, tenim que la corba σh té per expressió en coordenades

σh(t) = (qi(t), pi(t))

amb 0 6 i 6 k − 1. Per tant σh ha de satisfer els següents 2k sistemes de n equacions diferencials

q̇i(t) = qi+1 (0 6 i 6 k − 1)

ṗ0(t) =
∂L

∂q0

ṗi(t) = dT (pi) (1 6 i 6 k − 1)

D’altra banda, recordem que hem definit la funció hamiltoniana h ∈ C∞(T∗(Tk−1Q)) en la proposició
6.10 com

FL∗(h) = EL ⇐⇒ pr∗2(h) = H

(o bé substituint FL per FL◦ en el cas quasi-regular). Per tant, la funció hamiltoniana té la següent
expressió local

h(qi, pi) =

k−2∑
i=0

piq
i+1 + pk−1q

k(qj , pj)− L(q0, . . . , qk−1, qk(qj , pj))

80



6.3. Corbes integrals

És a dir, prenem les funcions qk con funcions en qi i pi, 0 6 i 6 k − 1. Aleshores, aplicant el que hem
vist en el caṕıtol 4, obtenim el següent sistema de 2kn equacions diferencials

dqi

dt
=

∂h

∂pi
◦ σh

dpi
dt

= − ∂h
∂qi

◦ σh

amb incògnites les funcions qi(t), pi(t), 0 6 i 6 k−1. És a dir, les equacions de Hamilton d’ordre superior
per a la corba σh que hav́ıem trobat al caṕıtol 4.

Observem que el diagrama commutatiu que tenim per a les corbes intregrals és el següent:

W

pr1

||yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

pr2

##GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

W◦
pr1

ll

vvllllllllllll pr2

))SSSSSSSSSSSSSSSS
?�

j◦

OO

T2k−1Q

ρ2k−1
k−1

""EEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

β2k−1

&&

FL // T∗(Tk−1Q)

π
Tk−1 Q

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

R

γ

��

σ◦

YY

σ

EE

σL

iiRRRRRRRRRRRRRRRR

σh

55kkkkkkkkkkkkkkkk

Tk−1Q

βk−1

��
Q

Observació 6.11. Notem que, en determinar les corbes integrals, no hem distingit casos en termes de
la regularitat de la funció lagrangiana. Això es deu a que les demostracions dels resultats no es veuen
alterades per aquest fet, sinó que únicament canvien les subvarietats on es tenen les imatges de les corbes
integrals, i també si es pot deduir que la corba integral σL és l’aixecament d’una corba en Q o bé s’ha
d’imposar. En particular:

• Si la funció lagrangiana és no singular (és a dir, regular o hiperregular), tenim Im(σ) ⊂ W◦,
Im(σL) ⊂ T2k−1Q i Im(σh) ⊂ T∗(Tk−1Q).

• Si la funció lagrangiana L és quasi-regular, tenim Im(σ) ⊂ Wf ↪→ W◦, Im(σL) ⊂ Sf ↪→ T2k−1Q i

Im(σh) ⊂ Pf ↪→ P◦ ↪→ T∗(Tk−1Q).
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Conclusions

En la memòria d’aquest treball hem assolit els següents objectius:

• Hem revisat la introducció dels fibrats de jets i el fibrat tangent d’ordre superior: les definicions, els
resultats més rellevants i les seves estructures canòniques, amb el doble objectiu de fer un recordatori
d’aquests conceptes com de fixar la notació que hem emprat durant la resta de la memòria.

• Un cop introdüıdes les eines i el marc geomètric natural per a la descripció de sistemes dinàmics
d’ordre superior independents del temps, hem revisat la descripció dels formalismes lagrangià i
hamiltonià que podem trobar en [14], inspirant-nos en la descripció dels formalismes de primer
ordre donada a [37].

• Havent recordat les formulacions geomètriques per a sistemes dinàmics d’ordre superior, hem dut
a terme una profunda i detallada revisió del formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià introdüıt
per R. Skinner i R. Rusk en [41]. La motivació d’aquesta revisió ha estat donar una descripció
intŕınseca, sempre que ens ha estat possible, dels resultats presentats en l’article original de manera
que la generalització a ordre superior que hem dut a terme en el caṕıtol següent fós més natural i,
sobretot, senzilla. De fet, observem que les principals diferències entre un i altre formalisme s’han
donat en els resultats que hem provat mitjançant coordenades locals, però en cap moment en els
resultats provats intŕınsecament.

• Hem desenvolupat el formalisme unificat d’ordre superior, partint dels formalismes lagrangià i ha-
miltonià, descrits a [14] i recollits en els primers caṕıtols, i també usant l’article original [41], aix́ı
com altres referències on es donaven descripcions del formalisme unificat [4, 6]. El formalisme
unificat generalitzat descrit en aquesta memòria ens permet omplir un buit en les formulacions
geomètriques de sistemes dinàmics autònoms, doncs ara tenim les formulacions lagrangiana, hamil-
toniana i unificada per a qualsevol sistema dinàmic autònom, independentment de l’ordre.

• Es posen de manifest les diferències fonamentals entre el formalisme unificat Lagrangià-Hamiltonià
de primer ordre i el d’ordre superior. En particular:

• La definició de la funció d’acoblament és lleugerament diferent en el cas d’ordre superior,
doncs no tenim un aparellament canònic entre els elements de T2k−1Q i els de T∗(Tk−1Q) en
cada punt. Per tal de definir la funció d’acoblament C de manera intŕınseca, hem emprat les
injeccions canòniques jk, les quals ens permeten transformar un punt de T2k−1Q en un vector
tangent sobre la varietat Tk−1Q, podent usar aleshores l’aparellament canònic entre elements
de l’espai vectorial Tq(T

k−1Q) i el seu dual T∗q(T
k−1Q).

• En el moment de recuperar les equacions que ens defineixen la transformació de Legendre-
Ostrogradsky, tant en la caracterització de la subvarietat W◦ com el graf de FL com en les
equacions en coordenades del camp vectorial X ∈ X(W) solució de les equacions dinàmiques,
l’única equació que recuperem és la que ens defineix la coordenada de major ordre. La resta
d’equacions que ens dónen la transformació es poden recuperar mitjançant les relacions entre
les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky que hem triat per al fibrat cotangent.

• La regularitat de la funció lagrangiana té un rol més rellevant en el formalisme unificat d’ordre
superior, doncs la condició de ser semispray de tipus 1 del camp dinàmic lagrangià no es pot
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deduir de les equacions en el cas d’una lagrangiana singular, al contrari que en el formalisme
de primer ordre, en el que la condició de S.O.D.E. s’obté independentment de la regularitat de
la funció lagrangiana. En el cas de funcions lagrangianes singulars, només podem assegurar
que el camp dinàmic lagrangià és un semispray de tipus k, sent necessari, en general, imposar
la condició de semispray de tipus 1.

• En relació amb el punt anterior, en imposar la condició de tangència del camp vectorial sobre
la subvarietatW◦ no obtenim únicament les equacions d’Euler-Lagrange, sinó els k−1 sistemes
d’equacions restants per obtenir la condició de semispray de tipus 1 i les equacions d’Euler-
Lagrange.

Treball posterior

A partir del desenvolupament que hem fet en aquesta memòria, algunes vies per continuar i ampliar
el que hem fet són les següents:

• Tenint en compte els diferents formalismes per als sistemes dinàmics no autònoms de primer ordre [1,
4, 17], una possible via de recerca a seguir és desenvolupar una formulació geomètrica per a sistemes
dinàmics no autònoms d’ordre superior. Aquesta formulació hauria de ser una generalització natural
de les descripcions de sistemes depenents del temps (veure les referències anteriors) per a ordres
superiors, aix́ı com, al mateix temps, una generalització dels formalismes descrits a [14], que hem
recollit en els primers caṕıtols d’aquesta memòria, afegint la dependència temporal. D’altra banda,
i donada la recent descripció del formalisme unificat per a teories de camps d’ordre superior [6, 42],
en el cas del formalisme unificat també s’hauria de poder recuperar com a cas particular de la teoria
de camps.

• En les conclusions que precedeixen aquestes propostes d’estudi, hem constatat les diferències més
rellevants entre el formalisme unificat de primer ordre i el d’ordre superior. Una d’elles ha fet
referència a la regularitat de la funció lagrangiana en el moment de comprovar la condició de
semispray del camp dinàmic lagrangià. Una possible via de treball és, doncs, dur a terme un estudi
més detallat d’alguns sistemes dinàmics amb funcions lagrangianes singulars (veure les referències
citades a [5]) usant el formalisme unificat d’ordre superior, tal i com s’ha fet per separat per als
formalismes lagrangià i hamiltonià [10, 11, 26, 27, 32], éssent un possible exemple la part́ıcula
relativista de segon ordre [5, 38, 39].
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Apèndix A

Càlculs en coordenades per k = 2

El cas k = 2 ha estat de gran importància durant el desenvolupament d’aquest treball, doncs bona part
de les referències que hem consultat l’inclouen com a exemple en els formalismes lagrangià i hamiltonià
d’ordre superior, i també com a model en la prova de gran part dels resultats. Aquest fet es deu, dit
de manera intüıtiva, a que és prou diferent del cas de primer ordre com per apreciar-ne les principals
diferències, però al mateix temps es prou senzill com per poder-se computar a mà ràpidament. Això
ens ha permès tenir un exemple de referència a l’hora de formular la descripció del formalisme unificat
d’ordre superior i, en particular, per determinar la funció d’acoblament d’ordre superior que hem definit
en el caṕıtol 6.

Per tot això, en aquest apèndix hem volgut incloure els càlculs complets dels formalismes lagrangià,
hamiltonià canònic i unificat d’ordre superior en el cas k = 2. Aix́ı doncs, durant tot aquest apèndix
considerarem donat un sistema dinàmic de segon ordre amb n graus de llibertat, i denotarem per Q la
varietat diferenciable de dimensió n que modelitza l’espai de configuració del sistema.

En tot aquest apèndix usarem el conveni de notació per a les coordenades que hem introdüıt en el
caṕıtol 2.

A.1 Formalisme lagrangià

En aquest formalisme, l’espai d’estats del sistema és el fibrat tangent d’ordre 3, T3Q, i la informació
dinàmica queda recollida en una funció lagrangiana L ∈ C∞(T2Q). A priori no farem cap hipòtesi sobre
la regularitat de la funció lagrangiana. Recordem que si (U,ϕ) són coordenades locals de Q amb ϕ = (q0),
aleshores (q0, q1, q2) són les coordenades naturals en T2Q, i (q0, q1, q2, q3) són les coordenades naturals
en T3Q.

A.1.1 Formes lagrangianes

Comencem per calcular la 1-forma lagrangiana θL. Prenent k = 2, l’expressió local de la 1-forma
lagrangiana, donada per (3.4), és la següent

θL =

2∑
r=1

(
2−r∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

))
dqr−1

=

(
(−1)0d0

T

(
∂L

∂q1+0

)
+ (−1)1d1

T

(
∂L

∂q1+1

))
dq1−1 + (−1)0d0

T

(
∂L

∂q2+0

)
dq2−1

=
∂L

∂q1
dq0 − dT

(
∂L

∂q2

)
dq0 +

∂L

∂q2
dq1

=
∂L

∂q1
dq0 +

∂L

∂q2
dq1 −

(
q1 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
+ q3 ∂2L

∂q2∂q2

)
dq0
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Calculem a continuació la 2-forma lagrangiana ωL. Recordem que, per definició, ωL = −dθL, i això
és el que usarem per calcular-la.

ωL = −dθL = −d
(
∂L

∂q1
dq0 +

∂L

∂q2
dq1 −

(
q1 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
+ q3 ∂2L

∂q2∂q2

)
dq0

)
= −

(
∂2L

∂q0∂q1
dq0 +

∂2L

∂q1∂q1
dq1 +

∂2L

∂q2∂q1
dq2

)
∧ dq0

−
(

∂2L

∂q0∂q2
dq0 +

∂2L

∂q1∂q2
dq1 +

∂2L

∂q2∂q2
dq2

)
∧ dq1

+

(
∂2L

∂q0∂q2
dq1 + q1 ∂3L

∂q0∂q0∂q2
dq0 + q1 ∂3L

∂q1∂q0∂q2
dq1 + q1 ∂3L

∂q2∂q0∂q2
dq2

)
∧ dq0

+

(
∂2L

∂q1∂q2
dq2 + q2 ∂3L

∂q0∂q1∂q2
dq0 + q2 ∂3L

∂q1∂q1∂q2
dq1 + q2 ∂3L

∂q2∂q1∂q2
dq2

)
∧ dq0

+

(
∂2L

∂q2∂q2
dq3 + q3 ∂3L

∂q0∂q2∂q2
dq0 + q3 ∂3L

∂q1∂q2∂q2
dq1 + q3 ∂3L

∂q2∂q2∂q2
dq2

)
∧ dq0

=

(
− ∂2L

∂q0∂q1
+ q1 ∂3L

∂q0∂q0∂q2
+ q2 ∂3L

∂q0∂q1∂q2
+ q3 ∂3L

∂q0∂q2∂q2

)
dq0 ∧ dq0

+

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− q1 ∂3L

∂q1∂q0∂q2
− q2 ∂3L

∂q1∂q1∂q2
− q3 ∂3L

∂q1∂q2∂q2

)
dq0 ∧ dq1

+

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− q1 ∂3L

∂q2∂q0∂q2
− q2 ∂3L

∂q2∂q1∂q2
− q3 ∂3L

∂q2∂q2∂q2

)
dq0 ∧ dq2

+

(
− ∂2L

∂q2∂q2

)
dq0 ∧ dq3 +

(
− ∂2L

∂q1∂q2

)
dq1 ∧ dq1 +

(
∂2L

∂q2∂q2

)
dq1 ∧ dq2

=

(
− ∂2L

∂q0∂q1
+ dT

(
∂2L

∂q0∂q2

))
dq0 ∧ dq0 +

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
dq0 ∧ dq1

+

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
dq0 ∧ dq2 − ∂2L

∂q2∂q2
dq0 ∧ dq3 − ∂2L

∂q1∂q2
dq1 ∧ dq1

+
∂2L

∂q2∂q2
dq1 ∧ dq2

Observem que mitjançant aquest càlcul de la 2-forma lagrangiana es veu clarament que la funció
lagrangiana L és regular si i només si la matriu hessiana respecte q2 és invertible, doncs els termes
dq0 ∧ dq3 i dq1 ∧ dq2 (i els seus simètrics) tindran rang màxim, i per tant la 2-forma lagrangiana també.

A.1.2 Energia lagrangiana i diferencial

Calculem ara l’expressió local de l’energia lagrangiana. Posant k = 2 en l’equació (3.6) tenim

EL =

(
2∑
r=1

qr
2−r∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

))
− L

= q1

(
(−1)0d0

T

(
∂L

∂q1+0

)
+ (−1)1d1

T

(
∂L

∂q1+1

))
+ q2

(
(−1)0d0

T

(
∂L

∂q2+0

))
− L

= q1 ∂L

∂q1
− q1dT

(
∂L

∂q2

)
+ q2 ∂L

∂q2
− L

= q1 ∂L

∂q1
+ q2 ∂L

∂q2
− q1

(
q1 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
+ q3 ∂2L

∂q2∂q2

)
− L

Observem que estem cometent l’abús de notació que hem introdüıt en l’observació 3.8 del caṕıtol 3: la
funció lagrangiana que estem restant en aquesta expressió és, en realitat, el pull-back per la projecció
natural ρ3

2 : T3Q→ T2Q de la funció lagrangiana L.
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Calculem ara la diferencial de l’energia lagrangiana, que necessitarem per determinar les equacions
lagrangianes del camp dinàmic.

dEL = d

(
q1 ∂L

∂q1
+ q2 ∂L

∂q2
− q1

(
q1 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
+ q3 ∂2L

∂q2∂q2

)
− L

)
=
∂L

∂q1
dq1 + q1

(
∂2L

∂q0∂q1
dq0 +

∂2L

∂q1∂q1
dq1 +

∂2L

∂q2∂q1
dq2

)
+
∂L

∂q2
dq2 + q2

(
∂2L

∂q0∂q2
dq0 +

∂2L

∂q1∂q2
dq1 +

∂2L

∂q2∂q2
dq2

)
−
(
q1 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
+ q3 ∂2L

∂q2∂q2

)
dq1

− q1

(
∂2L

∂q0∂q2
dq1 + q1 ∂3L

∂q0∂q0∂q2
dq0 + q1 ∂3L

∂q1∂q0∂q2
dq1 + q1 ∂3L

∂q2∂q0∂q2
dq2

)
− q1

(
∂2L

∂q1∂q2
dq2 + q2 ∂3L

∂q0∂q1∂q2
dq0 + q2 ∂3L

∂q1∂q1∂q2
dq1 + q2 ∂3L

∂q2∂q1∂q2
dq2

)
− q1

(
∂2L

∂q2∂q2
dq3 + q3 ∂3L

∂q0∂q2∂q2
dq0 + q3 ∂3L

∂q1∂q2∂q2
dq1 + q3 ∂3L

∂q2∂q2∂q2
dq2

)
−
(
∂L

∂q0
dq0 +

∂L

∂q1
dq1 +

∂L

∂q2
dq2

)
=

(
q1 ∂2L

∂q0∂q1
+ q2 ∂2L

∂q0∂q2
− q1dT

(
∂2L

∂q0∂q2

)
− ∂L

∂q0

)
dq0

+

(
q1 ∂2L

∂q1∂q1
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂L

∂q2

)
− q1 ∂2L

∂q0∂q2
− q1dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
dq1

+

(
q2 ∂2L

∂q2∂q2
− q1dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
dq2 − q1 ∂2L

∂q2∂q2
dq3

A.1.3 Camp dinàmic lagrangià

Calcularem a continuació les equacions que defineixen el camp dinàmic lagrangià. Recordem que
les equacions que defineixen el camp dinàmic lagrangià XL són iXL

ωL = dEL, a més de la condició de
ser un semispray de tipus 1. Sigui doncs XL ∈ X(T3Q) un camp vectorial genèric amb expressió local
XL = f0 ∂

∂q0 + f1 ∂
∂q1 + f2 ∂

∂q2 + f3 ∂
∂q3 . Fent la contracció amb la 2-forma ωL obtenim

iXL
ωL = f0

(
− ∂2L

∂q0∂q1
+ dT

(
∂2L

∂q0∂q2

))
dq0 − f0

(
− ∂2L

∂q0∂q1
+ dT

(
∂2L

∂q0∂q2

))
dq0

+ f0

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
dq1

+ f0

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
dq2 + f0

(
− ∂2L

∂q2∂q2

)
dq3

− f1

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
dq0 + f1

(
− ∂2L

∂q1∂q2

)
dq1

− f1

(
− ∂2L

∂q1∂q2

)
dq1 + f1

(
∂2L

∂q2∂q2

)
dq2

− f2

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
dq0 − f2

(
∂2L

∂q2∂q2

)
dq1

− f3

(
− ∂2L

∂q2∂q2

)
dq0

87
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=

[
f0

(
− ∂2L

∂q0∂q1
+ dT

(
∂2L

∂q0∂q2

)
+

∂2L

∂q0∂q1
− dT

(
∂2L

∂q0∂q2

))
− f1

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
−f2

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
+ f3 ∂2L

∂q2∂q2

]
dq0

+

[
f0

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
− f1 ∂2L

∂q1∂q2

+ f1 ∂2L

∂q1∂q2
− f2 ∂2L

∂q2∂q2

]
dq1

+

[
f0

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
+ f1 ∂2L

∂q2∂q2

]
dq2 − f0 ∂2L

∂q2∂q2
dq3

Imposant iXL
ωL = dEL, ens queda

dq0 : f0

(
− ∂2L

∂q0∂q1
+ dT

(
∂2L

∂q0∂q2

)
+

∂2L

∂q0∂q1
− dT

(
∂2L

∂q0∂q2

))
− f1

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
− f2

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
+ f3 ∂2L

∂q2∂q2

= q1 ∂2L

∂q0∂q1
+ q2 ∂2L

∂q0∂q2
− q1dT

(
∂2L

∂q0∂q2

)
− ∂L

∂q0

dq1 : f0

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
+ f1

(
∂2L

∂q1∂q2
− ∂2L

∂q1∂q2

)
− f2 ∂2L

∂q2∂q2

= q1

(
∂2L

∂q1∂q1
− ∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂L

∂q2

)
dq2 : f0

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
+ f1 ∂2L

∂q2∂q2

= q1

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
+ q2 ∂2L

∂q2∂q2

dq3 : − f0 ∂2L

∂q2∂q2
= −q1 ∂2L

∂q2∂q2

Reordenant els termes de les equacions i usant les propietats de la derivació dT podem reescriure les
equacions anteriors de la següent manera(

f3 − dT
(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
−
(
f1 − q2

)( ∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
−
(
f2 − q3

)( ∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
= 0

(
f2 − q3

) ∂2L

∂q2∂q2
−
(
f0 − q1

)( ∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
= 0

(
f1 − q2

) ∂2L

∂q2∂q2
−
(
f0 − q1

)( ∂2L

∂q1∂q2
− ∂2L

∂q2∂q1
+ dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
= 0

(
f0 − q1

) ∂2L

∂q2∂q2
= 0
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Aquestes equacions es poden resoldre de l’última a la primera. Observem que, en cadascuna, les funcions
f i − qi+1 que volem determinar estan multiplicades per la matriu hessiana de la lagrangiana respecte les
coordenades de màxim ordre de derivació. En particular, això implica que si la funció lagrangiana és
regular, aquestes funcions queden determinades de manera única i, per tant, el camp dinàmic XL és únic.

Suposem a partir d’ara que la funció lagrangiana és regular, i vegem com queden les equacions en
aquest cas. Si la lagrangiana és invertible, la darrera equació es resol directament:

(
f0 − q1

) ∂2L

∂q2∂q2
= 0⇐⇒ f0 − q1 = 0⇐⇒ f0 = q1

Usant això en la penúltima equació, aquesta es redueix a

(
f1 − q2

) ∂2L

∂q2∂q2
= 0

i la podem resoldre trivialment, obtenint f1 = q2. Substitüınt en la segona equació, la podem reduir a la
següent

(
f2 − q3

) ∂2L

∂q2∂q2
= 0

la qual també podem resoldre fàcilment, d’on tenim f2 = q3. Notem que, fins aqúı, hem determinat que
XL és un semispray de tipus 1 en T3Q. Vegem com queda la darrera equació quan substitüım f0, f1 i
f2 pels valors que hem determinat

(
f3 − dT

(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
= 0

Aquestes són les equacions d’Euler-Lagrange per al camp vectorial XL.

A.1.4 Corbes integrals

Per acabar amb el formalisme lagrangià, calcularem a continuació l’expressió en coordenades de les
equacions que han de satisfer les corbes integrals del camp dinàmic lagrangià. Sigui doncs σL : R→ T3Q
una corba integral de XL, i suposem que la seva expressió en coordenades locals és

σL(t) = (q0(t), q1(t), q2(t), q3(t))

Aleshores, imposant la condició σ̃L = XL ◦ σL tenim els següent 4 sistemes de n equacions diferencials

q̇0(t) = f0

q̇1(t) = f1

q̇2(t) = f2

q̇3(t) = f3

on les funcions f i són les solucions de les equacions anteriors. En cas que la funció lagrangiana sigui
regular, o bé haguem imposat la condició de semispray de tipus 1 al camp XL, les equacions anteriors es
poden reescriure com

q̇0(t) = q1

q̇1(t) = q2

q̇2(t) = q3

q̇3(t) = f3
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on f3 són les solucions de les equacions

(
f3 − dT

(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
= 0

Tenint en compte que al llarg de la corba σ es té diT = di

dti , tenim

∂L

∂q0
◦ σL −

d

dt

(
∂L

∂q1

)
◦ σL +

d2

dt2

(
∂L

∂q2

)
◦ σL = 0

Ara bé, com que XL és un semispray de tipus 1, σL és l’aixecament canònic a T3Q d’una corba en Q, és
a dir, existeix una corba γ : R→ Q tal que σL = γ̃3. Per tant, podem reescriure les equacions anteriors,
obtenint

∂L

∂q0
◦ γ̃3 − d

dt

(
∂L

∂q1

)
◦ γ̃3 +

d2

dt2

(
∂L

∂q2

)
◦ γ̃3 = 0

Per tant, σL = γ̃3 ha de satisfer les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre 2, tal i com hem vist en els
teoremes 3.4 i 3.6.

A.2 Formalisme hamiltonià canònic

Suposem, com abans, que tenim un sistema dinàmic lagrangià (T3Q,L), amb L ∈ C∞(T2Q) la
funció lagrangiana. En aquest formalisme, l’espai d’estats és el fibrat cotangent T∗(TQ). En aquest
espai d’estats prendrem les coordenades de Jacobi-Ostrogradsky que hem introdüıt en el caṕıtol 4 i que
són (q0, q1, p0, p1). Per simplicitat suposarem que la funció lagrangiana és hiperregular, de manera que
la transformació de Legendre-Ostrogradsky sigui un difeomorfisme global.

A.2.1 Transformació de Legendre-Ostrogradsky

Comencem per calcular l’expressió en coordenades de la transformació de Legendre-Ostrogradsky. Per
fer-ho, calculem l’expressió local de les coordenades de moment de Jacobi-Ostrogradsky. Posant k = 2
en l’expressió en coordenades (4.1) tenim

pr−1 =

2−r∑
i=0

(−1)idiT

(
∂L

∂qr+i

)
per 1 6 r 6 k = 2. En el nostre cas només tindrem dues coordenades de moment, que són

p0 = (−1)0d0
T

(
∂L

∂q1+0

)
+ (−1)1d1

T

(
∂L

∂q1+1

)
=
∂L

∂q1
− dT

(
∂L

∂q2

)
=
∂L

∂q1
−
(
q1 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
+ q3 ∂2L

∂q2∂q2

)
p1 = (−1)0d0

T

(
∂L

∂q2+0

)
=
∂L

∂q2

Per tant, la transformació de Legendre-Ostrogradsky té per expressió local:

FL : T3Q −→ T∗(TQ)

(q0, q1, q2, q3) 7−→ (q0, q1, p0, p1) =
(
q0, q1, ∂L∂q1 − dT

(
∂L
∂q2

)
, ∂L∂q2

)
i és un difeomorfisme global per ser L una funció lagrangiana hiperregular.
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A.2.2 Funció hamiltoniana i camp dinàmic hamiltonià

Vegem a continuació quina forma tenen la funció hamiltoniana i les equacions que ens defineixen el
camp dinàmic hamiltonià. Com que la funció lagrangiana és hiperregular, l’expressió en coordenades de
la funció hamiltoniana h ∈ C∞(T∗(TQ)) del formalisme hamiltonià canònic és, per k = 2, la següent

h =

2∑
i=1

qipi−1 − L = q1p0 + q2p1 − L

Ara que ja tenim la funció hamiltoniana, calculem l’expressió local de les equacions que ens defineixen el
camp hamiltonià, que són iXh

ω1 = dh. Comencem per calcular la diferencial de la funció hamiltoniana,
que es calcula fàcilment com

dh = p0dq
1 + q1dp0 + p1dq

2 + q2dp1 −
(
∂L

∂q0
dq0 +

∂L

∂q1
dq1 +

∂L

∂q2
dq2

)
D’altra banda, la 2-forma canònica del fibrat cotangent T∗(TQ) té per expressió local

ω1 =

2−1∑
i=0

dqi ∧ dpi = dq0 ∧ dp0 + dq1 ∧ dp1

Sigui Xh ∈ X(T∗(TQ)) un camp vectorial genèric. Aleshores, Xh té la següent expressió local

Xh = f0 ∂

∂q0
+ f1 ∂

∂q1
+ g0

∂

∂p0
+ g1

∂

∂p1

Fent la contracció d’aquest camp amb la 2-forma ω1, tenim

iXh
ω1 = f0dp0 + f1dp1 − g0dq

0 − g1dq1

Per últim, si imposem la igualtat iXh
ω1 = dh, ens queda

dp0 : f0 = q1

dp1 : f1 = q2

dq0 : g0 =
∂L

∂q0

dq1 : g1 =
∂L

∂q1
− p0

dq2 : p1 =
∂L

∂q2

Com hem comentat en el caṕıtol 4, la darrera equació ens dóna la transformació de Legendre-Ostrogradsky
per a la coordenada de moment de major ordre, p1, i l’obviarem en aquest formalisme. Observem que
podem reescriure les altres equacions com:

f0 = q1

f1 = q2

g0 =
∂L

∂q0

g1 = dT (p1) = dT

(
∂L

∂q2

)
i, per tant, el camp dinàmic hamiltonià té per expressió local:

Xh = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+ dT

(
∂L

∂q2

)
∂

∂p1

que és l’expressió en coordenades donada per l’equació (4.8) prenent k = 2.
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Apèndix A. Càlculs en coordenades per k = 2

A.2.3 Corbes integrals

Per acabar amb el formalisme hamiltonià, calcularem l’expressió en coordenades de les equacions que
han de satisfer les corbes integrals del camp dinàmic Xh. Sigui doncs σh : R → T∗(TQ) una corba
integral de Xh amb expressió en coordenades locals

σh(t) = (q0(t), q1(t), p0(t), p1(t))

Aleshores, imposant σ̃h = Xh ◦ σh, obtenim els següents 4 sistemes d’equacions diferencials

q̇0(t) = q1 ◦ σh

q̇1(t) = q2 ◦ σh

ṗ0(t) =
∂L

∂q0
◦ σh

ṗ1(t) =
d

dt

(
∂L

∂q2

)
◦ σh

Aquestes són les equacions de Hamilton que corresponen al formalisme hamiltonià canònic associat a un
sistema lagrangià regular.

A.3 Formalisme unificat

En aquest formalisme el nostre espai d’estats és W = T3Q ×TQ T∗(TQ). En aquest d’espai d’es-
tats prenem les coordenades naturals que hem introdüıt en el caṕıtol 6, que son (q0, q1, q2, q3, p0, p1), i
considerem les dues projeccions pr1 i pr2 donades per

pr1 : T3Q×TQ T∗(TQ) −→ T3Q
(q0, q1, q2, q3, p0, p1) 7−→ (q0, q1, q2, q3)

pr2 : T3Q×TQ T∗(TQ) −→ T∗(TQ)
(q0, q1, q2, q3, p0, p1) 7−→ (q0, q1, p0, p1)

A.3.1 Forma presimplèctica. Funcions d’acoblament i hamiltoniana.

Sigui θ1 ∈ Ω1(T∗(TQ)) la forma de Liouville del fibrat cotangent i ω1 = −dθ1 la 2-forma simplèctica
de T∗(TQ). Aleshores definim enW una 2-forma Ω tancada i presimplèctica per Ω = pr∗2(ω1). Recordem
que la seva expressió en coordenades locals, tal i com hem vist en (6.1), és la següent

Ω = dq0 ∧ dp0 + dq1 ∧ dp1

D’aquesta expressió en coordenades es dedueix que és tancada i que una base local del nucli de Ω és

ker(Ω) =

〈
∂

∂q2
,
∂

∂q3

〉
tal i com hav́ıem vist en (6.2).

Passem al càlcul de la funció d’acoblament. Per k = 2, si prenem p ∈ T3Q, q = ρ3
1(p) ∈ TQ i

αq ∈ T∗q(TQ), es defineix la funció d’acoblament com

C : T3Q×TQ T∗(TQ) −→ R
(p, αq) 7−→ 〈αq | j2(p)q〉

Si en una carta local es té p = (q0, q1, q2, q3), aleshores l’expressió en coordenades del punt q ∈ TQ és

q = ρ3
1(p) = (q0, q1)

i per tant el covector en el punt q es pot escriure

αq = (p0, p1) = p0 dq
0
∣∣
q

+ p1 dq
1
∣∣
q
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Tenint en compte que l’expressió en coordenades de l’aplicació j2, donada per (2.6) és

j2 : T3Q −→ T(TQ)
(q0, q1, q2, q3) 7−→ (q0, q1, q1, q2)

tenim que l’expressió local del vector tangent j2(p)q és

j2(p)q = (q1, q2) = q1 ∂

∂q0

∣∣∣∣
q

+ q2 ∂

∂q1

∣∣∣∣
q

Per tant, l’expressió en coordenades de la funció d’acoblament és

C(p, αq) =

〈
p0 dq

0
∣∣
q

+ p1 dq
1
∣∣
q

∣∣∣∣∣q1 ∂

∂q0

∣∣∣∣
q

+ q2 ∂

∂q1

∣∣∣∣
q

〉
= p0q

1
∣∣
q

+ p1q
2
∣∣
q

Amb aixo, tenint en compte que la funció hamiltoniana del sistema venia definida per (6.5), en dedüım
que que la seva expressió en coordenades és

H = p0q
1 + p1q

2 − L(q0, q1, q2)

tal i com haviem vist en (6.6).

A.3.2 Camps dinàmics

Dinàmica en W = T3Q×TQ T∗(TQ)

Sigui X ∈ X(W) un camp vectorial genèric. Suposem que, en una carta local, el camp X té la següent
expressió en coordenades

X = f0 ∂

∂q0
+ f1 ∂

∂q1
+ F 2 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3
+G0

∂

∂p0
+G1

∂

∂p1

Calculant la contracció amb la 2-forma presimplèctica Ω tenim

iXΩ = f0dp0 + f1dp1 −G0dq
0 −G1dq

1

D’altra banda, la diferencial de la funció hamiltoniana es pot calcular fàcilment

dH = q1dp0 + p0dq
1 + q2dp1 + p1dq

2 −
(
∂L

∂q0
dq0 +

∂L

∂q1
dq1 +

∂L

∂q2
dq2

)
Imposant doncs la igualtat iXΩ = dH tenim els següents 5 sistemes de n equacions

dp0 : f0 = q1

dp1 : f1 = q2

dq0 : G0 =
∂L

∂q0

dq1 : G1 =
∂L

∂q1
− p0 = dT (p1)

dq2 : p1 −
∂L

∂q2
= 0

Per tant, el camp vectorial X té la següent expressió en coordenades locals

X = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ F 2 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+ dT

(
∂L

∂q2

)
∂

∂p1
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Observem que el darrer grup d’equacions ens dóna la darrera equació de la transformacio de Legendre-
Ostrogradsky. Amb aquesta relació podem recuperar la resta d’equacions que la defineixen de la següent
manera

p0 =
∂L

∂q1
− dT (p1) =

∂L

∂q1
− dT

(
∂L

∂q2

)
que són exactament les expressions per a les coordenades de moments de Jacobi-Ostrograsky que hem
calculat prèviament per al formalisme hamiltonià canònic en aquest mateix apèndix. Per tant, la trans-
formació de Legendre-Ostrogradsky és l’aplicació

FL : T3Q −→ T∗(TQ)

(q0, q1, q2, q3) 7−→
(
q0, q1, ∂L∂q1 − dT

(
∂L
∂q2

)
, ∂L∂q2

)
com ja hem vist prèviament.

Com ja hem constatat en el caṕıtol 6, les funcions F 2 i F 3 han quedat indeterminades, doncs els
camps vectorials coordenats ∂

∂q2 i ∂
∂q3 son verticals respecte la projecció pr2 i, per tant, formen una base

local del nucli de Ω. Per determinar aquestes funcions, analitzarem la condició de tangència del camp
vectorial X sobre la subvarietat W◦, que per la proposició 6.2 sabem que és la subvarietat de W definida
pel graf de la transformació de Legendre-Ostrogradsky. Per tant, hem de comprovar(

q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ F 2 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+ dT (p1)

∂

∂p1

)(
p1 −

∂L

∂q2

)
= 0(

q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ F 2 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+ dT (p1)

∂

∂p1

)(
p0 −

∂L

∂q1
+ dT

(
∂L

∂q2

))
= 0

Calculant, es té

dT (p1)−
(
q1 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
+ F 2 ∂2L

∂q2∂q2

)
= 0

∂L

∂q0
−
(
q1 ∂2L

∂q0∂q1
+ q2 ∂2L

∂q1∂q1
+ F 2 ∂2L

∂q2∂q1

)
+ q1q1 ∂3L

∂q0∂q0∂q2
+ q1q2 ∂3L

∂q0∂q1∂q2
+ q1q3 ∂3L

∂q0∂q2∂q2

+ q2 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2q1 ∂3L

∂q1∂q0∂q2
+ q2q2 ∂3L

∂q1∂q1∂q2
+ q2q3 ∂3L

∂q1∂q2∂q2

+ F 2q1 ∂3L

∂q2∂q0∂q2
+ F 2 ∂2L

∂q1∂q2
+ F 2q2 ∂3L

∂q2∂q1∂q2
+ F 2q3 ∂3L

∂q2∂q2∂q2
+ F 3 ∂2L

∂q2∂q2
= 0

Desenvolupant els factors amb dT i agrupant posteriorment, tenim els dos sistemes de n equacions següents(
F 2 − q3

) ∂2L

∂q2∂q2
= 0

(
F 3 − dT

(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
+
(
F 2 − q3

)(
dT

(
∂2L

∂q2∂q2

)
+

∂2L

∂q1∂q2
− ∂2L

∂q2∂q1

)
= 0

És a dir, obtenim les equacions lagrangianes per al camp X que hem vist prèviament, tenint en compte
que ja tenim determinats els coeficients f0 i f1. Notem que si la funció lagrangiana és regular, la matriu
hessiana de L respecte les coordenades q2 és invertible i els dos sistemes d’equacions anteriors esdevenen

F 2 = q3(
F 3 − dT

(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
= 0
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els quals tenen solució única. Per tant el camp X té la següent expressió en coordenades locals

X = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ q3 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+ dT

(
∂L

∂q2

)
∂

∂p1

on F 3 són les solucions de les equacions d’Euler-Lagrange.

Dinàmica en T3Q. Estructures geomètriques i dinàmiques. Camp dinàmic lagrangià.

A continuació recuperarem les estructures geomètriques i dinàmiques del formalisme lagrangià, aix́ı
com el camp dinàmic lagrangià, a partir de les estructures definides en W. Comencem per la 2-forma
lagrangiana ωL. Recordem que, pel lema 6.5, la 2-forma lagrangiana es defineix com

ωL = FL∗(ω1)

on ω1 és la 2-forma simplèctica canònica del fibrat cotangent T∗(TQ). Tenint en compte que l’expressió
en coordenades de ω1 és

ω1 = dq0 ∧ dp0 + dq1 ∧ dp1

tenim que l’expressió en coordenades de ωL és

ωL = FL∗(ω1) = FL∗(dq0 ∧ dp0 + dq1 ∧ dp1) = dFL∗(q0) ∧ dFL∗(p0) + dFL∗(q1) ∧ dFL∗(p1)

Per tant, tenint en compte l’expressió en coordenades de la transformació de Legendre-Ostrogradsky en
aquest cas, que hem calculat prèviament, ens queda

ωL = dq0 ∧ d
(
∂L

∂q1
− dT

(
∂L

∂q2

))
+ dq1 ∧ d

(
∂L

∂q2

)
= dq0 ∧

(
∂2L

∂q0∂q1
dq0 +

∂2L

∂q1∂q1
dq1 +

∂2L

∂q2∂q1
dq2

)
− dq0 ∧ dT

(
∂2L

∂q0∂q2
dq0 +

∂2L

∂q1∂q2
dq1 +

∂2L

∂q2∂q2
dq2

)
+ dq1 ∧

(
∂2L

∂q0∂q2
dq0 +

∂2L

∂q1∂q2
dq1 +

∂2L

∂q2∂q2
dq2

)
= dq0 ∧

(
∂2L

∂q0∂q1
dq0 +

∂2L

∂q1∂q1
dq1 +

∂2L

∂q2∂q1
dq2

)
− dq0 ∧

(
dT

(
∂2L

∂q0∂q2

)
dq0 +

∂2L

∂q0∂q2
dq1

)
− dq0 ∧

(
dT

(
∂2L

∂q1∂q2

)
dq1 +

∂2L

∂q1∂q2
dq2

)
− dq0 ∧

(
dT

(
∂2L

∂q2∂q2

)
dq2 +

∂2L

∂q2∂q2
dq3

)
+ dq1 ∧

(
∂2L

∂q0∂q2
dq0 +

∂2L

∂q1∂q2
dq1 +

∂2L

∂q2∂q2
dq2

)
=

(
∂2L

∂q0∂q1
− dT

(
∂2L

∂q0∂q2

))
dq0 ∧ dq0 +

(
∂2L

∂q1∂q1
− 2

∂2L

∂q0∂q2
− dT

(
∂2L

∂q1∂q2

))
dq0 ∧ dq1

+

(
∂2L

∂q2∂q1
− ∂2L

∂q1∂q2
− dT

(
∂2L

∂q2∂q2

))
dq0 ∧ dq2 − ∂2L

∂q2∂q2
dq0 ∧ dq3 +

∂2L

∂q1∂q2
dq1 ∧ dq1

+
∂2L

∂q2∂q2
dq1 ∧ dq2

Aquesta és l’expressió en coordenades per a la 2-forma lagrangiana que hem calculat abans. Recordem
que podem girar els factors amb dqi ∧ dqi respecte l’́ındex de les coordenades, de manera que els signes
d’ambdues expressions coincideixin.

Passem a continuació a l’energia lagrangiana. Pel que hem vist en el caṕıtol 6, tenint en compte que
l’expressió en coordenades de la funció hamiltoniana H és

H = p0q
1 + p1q

2 − L(q0, q1, q2)
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en dedüım que l’expressió local de l’energia lagrangiana és

EL = q1

(
∂L

∂q1
− dT

(
∂L

∂q2

))
+ q2 ∂L

∂q2
− L(q0, q1, q2)

= q1 ∂L

∂q1
+ q2 ∂L

∂q2
− q1

(
q1 ∂2L

∂q0∂q2
+ q2 ∂2L

∂q1∂q2
+ q3 ∂2L

∂q2∂q2

)
− L(q0, q1, q2)

que és exactament l’expressió en coordenades que hem trobat en el formalisme lagrangià prèviament.
Vegem a continuació l’expressió en coordenades del camp XL ∈ X(T3Q). Recordem que, tal i com

l’hem definit en el caṕıtol 6, i tenint en compte que l’expressió en coordenades del camp X ∈ X(W) és

X = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ F 2 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+ dT (p1)

∂

∂p1

en dedüım que l’expressió en coordenades locals del camp XL és

XL = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ F 2 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3

on les funcions F 2 i F 3 són les solucions dels dos sistemes de n equacions següents(
F 2 − q3

) ∂2L

∂q2∂q2
= 0

(
F 3 − dT

(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
+
(
F 2 − q3

)(
dT

(
∂2L

∂q2∂q2

)
+

∂2L

∂q1∂q2
− ∂2L

∂q2∂q1

)
= 0

Observem que el camp XL és un semispray de tipus 2. Per tal que XL sigui el camp d’Euler-Lagrange
cal que sigui un semispray de tipus 1. Si la funció lagrangiana és regular, tenim F 2 = q3, d’on es dedueix
que l’expressió en coordenades de XL és

XL = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ q3 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3

on F 3 són les solucions de les equacions d’Euler-Lagrange d’ordre 2(
F 3 − dT

(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
= 0

En cas que la funció lagrangiana no sigui regular, cal imposar la condició de ser semispray de tipus 1 per
tal que el camp XL sigui el camp d’Euler-Lagrange.

Dinàmica en T∗(TQ). Camp dinàmic hamiltonià.

A continuació recuperarem el formalisme hamiltonià a partir del formalisme unificat. Atès que les es-
tructures geomètriques del formalisme hamiltonià canònic són les formes canòniques del fibrat cotangent,
només ens cal recuperar la funció hamiltoniana h ∈ C∞(T∗(TQ)) i el camp dinàmic hamiltonià.

Per simplicitat suposarem que la funció lagrangiana L ∈ C∞(T2Q) és regular, de manera que la
transformació de Legendre-Ostrogradsky FL : T3Q→ T∗(TQ) és un difeomorfisme.

Comencem per la funció hamiltoniana. Per la proposició 6.10 la funció hamiltoniana h ∈ C∞(T∗(TQ))
és tal que pr∗2(h) = H. Aleshores, tenint en compte l’expressió en coordenades de la funció H que hem
calculat abans, en dedüım que l’expressió en coordenades per la funció hamiltoniana h és

h = p0q
1 + p1q

2 − L(q0, q1, q2)

és a dir, l’expressió en coordenades que correspon a la funció hamiltoniana d’un sistema hamiltonià
canònic associat a una lagrangiana regular.
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A.3. Formalisme unificat

En quant al camp dinàmic hamiltonià, tenint en compte que el camp vectorial X ∈ X(W) ve donat
en coordenades per

X = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+ F 2 ∂

∂q2
+ F 3 ∂

∂q3
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+ dT

(
∂L

∂q2

)
∂

∂p1

es té que l’expressió en coordenades per al camp dinàmic hamiltonià Xh ∈ X(T∗(TQ)) és

X = q1 ∂

∂q0
+ q2 ∂

∂q1
+
∂L

∂q0

∂

∂p0
+ dT

(
∂L

∂q2

)
∂

∂p1

que és exactament l’expressió que hem trobat prèviament.

A.3.3 Corbes integrals

Per tancar aquest apèndix, calcularem l’expressió en coordenades del sistema d’equacions que han de
satisfer les corbes integrals dels camps vectorials X, XL i Xh.

Sigui doncs σ : R→ T3Q×TQ T∗(TQ) una corba integral de X donada en una carta local per

σ(t) = (q0(t), q1(t), q2(t), q3, (t), p0(t), p1(t))

Aleshores, imposant σ̂ = X ◦ σ, tenim que el sistema d’equacions diferencials que ha de satisfer la corba
σ és

q̇0(t) = q1

q̇1(t) = q2

q̇2(t) = F 2

q̇3(t) = F 3

ṗ0(t) =
∂L

∂q0

ṗ1(t) = dT

(
∂L

∂q2

)
on les funcions F 2 i F 3 són solució de les equacions lagrangianes. Observem que, en el cas de tenir una
funció lagrangiana regular, el sistema d’equacions anterior esdevé

q̇0(t) = q1

q̇1(t) = q2

q̇2(t) = q3

q̇3(t) = F 3

ṗ0(t) =
∂L

∂q0

ṗ1(t) = dT (p1)

on F 3 són les solucions de l’equació d’Euler-Lagrange.
Per tant, si prenem σL = pr1 ◦σ : R→ T3Q, tenim que l’expressió local de σL és

σL(t) = (q0(t), q1(t), q2(t), q3, (t))

i el sistema d’equacions que ha de satisfer és

q̇0(t) = q1

q̇1(t) = q2

q̇2(t) = F 2

q̇3(t) = F 3
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Apèndix A. Càlculs en coordenades per k = 2

Com abans, si la funció lagrangiana és regular, aquest sistema esdevé

q̇0(t) = q1

q̇1(t) = q2

q̇2(t) = q3

q̇3(t) = F 3

on les funcions F 3 són les solucions de l’equació

(
F 3 − dT

(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
= 0

Substitüınt-ho en l’equació lagrangiana, tenim

(
q̇3 − dT

(
q3
)) ∂2L

∂q2∂q2
+
∂L

∂q0
− dT

(
∂L

∂q1

)
+ d2

T

(
∂L

∂q2

)
= 0

Recordem ara que la derivació dT correspon a la derivada total respecte el temps, i per tant al llarg d’una

corba es té diT = di

dti , de manera que ens queda

∂L

∂q0
◦ σL −

d

dt

∂L

∂q1
◦ σL +

d2

dt2
∂L

∂q2
◦ σL = 0

és a dir, les equacions d’Euler-Lagrange per k = 2. Notem que, en aquest cas, la corba σL és l’aixecament
canònic d’una corba en la varietat Q, és a dir, existeix una corba γ : R→ Q tal que γ̃3 = σL. Amb això
podem reescriure les equacions d’Euler-Lagrange com

∂L

∂q0
◦ γ̃3 − d

dt

∂L

∂q1
◦ γ̃3 +

d2

dt2
∂L

∂q2
◦ γ̃3 = 0

Si prenem ara σh = FL ◦ σL = pr2 ◦σ : R→ T∗(TQ), tenim que l’expressió en coordenades de σh és

σh(t) = (q0(t), q1(t), p0(t), p1(t))

i el sistema d’equacions diferencials per a la corba integral σh del camp Xh és

q̇0(t) = q1

q̇1(t) = q2

ṗ0(t) =
∂L

∂q0

ṗ1(t) = dT

(
∂L

∂q2

)
el qual, al llarg de la corba σh, es converteix en

q̇0(t) = q1 ◦ σh

q̇1(t) = q2 ◦ σh

ṗ0(t) =
∂L

∂q0
◦ σh

ṗ1(t) =
d

dt

(
∂L

∂q2

)
◦ σh

és a dir, les equacions de Hamilton per k = 2 que hem vist en el caṕıtol 4.

98



Bibliografia

[1] R. Abraham i J.E. Marsden, Foundations of mechanics, 2a ed., Benjamin-Cummings, 1978.

[2] V.I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, 2a ed., Springer-Verlag, 1989.
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diferencial vertical r-èssima, 21
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