DINAMICA EN AFGEBROIDES DE LIE

DIANA SOSA
II ENCUENTRO DE JOVENES INVESTIGADORES
EN GEOMETRIA, MECANICA Y CONTROL

1. AFGEBROIDES DE LIE. EJEMPLOS

1.1. Afgebroides de Lie. Sea 74 : A — @ un fibrado afin con fibrado vectorial asociado
Tv : V. — Q. Denotaremos por 74+ : AT = Aff(A,R) — Q el fibrado dual afin cuya fibra en
un punto z € Q) consiste de las funciones afines en la fibra A,. Nétese que este fibrado tiene una
seccién distinguida 14 € I'(74+) inducida por la funcién constante 1 sobre A. Consideramos
también el fibrado bidual 73 : A — Q@ cuya fibra en un punto x € @ es el espacio vectorial
A, = (AF)*. Entonces, A puede identificarse con un subfibrado afin de Ade corango 1 mediante
la inclusién iq : A — A dada por iq(a)(p) = ¢(a), la cual es una aplicacién affn e inyectiva
cuya aplicacién lineal asociada denotaremos por iy : V — A. Asi, V puede identificarse con un
subfibrado vectorial de A de corango 1. Usando estos hechos, se puede probar que existe una
correspondencia biyectiva entre las funciones afines sobre A y las funciones lineales sobre A
Por otra parte, estd claro que existe una correspondencia biyectiva entre las funciones afines
sobre A y las secciones de AT.

Definicién 1. Una estructura de afgebroide de Lie ([, ]v, D, pa) sobre un fibrado afin 7.4 :
A — Q consiste de una estructura de dlgebra de Lie [-, -]y sobre el espacio T'(1y) de las secciones
de v : 'V — Q, una accion R-lineal D : T'(74) x T'(1y) — T'(1v) de las secciones de A sobre
I'(7v) y una aplicacion afin pa : A — TQ, denominada la aplicacion ancla, satisfaciendo las
stguientes condictones:

« Dx[V,Zlv = [DxY, Z]v + [V, Dx Z]v,
« DyyZ=DxZ+[V.Zlv,
o Dx(fY) = JDxY + pa(X)())Y,

para X € T(14), Y, Z € T(1v) y f € C®(Q,R). La terna (A, V,([-,-]v, D, pa)) se denomina
afgebroide de Lie sobre Q (véase [1, 4]).

Observacién 1. Si ([, ]Jv, D, p4) es una estructura de afgebroide de Lie sobre un fibrado afin
A entonces (V,[,-]v,pv) es un algebroide de Lie, donde py : V. — TQ es la aplicacién lineal
asociada a la aplicacién afin py4 : A — TQ. O

Una estructura de afgebroide de Lie sobre un fibrado afin 74 : A — @ induce una estructura
de algebroide de Lie ([-,] z,p ) sobre el fibrado bidual A tal que la seccion 14 € T'(74+) es

un 1-cociclo en la correspondiente cohomologia, es decir, a1 4 = 0. De hecho, si Xy € T'(14)
1
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entonces para toda seccién X de A existen una funcién f € C°°(Q,R) y una seccién X € I'(ry/)
tales que X = fXg+ Xy

[fXo+X,9X0 +Y] 5= (pv(X)(9) = pv(Y)(f) + fra(Xo)(9)
(1) —9pA(X0)(f))Xo + [X,Y]v + fDx,Y — gDx, X,

pi(fXo+X) = fpa(Xo) + pv(X).

Reciprocamente, sea (U, [-,Ju, pv) un algebroide de Lie sobre Q y ¢ : U — R un 1-cociclo de
(U, [s-lu, pv) tal que ¢y, # 0, para todo x € (. Entonces, A = ¢~H{1} es un fibrado afin
sobre @ que admite una estructura de afgebroide de Lie de tal forma que (U, [, -Ju, pur) puede
identificarse con el algebroide de Lie bidual (.Z, I-,-] 1P 5) de Ay, bajo dicha identificacién, el
1-cociclo 14 : A= Res justamente ¢. Ademas, el fibrado afin 74 : A — @ estd modelado
sobre el fibrado vectorial 7 : V = ¢=1{0} — Q. De hecho, si iy : V — U yiq:.A— U son

las inclusiones candnicas, entonces

ive[X, Y]y = [iveX,iveY]y,
(2) Z'VODX}7 = [[iAOX,iVOY]]U,
pa(X) = pu(iacX),

para X,Y € I'(rv) y X € T'(74).

Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie 7 : V. — Q.
Supongamos que (%) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q y que {eq, €4}
es una base local de secciones de 75 : A— Q@ en U que estd adaptada al 1-cociclo 14, esto es,
tal que

(3) laleg) =1 vy la(eq) =0, paratodo a.

Nétese que si {e”, e} es la base dual de {eg, e, } entonces €® = 1 4. Asf, usando que 14 es un
1-cociclo, tenemos que las correspondientes funciones de estructura locales del algebroide de
Lie bidual A son las siguientes

[[607604]],2 = Cga677 [[ea’eﬁ]]j = C;/ﬂe’y’

(4)

0 .0
PAT(@O) = P6@7 P,i(ea) = pzaaxi'

Denotaremos por (z°, 9", y*) las correspondientes coordenadas locales sobre A. Asi, la ecuacién
local que define a A (respectivamente, V') como subfibrado afin (respectivamente, vectorial)
de A es y? = 1 (respectivamente, y° = 0). Por lo tanto, (z%,y®) pueden considerarse como
coordenadas locales en A y en V.

1.2. Morfismos de afgebroides de Lie. Ahora,sea74 : A — @ (respectivamente, 74/ : A" —
Q') un fibrado afin con fibrado vectorial asociado 7 : V' — @ (respectivamente, 7y : V' — Q')
y sea F' : A — A’ un morfismo de fibrados afines sobre la aplicacién f : Q — @’ con morfismo
lineal asociado (F!, f) entre los fibrados vectoriales 7 : V — Q y 7y+ : V/ — Q'. Tenemos asi
los siguientes diagramas conmutativos
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A - A v -V

TA TA! % TV’

Q - Q Q " Q

Un célculo directo prueba que la aplicacion F: A— A definida por
(5) F@)(¢') =a(¢' > Fla,)
parad € A, y ¢ € (A )}'(m), con z € Q, define un morfismo entre los fibrados vectoriales A v
A sobre f v, ademas,

(F, f)"1a =14
Reciprocamente, supongamos que 7y : U — Q y 7y : U’ — @’ son fibrados vectoriales y que ¢
y ¢’ son secciones de los fibrados vectoriales 7y : U* — Q y 77, : (U')* — Q' tales que ¢(x) # 0,
para todo = € Q, y ¢'(a’) # 0, para todo ' € Q'. Supongamos también que el par (F,f) es
un morfismo entre los fibrados vectoriales 7y : U — Q y 7y : U’ — Q' tal que (F, f)*¢' = ¢ y
denotemos por Ay V (respectivamente, A" y V') los subconjuntos de U (respectivamente, U’)
definidos por A = ¢~ 1{1} y V = ¢~ 1{0} (respectivamente, A’ = (¢')1{1} y V' = (¢')~1{0}).
Entonces, es sencillo probar que F(A) C A"y F(V) C V'. Asi, el par (F, f) es un morfismo
entre los fibrados afines 74 = ()4 : A —= Qy T4 = (1y)ja : A — @', donde F': A — A’
es la restriccién de F a A. Ademas, el correspondiente morfismo entre los fibrados vectoriales
v =(o)v:V—=>Qytv = (tu)y : V' — Q esel par (F',f), siendo F' : V — V' la
restriccién de F a V.

Definicién 2. Sean (74 : A—Q, 7v : V — Q,([-,-]v.D,pa)) vy ta: A = Q, 7y : V' —
Q' ([, ]v, D', par)) dos afgebroides de Lie y ((F, f),(F', f)) un morfismo entre los fibrados
afines (T4 A — Q, v : V> Q)y (tw : A - Q, 7vv : V! — Q). Entonces, el par
((F, f),(F', f)) se dice que es un morfismo de afgebroides de Lie si:
(i) Elpar (F', f) es un morfismo entre los algebroides de Lie (V,[-,-]v, pv) v (V', [, -]v,
PV’);
(i) Tfopa=pacFy
(iil) Si X (respectivamente, X') es una seccion de 74 : A — Q (respectivamente, 74 : A —
Q') yY (respectivamente, Y') es una seccion de Ty : V — Q (respectivamente, Ty :
V' — Q') tales que X' of = FoX yY'o f = FloY entonces Flo DxY = (D%, Y")e .

Ahora, usando (1), se deduce el siguiente resultado.

Proposicién 1. Sean (74 : A — Q,7v : V — Q,([',-]v, D, pa)) y (tar : A — Q' 1yr 1 V! —
Q' ([',-Jv', D', pas)) dos afgebroides de Lie. Si ((F,f), (F', f)) es un morfismo de afgebroides
de Lie y F': A — A’ es el correspondiente morfismo entre los fibrados vectoriales biduales A
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Y :4;, definido como en (5), entonces el par (ﬁ7 f) es un morfismo entre los algebroides de Lie
A lzez) vy (AT T em)-
Finalmente, usando (2), puede probarse el siguiente resultado.

Proposicién 2. Sean 7y : U — Q y 7vv : U — Q' dos algebroides de Lie y ¢ € T'(7f))
y ¢ € I'(rf) dos l-cociclos de 7y : U — Q y 1y : U — @', respectivamente, tales que
¢(x) # 0, para todo x € Q, y ¢ (x') # 0, para todo &' € Q'. Entonces, si el par (ﬁ,f) es
un morfismo de algebroides de Lie entre los algebroides de Lie 7y : U — Q y 1y : U — Q'
satisfaciendo que (}7', ) ¢' = ¢, tenemos que el correspondiente morfismo ((F, f), (F', f)) entre
los afgebroides de Lie (T4 = (tu)ja: A=¢"H1} - Q, v = (rv)v : V=0"0} - Q) y
(tar = (u)jar : A = ()" H1} = Q' 7vv = (ru)pv : V! = (¢/) "0} — Q) es un morfismo
de afgebroides de Lie.

1.3. Ejemplos de afgebroides de Lie. En esta seccién mostraremos algunos fibrados afines
sobre los cuales es posible definir una estructura de afgebroide de Lie.

1.-Algebroides de Lie. Sea (E,[-, ], pr) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad
Q@ de dimensién m y denotemos por 75 : E — @ la proyeccién fibrada. En este caso, 74 =
5 : A = F — (@ puede considerarse como un fibrado afin con fibrado vectorial asociado
v =7 : V = E — Q. Entonces, su fibrado dual 74+ : AT — Q puede identificarse con el
fibrado vectorial 77 : E* xR — @y, por tanto, su fibrado bidual 75 : A— Q@ es justamente 7g :
E xR — Q. Bajo estas identificaciones, la seccién distinguida 15 € I'(14+) = T'(75,) x C>®(Q, R)
es la seccién (0,1) € I'(75;) x C*°(Q,R) inducida por la funcién constante 1 sobre ().

Nétese que el fibrado vectorial 73 = 7f : AYEXR— () admite una estructura de algebroide
de Lie ([-, ]| gxRs PExR) definida como sigue

[(X,0), YV 9lexr = (X, Y]e, pe(X)(9) — pe(Y)(f)),
pEXR(va) = pE(X)a
para (X, f),(Y,g) € T(1g) x C*(Q,R) = I'(7g). Ademds, es claro que la seccién (0,1) €
(1) x C™(Q,R) = T'(7f) es un 1-cociclo para el algebroide de Lie 73 = 7p : A= EXR — Q.
Asi, tenemos inducida una estructura de afgebroide de Lie ([-,-]v, D, p.4) sobre el fibrado afin
T4=7:A=F — @ dada por

(6)

[X.Y]v = [X,Y]r, para X,Y €T(rv)=T(7g),
DxY = [X,Y]g, para X €T(ra)=T(rp) vy Y € I(rv) =L(7g),
pa(X) = pe(X), para X eT(r4)=I(7g).

Por otra parte, una base local {eg,e,} de secciones de A~ ExR adaptada al 1-cociclo
1g = (0,1) puede construirse como sigue

eo = (0,1) € [(7g) = (1) x C®(Q,R),
ea = (¢,0)€T(75) =(rp) x C=(Q,R),

donde {e/,} es una base local de secciones de E.
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Ahora, supongamos que (x?) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q. De-
notaremos por (2%, y*,y") las correspondientes coordenadas locales sobre A= F x R inducidas
por {eg,es}. La ecuacién local que define a E como subfibrado afin (respectivamente, como
subfibrado vectorial) de E x R es y° = 1 (respectivamente, y° = 0). Asi, (z%,y®) pueden
considerarse como coordenadas locales en F.

En este caso, las expresiones locales del corchete de Lie y la aplicacién ancla sobre A~ExR
son las siguientes:

leo,ealpxr = O, leaseslmxr = Clgens
(7)

pPexr(e0) = 0, PExR(€a) = PQ%,

siendo C’;’ﬁ y p, las funciones locales de estructura del algebroide de Lie E con respecto a las
coordenadas (z%) y la base local de secciones {e, }.

2.-El fibrado de 1-jets de secciones locales de una fibracion. Sea T : Q — R una fibracién y
710 : J'T — @ el fibrado de 1-jets de secciones locales de 7 : @ — R. Es bien conocido que
T10: J'7 — @ es un fibrado afin modelado sobre el fibrado vectorial 7 = (v VT — Q,
donde mg : T'Q — @ es la proyeccién canénica y V7 es el fibrado vertical de 7 : @ — R. Ademds,
si t es la coordenada usual en R y 7 es la 1-forma cerrada sobre () dada por n = 7*(dt), entonces
tenemos la siguiente identificacion

J'r=2{veTqQ|n(k) =1}

(véase, por ejemplo, [5]). Nétese que V7 = {v € TQ|n(v) = 0}. Asi, el fibrado bidual Jir del
fibrado affn 71 o : J'7 — @ puede identificarse con el fibrado tangente TQ a @ y, bajo esta
identificacién, la seccién 11, es la 1-forma 7. Asi, el fibrado dual JIT es un algebroide de Lie
y la seccién 11, es un 1-cociclo para dicho algebroide de Lie. En consecuencia, el fibrado afin
Tio:d Lt — @ admite una estructura de afgebroide de Lie.

3.-4 fgebras de Lie. Sea A un espacio afin modelado sobre el espacio vectorial V. Una estructura
de dfgebra de Lie ([-,-]y, D) sobre el espacio afin A consiste de una estructura de algebra de
Lie [, -]y sobre V' y una accién lineal por derivacién de A en V. En otras palabras,

D:AxV =YV, (a,v) — Dyv,

es una aplicacién tal que D, : V' — V es lineal, para todo a € A, y
° DG[UDw]V = [DaU,U}]V + [’UaDaw]Vv
e Dyyyw = Dyv+ [v,w]y,
paraa € Ay v,w e V.
Esta claro entonces que toda afgebra de Lie A es un afgebroide de Lie sobre un punto. Asi, el

espacio bidual A de cualquier afgebra de Lie es un dlgebra de Lie.
Afgebras de Lie fueron consideradas en [1].

4.-Afgebroide de Lie-Atiyah. Sea p : Q@ — M un fibrado principal con grupo estructural G.
Denotamos por ¢ : G x Q — @ la acciéon libre de G sobre Q y por T® : G x TQ — TQ la
accién tangente de G sobre T'Q). Como es bien conocido, el fibrado vectorial cociente mg|G :
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TQ/G — M = Q/G es un algebroide de Lie que se denomina algebroide de Lie-Atiyah asociado
al fibrado principal p: Q — M.

Ahora, supongamos que v : M — R es una fibracién de M sobre R. Denotamos por 7: @ — R
la composicién 7 = vep. Entonces, ® induce una accién J'® : G x J'7 — J'7 de G sobre J'7
tal que

J (g, jiv) = ji (@gon),

para g € Gy v:1 CR — @ una seccién local de 7, con ¢t € I. Ademds, la proyeccién
TiolG: JIT/G — M, [jiy] e p(me(iey)) = p(r(2)
define un fibrado afin sobre M que estd modelado sobre el fibrado vectorial cociente
w|G:V1/G — M, [ug] — p(q), para uq € VT,

siendo 7 : VT — @ el fibrado vertical de la fibracién 7 : Q — R. Aqui, la accién de G sobre V7
es la restricciéon a V7 de la accion tangente T'® de G sobre T'Q.

Ademds, el fibrado bidual de J'7/G — M se puede identificar con el fibrado vectorial 7¢|G :
TQ/G — M.

Por otra parte, si ¢ es la coordenada usual en R, la 1-forma 7*(dt) es invariante bajo la accién
de G y define un 1-cociclo nu nulo ¢ : TQ/G — R sobre el algebroide de Lie de Atiyah TQ/G.
Nétese que ¢~ {1} = J'7/G y, por tanto, podemos considerar la correspondiente estructura de
afgebroide de Lie sobre J'7/G. El fibrado affin J17/G dotado con dicha estructura se denomina
el afgebroide de Lie-Atiyah asociado con el fibrado principal p : Q — M y lafibraciébn v : M — R
(véase [4]).

5.-Afgebroide de Lie accion. Sea A un espacio afin modelado sobre el espacio vectorial V' de
dimensién finita y supongamos que A admite una estructura de éfgebra de Lie. Una accion
infinitesimal de A sobre una variedad M es una aplicacién afin ® : A — X(M) tal que la
aplicacién lineal ®' : V' — X(M) asociada a ® es una accién infinitesimal (estdndar) de V sobre
M vy, ademés,

®'(D,v) = [®(a), ®'(v)], para a € A y veV.

Ahora, consideramos el fibrado afin trivial pr; : M x A — M. Esta claro que el fibrado bidual
de pry : M x A — M es el fibrado vectorial trivial pr; : M x A- M, donde A es el espacio
bidual de A. Ademés, si ® : A— X(M) es la aplicacién lineal inducida por ®, se tiene que ®
es una accién infinitesimal del dlgebra de Lie A sobre la variedad M. Asi, el fibrado vectorial
pry : M x A — M admite una estructura de algebroide de Lie accién.

Por otra parte, si 14 : A — R € A" es la funcién (afin) constante e igual a 1 sobre A, se sigue
que 14 es un 1-cociclo del algebra de Lie A. Esto implica que la seccién constante 1754 del
fibrado vectorial pry : M x AT — M dada por

lyxa(z) = (z,14(x)), paratodo x € M,

es un 1l-cociclo del algebroide de Lie accién pr; : M x A— M.

Por tanto, el fibrado afin trivial pr; : M x A — M admite una estructura de afgebroide de Lie.
Al afgebroide de Lie resultante se le denomina afgebroide de Lie accion inducido por la accién
infinitesimal ® : A — X(M).
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2. FORMALISMO LAGRANGIANO

En esta seccién, desarrollaremos una descripcion geométrica que nos permitird escribir de forma
intrinseca las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una funcién Lagrangiana L sobre un
afgebroide de Lie A (véase [4]).

2.1. La prolongacién TAA. Sea (ta: A= Q,7v:V = Q,([,-]v, D, pa)) un afgebroide de
Lie sobre una variedad (). Entonces, el fibrado bidual 75 : A — @Q de A admite una estructura
de algebroide de Lie ([-,] 7,0 7) tal que la seccién 14 del fibrado dual At es un 1-cociclo.
Ahora, consideramos la prolongacién (74A, [, -]]%A,p}“) del algebroide de Lie 77 : A Q
mediante la fibracién 74 : A — @Q. Denotaremos por TI{‘ CTAA — Ala proyeccién fibrada.
Supongamos que (z') son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de @ y {eo, €q}
es una base local de secciones del fibrado vectorial Til(U ) — U adaptada a 14 (véase (3)).
Entonces {Xy, Xu, Vo } es una base local de secciones del fibrado vectorial (T}A)_l(TZI(U)) —
72 (U), donde
(o) = (co(mala)) b ) Xala) = (ealrala)). s )
- T. = a = al\T. sPa™ad 7 )
« 0 ol7A » PO Ozt |a) A P 91 |
0
Va = 077 3
(a) = ( 5y ‘a)

para todo a € le(U ). Aqui, (z°,y®) son las coordenadas locales sobre A inducidas por las
coordenadas locales (z¢) y la base {e,} v pi, p’, son las componentes de la aplicacién ancla p e
Ademas, tenemos que

[Xo, Xa] 3 = CJo Xy, [Xa, Xp]2 = CLp,,

(9) [[Xo,va]]r = [[Xa’vﬁ]]}“ - [[Va’vﬁﬂjf‘ -0,
.0 ) 9
A = p¢ TA = o TA _

donde Cgﬁ y C’lﬁ son las funciones de estructura del corchete de Lie [-,-] ; con respecto a la
base {eg,eq}. Notese que, si {X°, X%V} es la base dual de {Xy, X, Va}, entonces XV estd
definida globalmente y es un 1-cociclo. Denotaremos por ¢g al 1-cociclo X°. Asi, tenemos que

(10) do(a)(b, Xa) = 1a(b), para (b, X.) € T A,

siendo ’];“Z.A la fibra de TAA — A que contiene al punto a.
Se puede considerar también el endomorfismo vertical S : TAA — TAA como una seccién del
fibrado vectorial 74A ® (TAA)* — A, cuya expresién local es (véase [4])

(11) S = (X" = y"o) @ Va.

Una seccién & de 774 - TAA — A se dice que es una ecuacion diferencial de sequndo orden
(SODE) sobre A si

po(§) =1y SE=0.
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Si¢e F(T}A) es una SODE entonces £ = Xy + y*X, + £*V,, donde £ son funciones locales

sobre A, y
3]

. !
P () = (pb + YPa) g T 6“
Ahora, una curva y: I CR — A en A se dice que es admzszble si
) /\
pieiacy = (T4°7)
0, lo que es equivalente, si

(ta(y(1),3(t)) € Tft)A, para todo t € I,

siendo i4 : A — A la inclusién canénica. Denotaremos por Adm(A) el espacio de curvas
admisibles sobre A. Asi, si la expresién local de v es v(t) = (z%(t),y*(t)), para todo t € I,
entonces 7 es una curva admisible si y sélo si

i

E :p6+pﬁ>¢ya7 para iE {Lam}

Esta claro que si £ es una SODE las curvas integrales del campo de vectores p}““ (£) son admis-
ibles.

2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange. Ahora, sea L : A — R una funcién Lagrangiana sobre
A. Entonces, introducimos la 1-seccion de Poincaré-Cartan ©p, € F((T}A)*) y la 2-seccion de
Poincaré-Cartan Qp, € F(/\Q(T;{‘)*) asociadas a L definidas por

(12) Or = Lo + (AT ALY o5, O, = —dT e,
De (9), (11) y (12), obtenemos que

oL
O = (L— )¢0+7Xa
_ TAA BL y a
(13) = (ie (™ AG) = 5 (G Chur®) = ph 6% A
R2L - 9?L ;. O0°L OL .\ po « 08
Tageagt Mt (pﬁaxzay ~Pagziags oy Gy Caa )0 N 67,

donde 6% = X% — y“ g, Y* =V —EFdo v Eo = Xo + Yy Xa + €5V es una SODE arbitraria.
Ahora, una curva v : I = (—¢,¢) CR — A en A es una solucidn de las ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas a L si y soélo si

e ~ es admisible, y

® (i (v(1)),4(6) 2L ((t)) = 0, para todo t.
Localmente, si v(t) = (z°(t),y%(t)), entonces v es una solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para L siy sélo si
dt
parai € {l,....,m}ya € {l,...,n}.

OL o o 4 0L
—(Coo +Cagy )872/7’

)

14 = -
( ) Pa ozt

8L)

) ) d
1 7, Q _
=pot Py dt(iaya
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2.3. Una estructura cosimpléctica sobre 7° A4, E Lagrangiano L es reqular si y sdélo si la
matriz

es regular o, en otras palabras, si el par (21, @) es una estructura cosimpléctica sobre 7T “E.A,
es decir,
{ QLA AQp /\(bo}(a) # 0, paratodo a€ A,
—_———

(n

ATMAQ, =0y dT A, = 0.

Nétese que la primera condicién es equivalente al hecho de que la aplicacién br, : T Aq -
(TAA)* definida por

(15) br(X) = ixQr + ¢o(X)¢o,

para todo X € T’ZA sea un isomorfismo de fibrados vectoriales.
Ahora, supongamos que el Lagrangiano L es regular y sea Ry, € F( A) la seccién de Reeb de
la estructura cosimpléctica (2r, ¢o) caracterizada por las siguientes condlclones

iRLQL =0 y iRL¢O =1.
Entonces, R;, es la unica SODE Lagrangiana asociada con L, es decir, las curvas integrales del
campo de vectores p A (Rp) son las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas
a L. En este caso, RL se denomina la seccion de Fuler-Lagrange asociada a L y su expresién
local es
%L
OxtOyP

R, = X +y*X, —i—Waﬁ( fg —(Ph+ 9P s
(16)

oL
—(Cho +9"C}) 7)

donde (W28 es la matriz inversa de (W,z).

3. FORMALISMO HAMILTONIANO

En esta seccién, presentaremos una descripciéon geométrica que nos permitira obtener las ecua-
ciones de Hamilton asociadas a una seccién Hamiltoniana sobre un afgebroide de Lie (véase
2, 3]).

3.1. La prolongacién TAV*, Sea (Ta: A= Qv :V — Q,([,-]v, D, pa)) un afgebroide
de Lie sobre una variedad . Sabemos entonces que el fibrado bidual 753 : A— Q@ de A admite
una estructura de algebroide de Lie ([-,-] 3,p3) (véase (1)). Denotemos por 77, : V* — Q la
proyeccién fibrada de V* (el fibrado dual de V'). Entonces, podemos considerar la prolongacién
TAV* del algebroide de Lie A mediante TV - V* — Q. TAV* es un algebroide de Lie sobre V*
con estructura ([-, ~]]}*’,p;‘*’) y proyeccién T~ CTAV* - v+,

Sean (z") coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q y {ep, €4 } una base de secciones
del fibrado vectorial Til(U ) — U adaptada a 14 (véase (3)) respecto a la cual las funciones de

estructura del algebroide de Lie A vienen dadas como en (4). Denotaremos por (z,3°,y*) las
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correspondientes coordenadas locales sobre A y por (2,90, Yo ) las coordenadas duales sobre el
fibrado vectorial dual 74+ : AT — Q de A. Entonces, (z¢,y,) son coordenadas locales en V* y
{Vo, Va,Uys} es una base local de secciones del fibrado vectorial T~ L TAY* V*, donde

Yo) = (eolri W)tz ) Yalt) = (calri@Dorlgs )
(17) )
Ua(¢) = (Oa @W;)’

para todo ¢ € (77,)7*(U). Usando esta base local se pueden introducir, de manera natural,
coordenadas locales (2%, yq; 2%, 2%,v4) sobre TAV*. Un célculo directo prueba que

[D)myﬁ]] Y =Cosy, [D}aayﬁﬂﬁ/ = Cp s

IIy07ua]]TA7V - [[ya,uﬁ]]‘%v = [[uavuﬁ]];‘*/ =

i 0 _ a9 o _ 0
Oaxia pj (ya) - paaxia pg (ua) - aya7

para todo a y 3. Asi, si {)°, Y U} es la base dual de {Vy, Vo, U, }, entonces tenemos que

Y (Vo) =»p

TAys ., Of 0 , Of ..., Of
d f - pOaxzy aa Zy ayau
(18) dTAV*yFy — 70(’)Yay0 A ya . 707ﬁya A yﬁ
dT'ZV*yO _ deV*u'y _ 07

para f € C=°(V* R).

3.2. Una estructura cosimpléctica sobre TAV*. Sea w: AT — V* la proyeccién canénica
dada por

plp) =¢', para p € AT y z€Q,
donde ¢! € V¥ es la aplicacién lineal asociada a la aplicacién afin ¢ y sea h : V* — AT una
seccién Hamiltoniana de p, esto es, poh = Id.
Ahora, consideramos el algebroide de Lie 74 AT prolongacién del algebroide de Lie A mediante
Ta+ : AT — Q y cuya proyeccién denotamos por T%A+ : TAAT — At. Entonces, podemos
introducir la aplicacién Th : TAV* — TAA* definida por

Th(a, Xy) = (&, (Tph)(Xy)),

para (&, Xy) € ’T“KV* con ¥ € V* siendo ’T“:‘V* la fibra de TAV* — V* que contiene al punto
1. Es facﬂ probar que el par (7h,h) es un morﬁsmo de algebroides de Lie entre los algebroides
de Lie 7'~ CTAYV SV y TTA+ TAAT — AT

Asi, denotaremos por Ap y Qh las secciones de los fibrados vectoriales (T“‘N‘V*)* — V*y
A2(TAV*)* = V* dadas por

(19) A= (Th,h)"(Az), Q= (Th,h)"(Qy),
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donde A 7 y € 7 son, respectivamente, la seccién de Liouville y la seccién simpléctica canénica

asociadas al algebroide de Lie A. Nétese que, como {2z = —dT AT 4 Y del hecho de que
(Th,h) es un morfismo de algebroides de Lie, tenemos que €, = —dTAV*)\h.

Por otra parte, sea 7 : TAV* 5 R la seccién de (TAV*)* — V* definida por

(20) n(a, Xy) = 1a(a),

para (&, Xy) € T“ZV* con ¢ € V*. Nétese que si pry : TAV* = Aesla proyeccién candnica en
el primer factor entonces (pry, 7y,) es un morfismo entre los algebroides de Lie T~ CTAV S Vs

YTi: A— Q@ vy, ademas, se verifica que

(pry, 7v)"(La) = 7.
Asi, como 14 es un l-cociclo de 75 : A— @, se deduce que 7 es un 1-cociclo del algebroide de
Lie T~ CTAY v,
Supongamos ahora que la seccién Hamiltoniana h : V* — AT viene dada localmente por
h(xiv ya) = (:Ci7 7H(xj7 y[ﬂ)v ya)

y que {Y°, Y U} es la base dual de la base local {)y, Vo, Uy} definida en (17). Entonces
n =Yy, usando (19), la expresién local de Q ; v la definicién de la aplicacién 7 h, se sigue que

U = YOAUC+ C”Byyy%yﬁ
(21)

H
—U* N,

7Cgay’)’>ya /\y0+ 6:1/

, 0H
+ (pa ox?
Asi, se prueba facilmente que el par (2;,7) es una estructura cosimpléctica sobre el algebroide

de Lie T}V : TAV* — V*, esto es,

{Qh/\.../\Qh/\n}(z/J) #0, para ¥ € V*,
—_———
(n

dTﬁV*n =0y dTAV*Qh =0.

3.3. Ecuaciones de Hamilton. Ahora, sea R}, € F( ) la seccién de Reeb de la estructura
cosimpléctica (€, n) caracterizada por las siguientes cond1c1ones

(22) iRthZO y iRhnzl.
Con respecto a la base {Vo, Vo, Uy} de F(TZ;), la expresion local de Ry, es

. OH  ,0H

on ( aﬁy’Ya +paa - Cgayv)ua

(23) Rh = yo + Tyayoz -

Asi, el campo de vectores p}t‘*’ (Ry) viene dado localmente por la expresién

v — (i 2 iy 2 i OH g v OH\\ 9
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y las curvas integrales de Ry (es decir, las curvas integrales del campo de vectores p;" (Rn))
verifican las siguientes ecuaciones

dx? . OH . dy . OH OH
25 = b APl = ph e — (C” C”—),
( ) dt Po + 8yo¢ Pa dt Pa ort Yy a0 + af 3y5
parai € {1,...,m} y a € {1,...,n}. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de Hamilton

para h (véase [3]) y la seccién Ry, se denomina la seccidn de Hamilton asociada a h.

4. TRANSFORMACION DE LEGENDRE Y EQUIVALENCIA ENTRE LOS FORMALISMOS
LAGRANGIANO Y HAMILTONIANO

4.1. Transformacién de Legendre. Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre
el algebroide de Lie 7y : V — @Q y con algebroide de Lie bidual (.Z, [, ~]]j, pz)- Consideramos
la prolongacion T:%A cTAA — A del algebroide de Lie 75 : A= @ mediante la proyeccién
T4 A= Q.

Ahora, sea L : A — R una funcién Lagrangiana y ©j, € F((T}A)*) la 1-seccién de Poincaré-
Cartan asociada a L (véase (12)). Introducimos la transformacion de Legendre extendida aso-
ciada a L como la aplicacién diferenciable Legr, : A — AT definida por

Legpr(a)(b) = ©L(a)(2),

para a,b € A, donde z es un punto en la fibra de ’T“K{l que contiene al punto a tal que
pry(z) = ia(b), siendo pry : T4A — A la restriccion a TAA de la proyeccién canénica en el
primer factor pry : A X T A — A.
La aplicacién Legy, estd bien definida y su expresion local en coordenadas fibradas sobre A y
AT es

oL oL
Oy Y « )

Y Ay

Asi, podemos definir la transformacién de Legendre asociada a L, legy, : A — V*, por

(e}
)

(26) Legp (z%,y*) = (2%, L —

legr, = peoLegr,
siendo p : AT — V* la proyeccién canénica. De (26) y como u(z%, 3o, Ya) = (2%, ya), tenemos
que

; . OL

27 legr (2", y®) = (', =—).
(21) gulat ) = @ )
4.2. Equivalencia entre los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano. Las aplicaciones
Legr, y legr, inducen las aplicaciones 7 Legy, : TAA — TAAY vy Tlegr, : TAA — TAV*
definidas por

(TLegr)(b, Xa) = (b, (TaLegr)(Xa)),
(Tlegr)(b, Xa) = (b, (Tulegr)(Xa)),

paraa € Ay (b, X,) € T;ZA.
Ahora, sea {eg, e} una base local de secciones de I'(7;) adaptada a 14 y {Xo, Xa, Va} (re-
spectivamente, {Vo, Va,Uo,Us}) la correspondiente base local de F(T}(“) (respectivamente, de

(28)
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F(Tj{”)) y denotamos por (z¢,y%; 20, 2%, v%) (resp., (2, Yo, Ya; 2°, 2%, V0,V )) las correspondi-
entes coordenadas locales sobre T4 A (resp., T“ZA'F). Ademés, supongamos que (z°, yq; 2%, 2%, v4)

son coordenadas locales sobre 74V *. Entonces, usando (26), (27) y (28), deducimos que las
expresiones locales de las aplicaciones 7 Legy, y Tlegy, son

) ) oL oL
TLegL(xz7ya;ZO’Zoc’va) = (xl7L_ Tyayavﬁ;zovzaa
- 0L 9%L . 0L 0%L 0%L
29 0 i - . « N i i By _ ﬁ,
( ) z po(axl axzayay ) + z pa(axl axlayﬁy ) v ayaayﬁy

0 O°L B 0?L L of 0?L )
Vph ——— 4+ 2 A v
Po Oxi Oy Ps Ox' Oy Oy*oys /)’

; - 0L . 0L
TlegL(xzhya;ZOvZavva) = (ﬂfz,i;zo,za,zopé -
oy~ Oz Oy~
(30 :
+28 i +o o"L )
Po Oxi oy~ AyoyP /)’

Asi, usando (13), (28) y (29), podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 1. Elpar (7T Legy,, Legr,) es un morfismo entre los algebroides de Lie (T“‘TA, [, -]]}{“, p}““)
Y (TAAJ“, [, -}]}AJr,p}”). Ademds, si ©r y Qp (respectivamente, Az y 23) son la I1-seccion
y la 2-seccion de Poincaré-Cartan asociadas a L (respectivamente, la seccion de Liouville y la

seccion simpléctica candnica asociadas a A) entonces
(TLegr, Legr)*(Az) = Or, (TLegr,Legr)" (Q2z) = Q.
De (27), se sigue que
Proposicion 3. El Lagrangiano L es reqular si y sélo si la transformacion de Legendre legy, :

A — V* es un difeomorfismo local.

En lo que sigue, asumiremos que L es hiperregular, es decir, leg;, es un difeomorfismo global.
Entonces, de (28) y el Teorema 1, concluimos que el par (7legy,legr) es un isomorfismo de
algebroides de Lie. Ademds, podemos considerar la seccién Hamiltoniana hy : V* — AT
definida por

(31) hr = Legy, OZeggl,

la, correspondiente estructura cosimpléctica (£, ,7) sobre el algebroide de Lie sz‘*’ L TAY*
V* y la seccién Hamiltoniana Ry, € F(TJTZ‘*’).

Usando (19), (30), (31) y el Teorema 1, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 2. Si el Lagrangiano L es hiperreqular entonces la seccion de Euler-Lagrange Ry,
asociada a L y la seccion de Hamilton Ry, asociada a hy estdan relacionadas de la siguiente
forma

(32) Ry, olegr, = Tlegr° Ry,

Ademds, si v : I — A es una solucion de las ecuaciones de Fuler-Lagrange asociadas a L,
entonces legp oy : I — V* es una solucion de las ecuaciones de Hamilton asociadas a hy v,
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reciprocamente, si ¥ : I — V* es una solucion de las ecuaciones de Hamilton para hy entonces
-1 — ., .
v =leg;  °% es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.
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