
DINÁMICA EN AFGEBROIDES DE LIE

DIANA SOSA

II ENCUENTRO DE JÓVENES INVESTIGADORES

EN GEOMETRÍA, MECÁNICA Y CONTROL

1. Afgebroides de Lie. Ejemplos

1.1. Afgebroides de Lie. Sea τA : A → Q un fibrado af́ın con fibrado vectorial asociado
τV : V → Q. Denotaremos por τA+ : A+ = Aff(A,R) → Q el fibrado dual af́ın cuya fibra en
un punto x ∈ Q consiste de las funciones afines en la fibra Ax. Nótese que este fibrado tiene una
sección distinguida 1A ∈ Γ(τA+) inducida por la función constante 1 sobre A. Consideramos
también el fibrado bidual τÃ : Ã → Q cuya fibra en un punto x ∈ Q es el espacio vectorial
Ãx = (A+

x )∗. Entonces, A puede identificarse con un subfibrado af́ın de Ã de corango 1 mediante
la inclusión iA : A → Ã dada por iA(a)(ϕ) = ϕ(a), la cual es una aplicación af́ın e inyectiva
cuya aplicación lineal asociada denotaremos por iV : V → Ã. Aśı, V puede identificarse con un
subfibrado vectorial de Ã de corango 1. Usando estos hechos, se puede probar que existe una
correspondencia biyectiva entre las funciones afines sobre A y las funciones lineales sobre Ã.
Por otra parte, está claro que existe una correspondencia biyectiva entre las funciones afines
sobre A y las secciones de A+.

Definición 1. Una estructura de afgebroide de Lie ([[·, ·]]V , D, ρA) sobre un fibrado af́ın τA :
A → Q consiste de una estructura de álgebra de Lie [[·, ·]]V sobre el espacio Γ(τV ) de las secciones
de τV : V → Q, una acción R-lineal D : Γ(τA) × Γ(τV ) → Γ(τV ) de las secciones de A sobre
Γ(τV ) y una aplicación af́ın ρA : A → TQ, denominada la aplicación ancla, satisfaciendo las
siguientes condiciones:

• DX [[Ȳ , Z̄]]V = [[DX Ȳ , Z̄]]V + [[Ȳ ,DX Z̄]]V ,
• DX+Ȳ Z̄ = DX Z̄ + [[Ȳ , Z̄]]V ,
• DX(fȲ ) = fDX Ȳ + ρA(X)(f)Ȳ ,

para X ∈ Γ(τA), Ȳ , Z̄ ∈ Γ(τV ) y f ∈ C∞(Q,R). La terna (A, V, ([[·, ·]]V , D, ρA)) se denomina
afgebroide de Lie sobre Q (véase [1, 4]).

Observación 1. Si ([[·, ·]]V , D, ρA) es una estructura de afgebroide de Lie sobre un fibrado af́ın
A entonces (V, [[·, ·]]V , ρV ) es un algebroide de Lie, donde ρV : V → TQ es la aplicación lineal
asociada a la aplicación af́ın ρA : A → TQ. ♦

Una estructura de afgebroide de Lie sobre un fibrado af́ın τA : A → Q induce una estructura
de algebroide de Lie ([[·, ·]]Ã, ρÃ) sobre el fibrado bidual Ã tal que la sección 1A ∈ Γ(τA+) es
un 1-cociclo en la correspondiente cohomoloǵıa, es decir, dÃ1A = 0. De hecho, si X0 ∈ Γ(τA)
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entonces para toda sección X̃ de Ã existen una función f ∈ C∞(Q,R) y una sección X̄ ∈ Γ(τV )
tales que X̃ = fX0 + X̄ y

(1)

[[fX0 + X̄, gX0 + Ȳ ]]Ã = (ρV (X̄)(g)− ρV (Ȳ )(f) + fρA(X0)(g)

−gρA(X0)(f))X0 + [[X̄, Ȳ ]]V + fDX0 Ȳ − gDX0X̄,

ρÃ(fX0 + X̄) = fρA(X0) + ρV (X̄).

Rećıprocamente, sea (U, [[·, ·]]U , ρU ) un algebroide de Lie sobre Q y φ : U → R un 1-cociclo de
(U, [[·, ·]]U , ρU ) tal que φ|Ux

6= 0, para todo x ∈ Q. Entonces, A = φ−1{1} es un fibrado af́ın
sobre Q que admite una estructura de afgebroide de Lie de tal forma que (U, [[·, ·]]U , ρU ) puede
identificarse con el algebroide de Lie bidual (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) de A y, bajo dicha identificación, el
1-cociclo 1A : Ã → R es justamente φ. Además, el fibrado af́ın τA : A → Q está modelado
sobre el fibrado vectorial τV : V = φ−1{0} → Q. De hecho, si iV : V → U y iA : A → U son
las inclusiones canónicas, entonces

(2)

iV ◦ [[X̄, Ȳ ]]V = [[iV ◦ X̄, iV ◦ Ȳ ]]U ,

iV ◦DX Ȳ = [[iA ◦X, iV ◦ Ȳ ]]U ,

ρA(X) = ρU (iA ◦X),

para X̄, Ȳ ∈ Γ(τV ) y X ∈ Γ(τA).
Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie τV : V → Q.
Supongamos que (xi) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q y que {e0, eα}
es una base local de secciones de τÃ : Ã → Q en U que está adaptada al 1-cociclo 1A, esto es,
tal que

(3) 1A(e0) = 1 y 1A(eα) = 0, para todo α.

Nótese que si {e0, eα} es la base dual de {e0, eα} entonces e0 = 1A. Aśı, usando que 1A es un
1-cociclo, tenemos que las correspondientes funciones de estructura locales del algebroide de
Lie bidual Ã son las siguientes

(4)
[[e0, eα]]Ã = Cγ0αeγ , [[eα, eβ ]]Ã = Cγαβeγ ,

ρÃ(e0) = ρi0
∂

∂xi
, ρÃ(eα) = ρiα

∂

∂xi
.

Denotaremos por (xi, y0, yα) las correspondientes coordenadas locales sobre Ã. Aśı, la ecuación
local que define a A (respectivamente, V ) como subfibrado af́ın (respectivamente, vectorial)
de Ã es y0 = 1 (respectivamente, y0 = 0). Por lo tanto, (xi, yα) pueden considerarse como
coordenadas locales en A y en V .

1.2. Morfismos de afgebroides de Lie. Ahora, sea τA : A → Q (respectivamente, τA′ : A′ →
Q′) un fibrado af́ın con fibrado vectorial asociado τV : V → Q (respectivamente, τV ′ : V ′ → Q′)
y sea F : A → A′ un morfismo de fibrados afines sobre la aplicación f : Q→ Q′ con morfismo
lineal asociado (F l, f) entre los fibrados vectoriales τV : V → Q y τV ′ : V ′ → Q′. Tenemos aśı
los siguientes diagramas conmutativos
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Q
f - Q′

τA

?

τA′

?

A
F - A′

Q
f - Q′

τV

?

τV ′

?

V
F l - V ′

Un cálculo directo prueba que la aplicación F̃ : Ã → Ã′ definida por

(5) F̃ (ã)(ϕ′) = ã(ϕ′ ◦F|Ax
),

para ã ∈ Ãx y ϕ′ ∈ (A′)+f(x), con x ∈ Q, define un morfismo entre los fibrados vectoriales Ã y

Ã′ sobre f y, además,

(F̃ , f)∗1A′ = 1A.

Rećıprocamente, supongamos que τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′ son fibrados vectoriales y que φ
y φ′ son secciones de los fibrados vectoriales τ∗U : U∗ → Q y τ∗U ′ : (U ′)∗ → Q′ tales que φ(x) 6= 0,
para todo x ∈ Q, y φ′(x′) 6= 0, para todo x′ ∈ Q′. Supongamos también que el par (F̃ , f) es
un morfismo entre los fibrados vectoriales τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′ tal que (F̃ , f)∗φ′ = φ y
denotemos por A y V (respectivamente, A′ y V ′) los subconjuntos de U (respectivamente, U ′)
definidos por A = φ−1{1} y V = φ−1{0} (respectivamente, A′ = (φ′)−1{1} y V ′ = (φ′)−1{0}).
Entonces, es sencillo probar que F̃ (A) ⊆ A′ y F̃ (V ) ⊆ V ′. Aśı, el par (F, f) es un morfismo
entre los fibrados afines τA = (τU )|A : A → Q y τA′ = (τU ′)|A′ : A′ → Q′, donde F : A → A′

es la restricción de F̃ a A. Además, el correspondiente morfismo entre los fibrados vectoriales
τV = (τU )|V : V → Q y τV ′ = (τU ′)|V ′ : V ′ → Q′ es el par (F l, f), siendo F l : V → V ′ la
restricción de F̃ a V .

Definición 2. Sean (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) y (τA′ : A′ → Q′, τV ′ : V ′ →
Q′, ([[·, ·]]V ′ , D′, ρA′)) dos afgebroides de Lie y ((F, f), (F l, f)) un morfismo entre los fibrados
afines (τA : A → Q, τV : V → Q) y (τA′ : A′ → Q′, τV ′ : V ′ → Q′). Entonces, el par
((F, f), (F l, f)) se dice que es un morfismo de afgebroides de Lie si:

(i) El par (F l, f) es un morfismo entre los algebroides de Lie (V, [[·, ·]]V , ρV ) y (V ′, [[·, ·]]V ′ ,

ρV ′),
(ii) Tf ◦ ρA = ρA′ ◦F y
(iii) Si X (respectivamente, X ′) es una sección de τA : A → Q (respectivamente, τA′ : A′ →

Q′) y Ȳ (respectivamente, Ȳ ′) es una sección de τV : V → Q (respectivamente, τV ′ :
V ′ → Q′) tales que X ′ ◦ f = F ◦X y Ȳ ′ ◦ f = F l ◦ Ȳ entonces F l ◦DX Ȳ = (D′

X′ Ȳ ′) ◦ f.

Ahora, usando (1), se deduce el siguiente resultado.

Proposición 1. Sean (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) y (τA′ : A′ → Q′, τV ′ : V ′ →
Q′, ([[·, ·]]V ′ , D′, ρA′)) dos afgebroides de Lie. Si ((F, f), (F l, f)) es un morfismo de afgebroides
de Lie y F̃ : Ã → Ã′ es el correspondiente morfismo entre los fibrados vectoriales biduales Ã
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y Ã′, definido como en (5), entonces el par (F̃ , f) es un morfismo entre los algebroides de Lie
(Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) y (Ã′, [[·, ·]]Ã′ , ρÃ′).

Finalmente, usando (2), puede probarse el siguiente resultado.

Proposición 2. Sean τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′ dos algebroides de Lie y φ ∈ Γ(τ∗U )
y φ′ ∈ Γ(τ∗U ′) dos 1-cociclos de τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′, respectivamente, tales que
φ(x) 6= 0, para todo x ∈ Q, y φ′(x′) 6= 0, para todo x′ ∈ Q′. Entonces, si el par (F̃ , f) es
un morfismo de algebroides de Lie entre los algebroides de Lie τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′

satisfaciendo que (F̃ , f)∗φ′ = φ, tenemos que el correspondiente morfismo ((F, f), (F l, f)) entre
los afgebroides de Lie (τA = (τU )|A : A = φ−1{1} → Q, τV = (τU )|V : V = φ−1{0} → Q) y
(τA′ = (τU ′)|A′ : A′ = (φ′)−1{1} → Q′, τV ′ = (τU ′)|V ′ : V ′ = (φ′)−1{0} → Q′) es un morfismo
de afgebroides de Lie.

1.3. Ejemplos de afgebroides de Lie. En esta sección mostraremos algunos fibrados afines
sobre los cuales es posible definir una estructura de afgebroide de Lie.

1.-Algebroides de Lie. Sea (E, [[·, ·]]E , ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad
Q de dimensión m y denotemos por τE : E → Q la proyección fibrada. En este caso, τA =
τE : A = E → Q puede considerarse como un fibrado af́ın con fibrado vectorial asociado
τV = τE : V = E → Q. Entonces, su fibrado dual τA+ : A+ → Q puede identificarse con el
fibrado vectorial τ̃∗E : E∗×R → Q y, por tanto, su fibrado bidual τÃ : Ã → Q es justamente τ̃E :
E×R → Q. Bajo estas identificaciones, la sección distinguida 1E ∈ Γ(τA+) ∼= Γ(τ∗E)×C∞(Q,R)
es la sección (0, 1) ∈ Γ(τ∗E)× C∞(Q,R) inducida por la función constante 1 sobre Q.
Nótese que el fibrado vectorial τÃ ∼= τ̃E : Ã ∼= E ×R → Q admite una estructura de algebroide
de Lie ([[·, ·]]E×R, ρE×R) definida como sigue

(6)
[[(X, f), (Y, g)]]E×R = ([[X,Y ]]E , ρE(X)(g)− ρE(Y )(f)),

ρE×R(X, f) = ρE(X),

para (X, f), (Y, g) ∈ Γ(τE) × C∞(Q,R) ∼= Γ(τ̃E). Además, es claro que la sección (0, 1) ∈
Γ(τ∗E)×C∞(Q,R) ∼= Γ(τ̃∗E) es un 1-cociclo para el algebroide de Lie τÃ ∼= τ̃E : Ã ∼= E×R → Q.

Aśı, tenemos inducida una estructura de afgebroide de Lie ([[·, ·]]V , D, ρA) sobre el fibrado af́ın
τA = τE : A = E → Q dada por

[[X,Y ]]V = [[X,Y ]]E , para X,Y ∈ Γ(τV ) = Γ(τE),

DXY = [[X,Y ]]E , para X ∈ Γ(τA) = Γ(τE) y Y ∈ Γ(τV ) = Γ(τE),

ρA(X) = ρE(X), para X ∈ Γ(τA) = Γ(τE).

Por otra parte, una base local {e0, eα} de secciones de Ã ∼= E × R adaptada al 1-cociclo
1E = (0, 1) puede construirse como sigue

e0 = (0, 1) ∈ Γ(τ̃E) = Γ(τE)× C∞(Q,R),

eα = (e′α, 0) ∈ Γ(τ̃E) = Γ(τE)× C∞(Q,R),

donde {e′α} es una base local de secciones de E.
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Ahora, supongamos que (xi) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q. De-
notaremos por (xi, yα, y0) las correspondientes coordenadas locales sobre Ã ∼= E ×R inducidas
por {e0, eα}. La ecuación local que define a E como subfibrado af́ın (respectivamente, como
subfibrado vectorial) de E × R es y0 = 1 (respectivamente, y0 = 0). Aśı, (xi, yα) pueden
considerarse como coordenadas locales en E.
En este caso, las expresiones locales del corchete de Lie y la aplicación ancla sobre Ã ∼= E × R
son las siguientes:

(7)
[[e0, eα]]E×R = 0, [[eα, eβ ]]E×R = Cγαβeγ ,

ρE×R(e0) = 0, ρE×R(eα) = ρiα
∂

∂xi
,

siendo Cγαβ y ρiα las funciones locales de estructura del algebroide de Lie E con respecto a las
coordenadas (xi) y la base local de secciones {e′α}.

2.-El fibrado de 1-jets de secciones locales de una fibración. Sea τ : Q → R una fibración y
τ1,0 : J1τ → Q el fibrado de 1-jets de secciones locales de τ : Q → R. Es bien conocido que
τ1,0 : J1τ → Q es un fibrado af́ın modelado sobre el fibrado vectorial π = (πQ)|V τ : V τ → Q,
donde πQ : TQ→ Q es la proyección canónica y V τ es el fibrado vertical de τ : Q→ R. Además,
si t es la coordenada usual en R y η es la 1-forma cerrada sobre Q dada por η = τ∗(dt), entonces
tenemos la siguiente identificación

J1τ ∼= {v ∈ TQ | η(v) = 1}

(véase, por ejemplo, [5]). Nótese que V τ = {v ∈ TQ | η(v) = 0}. Aśı, el fibrado bidual J̃1τ del
fibrado af́ın τ1,0 : J1τ → Q puede identificarse con el fibrado tangente TQ a Q y, bajo esta
identificación, la sección 1J1τ es la 1-forma η. Aśı, el fibrado dual J̃1τ es un algebroide de Lie
y la sección 1J1τ es un 1-cociclo para dicho algebroide de Lie. En consecuencia, el fibrado af́ın
τ1,0 : J1τ → Q admite una estructura de afgebroide de Lie.

3.-Áfgebras de Lie. Sea A un espacio af́ın modelado sobre el espacio vectorial V . Una estructura
de áfgebra de Lie ([·, ·]V , D) sobre el espacio af́ın A consiste de una estructura de álgebra de
Lie [·, ·]V sobre V y una acción lineal por derivación de A en V . En otras palabras,

D : A× V → V, (a, v) 7→ Dav,

es una aplicación tal que Da : V → V es lineal, para todo a ∈ A, y

• Da[v, w]V = [Dav, w]V + [v,Daw]V ,
• Da+vw = Dav + [v, w]V ,

para a ∈ A y v, w ∈ V .
Está claro entonces que toda áfgebra de Lie A es un afgebroide de Lie sobre un punto. Aśı, el
espacio bidual Ã de cualquier áfgebra de Lie es un álgebra de Lie.
Áfgebras de Lie fueron consideradas en [1].

4.-Afgebroide de Lie-Atiyah. Sea p : Q → M un fibrado principal con grupo estructural G.
Denotamos por Φ : G × Q → Q la acción libre de G sobre Q y por TΦ : G × TQ → TQ la
acción tangente de G sobre TQ. Como es bien conocido, el fibrado vectorial cociente πQ|G :
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TQ/G→M = Q/G es un algebroide de Lie que se denomina algebroide de Lie-Atiyah asociado
al fibrado principal p : Q→M .
Ahora, supongamos que ν : M → R es una fibración de M sobre R. Denotamos por τ : Q→ R
la composición τ = ν ◦ p. Entonces, Φ induce una acción J1Φ : G× J1τ → J1τ de G sobre J1τ

tal que
J1Φ(g, j1t γ) = j1t (Φg ◦ γ),

para g ∈ G y γ : I ⊂ R → Q una sección local de τ , con t ∈ I. Además, la proyección

τ1,0|G : J1τ/G→M, [j1t γ] 7→ p(τ1,0(j1t γ)) = p(γ(t))

define un fibrado af́ın sobre M que está modelado sobre el fibrado vectorial cociente

π|G : V τ/G→M, [uq] 7→ p(q), para uq ∈ Vqτ,

siendo π : V τ → Q el fibrado vertical de la fibración τ : Q→ R. Aqúı, la acción de G sobre V τ
es la restricción a V τ de la acción tangente TΦ de G sobre TQ.
Además, el fibrado bidual de J1τ/G → M se puede identificar con el fibrado vectorial πQ|G :
TQ/G→M .
Por otra parte, si t es la coordenada usual en R, la 1-forma τ∗(dt) es invariante bajo la acción
de G y define un 1-cociclo nu nulo φ : TQ/G→ R sobre el algebroide de Lie de Atiyah TQ/G.
Nótese que φ−1{1} ∼= J1τ/G y, por tanto, podemos considerar la correspondiente estructura de
afgebroide de Lie sobre J1τ/G. El fibrado af́ın J1τ/G dotado con dicha estructura se denomina
el afgebroide de Lie-Atiyah asociado con el fibrado principal p : Q→M y la fibración ν : M → R
(véase [4]).

5.-Afgebroide de Lie acción. Sea A un espacio af́ın modelado sobre el espacio vectorial V de
dimensión finita y supongamos que A admite una estructura de áfgebra de Lie. Una acción
infinitesimal de A sobre una variedad M es una aplicación af́ın Φ : A → X(M) tal que la
aplicación lineal Φl : V → X(M) asociada a Φ es una acción infinitesimal (estándar) de V sobre
M y, además,

Φl(Dav) = [Φ(a),Φl(v)], para a ∈ A y v ∈ V.

Ahora, consideramos el fibrado af́ın trivial pr1 : M ×A →M . Está claro que el fibrado bidual
de pr1 : M × A → M es el fibrado vectorial trivial pr1 : M × Ã → M , donde Ã es el espacio
bidual de A. Además, si Φ̃ : Ã → X(M) es la aplicación lineal inducida por Φ, se tiene que Φ̃
es una acción infinitesimal del álgebra de Lie Ã sobre la variedad M . Aśı, el fibrado vectorial
pr1 : M × Ã →M admite una estructura de algebroide de Lie acción.
Por otra parte, si 1A : A → R ∈ A+ es la función (af́ın) constante e igual a 1 sobre A, se sigue
que 1A es un 1-cociclo del álgebra de Lie Ã. Esto implica que la sección constante 1M×A del
fibrado vectorial pr1 : M ×A+ →M dada por

1M×A(x) = (x, 1A(x)), para todo x ∈M,

es un 1-cociclo del algebroide de Lie acción pr1 : M × Ã →M .
Por tanto, el fibrado af́ın trivial pr1 : M ×A →M admite una estructura de afgebroide de Lie.
Al afgebroide de Lie resultante se le denomina afgebroide de Lie acción inducido por la acción
infinitesimal Φ : A → X(M).
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2. Formalismo Lagrangiano

En esta sección, desarrollaremos una descripción geométrica que nos permitirá escribir de forma
intŕınseca las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una función Lagrangiana L sobre un
afgebroide de Lie A (véase [4]).

2.1. La prolongación T ÃA. Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide de
Lie sobre una variedad Q. Entonces, el fibrado bidual τÃ : Ã → Q de A admite una estructura
de algebroide de Lie ([[·, ·]]Ã, ρÃ) tal que la sección 1A del fibrado dual A+ es un 1-cociclo.
Ahora, consideramos la prolongación (T ÃA, [[·, ·]]τA

Ã
, ρτA
Ã

) del algebroide de Lie τÃ : Ã → Q

mediante la fibración τA : A → Q. Denotaremos por τ τA
Ã

: T ÃA → A la proyección fibrada.
Supongamos que (xi) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q y {e0, eα}
es una base local de secciones del fibrado vectorial τ−1

Ã
(U) → U adaptada a 1A (véase (3)).

Entonces {X0,Xα,Vα} es una base local de secciones del fibrado vectorial (τ τA
Ã

)−1(τ−1
A (U)) →

τ−1
A (U), donde

(8)
X0(a) =

(
e0(τA(a)), ρi0

∂

∂xi |a

)
, Xα(a) =

(
eα(τA(a)), ρiα

∂

∂xi |a

)
,

Vα(a) =
(
0,

∂

∂yα |a

)
,

para todo a ∈ τ−1
A (U). Aqúı, (xi, yα) son las coordenadas locales sobre A inducidas por las

coordenadas locales (xi) y la base {eα} y ρi0, ρ
i
α son las componentes de la aplicación ancla ρÃ.

Además, tenemos que

(9)

[[X0,Xα]]τA
Ã

= Cγ0αXγ , [[Xα,Xβ ]]τAÃ = CγαβXγ ,

[[X0,Vα]]τA
Ã

= [[Xα,Vβ ]]τAÃ = [[Vα,Vβ ]]τAÃ = 0,

ρτA
Ã

(X0) = ρi0
∂

∂xi
, ρτA

Ã
(Xα) = ρiα

∂

∂xi
, ρτA

Ã
(Vα) =

∂

∂yα
,

donde Cγ0β y Cγαβ son las funciones de estructura del corchete de Lie [[·, ·]]Ã con respecto a la
base {e0, eα}. Nótese que, si {X 0,Xα,Vα} es la base dual de {X0,Xα,Vα}, entonces X 0 está
definida globalmente y es un 1-cociclo. Denotaremos por φ0 al 1-cociclo X 0. Aśı, tenemos que

(10) φ0(a)(b̃, Xa) = 1A(b̃), para (b̃, Xa) ∈ T Ã
a A,

siendo T Ã
a A la fibra de T ÃA → A que contiene al punto a.

Se puede considerar también el endomorfismo vertical S : T ÃA → T ÃA como una sección del
fibrado vectorial T ÃA⊗ (T ÃA)∗ → A, cuya expresión local es (véase [4])

(11) S = (Xα − yαφ0)⊗ Vα.

Una sección ξ de τ τA
Ã

: T ÃA → A se dice que es una ecuación diferencial de segundo orden
(SODE) sobre A si

φ0(ξ) = 1 y S ξ = 0.
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Si ξ ∈ Γ(τ τA
Ã

) es una SODE entonces ξ = X0 + yαXα + ξαVα, donde ξα son funciones locales
sobre A, y

ρτA
Ã

(ξ) = (ρi0 + yαρiα)
∂

∂xi
+ ξα

∂

∂yα
.

Ahora, una curva γ : I ⊆ R → A en A se dice que es admisible si

ρÃ ◦ iA ◦ γ =
˙

(τA ◦ γ)

o, lo que es equivalente, si

(iA(γ(t)), γ̇(t)) ∈ T Ã
γ(t)A, para todo t ∈ I,

siendo iA : A → Ã la inclusión canónica. Denotaremos por Adm(A) el espacio de curvas
admisibles sobre A. Aśı, si la expresión local de γ es γ(t) = (xi(t), yα(t)), para todo t ∈ I,
entonces γ es una curva admisible si y sólo si

dxi

dt
= ρi0 + ρiαy

α, para i ∈ {1, . . . ,m}.

Está claro que si ξ es una SODE las curvas integrales del campo de vectores ρτA
Ã

(ξ) son admis-
ibles.

2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange. Ahora, sea L : A → R una función Lagrangiana sobre
A. Entonces, introducimos la 1-sección de Poincaré-Cartan ΘL ∈ Γ((τ τA

Ã
)∗) y la 2-sección de

Poincaré-Cartan ΩL ∈ Γ(∧2(τ τA
Ã

)∗) asociadas a L definidas por

(12) ΘL = Lφ0 + (dT
ÃAL) ◦S, ΩL = −dT

ÃAΘL.

De (9), (11) y (12), obtenemos que

(13)

ΘL =
(
L− yα

∂L

∂yα

)
φ0 +

∂L

∂yα
Xα,

ΩL =
(
iξ0(d

T ÃA(
∂L

∂yα
))− ∂L

∂yγ
(Cγ0α + Cγβαy

β)− ρiα
∂L

∂xi

)
θα ∧ φ0

+
∂2L

∂yα∂yβ
θα ∧ ψβ +

1
2

(
ρiβ

∂2L

∂xi∂yα
− ρiα

∂2L

∂xi∂yβ
+
∂L

∂yγ
Cγαβ

)
θα ∧ θβ ,

donde θα = Xα − yαφ0, ψα = Vα − ξα0 φ0 y ξ0 = X0 + yαXα + ξα0 Vα es una SODE arbitraria.
Ahora, una curva γ : I = (−ε, ε) ⊆ R → A en A es una solución de las ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas a L si y sólo si

• γ es admisible, y
• i(iA(γ(t)),γ̇(t))ΩL(γ(t)) = 0, para todo t.

Localmente, si γ(t) = (xi(t), yα(t)), entonces γ es una solución de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para L si y sólo si

(14)
dxi

dt
= ρi0 + ρiαy

α,
d

dt

( ∂L

∂yα

)
= ρiα

∂L

∂xi
− (Cγα0 + Cγαβy

β)
∂L

∂yγ
,

para i ∈ {1, . . . ,m} y α ∈ {1, . . . , n}.
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2.3. Una estructura cosimpléctica sobre T ÃA. El Lagrangiano L es regular si y sólo si la
matriz

WL = (Wαβ) =
( ∂2L

∂yα∂yβ

)
es regular o, en otras palabras, si el par (ΩL, φ0) es una estructura cosimpléctica sobre T ÃA,
es decir, {

ΩL ∧ . . . ∧ ΩL︸ ︷︷ ︸
(n

∧φ0

}
(a) 6= 0, para todo a ∈ A,

dT
ÃAΩL = 0 y dT

ÃAφ0 = 0.

Nótese que la primera condición es equivalente al hecho de que la aplicación [L : T ÃA →
(T ÃA)∗ definida por

(15) [L(X) = iXΩL + φ0(X)φ0,

para todo X ∈ T ÃA, sea un isomorfismo de fibrados vectoriales.
Ahora, supongamos que el Lagrangiano L es regular y sea RL ∈ Γ(τ τA

Ã
) la sección de Reeb de

la estructura cosimpléctica (ΩL, φ0) caracterizada por las siguientes condiciones

iRL
ΩL = 0 y iRL

φ0 = 1.

Entonces, RL es la única SODE Lagrangiana asociada con L, es decir, las curvas integrales del
campo de vectores ρτA

Ã
(RL) son las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas

a L. En este caso, RL se denomina la sección de Euler-Lagrange asociada a L y su expresión
local es

(16)
RL = X0 + yαXα +Wαβ

(
ρiβ
∂L

∂xi
− (ρi0 + yγρiγ)

∂2L

∂xi∂yβ

−(Cγβ0 + yµCγβµ)
∂L

∂yγ

)
Vα,

donde (Wαβ) es la matriz inversa de (Wαβ).

3. Formalismo Hamiltoniano

En esta sección, presentaremos una descripción geométrica que nos permitirá obtener las ecua-
ciones de Hamilton asociadas a una sección Hamiltoniana sobre un afgebroide de Lie (véase
[2, 3]).

3.1. La prolongación T ÃV ∗. Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide
de Lie sobre una variedad Q. Sabemos entonces que el fibrado bidual τÃ : Ã → Q de A admite
una estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]Ã, ρÃ) (véase (1)). Denotemos por τ∗V : V ∗ → Q la
proyección fibrada de V ∗ (el fibrado dual de V ). Entonces, podemos considerar la prolongación
T ÃV ∗ del algebroide de Lie Ã mediante τ∗V : V ∗ → Q. T ÃV ∗ es un algebroide de Lie sobre V ∗

con estructura ([[·, ·]]τ
∗
V

Ã
, ρ
τ∗V
Ã

) y proyección τ τ
∗
V

Ã
: T ÃV ∗ → V ∗.

Sean (xi) coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q y {e0, eα} una base de secciones
del fibrado vectorial τ−1

Ã
(U) → U adaptada a 1A (véase (3)) respecto a la cual las funciones de

estructura del algebroide de Lie Ã vienen dadas como en (4). Denotaremos por (xi, y0, yα) las
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correspondientes coordenadas locales sobre Ã y por (xi, y0, yα) las coordenadas duales sobre el
fibrado vectorial dual τA+ : A+ → Q de Ã. Entonces, (xi, yα) son coordenadas locales en V ∗ y
{Y0,Yα,Uα} es una base local de secciones del fibrado vectorial τ τ

∗
V

Ã
: T ÃV ∗ → V ∗, donde

(17)
Y0(ψ) =

(
e0(τ∗V (ψ)), ρi0

∂

∂xi |ψ

)
, Yα(ψ) =

(
eα(τ∗V (ψ)), ρiα

∂

∂xi |ψ

)
,

Uα(ψ) =
(
0,

∂

∂yα |ψ

)
,

para todo ψ ∈ (τ∗V )−1(U). Usando esta base local se pueden introducir, de manera natural,
coordenadas locales (xi, yα; z0, zα, vα) sobre T ÃV ∗. Un cálculo directo prueba que

[[Y0,Yβ ]]
τ∗V
Ã

= Cγ0βYγ , [[Yα,Yβ ]]
τ∗V
Ã

= CγαβYγ ,

[[Y0,Uα]]τ
∗
V

Ã
= [[Yα,Uβ ]]

τ∗V
Ã

= [[Uα,Uβ ]]
τ∗V
Ã

= 0,

ρ
τ∗V
Ã

(Y0) = ρi0
∂

∂xi
, ρ

τ∗V
Ã

(Yα) = ρiα
∂

∂xi
, ρ

τ∗V
Ã

(Uα) =
∂

∂yα
,

para todo α y β. Aśı, si {Y0,Yα,Uα} es la base dual de {Y0,Yα,Uα}, entonces tenemos que

(18)

dT
ÃV ∗

f = ρi0
∂f

∂xi
Y0 + ρiα

∂f

∂xi
Yα +

∂f

∂yα
Uα,

dT
ÃV ∗Yγ = −Cγ0αY0 ∧ Yα − 1

2
CγαβY

α ∧ Yβ ,

dT
ÃV ∗Y0 = dT

ÃV ∗Uγ = 0,

para f ∈ C∞(V ∗,R).

3.2. Una estructura cosimpléctica sobre T ÃV ∗. Sea µ : A+ → V ∗ la proyección canónica
dada por

µ(ϕ) = ϕl, para ϕ ∈ A+
x y x ∈ Q,

donde ϕl ∈ V ∗
x es la aplicación lineal asociada a la aplicación af́ın ϕ y sea h : V ∗ → A+ una

sección Hamiltoniana de µ, esto es, µ ◦h = Id.
Ahora, consideramos el algebroide de Lie T ÃA+ prolongación del algebroide de Lie Ã mediante
τA+ : A+ → Q y cuya proyección denotamos por τ τA+

Ã
: T ÃA+ → A+. Entonces, podemos

introducir la aplicación T h : T ÃV ∗ → T ÃA+ definida por

T h(ã, Xψ) = (ã, (Tψh)(Xψ)),

para (ã, Xψ) ∈ T Ã
ψ V ∗, con ψ ∈ V ∗, siendo T Ã

ψ V ∗ la fibra de T ÃV ∗ → V ∗ que contiene al punto
ψ. Es fácil probar que el par (T h, h) es un morfismo de algebroides de Lie entre los algebroides
de Lie τ τ

∗
V

Ã
: T ÃV ∗ → V ∗ y τ τA+

Ã
: T ÃA+ → A+.

Aśı, denotaremos por λh y Ωh las secciones de los fibrados vectoriales (T ÃV ∗)∗ → V ∗ y
Λ2(T ÃV ∗)∗ → V ∗ dadas por

(19) λh = (T h, h)∗(λÃ), Ωh = (T h, h)∗(ΩÃ),
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donde λÃ y ΩÃ son, respectivamente, la sección de Liouville y la sección simpléctica canónica

asociadas al algebroide de Lie Ã. Nótese que, como ΩÃ = −dT ÃA+
λÃ y del hecho de que

(T h, h) es un morfismo de algebroides de Lie, tenemos que Ωh = −dT ÃV ∗
λh.

Por otra parte, sea η : T ÃV ∗ → R la sección de (T ÃV ∗)∗ → V ∗ definida por

(20) η(ã, Xψ) = 1A(ã),

para (ã, Xψ) ∈ T Ã
ψ V ∗, con ψ ∈ V ∗. Nótese que si pr1 : T ÃV ∗ → Ã es la proyección canónica en

el primer factor entonces (pr1, τ∗V ) es un morfismo entre los algebroides de Lie τ τ
∗
V

Ã
: T ÃV ∗ → V ∗

y τÃ : Ã → Q y, además, se verifica que

(pr1, τ
∗
V )∗(1A) = η.

Aśı, como 1A es un 1-cociclo de τÃ : Ã → Q, se deduce que η es un 1-cociclo del algebroide de
Lie τ τ

∗
V

Ã
: T ÃV ∗ → V ∗.

Supongamos ahora que la sección Hamiltoniana h : V ∗ → A+ viene dada localmente por

h(xi, yα) = (xi,−H(xj , yβ), yα)

y que {Y0,Yα,Uα} es la base dual de la base local {Y0,Yα, Uα} definida en (17). Entonces
η = Y0 y, usando (19), la expresión local de ΩÃ y la definición de la aplicación T h, se sigue que

(21)
Ωh = Yα ∧ Uα +

1
2
CγαβyγY

α ∧ Yβ

+
(
ρiα
∂H

∂xi
− Cγ0αyγ

)
Yα ∧ Y0 +

∂H

∂yα
Uα ∧ Y0.

Aśı, se prueba fácilmente que el par (Ωh, η) es una estructura cosimpléctica sobre el algebroide
de Lie τ τ

∗
V

Ã
: T ÃV ∗ → V ∗, esto es,{

Ωh ∧ . . . ∧ Ωh︸ ︷︷ ︸
(n

∧η
}

(ψ) 6= 0, para ψ ∈ V ∗,

dT
ÃV ∗

η = 0 y dT
ÃV ∗

Ωh = 0.

3.3. Ecuaciones de Hamilton. Ahora, sea Rh ∈ Γ(τ τ
∗
V

Ã
) la sección de Reeb de la estructura

cosimpléctica (Ωh, η) caracterizada por las siguientes condiciones

(22) iRh
Ωh = 0 y iRh

η = 1.

Con respecto a la base {Y0,Yα,Uα} de Γ(τ τ
∗
V

Ã
), la expresión local de Rh es

(23) Rh = Y0 +
∂H

∂yα
Yα −

(
Cγαβyγ

∂H

∂yβ
+ ρiα

∂H

∂xi
− Cγ0αyγ

)
Uα.

Aśı, el campo de vectores ρτ
∗
V

Ã
(Rh) viene dado localmente por la expresión

(24) ρ
τ∗V
Ã

(Rh) =
(
ρi0 +

∂H

∂yα
ρiα

) ∂

∂xi
+

(
− ρiα

∂H

∂xi
− yγ(C

γ
α0 + Cγαβ

∂H

∂yβ
)
) ∂

∂yα
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y las curvas integrales de Rh (es decir, las curvas integrales del campo de vectores ρτ
∗
V

Ã
(Rh))

verifican las siguientes ecuaciones

(25)
dxi

dt
= ρi0 +

∂H

∂yα
ρiα,

dyα
dt

= −ρiα
∂H

∂xi
− yγ

(
Cγα0 + Cγαβ

∂H

∂yβ

)
,

para i ∈ {1, . . . ,m} y α ∈ {1, . . . , n}. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de Hamilton
para h (véase [3]) y la sección Rh se denomina la sección de Hamilton asociada a h.

4. Transformación de Legendre y equivalencia entre los formalismos

Lagrangiano y Hamiltoniano

4.1. Transformación de Legendre. Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre
el algebroide de Lie τV : V → Q y con algebroide de Lie bidual (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ). Consideramos
la prolongación τ τA

Ã
: T ÃA → A del algebroide de Lie τÃ : Ã → Q mediante la proyección

τA : A → Q.
Ahora, sea L : A → R una función Lagrangiana y ΘL ∈ Γ((τ τA

Ã
)∗) la 1-sección de Poincaré-

Cartan asociada a L (véase (12)). Introducimos la transformación de Legendre extendida aso-
ciada a L como la aplicación diferenciable LegL : A → A+ definida por

LegL(a)(b) = ΘL(a)(z),

para a,b ∈ Ax, donde z es un punto en la fibra de T ÃA que contiene al punto a tal que
pr1(z) = iA(b), siendo pr1 : T ÃA → Ã la restricción a T ÃA de la proyección canónica en el
primer factor pr1 : Ã × TA → Ã.
La aplicación LegL está bien definida y su expresión local en coordenadas fibradas sobre A y
A+ es

(26) LegL(xi, yα) = (xi, L− ∂L

∂yα
yα,

∂L

∂yα
).

Aśı, podemos definir la transformación de Legendre asociada a L, legL : A → V ∗, por

legL = µ ◦LegL,

siendo µ : A+ → V ∗ la proyección canónica. De (26) y como µ(xi, y0, yα) = (xi, yα), tenemos
que

(27) legL(xi, yα) = (xi,
∂L

∂yα
).

4.2. Equivalencia entre los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano. Las aplicaciones
LegL y legL inducen las aplicaciones T LegL : T ÃA → T ÃA+ y T legL : T ÃA → T ÃV ∗

definidas por

(28)
(T LegL)(b̃, Xa) = (b̃, (TaLegL)(Xa)),

(T legL)(b̃, Xa) = (b̃, (TalegL)(Xa)),

para a ∈ A y (b̃, Xa) ∈ T Ã
a A.

Ahora, sea {e0, eα} una base local de secciones de Γ(τÃ) adaptada a 1A y {X0,Xα,Vα} (re-
spectivamente, {Y0,Yα,U0,Uα}) la correspondiente base local de Γ(τ τA

Ã
) (respectivamente, de
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Γ(τ τA+

Ã
)) y denotamos por (xi, yα; z0, zα, vα) (resp., (xi, y0, yα; z0, zα, v0, vα)) las correspondi-

entes coordenadas locales sobre T ÃA (resp., T ÃA+). Además, supongamos que (xi, yα; z0, zα, vα)
son coordenadas locales sobre T ÃV ∗. Entonces, usando (26), (27) y (28), deducimos que las
expresiones locales de las aplicaciones T LegL y T legL son

(29)

T LegL(xi, yα; z0, zα, vα) =
(
xi, L− ∂L

∂yα
yα,

∂L

∂yα
; z0, zα,

z0ρi0(
∂L

∂xi
− ∂2L

∂xi∂yα
yα) + zαρiα(

∂L

∂xi
− ∂2L

∂xi∂yβ
yβ)− vα

∂2L

∂yα∂yβ
yβ ,

z0ρi0
∂2L

∂xi∂yα
+ zβρiβ

∂2L

∂xi∂yα
+ vβ

∂2L

∂yα∂yβ

)
,

(30)
T legL(xi, yα; z0, zα, vα) =

(
xi,

∂L

∂yα
; z0, zα, z0ρi0

∂2L

∂xi∂yα

+zβρiβ
∂2L

∂xi∂yα
+ vβ

∂2L

∂yα∂yβ

)
.

Aśı, usando (13), (28) y (29), podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 1. El par (T LegL, LegL) es un morfismo entre los algebroides de Lie (T ÃA, [[·, ·]]τA
Ã
, ρτA
Ã

)

y (T ÃA+, [[·, ·]]τA+

Ã
, ρ
τA+

Ã
). Además, si ΘL y ΩL (respectivamente, λÃ y ΩÃ) son la 1-sección

y la 2-sección de Poincaré-Cartan asociadas a L (respectivamente, la sección de Liouville y la
sección simpléctica canónica asociadas a Ã) entonces

(T LegL, LegL)∗(λÃ) = ΘL, (T LegL, LegL)∗(ΩÃ) = ΩL.

De (27), se sigue que

Proposición 3. El Lagrangiano L es regular si y sólo si la transformación de Legendre legL :
A → V ∗ es un difeomorfismo local.

En lo que sigue, asumiremos que L es hiperregular, es decir, legL es un difeomorfismo global.
Entonces, de (28) y el Teorema 1, concluimos que el par (T legL, legL) es un isomorfismo de
algebroides de Lie. Además, podemos considerar la sección Hamiltoniana hL : V ∗ → A+

definida por

(31) hL = LegL ◦ leg−1
L ,

la correspondiente estructura cosimpléctica (ΩhL
, η) sobre el algebroide de Lie τ τ

∗
V

Ã
: T ÃV ∗ →

V ∗ y la sección Hamiltoniana RhL
∈ Γ(τ τ

∗
V

Ã
).

Usando (19), (30), (31) y el Teorema 1, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 2. Si el Lagrangiano L es hiperregular entonces la sección de Euler-Lagrange RL
asociada a L y la sección de Hamilton RhL

asociada a hL están relacionadas de la siguiente
forma

(32) RhL
◦ legL = T legL ◦RL.

Además, si γ : I → A es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L,
entonces legL ◦ γ : I → V ∗ es una solución de las ecuaciones de Hamilton asociadas a hL y,



14 DIANA SOSA

rećıprocamente, si γ̄ : I → V ∗ es una solución de las ecuaciones de Hamilton para hL entonces
γ = leg−1

L
◦ γ̄ es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.
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