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1. Abstract

A la hora de dar una descripción geométrica de las teoŕıas clásicas de campos
de primer orden, disponemos de varios modelos alternativos: polisimpléctico, k-
simpléctico, k-cosimpléctico, multisimpléctico,... En este seminario se van a pre-
sentar los modelos conceptualmente más simples : las formulaciones k-simplécti-
ca y k-cosimpléctica de las teoŕıas de campos. En estos entornos geométricos se
puede describir el formalismo hamiltoniano y lagrangiano para ciertos tipos de
teoŕıas de campos. Además estos modelos son una generalización directa del los
formalismos simpléctico y cosimpléctico usados para describir, respectivamente,
los sistemas mecánicos autónomos y no autónomos.
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2. Introducción

Los sistemas dinámicos clásicos se caracterizan por los siguientes hechos:

Involucran un número finito de grados de libertad

La evolución del sistema está dada por funciones de una variable (el tiem-
po). Estas funciones son solución de ecuaciones diferenciales ordinarias:
las ecuaciones dinámicas,

el entorno geométrico son variedades simplécticas (presimplécticas), para
sistemas autónomos y variedades cosimplécticas (precosimplécticas), para
sistemas no autónomos.

Ejemplos t́ıpicos son sistemas mecánicos (clásicos o relativistas) con un
número finito de part́ıculas.

Las principales caracteŕısticas de las teoŕıas clásicas de campos son:

Involucran un número infinito de grados de libertad,

Los diferentes estados de los sistemas están descritos por funciones de va-
rias variables (coordenadas espacio-tiempo), y su comportamiento se des-
cribe mediante ecuaciones en derivadas parciales: las ecuaciones de campo.

Ejemplos t́ıpicos son: electromagnetismo clásico, (descrito mediante las
ecuaciones de Maxwell), gravitación ( ecuaciones de Einstein), mecánica
de ondas (ecuación de onda),...

Ejemplo 1 La transmisión de ondas en un medio material.
El campo es φ(t, x) y mide el desplazamiento de cada punto de la membrana,

donde t es el tiempo y x = (x1, . . . , xk) denota la posición. La ecuación de campo
es la ecuación de onda en una o más dimensiones, que es la EDP hiperbólica

∂2φ

∂t2
− c2∇2φ = 0

y es la ecuación de Euler-Lagrange asociada al lagrangiano regular

L(φ, φt, φxi) =
1
2
(φ2

t − c2||∇φ||2) .

(Cada uno de los infinitos grados de libertad se corresponde con el desplaza-
miento de un punto).

Existen diversos modelos alternativos para describir geométricamente las
teoŕıas clásicas de primer orden: polisimpléctico, multisimpléctico, k-simpléctico,
k-cosimpléctico,...). La relación entre algunos de estos formalismos fue estudiada
en [10].

Desde un punto de vista conceptual el más simple de todos es el formalismo
k-simpléctico el cual es la generalización a teoŕıas de campos del formalismo
simpléctico estandard que se usa para describir los sistemas dinámicos autóno-
mos. El formalismo k-simpléctico se usa para dar una descripción geométrica
de ciertos tipo de teoŕıas de campos, aquellas cuyo lagrangiano y hamiltoniano
dependen de los campos y de las derivadas parciales de los campos, o de los
correspondientes momentos.
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Una extensión natural de este formalismo es el formalismo k-cosimpléctico,
donde las variedades k-cosimplécticas se usan para describir geométricamente las
teoŕıas de campos que involucran las coordenadas espacio-tiempo en el lagran-
giano. Este formalismo es la generalización a teoŕıas de camos del formalismo
cosimpléctico que nos permite describir los sistemas mecánicos no-autónomos.

Una de las principales ventajas de estos dos formalismos es que para des-
arrollarlos sólo se necesita el fibrado tangente y cotangente de una variedad.

En esta charla se pretende dar una introducción a los formalismos k-simplécti-
co y k-cosimpléctico de las teoŕıas clásicas de primer orden, tanto la formulación
lagrangiana como la hamiltoniana.

Todas las variedades que se consideren son reales, paracompactas, conexas
y C∞. Todas las aplicaciones son C∞. Los ı́ndices cruzados repetidos indican
suma.

3. Formalismo k-simpléctico en teoŕıa clásica de
campos de primer orden.

3.1. El enfoque hamiltoniano

3.1.1. Elementos geométricos

El fibrado de k1-covelocidades de una variedad. Estructuras canónicas

Sea Q una variedad diferenciable de dimensión n y τ∗Q : T ∗Q → Q su fibrado
cotangente. Se denota por (T 1

k )∗Q = T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q la suma de Whitney de
k copias del fibrado cotangente T ∗Q. (T 1

k )∗Q se llama fibrado k-cotangente o
fibrado de k1-covelocidades de la variedad Q. Se usará la siguiente notación para
las proyecciones canónicas:

τ∗: (T 1
k )∗Q → Q , πA: (T 1

k )∗Q → T ∗Q ; (1 ≤ A ≤ k),

(πA es la proyección canónica sobre la A-ésima copia de T ∗Q en (T 1
k )∗Q. Aśı,

si (α1q , . . . , αkq ) ∈ (T 1
k )∗Q, se tiene

τ∗Q(α1q , . . . , αkq ) = q , πA(α1q , . . . , αkq ) = αAq .

Si (qi) son coordenadas locales en U ⊆ Q, entonces las coordenadas locales
inducidas (qi, pA

i ), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k, en (τ∗)−1(U) = (T 1
k )∗U son

qi(α1q , . . . , αkq ) = qi(q), pA
i (α1q , . . . , αkq ) = αAq

(
∂

∂qi

∣∣∣
q

)
.

La estructura k-simpléctica canónica en (T 1
k )∗Q se construye como sigue: se

definen las formas diferenciales

θA = (πA)∗θ , ωA = (πA)∗ω ,

donde θ es la 1-forma de Liouville en T ∗Q y ω = −dθ es la forma simpléctica
canónica en T ∗Q. Obviamente, ωA = −dθA. En coordenadas locales se tiene:

θA = pA
i dqi , ωA = dqi ∧ dpA

i . (1)

La familia ((T 1
k )∗Q,ωA, V ), donde V = Ker(τ∗)∗, es el modelo canónico de

la siguiente estructura geométrica.
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Definición 2 Una estructura k-simpléctica en una variedad M de dimensión
n(k + 1) es una familia (ωA, V ; 1 ≤ A ≤ k), donde cada ωA es un 2-forma
cerrada y V es una distribución integrable en M de dimensión nk tales que

(i)ωA
∣∣∣
V×V

= 0, (ii) ∩k
A=1 KerωA = {0} .

Entonces (M, ωA, V ) se llama variedad k-simpléctica.
Si la condición (ii) no se tiene, entonces tenemos una estructura k-presimplécti-

ca y (M, ωA, V ) es una variedad k-presimpléctica.

Además Awane [1] demuestra que se verifica el siguiente teorema de tipo Dar-
boux:

Teorema 3 Sea (ωA, V ; 1 ≤ A ≤ k) una estructura k-simpléctica en M . Para
cada punto de M existe una carta local de coordenadas (qi, pA

i ), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
A ≤ k, tal que

ωA = dqi ∧ dpA
i , V =

〈
∂

∂pA
i

, . . . ,
∂

∂pk
i

〉

i=1,...,n

.

Observación 4 Toda variedad 1-simpléctica es simpléctica.

Campos de k-vectores y secciones integrales

Sea M una variedad diferenciable. Se denota por T 1
k M la suma de Whit-

ney TM⊕ k. . . ⊕TM de k copias of TM , con proyección τ : T 1
k M → M ,

τ(v1q, . . . , vkq) = q.

Definición 5 Un campo de k-vectores en M es una sección X: M −→ T 1
k M

de τ .

Puesto que T 1
k M es la suma de Whitney TM⊕ k. . . ⊕TM de k copias of

TM , se deduce que un campo de k-vectores X define una familia de k campos
de vectores X1, . . . , Xk ∈ X(M) proyectando X en cada factor; esto es, XA =
τA ◦X, donde τA:T 1

k Q → TQ es la proyección canónica en la on the A-copia TQ
de T 1

k Q. Por esta razón un campo de k-vectores se denota por X = (X1, . . . , Xk).

Definición 6 Una sección integral de un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk),
pasando por un punto q ∈ M , es una aplicación ψ: U0 ⊂ Rk → M , definida en
algún entorno U0 de 0 ∈ Rk, tal que

ψ(0) = q, ψ∗(t)
(

∂

∂tA

∣∣∣
t

)
= XA(ψ(t)) , para cada t ∈ U0, 1 ≤ A ≤ k

o equivalentemente,
X ◦ ψ = ψ(1)

donde ψ(1) es la primera prolongación de ψ a T 1
k M definida por

ψ(1) : U0 ⊂ Rk −→ T 1
k M

t −→ ψ(1)(t) =
(

ψ∗(t)
(

∂

∂t1

∣∣∣
t

)
, . . . , ψ∗(t)

(
∂

∂tk

∣∣∣
t

))
.

Un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en M es integrable si existe una
sección integral pasando por cada punto de M .
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En coordenadas locales, si ψ(t) = (ψi(t)) se tiene

ψ(1)(t1, . . . , tk) =
(

ψi(t1, . . . , tk),
∂ψi

∂tA
(t1, . . . , tk)

)
, 1 ≤ A ≤ k , 1 ≤ i ≤ n .

(2)

Observación 7 Un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) es integrable, si y
sólo si, {X1, . . . , Xk} define una distribución involutiva en M .

3.1.2. Formalismo hamiltoniano

El objetivo principal de esta sección es obtener una descripción geométrica
de las ecuaciones de Hamilton asociadas a un problema variacional múltiple,
utilizando la estructura geométrica de las variedades k-simplécticas.

Ecuaciones de Hamilton.

Las ecuaciones de Hamilton de la Mecánica Clásica son un sitema de ecua-
ciones diferenciales de primer orden del tipo:

∂H

∂pi
=

dqi

dt

∂H

∂qi
= −dpi

dt

donde (qi, pi) es un sistema de coordenadas del espacio de fase dados por las
posiciones y los momentos del sistema mecánico.

La geometŕıa simpléctica permite dar una versión intŕınseca de estas ecua-
ciones del modo siguiente: En una variedad simpléctica (M, ω) la 2-forma sim-
pléctica permite definir el isomorfismo [ por

TQ → T ∗Q
X 7→ [(X) = ıXω

el cual permite asociar a cada función H : T ∗Q → R (función hamiltoniana) un
campo de vectores XH llamado campo de vectores hamiltoniano correspondiente
a H, tal que las curvas integrales de XH satisfacen, en coordenadas canónicas,
las ecuaciones de Hamilton asociadas a H. En efecto XH está definido por la
ecuación ıXH ω = dH

Las ecuacines de Hamilton clásicas asociadas a un problema variacional inte-
gral múltiple, son un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de primer orden de la forma:

∂H

∂pA
i

∣∣
ψ(t)

=
∂ψi

∂∂tA

∂H

∂qi

∣∣
ψ(t)

= −
k∑

A=1

∂ψA
i

∂tA

(3)

donde ψ : U ⊂ Rk → (T 1
k )∗Q, ψ(t) = (ψi(t), ψA

i (t)), es una solución.
El objetivo ahora es encontrar una versión intŕınseca de estas ecuciones sobre

las variedades k-simplécticas.

5



Versión geométrica de las ecuaciones de Hamilton

Sea H: (T 1
k )∗Q → R una función hamiltoniana. La estructura geométrica de

la variedad k-simpléctica (T 1
k )∗Q permite definir un morfismo Ω] definido por

Ω] : T 1
k M −→ T ∗M

X = (X1, . . . , Xk) 7→ Ω](X1, . . . , Xk) = traza(ıXBωA) =
k∑

A=1

ıXAωA .

Este morfismo permite asociar a cada H campos de k-vectores X = (X1, . . . , Xk)
sobre (T 1

k )∗Q tales que
Ω](X1, . . . , Xk) = dH .

Denotamos por Xk
H((T 1

k )∗Q) el conjunto de campos de k-vectores X =
(X1, . . . , Xk) en (T 1

k )∗Q los cuales son solución de la ecuación

traza(ıXB
ωA) = dH . (4)

En un sistema local de coordenadas, cada XB está localmente dado por

XB = (XB)i ∂

∂qi
+ (XB)A

i

∂

∂pA
i

,

entonces, usando (1), se obtiene que la ecuación (4) es equivalente a las ecua-
ciones

∂H

∂pA
i

= (XA)i

∂H

∂qi
= −

k∑

A=1

(XA)A
i

. (5)

La existencia de campos de k-vectores solucion de (4) está asegurada pero
no su unicidad, y en un sistema local de coordenadas ellos dependen de n(k2 −
1) funciones arbitrarias. Sin embargo, los campos de k-vectores obtenidos no
son necesariamente integrables, y por tanto, las condiciones de integrabilidad
implican que el número de funciones arbitrarias será en general menor que n(k2−
1).

Proposición 8 Si X ∈ Xk
H((T 1

k )∗Q) es integrable y ψ:Rk → (T 1
k )∗Q es una

sección integral de X, entonces ψ(t) = (ψi(t), ψA
i (t)) es una solución de las

ecuaciones de Hamilton (3).

(Proof ) Por ser ψ una sección integral de X se verifica

∂ψi

∂tA
= (XA)i ,

∂ψB
i

∂tA
= (XA)B

i ,

de modo que las ecuaciones (5) toman ahora la forma

∂H

∂pA
i

=
∂ψi

∂tA

∂H

∂qi
= −

k∑

A=1

∂ψA
i

∂tA

.
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3.2. El enfoque lagrangiano

3.2.1. Elementos geométricos

El fibrado de k1-velocidades de una variedad. Estructuras canónicas

Sea Q una variedad diferenciable de dimensión n. Sea T 1
k Q la suma de Witney

de k copias del fibrado tangente TM . T 1
k Q se llama el fibrado k-tangente o fibrado

de k1-velocidades de Q. Se usará la siguiente notación para las proyecciones
canónicas:

τ : T 1
k Q → Q , τA: T 1

k Q → TQ ,

(τA es la proyección en la A-sima copia TQ de T 1
k Q. Aśı , si (v1q, . . . , vkq) ∈ T 1

k Q,
se tiene

τ(v1q, . . . , vkq) = q , τA(v1q, . . . , vkq) = vAq .

Si (qi) son coordenadas locales en U ⊆ Q, entonces las coordenadas locales
inducidas (qi, vi

A), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k, en τ−1(U) = T 1
k U son

qi(v1q, . . . , vkq) = qi(q), vi
A(v1q, . . . , vkq) = vAq

(qi) .

Para un campo de vectores Zq ∈ TqQ, y para cada A = 1, . . . , k, definimos
su A-levantamiento vertical, (Zq)VA , en un punto (v1q, . . . , vkq) ∈ T 1

k Q, como el
vector tangente a la fibra τ−1(q) ⊂ T 1

k Q, el cual está dado por

(Zq)VA(v1q, . . . , vkq) =
d

ds
(v1q, . . . , vA−1q, vAq + sZq, vA+1q, . . . , vkq)|s=0 .

En coordenadas locales, si Xq = ai ∂

∂qi

∣∣∣
q
, entonces

(Zq)VA(v1q, . . . , vkq) = ai ∂

∂vi
A

∣∣∣
(v1q,...,vkq)

. (6)

La estructura k-tangente canónica en T 1
k Q es el conjunto (S1, . . . , Sk) de

campos de tensores de tipo (1, 1) definidos por

SA(wq)(Zwq ) = (τ∗(wq)(Zwq ))
VA(wq) , con wq ∈ T 1

k Q, Zwq ∈ Twq (T
1
k Q); A = 1, . . . , k .

En coordenadas locales, de (6) se tiene

SA =
∂

∂vi
A

⊗ q.
i . (7)

Observación 9 Los tensores SA se pueden obtener como el (0, . . . , 0,
A
1, 0, . . . , 0)-

levantamiento del tensor identidad de Q a T 1
k Q definido en [8]. En el caso k = 1,

S1 es la conocida estructura tangente canónica del fibrado tangente.

El campo de vectores de Liouville ∆ ∈ X(T 1
k Q), es el generador infinitesimal

del siguiente flujo

ψ:R× T 1
k Q −→ T 1

k Q , ψ(s, v1q , . . . , vkq ) = (esv1q , . . . , e
svkq ) ,

∆ es una suma de campos de vectores ∆1 + . . . + ∆k, donde cada ∆A es el
generador infinitesimal del siguiente flujo

ψA:R×T 1
k Q −→ T 1

k Q , ψA(s, v1q , . . . , vkq ) = (v1q , . . . , vA−1q
, esvAq , vA+1q , . . . , vkq ) .

En coordenadas locales se tiene

∆ =
k∑

A=1

∆A =
k∑

A=1

vi
A

∂

∂vi
A

. (8)
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Ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden en T 1
k Q. (sopdes).

El objetivo de esta subsección es caracterizar los campos de k-vectores inte-
grables en T 1

k Q tales que sus secciones integrales son primeras prolongaciones
φ(1) de aplicaciones φ:Rk → Q

Recordemos que un campo de k-vectores en T 1
k Q es una sección Γ: T 1

k Q −→
T 1

k (T 1
k Q) de la proyección τT 1

k Q:T 1
k (T 1

k Q) → T 1
k Q.

Si ϕ: Q → Q es un difeomorfismo, su prolongación canónica al fibrado T 1
k Q

es la aplicación T 1
k ϕ : T 1

k Q → T 1
k Q definida por for

T 1
k ϕ(v1q, . . . , vkq) = (ϕ∗(q)v1q, . . . , ϕ∗(q)vkq) ; q ∈ Q , (v1q, . . . , vkq) ∈ (T 1

k )qQ .

Definición 10 Una ecuación diferencial parcial de segundo orden (sopde), es
un campo de k-vectores Γ = (Γ1, . . . , Γk) en T 1

k Q, que es una sección de la
proyección T 1

k τ :T 1
k (T 1

k Q) → T 1
k Q esto es

T 1
k τ ◦ Γ = IdT 1

k Q ,

En el caso k = 1, esta es la definición de una ecuación diferencial de segundo
orden (sode).

En coordenadas locales, la expresión de un sopde Γ = (Γ1, . . . , Γk) es

ΓA(qi, vi
A) = vi

A

∂

∂qi
+ (ΓA)i

B

∂

∂vi
B

, 1 ≤ A ≤ k , (ΓA)i
B ∈ C∞(T 1

k Q) .

(9)
Si ψ:Rk → T 1

k Q es una sección integral de Γ, localmente dada por ψ(t) =
(ψi(t), ψi

B(t)), entonces de la definición 6 y (9) se deduce

∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
= ψi

A(t) ,
∂ψi

B

∂tA

∣∣∣
t
= (ΓA)i

B(ψ(t)) . (10)

De (2) y (10) se deduce la siguiente proposición:

Proposición 11 Sea Γ = (Γ1, . . . , Γk) un sopde integrable. Si ψ es una sección
integral de Γ entonces ψ = φ(1), donde φ(1) es la primera prolongación de la
aplicación φ = τ ◦ ψ:Rk ψ→ T 1

k Q
τ→ Q, y φ es una solucióndel sistema de

ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden

∂2φi

∂tA∂tB
(t) = (ΓA)i

B

(
φi(t),

∂φi

∂tC
(t)

)
1 ≤ i ≤ n ; 1 ≤ A,B ≤ k. (11)

Rećıprocamente, si φ:Rk → Q es cualquier aplicación que cumple (11), entonces
φ(1) es una sección integral de Γ = (Γ1, . . . , Γk).

Como consecuencia de (11) se obtiene que si Γ es un sopde integrable en-
tonces (ΓA)i

B = (ΓB)i
A para todo A,B = 1, . . . , k.

Haciendo uso de la estructura k-tangente canónica de T 1
k Q se obtiene la

siguiente caracterización de un sopdes, (ver (7), (8) and (9)):

Proposición 12 Un campo de k-vectores Γ = (Γ1, . . . , Γk) en T 1
k Q es un sop-

de si y sólo si SA(ΓA) = ∆A, para todo A : 1 . . . , k .
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3.2.2. Formalismo lagrangiano

Ecuaciones de Euler-Lagrage.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de la Mecánica Clásica,

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0

con 1 ≤ i ≤ n, donde (qi) es un sistema de coordenanas de la variedad diferen-
ciable Q, y

L: TQ → R

es una función lagrangiana, son un sistema de ecuaciones diferenciales de segun-
do orden.

Si L es regular, la transformación de Legendre asociada permite definir so-
bre TQ una estructura simpléctica ωL por pull-back, a partir de la estructura
canónica de T ∗Q.

Utilizando esta estructura simpléctica obtenemos una versión intŕınseca de
las ecuaciones de Euler-Lagrange de la forma siguiente.

Se define el isomorfismo [L por

T (TQ) → T ∗(TQ)
X 7→ [L(X) = ıXωL

que permite asociar a la función EL = CL− L, con C el campo de vectores de
Liouville sobre TQ, un campo de vectores XL sobre TQ, tal que:

ıXLωL = dEL ,

de modo que las proyecciones da Q de las curvas integrales de XL satisfacen, en
coordenadas canónicas, las ecuaciones de Euler-Lagrange.

El objetivo de esta sección es obtener una versión intŕınseca de las ecuaciones
de Euler-Lagrange asociadas a un problema variacional integral múltiple,

k∑

A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂vi
A

∣∣∣
ψ(t)

)
=

∂L

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

, vi
A(ψ(t)) =

∂ψi

∂tA
(12)

correspondientes a una función lagrangiana

L: T 1
k Q → R

y cuyas soluciones son aplicaciones ψ:Rk → T 1
k Q. Observemos que ψ(t) =

φ(1)(t), para algunas φ = τ ◦ψ. Para poder alcanzar dicho objetivo es necesario
introducir los siguientes elementos geométricos.

Formas lagrangianas

Sea L ∈ C∞(T 1
k Q) una función lagrangiana.

Haciendo uso de la estructura k-tangente canónica de T 1
k Q se introduce una

familia de formas θA
L ∈ Ω1(T 1

k Q), 1 ≤ A ≤ k, del siguiente modo

θA
L = dL ◦ SA ,

9



y se define ωA
L = −dθA

L . En coordenadas

θA
L =

∂L

∂vi
A

dqi , ωA
L = dqi∧d

(
∂L

∂vi
A

)
=

∂2L

∂qj∂vi
A

dqi∧dqj+
∂2L

∂vj
B∂vi

A

dqi∧dvj
B .

También se puede definir la función enerǵıa lagrangiana asociada a L, EL ∈
C∞(T 1

k Q) por EL = ∆(L)− L. Su expresión local es

EL = vi
A

∂L

∂vi
A

− L .

La transformación de Legendre

Se puede definir una aplicación de T 1
k Q a (T 1

K)∗Q que generaliza la trans-
formación de Legendre usual ente los fibrados tangente y cotangente.

La transformación de Legendre FL: T 1
k Q → (T 1

k )∗Q fue introducida por
Günther, [3] y reescrita en [9] como sigue: si (v1q , . . . , vkq ) ∈ (T 1

k )qQ,

[FL(v1q
, . . . , vkq

)]A(uq) =
d

ds

∣∣∣
s=0

L(v1q
, . . . , vAq

+ suq, . . . , vkq
) ,

para cada A = 1, . . . , k and uq ∈ TqQ. Localmente FL está dada por

FL(qi, vi
A) = (qi,

∂L

∂vi
A

) . (13)

Además de (1) y (13) se obtiene que

θA
L = (FL)∗θA , ωA

L = (FL)∗ωA . (14)

De (13) y (14) se obtiene

Proposición 13 Sea L ∈ C∞(T 1
k Q) un lagrangiano. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

1.

(
∂2L

∂vi
A∂vj

B

)
es una matriz no singular en cada punto de T 1

k Q.

2. FL es un difeomorfismo local.

3. (T 1
k Q,ωA

L , V ), donde V = Ker (τ∗) es una variedad k-simpléctica.

Definición 14 Una función lagrangiana L se dice regular si las condiciones
anteriores se cumplen.

Un Lagrangiano L se dice hiperregular si la corrrespondiente transformación
de Legendre FL es un difeomorfismo global.

Si L es regular, (T 1
k Q,ωA

L , EL) se llama sistema lagrangiano k-simpléctico.
Si L no es regular (T 1

k Q,ωA
L , EL) es un sistema lagrangiano k-presimpléctico.
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Versión geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange

Sea L un lagrangiano regular. La correspondiente transformación de Legen-
dre es un difeomorfismo local, entonces se obtiene sobre T 1

k Q una estructura
k-simpléctica (ω1

L, . . . , ωk
L) por pull-back de la estructura canónica de (T 1

k )∗Q.
Esto nos permite considerar, de modo análogo a como ocurŕıa en el caso hamil-
toniano (tomando como H = EL) la siguiente ecuación

traza(ıΓB
ωA) = dEL . (15)

Denotamos por Xk
L((T 1

k )∗Q) el conjunto de campos de k-vectores Γ = (Γ1, . . . , Γk)
en T 1

k Q los cuales son solución de la ecuación (15).
En un sistema local de coordenadas, si cada ΓA está localmente dado por

ΓA = (ΓA)i ∂

∂qi
+ (ΓA)i

B

∂

∂vi
B

,

entonces, Γ es una solución a (15) si y sólo si, (ΓA)i y (ΓA)i
B verifican

(
∂2L

∂qi∂vj
A

− ∂2L

∂qj∂vi
A

)
(ΓA)j − ∂2L

∂vi
A∂vj

B

(ΓA)j
B = vj

A

∂2L

∂qi∂vj
A

− ∂L

∂qi
,

∂2L

∂vj
B∂vi

A

(ΓA)i =
∂2L

∂vj
B∂vi

A

vi
A .

Si el lagrangiano es regular, las anteriores equaciones son equivalente a las
ecuaciones

∂2L

∂qj∂vi
A

vj
A +

∂2L

∂vi
A∂vj

B

(ΓA)j
B =

∂L

∂qi
(16)

(ΓA)i = vi
A , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k . (17)

Aśı, si L es un lagrangiano regular, deducimos:

Si Γ = (Γ1, . . . , Γk) es una solución a (15) entonces es un sopde, (see
(17)).

Las ecuaciones (16) definen soluciones locales a (15) en un entorno de cada
punto de T 1

k Q y, usando una partición de la unidad, soluciones globales a
(15).

Puesto que Γ = (Γ1, . . . , Γk) ∈ Xk
L(T 1

k Q) es un sopde, de la Proposi-
ción 11 se sabe que, si es integrable, sus secciones integrales son primeras
prolongaciones φ(1):Rk → T 1

k Q de aplicaciones φ:Rk → Q, y de (16) se
deduce que φ es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange(12).

En el caso k = 1, la ecuación (15) es ıΓωL = dEL, la cual es la ecuación
dinámica del formalismo lagrangiano en Mecánica Clásica.

Observación 15 Si el lagrangiano L no es regular entonces, en general, las
ecuaciones (12) y (15) no tienen solución en todo punto de T 1

k Q, pero si en una
subvariedad S de T 1

k Q (en la situación más favorable). Además las soluciones
de (15) no son sopdes necesariamente, y la condición SA(ΓA) = ∆A debe ser
añadida a (15) para recubrir las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Ejemplo 16 Consideramos las ecuaciones del movimiento asociadas a un sis-
tema mecánico dado por una varilla elástica infinitamente larga que vibra lon-
gitudinalmente.

Si las constantes σ y τ representan respectivamente la masa por unidad de
longitud y el módulo de Young del sistema, dado por la constante de proporcio-
nalidad entre el alargamiento de la varilla y la fuerza o tensión ejercida sobre
ella, entonces se deduce, que las ecuaciones del movimiento son

σ
∂2φ

∂(t1)2
− τ

∂2φ

∂(t2)2
= 0, (18)

de modo que las soluciones son aplicaciones

φ : R2 −→ R

(t1, t2) −→ φ(t1, t2)

que describen el desplazamiento de cada punto de la varilla en función del tiempo
y de la posición.

Tratamos de expresar las ecuaciones (18) como un ejemplo de ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas a una aplicación lagrangiana L definida sobre T 1

k Q
de alguna variedad Q de forma que las soluciones sean las proyecciones a Q de
secciones integrales de los sopdes solución de (15). Para ello tomamos k = 2 y
Q = R, con lo que L es un aplicación

L : T 1
2R→ R .

Denotando por (q, v1, v2) las coordenadas de T 1
2R, entonces las ecuaciones

(18) son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a

L(q, v1, v2) =
1
2
(σv2

1 − τv2
2),

donde q representa la variable φ y vA representa la variable ∂φ/∂tA. Entonces
se tiene

2∑

A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂vA
∣∣φ[1](t)

)
= σ

∂2φ

∂(t1)2 ∣∣t
− τ

∂2φ

∂(t2)2 ∣∣t
,

aśı las ecuaciones del movimiento (18) se pueden escribir como

2∑

A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂vA
∣∣φ[1](t)

)
=

∂L

∂q
∣∣φ[1](t)

.

Se comprueba fácilmente que el lagrangiano L es regular por lo que existe
una estructura 2-simpléctica (ω1

L, ω2
L, V ) asociada a L tal que, en coordenadas

locales se escribe:

ω1
L = σdv1 ∧ dq

ω2
L = −τdv2 ∧ dq

V = 〈 ∂

∂v1
,

∂

∂v2
〉 .

La aplicación EL = ∆L− L se escribe localmente

EL =
1
2
(σv2

1 − τv2
2)
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de modo que
dEL = σv1dv1 − τv2dv2 .

Dado un elemento X = (X1, X2) ∈ T 1
2 T 1

2R expresado localmente por

XA = fA
∂

∂q
+ (XA)1

∂

∂v1
+ (XA)2

∂

∂v2
,

con A = 1, 2, tenemos que

ıX1ω
1
L + ıX2ω

2
L = −(σ(X1)1 − τ(X2)2)dq + σf1dv1 − τf2dv2 .

La expresión local de ıX1ω
1
L + ıX2ω

2
L = dEL es equivalente a

σ(X1)1 − τ(X2)2 = 0 , f1 = v1 , f2 = v2 . (19)

Sea ahora φ : R2 → R, φ = φ(t1, t2) una solución básica de X = (X1, X2),
esto es, φ1 = (φ, ∂φ/∂t1, ∂φ/∂t2) es una sección integral de X, entonces

fA =
∂φ

∂tA
, (XA)A =

∂2φ

∂(tA)2

y por tanto, sustituyendo en (19) obtenemos

σ
∂2φ

∂(t1)2
− τ

∂2φ

∂(t2)2
= 0,

que es la ecuación (18).

4. El formalismo k-cosimpléctico en teoŕıas clási-
cas de campos de primer orden de campos

Los conceptos y resultados de esta sección se encuentran en [5, 6].

4.1. El enfoque hamiltoniano [5].

4.1.1. Fundamentos geométricos.

Sea Q una variedad diferenciable, dim Q = n, y τ∗Q : T ∗Q → Q su fibrado
cotangente.

Denotemos por (T 1
k )∗Q = T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q, la suma de Whitney de k copias

de T ∗Q. La variedad (T 1
k )∗Q se identifica con la variedad J1(Q,Rk)0 de 1-jets

de aplicaciones de Q en Rk con meta en 0 ∈ Rk, esto es

J1(Q,Rk)0 ≡ T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q
j1
q,0σ ≡ (dσ1(q), . . . , dσk(q))

donde σA = πA ◦σ : Q −→ R es la A-ésima componente de σ, y πA : Rk → R es
la proyección canónica en la A-ésima componente de Rk, para todo 1 ≤ A ≤ k.
(T 1

k )∗Q se llama el fibrado de las k1-covelocidades de la variedad Q, veáse [?].
La variedad J1πQ de 1-jets de secciones del fibrado trivial πQ : Rk×Q → Q

es difeomorfo a Rk × (T 1
k )∗Q, via el difeomorfismo dado por

J1πQ → Rk × (T 1
k )∗Q

j1
qφ = j1

q (φRk , IdQ) 7→ (φRk(q), α1
q , . . . , α

k
q )

13



donde

φRk : Q
φ→ Rk ×Q

πRk→ Rk, αA
q = d(φRk)A(q), y (φRk)A : Q

φRk→ Rk πA

→ R

es la A-ésima componente de φRk , 1 ≤ A ≤ k .
A lo largo de este resumen se usará la siguiente notación para las proyecciones

canónicas
Rk × (T 1

k )∗Q Rk ×Q

Q

-

HHHHHHHHHj ?

(πQ)1,0

πQ

(πQ)1

y aśı (πQ)1 = πQ ◦ (πQ)1,0, donde

πQ(t, q) = q, (πQ)1,0(t, α1
q , . . . , α

k
q ) = (t, q), (πQ)1(t, α1

q , . . . , α
k
q ) = q ,

con t ∈ Rk, q ∈ Q y (α1
q , . . . , α

k
q ) ∈ (T 1

k )∗Q.

Si (qi) son coordenadas locales en U ⊆ Q, entonces las coordenadas locales
inducidas (tA, qi, pA

i ) en [(πQ)1]−1(U) = Rk × (T 1
k )∗U son

tA(j1
qφ) = (φRk(q))A, qi(j1

qφ) = qi(q) , pA
i (j1

qφ) = d(φRk)A(q)(
∂

∂qi

∣∣∣
q
),

o equivalentemente

tA(t, α1
q , . . . , α

k
q ) = tA; qi(t, α1

q , . . . , α
k
q ) = qi(q); pA

i (t, α1
q , . . . , α

k
q ) = αA

q

(
∂

∂qi

∣∣∣
q

)

donde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k.

En Rk × (T 1
k )∗Q, definimos las formas diferenciales

ηA = (πA
1 )∗dtA , θA = (πA

2 )∗λ , ωA = (πA
2 )∗ω , 1 ≤ A ≤ k

donde πA
1 : Rk × (T 1

k )∗Q → R y πA
2 : Rk × (T 1

k )∗Q → T ∗Q son las proyecciones
definidas por

πA
1 (t, (α1

q , . . . , α
k
q )) = tA , πA

2 (t, (α1
q , . . . , α

k
q )) = αA

q , 1 ≤ A ≤ k,

y ω = −dλ = dqi ∧ dpi es la forma simpléctica canónica en T ∗Q y λ = pi dqi es
la 1-forma de Liouville en T ∗Q. De modo trivial se tiene ωA = −dθA.

En coordenadas locales se tiene

ηA = dtA , θA =
n∑

i=1

pA
i dqi ωA =

n∑

i=1

dqi ∧ dpA
i , 1 ≤ A ≤ k (20)

Además, sea V = ker T (πQ)1,0. Entonces

V = 〈 ∂

∂p1
i

, . . . ,
∂

∂pk
i

〉i=1,...,n

Es evidente que las formas ηA y ωA son cerradas y que se dan las siguientes
relaciones

14



1. η1 ∧ . . . ∧ ηk 6= 0, (ηA)cV = 0, (ωA)cV×V = 0,

2. (∩k
A=1 ker ηA) ∩ (∩k

A=1 kerωA) = {0}, dim(∩k
A=1 kerωA) = k,

Basándose en el anterior modelo geométrico, se introduce la siguiente defi-
nición, véase [5].

Definición 17 Sea M una variedad diferenciable de dimensión k(n + 1) + n.
Una familia (ηA, ωA, V ; 1 ≤ A ≤ k), donde cada ηA es una 1-forma cerrada,
cada ωA es una 2-forma cerrada y V es una distribución integrable en M de
dimensión nk, tal que

1. η1 ∧ . . . ∧ ηk 6= 0, ηAcV
= 0, ωAcV×V

= 0,

2. (∩k
A=1 ker ηA) ∩ (∩k

A=1 kerωA) = {0}, dim(∩k
A=1 kerωA) = k,

se denomina estructura k-cosimpléctica, y la variedad M variedad k-cosimplécti-
ca.

El siguiente teorema ha sido demostrado en [5] .

Teorema 18 (Teorema de Darboux) Si (M,ηA, ωA, V ) es una variedad k-co-
simpléctica entonces en un entorno de cada punto M existe un sistema de coor-
denadas locales (tA, qi, pA

i ; 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n) tales que

ηA = dtA, ωA = dqi ∧ dpA
i , V = 〈 ∂

∂p1
i

, . . . ,
∂

∂pk
i

〉i=1,...,n.

El modelo canónico de estas estructuras geométricas es (Rk×(T 1
k )∗Q, ηA, ωA, V ).

Para cualquier estructura k–cosimpléctica (ηA, ωA, V ) en M , existe una fami-
lia de k campos de vectores {RA, 1 ≤ A ≤ k} caracterizados por las condiciones
siguientes

ıRA
ηB = δAB , ıRA

ωB = 0, 1 ≤ A,B ≤ k .

Estos campos se denominan campos de vectores de Reeb asociados a la es-
tructura k-cosimpléctica. En el modelo canónico RA = ∂/∂tA, 1 ≤ A ≤ k.

4.1.2. Campos de k-vectores y secciones integrales.

Sea M una variedad arbitraria, T 1
k M la suma de Whitney TM⊕ k. . . ⊕TM

de k copias de TM y τ : T 1
k M −→ M su proyección canónica. El fibrado

τ : T 1
k M −→ M se llama el fibrado tangente de las k1-velocidades de M .

Definición 19 Una sección X : M −→ T 1
k M de la proyección τ se llama campo

de k-vectores en M .

Puesto que T 1
k M es la suma de Whitney TM⊕ k. . . ⊕TM de k copias de TM ,

deducimos que dar un campo de k-vectores X es equivalente a dar una familia
de k campos de vectores X1, . . . , Xk en M proyectando X en cada factor. Por
esta razón denotsonmos un campo de k-vectores por (X1, . . . , Xk).
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Definición 20 Una sección integral del campo de k-vectores (X1, . . . , Xk)
pasando por un punto x ∈ M es una aplicación φ : U ⊂ Rk → M , definida en
algún entorno U de 0 ∈ Rk, tal que

φ(0) = x, φ∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
) = XA(φ(t)) para todo t ∈ U, 1 ≤ A ≤ k . (21)

Se dice que un campo de k-vectores (X1, . . . , Xk) en M es integrable si existe
una sección integral pasando por cada punto de M .

En el formalismo k-cosimpléctico, las soluciones de las ecuaciones de campo
se escriben como secciones integrales de ciertos campos de k-vectores. Observe-
mos que, en el caso k = 1, esta definición coincide con la definición de curva
integral de campo de vectores.

4.1.3. Ecuaciones de Hamilton.

Ejemplo 21 Sobre el espacio R3 con coordenadas (t1, t2, t3) consideramos una
métrica de Riemann g con componentes gAB(t), 1 ≤ A,B ≤ 3.

Las ecuaciones locales de la electrostática son (véase [4, 2]):

∂ψ
∂tA

=
1√
g

3∑

B=1

gABψB ,

3∑

A=1

∂ψA

∂tA
= −4π

√
g r(t),

donde ψ : R3 → R es un campo escalar que da el potencial eléctrico sobre R3,
P = (ψ1, ψ2, ψ3) : R3 → R3, es un campo vectorial que establece el campo
eléctrico sobre R3,

√
g =

√
det gAB y r = r(t) es la función escalar sobre R3

determinada por:
ρ(t) =

√
g r(t)dt1 ∧ dt2 ∧ dt3,

siendo ρ(t) la 3-forma en R3 que determina la densidad de carga, y que es un
dato conocido.

Supongamos que la métrica g sobre R3 es la métrica eucĺıdea, aśı las ecua-
ciones anteriores se escriben como sigue

∂ψ
∂tA

= ψA,

−(∂ψ1

∂t1
+ ∂ψ2

∂t2
+ ∂ψ3

∂t3
) = 4πr .

Si definimos

H(t1, t2, t3, q, p1, p2, p3) = 4πr(t)q +
1
2

3∑

A=1

(pA)2

donde q representa la variable ψ y pA las variables ψA que componen P . En-
tonces

∂H

∂q
= 4πr(t) ,

∂H

∂pA
= pA .

Evaluando en ψ(t) = (t, ψ(t), ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t)) se obtiene
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∂H

∂q
∣∣ψ(t)

= 4πr(t) = −
3∑

A=1

∂ψA

∂tA
∣∣t

∂H

∂pA ∣∣ψ(t)

= ψA(t) =
∂ψ

∂tA
.

Aśı las ecuaciones de la electroestática se pueden escribir como

∂H

∂q
∣∣ψ(t)

= −
3∑

A=1

∂ψA

∂tA
∣∣t ,

∂H

∂pA ∣∣ψ(t)

=
∂ψ

∂tA
.

En general consideramos las funciones ψi(t1, . . . , tk) y ψA
i (t1, . . . , tk) con

i = 1, . . . , n y A = 1, . . . , k. En el ejemplo anterior i = 1 y k = 3.
Las ecuaciones de Hamilton asociadas a un problema variacional integral

múltiple son

∂H

∂qi ∣∣ψ(t)

= −
k∑

A=1

∂ψA
i

∂tA
,

∂H

∂pA
i

∣∣ψ(t)

=
∂ψi

∂tA
, 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n , (22)

donde cada solución está dada por

ψ(t1, . . . , tk) = (t1, . . . , tk, ψi(t1, . . . , tk), ψA
i (t1, . . . , tk))

y H es una función de las variables tA, qi, pA
i , aśı podemos considerar que la

función hamiltoniana está definida en Rk × (T 1
k )∗Q

Versión geométrica de las ecuaciones de Hamilton.

El objetivo principal de esta sección es obtener una versión intŕınseca de
las ecuaciones de Hamilton asociadas al problema integral múltiple utilizando
la estructura geométrica de las variedades k-cosimplécticas, de modo que las
soluciones de estas ecuaciones sean secciones integrales de ciertos campos de
k-vectores en M .

Sea (M, ηA, ωA, V ) una variedad k-cosimpléctica y sea H : M → R una
función hamiltoniana. Sea X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores que es
solución de las siguientes ecuaciones

ηA(XB) = δAB , 1 ≤ A,B ≤ k

k∑

A=1

ıXAωA = dH −
k∑

A=1

RA(H)ηA .
(23)

El Teorema de Darboux dice que X = (X1, . . . , Xk) se escribe como sigue

XA = (XA)B ∂

∂tB
+ (XA)i ∂

∂qi
+ (XA)B

i

∂

∂pB
i

entonces, si X = (X1, . . . , Xk) es solución de (23)

(XA)B = δB
A ,

∂H

∂pA
i

= (XA)i,
∂H

∂qi
= −

k∑

A=1

(XA)A
i , (24)
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y si X = (X1, . . . , Xk) es integrable y ψ : Rk → M es una sección integral de
X, dada por ψ(t) = (ψA(t), ψi(t), ψA

i (t)), entonces

∂ψA

∂tB
= δA

B ,
∂ψi

∂tB
= (XB)i,

∂ψA
i

∂tB
= (XB)A

i . (25)

Por tanto, de (24) y (25) obtenemos que ψ(t) = (t, ψi, ψA
i ) es solución de las

ecuaciones de campo Hamiltonianas

∂H

∂qi
= −

k∑

A=1

∂ψA
i

∂tA
,

∂H

∂pA
i

=
∂ψi

∂tA
,

donde 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n .
Aśı, las ecuaciones (23) pueden considerarse como una versión geométrica

de las ecuaciones de campo hamiltonianas.

Ejemplo 22 Teniendo en cuenta los hechos anteriores podemos afirmar que las
ecuaciones de la electrostática se pueden escribir geométricamente como sigue

dtA(XB) = δAB , 1 ≤ A,B ≤ 3
3∑

A=1

ıXA
ωA = dH −

3∑

A=1

RA(H)dtA .

Observación 23 Nótese, que en general, las ecuaciones (23) no tienen una solu-
ción única. De hecho, si (M,ηA, ωA, V ) es una variedad k-cosimpléctica podemos
definir el morfismo de fibrados

Ω] : T 1
k M −→ T ∗M

(X1, . . . , Xk) 7→ Ω](X1, . . . , Xk) =
k∑

A=1

ıXA
ωA + ηA(XA)ηA ,

(26)
y, denotando por Mk(C∞(M)) el espacio de matrices de orden k cuyas compo-
nentes son funciones en M , el morfismo de fibrados vectoriales

η] : T 1
k M −→ Mk(C∞(M))

(X1, . . . , Xk) 7→ η](X1, . . . , Xk) = (ηA(XB)) ,
(27)

entonces las soluciones de (23) están dadas por (X1, . . . , Xk) + (kerΩ] ∩ ker η]),
donde (X1, . . . , Xk) es una solución particular.

A partir de las condiciones locales (24) podemos definir en un entorno de
cada punto x ∈ M un campo de k-vectores que verifica (23). Por ejemplo,
pongamos

(XA)B = δB
A , (X1)1i =

∂H

∂qi
, (XA)B

i = 0 for A 6= 1 6= B , (XA)i =
∂H

∂pA
i

.

Ahora uno puede construir campo global de k-vectores, que es una solución de
(23), usando una partición de la unidad en la variedad M . Veáse [5].

Observación 24 Las ecuaciones (23) en el caso k = 1 con M = R × T ∗Q
coinciden con las ecuaciones de la Mecánica Clásica. Por lo tanto este formalismo
engloba el formalismo hamiltoniano de la Mecánica.
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4.2. El enfoque lagrangiano [6].

4.2.1. Fundamentos geométricos.

La variedad Rk × T 1
k Q.

Sea τQ : TQ → Q el fibrado tangente de Q. Denotemos por T 1
k Q la suma

de Whitney TQ⊕ k. . . ⊕TQ de k copias de TQ. A continuación veremos que la
variedad Rk×T 1

k Q es cosimpléctica cuando L : Rk×T 1
k Q → R es un lagrangiano

regular.
La variedad J1πRk de 1-jets de secciones del fibrado trivial πRk : Rk×Q → Rk

es difeomorfo a Rk × T 1
k Q, via el difeomorfismo dado por

J1πRk → Rk × T 1
k Q

j1
t φ = j1

t (IdRk , φQ) → (t, v1, . . . , vk)
(28)

donde φQ : Rk φ→ Rk ×Q
πQ→ Q y

vA = (φQ)∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
) 1 ≤ A ≤ k .

Denotemos por ρ : Rk × T 1
k Q → Q la proyección canónica. Si (qi) son las

coordenadas locales en U ⊆ Q , entonces las coordenadas locales inducidas
(tA, qi, vi

A) en ρ−1(U) = Rk × T 1
k U son

tA(j1
t φ) = tA , qi(j1

t φ) = qi(φQ(t)) , vi
A(j1

t φ) =
∂(qi ◦ φQ)

∂tA
∣∣t

o equivalentemente

tA(t, v1q, . . . , vkq) = tA; qi(t, v1q, . . . , vkq) = qi(q); vi
A(t, v1q, . . . , vkq) = vAq(q

i) ,

donde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k.
En esta memoria ussonmos la siguiente notación para las proyecciones canóni-

cas

Rk × T 1
k Q Rk ×Q

Rk

-

HHHHHHHHHj ?

(πRk)1,0

πRk

(πRk)1

y aśı (πRk)1 = πRk ◦ (πRk)1,0, donde

πRk(t, q) = t, (πRk)1,0(t, v1q, . . . , vkq) = (t, q), (πRk)1(t, v1q, . . . , vkq) = t,

con t ∈ Rk, q ∈ Q y (v1q, . . . , vkq) ∈ T 1
k Q.
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Campos de vectores canónicos en Rk × T 1
k Q .

Sea C el campo de vectores canónico (campo de vectores de Liouville ) del
fibrado vectorial (πRk)1,0 : Rk × T 1

k Q → Rk × Q. Este campo de vectores C es
el generador infinitesimal del siguiente flujo

R× (Rk × T 1
k Q) −→ Rk × T 1

k Q

(s, (t, v1q, . . . , vkq)) −→ (t, esv1q, . . . , e
svkq) ,

y en coordenadas locales se escribe como sigue

C =
∑

i,A

vi
A

∂

∂vi
A

. (29)

C es suma de los campos de vectores

C =
k∑

A=1

CA ,

donde cada CA es el generador infinitesimal del siguiente flujo

R× (Rk × T 1
k Q) −→ Rk × T 1

k Q

(s, (t, v1q, . . . , vkq)) −→ (t, v1q, . . . , vA−1q, e
svAq, vA+1q, . . . , vkq) .

Levantamiento vertical de campos de vectores.

Sea Xq un campo de vectores en Q, para cada A = 1, . . . , k se define su
A-levantamiento vertical, (Xq)VA , como el campo de vectores sobre la fibra
τ−1(q) ⊂ T 1

k Q dado por

(Xq)VA(v1q, . . . , vkq) =
d

ds
(v1q, . . . , vA−1q, vAq + sXq, vA+1q, . . . , vkq))|s=0

para todo punto (v1q, . . . , vkq) ∈ τ−1(q) ⊂ T 1
k Q.

En coordenadas locales si Xq = ai ∂

∂qi ∣∣q
entonces

(Xq)VA = ai ∂

∂vi
A

.

Si X es un campo de vectores en Q definimos su A-levantamiento a T 1
k Q,

1 ≤ A ≤ k, como el campo de vectores XVA dado por

XVA(wq) = (Xi(q)
∂

∂qi |q
)VA(wq) = Xi(q)

∂

∂vi
A |wq

= (Xi ◦ τ)(wq)
∂

∂vi
A |wq

,

entonces
XVA = (Xi ◦ τ)

∂

∂vi
A

, (30)

donde X = Xi ∂

∂qi
.

Considersonmos la extensión natural de los A-levantamientos de los campos
de vectores XVA en T 1

k Q a Rk×T 1
k Q, que también denotsonmos por XVA y que

tiene la misma expresión local (30).
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Campos de tensores canónicos en Rk × T 1
k Q.

La estructura k-tangente canónica en T 1
k Q es el conjunto (S1, . . . , Sk) de

campos de tensores de tipo (1, 1) definidos por

SA(wq)(Zwq ) = (τ∗(wq)(Zwq ))
VA(wq),

donde Zwq
∈ Twq

(T 1
k Q) y wq ∈ T 1

k Q.
La expresión local de los campos de tensores SA está dada por

SA =
∂

∂vi
A

⊗ dqi 1 ≤ A ≤ k . (31)

Los campos de tensores SA son conocidos como los (0, . . . , 0,
A
1, 0, . . . , 0)-le-

vantamientos del campo de tensores identidad de Q a T 1
k Q han sido definidos

por Morimoto en [8].
Considersonmos la extensión natural de los campos de tensores SA en T 1

k Q
a Rk × T 1

k Q, que también denotsonmos por SA y que tiene la misma expresión
local (31).

Las variedades k-tangentes fueron introducidas como una generalización de
las variedades tangentes por de León et al. [?, ?]. El modelo canónico de estas
variedades es T 1

k Q con la estructura (S1, . . . , Sk).

Como en el caso de los sitemas mecánicos, estos campos de tensores SA nos
permiten introducir las formas θA

L y ωA
L en Rk × T 1

k Q como sigue

θA
L = dL ◦ SA , ωA

L = −dθA
L , 1 ≤ A ≤ k ,

con expresiones locales

θA
L =

∂L

∂vi
A

dqi , ωA
L = dqi ∧ d(

∂L

∂vi
A

), 1 ≤ A ≤ k . (32)

Estas formas juegan un papel muy importante en la formulación lagrangiana.

4.2.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden en T 1
k Q.

El propósito de esta subsección es caracterizar los campos de k-vectores
integrables en Rk × T 1

k Q tales que sus secciones integrales son prolongaciones
canónicas de aplicaciones de Rk en Q.

En general, si F : M → N es aplicación diferenciable, entonces la aplicación
inducida T 1

k (F ) : T 1
k M → T 1

k N definida por T 1
k (F )(j1g) = j1(F ◦ g) está dada

por
T 1

k (F )(v1q, . . . , vkq) = (F∗(q)v1q, . . . , F∗(q)vkq) ,

donde v1q, . . . , vkq ∈ TqQ, q ∈ Q , y F∗(q) : TqM → TF (q)N es la aplicación
inducida.

Definición 25 Un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en Rk×T 1
k Q se dice

que es una ecuación en derivadas parciales de segundo orden sopde si :

dtA(XB) = δA
B ,

(
τRk × idT 1

k Q

)
◦ T 1

k ((πRk)1,0) ◦X = idRk×T 1
k Q

donde

τRk × idT 1
k Q : T 1

k (Rk ×Q) ≡ T 1
k (Rk)× T 1

k Q → Rk × T 1
k Q

(tA, qi, vB
A , vi

A) ≡ ((tA, vB
A ), (qi, vi

A)) → (tA, qi, vi
A)
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Sea (qi) un sistema de coordenadas en Q y (tA, qi, vi
A) las coordenadas in-

ducidas en Rk × T 1
k Q. De un cálculo directo en coordenadas locales obtenemos

que la expresión local de un sopde (X1, . . . , Xk) es

XA(tB , qi, vi
B) =

∂

∂tA
+ vi

A

∂

∂qi
+ (XA)i

B

∂

∂vi
B

, 1 ≤ A ≤ k , (33)

donde (XA)i
B son funciones en Rk×T 1

k Q. Como una consecuencia directa de las
expresiones locales anteriores, deducimos que la familia de campos de vectores
{X1, . . . , Xk} son linealmente independientes.

Definición 26 Sea φ : Rk → Q una aplicación, definimos la primera prolonga-
ción φ[1] de φ como la aplicación

φ[1] : Rk −→ Rk × T 1
k Q

t −→ (t, j1φt) ≡
(

t, φ∗(t)(
∂

∂t1
), . . . , φ∗(t)(

∂

∂tk
)
)

donde φt(s) = φ(t + s). En coordenadas locales

φ[1](t1, . . . , tk) = (t1, . . . , tk, φi(t1, . . . , tk),
∂φi

∂tA
(t1, . . . , tk)), (34)

donde 1 ≤ A ≤ k , 1 ≤ i ≤ n .

Observación 27 Sea (X1, . . . , Xk) un sopde. De (33) obtenemos: una aplica-
ción ψ : Rk → Rk × T 1

k Q, dada por ψ(t) = (ψB(t), ψi(t), ψi
A(t)), es una sección

integral de (X1, . . . , Xk) si y sólo si

∂ψB

∂tA

∣∣∣
t
= δB

A ,
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
= ψi

A(t),
∂2ψi

∂tA∂tB

∣∣∣
t
= (XA)i

B(ψ(t)). (35)

Entonces si (X1, . . . , Xk) es integrable, de (35) deducimos que (XA)i
B =

(XB)i
A.

Observemos que la aplicación

(idRk , pr2 ◦ ψ) : Rk → Rk × T 1
k Q

t → (t, ψi(t), ψi
A(t))

coincide con la primera prolongación φ[1] de la aplicación φ = ρ ◦ ψ : Rk ψ→
Rk × T 1

k Q
ρ→ Q, esto es φ(t) = (ψi(t)).

Rećıprocamente si φ : Rk → Q es cualquier aplicación tal que

∂2φi

∂tA∂tB

∣∣∣
t
= (XA)i

B(φ[1](t)),

entonces φ[1] es una sección integral de (X1, . . . , Xk).

En Rk × T 1
k Q se pueden definir los campos de tensores ŜA de tipo (1, 1)

definidos por
ŜA = SA − CA ⊗ dtA, 1 ≤ A ≤ k ,

para cada A = 1, . . . , k. Una caracterización de los sopde utilizando estos ten-
sores es la siguiente.

Proposición 28 Un campo de k-vectores (X1, . . . , Xk) en Rk × T 1
k Q es un

sopde si
dtA(XB) = δA

B , ŜA(XB) = 0

para cualesquiera 1 ≤ A,B ≤ k.
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4.2.3. Formalismo lagrangiano

La aplicación de Legendre y las formas lagrangianas.

Dado un lagrangiano L : Rk × T 1
k Q → R la aplicación de Legendre

FL : Rk × T 1
k Q −→ Rk × (T 1

k )∗Q

está definida como sigue:

FL(t, v1q, . . . , vkq) = (t, . . . , [FL(t, v1q, . . . , vkq)]
A, . . .)

donde

[FL(t, v1q, . . . , vkq)]
A(wq) =

d

ds
L

(
t, v1q, . . . , vAq + swq, . . . , vkq)

)
|s=0

,

para cada A = 1, . . . , k; puesto que

[FL(t, v1q, . . . , vkq)]
A =

∂L

∂vi
A

∣∣∣(t, , v1q, . . . , vkq)
dqi(q)

FL está dado localmente por

FL : (tA, qi, vi
A) −→ (tA, qi,

∂L

∂vi
A

) . (36)

De (32) y (36) uno deduce las siguientes identidades

θA
L = FL∗θA , ωA

L = FL∗ωA, 1 ≤ A ≤ k . (37)

Definición 29 Una función lagrangiana L : Rk × T 1
k Q −→ R se dice que es

regular (resp. hiperregular) si la correspondiente aplicación de Legendre FL es
un difeomorfismo local (resp. global).

De (36) se obtiene que L es regular si y sólo si det( ∂2L
∂vi

A∂vj
B

) 6= 0, 1 ≤ i, j ≤
n, 1 ≤ A,B ≤ k .

La siguiente proposición es importante para la formulación lagrangiana,
véase [6].

Proposición 30 Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) L es regular.
2) FL es un difeomorfismo local.
3) (dtA, ωA

L , V 0) es una estructura k-cosimpléctica en Rk × T 1
k Q donde

V 0 = ker T (πRk)1,0 = 〈 ∂

∂vi
1

, . . . ,
∂

∂vi
k

〉i=1,...,n

es la distribución vertical del fibrado (πRk)1,0 : Rk × T 1
k Q → Rk ×Q.
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Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Consideremos un campo definido por una función ψ : Rk → Q, cuya ex-
presión local es ψ(t1, . . . , tk) = (ψ1(t1, . . . , tk), . . . , ψn(t1, . . . , tk)). Una función
lagrangiana L es una función R-valuada L(tA, ψi(t), ∂ψi/∂tA(t)) que depende de
las variables espaciales tA, de las variables-componentes del campo qi = ψi y de
las primeras derivadas parciales del campo ∂ψi/∂tA(t). Por lo tanto podŕıamos
considerar que L está definida en Rk × T 1

k Q y aśı L : Rk × T 1
k Q → R.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para una función lagrangiana L con so-
lución (ψi(t1, . . . , tk)) son el sistema de ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden dado por

k∑

A=1


 ∂2L

∂tA∂vi
A

∣∣ψ[1](t)
+

∂2L

∂qj∂vi
A

∣∣ψ[1](t)

∂ψj

∂tA
∣∣t +

∂2L

∂vj
B∂vi

A
∣∣ψ[1](t)

∂2ψj

∂tA∂tB
∣∣t


 =

∂L

∂qi ∣∣ψ[1](t)

,

donde 1 ≤ i ≤ n y ψ[1](t) = (t, ψi(t),
∂ψi

∂tA
∣∣t), que suelen escribirse como sigue

k∑

A=1

∂

∂tA
∣∣t

(
∂L

∂vi
A

∣∣ψ[1](t)

)
=

∂L

∂qi ∣∣ψ[1](t)

, vi
A(ψ(t)) =

∂ψi

∂tA
∣∣t , (38)

donde cada solución ψ[1] : U ⊂ Rk → Rk × T 1
k Q está dada por ψ[1](t) =

(t, ψi(t),
∂ψi

∂tA
∣∣t).

Versión geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

A continuación se dará una descripción geométrica de las ecuaciones de Eu-
ler-Lagrange de modo que las soluciones de estas ecuaciones (38) son secciones
integrales de ciertos campos de vectores en Rk × T 1

k Q.
Consideramos las ecuaciones

dtA((XL)B) = δA
B , 1 ≤ A,B ≤ k ,

k∑

A=1

i(XL)A
ωA

L = dEL +
k∑

A=1

∂L

∂tA
dtA

(39)

donde EL = C(L)− L. Si escribimos la expresión local de (XL)A como sigue

(XL)A = ((XL)A)B ∂

∂tB
+ ((XL)A)i ∂

∂qi
+ ((XL)A)i

B

∂

∂vi
B

, 1 ≤ A ≤ k

obtenemos que (39) es equivalente a las ecuaciones

((XL)A)B = δB
A , ((XL)B)i ∂2L

∂tA∂vi
B

= vi
B

∂2L

∂tA∂vi
B

((XL)C)j ∂2L

∂vi
B∂vj

C

= vj
C

∂2L

∂vi
B∂vj

C

(40)
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∂2L

∂qj∂vi
B

(
vj

B − ((XL)B)j
)
+

∂2L

∂tB∂vi
B

+vk
B

∂2L

∂qk∂vi
B

+((XL)B)k
C

∂2L

∂vk
C∂vi

B

=
∂L

∂qi
.

(41)
Cuando L es regular obtenemos que estas ecuaciones son

((XL)A)B = δB
A , ((XL)A)i = vi

A,

k∑

A=1

(XL)A(
∂L

∂vi
B

) =
∂L

∂qi
(42)

Por lo tanto cuando L es regular (XL)A está dado localmente por

(XL)A =
∂

∂tA
+ vi

A

∂

∂qi
+ ((XL)A)i

B

∂

∂vi
B

y aśı ((XL)1, . . . , (XL)k) es un sopde.

Teorema 31 Sea L un lagrangiano y XL = ((XL)1, . . . , (XL)k) un campo de
k-vectores tal que

dtA((XL)B) = δA
B , ,

k∑

A=1

i(XL)A
ωA

L = dEL +
k∑

A=1

∂L

∂tA
dtA (43)

donde EL = C(L)− L y 1 ≤ A,B ≤ k . Entonces

1. Si L es regular entonces XL = ((XL)1, . . . , (XL)k) es un sopde. Si ψ :

Rk → Rk × T 1
k Q es una sección integral de XL, entonces φ : Rk ψ→

Rk×T 1
k Q

ρ→ Q es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (38).

2. Si ((XL)1, . . . , (XL)k) es integrable y φ[1] : Rk → Rk×T 1
k Q es una sección

integral, entonces φ : Rk → Q es solución de las ecuaciones de Euler-
Lagrange (38).

Demostración.
1 es una consecuencia inmediata de (40) y de la tercera ecuación en (42). Si

φ[1] es una sección integral entonces de la ecuación (41) y la expresión local de
φ[1] deducimos que φ solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (38).

De los resultados de esta sección se sigue que la versión geométrica de las
ecuaciones de una cuerda vibrante se puede describir como sigue:

dtA((XL)B) = δA
B , 1 ≤ A,B ≤ 2,

2∑

A=1

i(XL)A
ωA

L = dEL +
2∑

A=1

∂L

∂tA
dtA .

Observación 32 Si L : Rk × T 1
k Q −→ R es regular, entonces (dtA, ωA

L , V 0)
es una estructura k-cosimpléctica en Rk × T 1

k Q. Los campos de Reeb (RL)A

correspondientes a esta estructura están caracterizados por

i(RL)A
dtB = δB

A , i(RL)A
ωB

L = 0 ,

y verifican que (RL)A(EL) = −∂L/∂tA. Por consiguiente si escribimos las
ecuaciones de Hamilton (23) para la variedad k-cosimpléctica (M = Rk ×
T 1

k Q, dtA, ωA
L , V 0) obtenemos

dtA(XB) = δA
B ,

k∑

A=1

ıXAωA = dEL −
k∑

A=1

(RL)A(EL)dtA .

es decir las ecuaciones (39).
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Si el lagrangiano L es hiperregular, esto es, FL es un difeomorfismo, entonces
podemos definir una función hamiltoniana H : Rk × (T 1

k )∗Q → R por H =
EL ◦ FL−1 donde FL−1 es la inversa de FL. En estas condiciones podemos
probar el siguiente resultado.

Teorema 33 1. Si XL = ((XL)1, . . . , (XL)k) es una solución de (39), en-
tonces XH = ((XH)1, . . . , (XH)k), donde (XH)A = FL∗((XL)A), 1 ≤
A ≤ k, es una solución de las ecuaciones (23) en Rk × (T 1

k )∗Q, con
ηA = ηA, ωA = ωA, y H = EL ◦ FL−1.

2. Si XL = ((XL)1, . . . , (XL)k) es integrable y φ[1] es una sección integral, en-
tonces ϕ = FL◦φ[1] es una sección integral de XH = ((XH)1, . . . , (XH)k)
y por lo tanto es una solución de las ecuaciones de Hamilton (22) con
H = EL ◦ FL−1.

Demostración.

1. Es una consecuencia inmediata de (23) y (39) usando que FL∗ηA = dtA,
FL∗ωA = ωA

L , y EL = H ◦ FL−1.

2. Es una consecuencia inmediata de la Definición 20 de sección de un campo
de k-vectores.

Observación 34 Si reescribimos la ecuaciones (39) para el caso k = 1, obte-
nemos

dt(XL) = 1 , iXLωL = dEL +
∂L

∂t
dt , (44)

las cuales son equivalentes a las ecuaciones dinámicas

dt(XL) = 1 , iXLΩL = 0 ,

donde ΩL = ωL + dEL ∧ dt es la 2-forma de Poincaré-Cartan asociada al la-
grangiano L. Recordemos que esto describe la mecánica no autónoma.
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