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1. Abstract

A la hora de dar una descripcién geométrica de las teorias clasicas de campos
de primer orden, disponemos de varios modelos alternativos: polisimpléctico, k-
simpléctico, k-cosimpléctico, multisimpléctico,... En este seminario se van a pre-
sentar los modelos conceptualmente mas simples : las formulaciones k-simplécti-
ca y k-cosimpléctica de las teorias de campos. En estos entornos geométricos se
puede describir el formalismo hamiltoniano y lagrangiano para ciertos tipos de
teorias de campos. Ademads estos modelos son una generalizacién directa del los
formalismos simpléctico y cosimpléctico usados para describir, respectivamente,
los sistemas mecanicos auténomos y no auténomos.
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2. Introduccion

Los sistemas dinamicos clésicos se caracterizan por los siguientes hechos:
= Involucran un numero finito de grados de libertad

= La evolucién del sistema estd dada por funciones de una variable (el tiem-
po). Estas funciones son solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias:
las ecuaciones dindmicas,

= el entorno geométrico son variedades simplécticas (presimplécticas), para
sistemas auténomos y variedades cosimplécticas (precosimplécticas), para
sistemas no auténomos.

= Ejemplos tipicos son sistemas mecdnicos (cldsicos o relativistas) con un
ndmero finito de particulas.

Las principales caracteristicas de las teorias clasicas de campos son:
= Involucran un nimero infinito de grados de libertad,

= Los diferentes estados de los sistemas estan descritos por funciones de va-
rias variables (coordenadas espacio-tiempo), y su comportamiento se des-
cribe mediante ecuaciones en derivadas parciales: las ecuaciones de campo.

= Ejemplos tipicos son: electromagnetismo cldsico, (descrito mediante las
ecuaciones de Maxwell), gravitacién ( ecuaciones de Einstein), mecénica
de ondas (ecuacién de onda),...

Ejemplo 1 La transmision de ondas en un medio material.
El campo es ¢(t,x) y mide el desplazamiento de cada punto de la membrana,
donde t es el tiempo yx = (z',...,2") denota la posicion. La ecuacion de campo

es la ecuacion de onda en una o mds dimensiones, que es la EDP hiperbdlica

9?¢ B
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y es la ecuacion de Fuler-Lagrange asociada al lagrangiano reqular

L(6, 61, 601) = 567 — AIIVOIP).

(Cada uno de los infinitos grados de libertad se corresponde con el desplaza-
miento de un punto).

Existen diversos modelos alternativos para describir geométricamente las
teorias clasicas de primer orden: polisimpléctico, multisimpléctico, k-simpléctico,
k-cosimpléctico,...). La relacién entre algunos de estos formalismos fue estudiada
en [10].

Desde un punto de vista conceptual el mas simple de todos es el formalismo
k-simpléctico el cual es la generalizacion a teorias de campos del formalismo
simpléctico estandard que se usa para describir los sistemas dindmicos auténo-
mos. El formalismo k-simpléctico se usa para dar una descripcién geométrica
de ciertos tipo de teorias de campos, aquellas cuyo lagrangiano y hamiltoniano
dependen de los campos y de las derivadas parciales de los campos, o de los
correspondientes momentos.



Una extensién natural de este formalismo es el formalismo k-cosimpléctico,
donde las variedades k-cosimplécticas se usan para describir geométricamente las
teorias de campos que involucran las coordenadas espacio-tiempo en el lagran-
giano. Este formalismo es la generalizacion a teorifas de camos del formalismo
cosimpléctico que nos permite describir los sistemas mecanicos no-auténomos.

Una de las principales ventajas de estos dos formalismos es que para des-
arrollarlos sélo se necesita el fibrado tangente y cotangente de una variedad.

En esta charla se pretende dar una introduccién a los formalismos k-simplécti-
co y k-cosimpléctico de las teorias clasicas de primer orden, tanto la formulacién
lagrangiana como la hamiltoniana.

Todas las variedades que se consideren son reales, paracompactas, conexas
y C*. Todas las aplicaciones son C*°. Los indices cruzados repetidos indican
suma.

3. Formalismo k-simpléctico en teoria clasica de
campos de primer orden.

3.1. El enfoque hamiltoniano
3.1.1. Elementos geométricos

El fibrado de k'-covelocidades de una variedad. Estructuras canénicas

Sea () una variedad diferenciable de dimensién ny 74, : 7*() — @Q su fibrado
cotangente. Se denota por (T})*Q = T*Q® .*. &T*Q la suma de Whitney de
k copias del fibrado cotangente T*Q. (T}})*Q se llama fibrado k-cotangente o
fibrado de k'-covelocidades de la variedad Q. Se usara la siguiente notacién para
las proyecciones candnicas:

™HI)Q—Q , ™(T)Q—-T'Q ; (1<A<k),

(74 es la proyeccién canénica sobre la A-ésima copia de T*Q en (TH*Q. Asi,
si(oa,,...,a,) € (TH)*Q, se tiene
A

Té(alq,...,akq):q ;o oy, 0n,) = g,

Si (¢*) son coordenadas locales en U C @, entonces las coordenadas locales
inducidas (¢*,p), 1 <i<n, 1 <A<k, en (r*)"1(U) = (T}})*U son

aq>.

aq"
La estructura k-simpléctica candnica en (Tkl)*Q se construye como sigue: se
definen las formas diferenciales

qi(alqw . aakq> = qZ(Q)7 p?(alqa' . .,Oékq) = 4, (

9A2(7TA)*9 , wA:(ﬂ_A)*w ,
donde @ es la 1-forma de Liouville en T*Q y w = —df es la forma simpléctica
canénica en T*Q. Obviamente, w4 = —df#4. En coordenadas locales se tiene:

04 =pitdg' , w? =dq' Adp. (1)

La familia ((7}})*Q,w?, V), donde V = Ker(7*)., es el modelo canénico de
la siguiente estructura geométrica.



Definicién 2 Una estructura k-simpléctica en una vartedad M de dimension
n(k + 1) es una familia (w4, V;1 < A < k), donde cada w? es un 2-forma
cerrada y V es una distribucion integrable en M de dimension nk tales que

(1) w? ey 0, (i) N*_, Kerw? ={0}.

Entonces (M,w™,V) se llama variedad k-simpléctica.
Si la condicidn (i1) no se tiene, entonces tenemos una estructura k-presimplécti-
ca y (M,w?,V) es una variedad k-presimpléctica.

Ademds Awane [1] demuestra que se verifica el siguiente teorema de tipo Dar-
boux:

Teorema 3 Sea (w?,V;1 < A < k) una estructura k-simpléctica en M. Para
cada punto de M existe una carta local de coordenadas (ql,pf‘), 1<i<n, 1<
A<k, tal que

A 0 8

A 7 A

WA = dg' A dp? v—<wq> .
opit .

FRRES}

Observacion 4 Toda variedad 1-simpléctica es simpléctica.

Campos de k-vectores y secciones integrales

Sea M una variedad diferenciable. Se denota por T} M la suma de Whit-
ney TM@ .%. ®TM de k copias of T M, con proyeccién 7 : T,iM — M,
7'(111q7 N ,’qu) =dq.

Definicién 5 Un campo de k-vectores en M es una seccion X: M — T M
de T.

Puesto que T} M es la suma de Whitney TM&® .%. @TM de k copias of
TM, se deduce que un campo de k-vectores X define una familia de k campos
de vectores X;,..., X € X(M) proyectando X en cada factor; esto es, X4 =
740X, donde 74: T}Q — TQ es la proyeccién canénica en la on the A-copia T'Q
de T,iQ. Por esta razén un campo de k-vectores se denota por X = (X1,..., X).

Definicién 6 Una seccién integral de un campo de k-vectores X = (Xy, ..., Xy),
pasando por un punto q € M, es una aplicacion 1:Uy C RF — M, definida en
algiin entorno Uy de 0 € R*, tal que

P(0) = q, P.(t) (8?’4 t> =Xa((t)) , paracadate Uy, 1< A<k

o equivalentemente,
X oy =M

donde Y1) es la primera prolongacién de ) a TIM definida por

P Uy cRF — TIM

¢ — w00 = (00 (] ) 00 (57),))

Un campo de k-vectores X = (X1,...,Xk) en M es integrable si existe una
seccion integral pasando por cada punto de M.



En coordenadas locales, si 1(t) = (¢%(t)) se tiene

w(l)(tla"'atk) = (¢i(tla"'7tk)7gf}A(tlw'wtk))7 1SA§]€7 1 SZSTL
(2)

Observacién 7 Un campo de k-vectores X = (X3, ..., X)) es integrable, si y
sélo si, {X71,..., X} define una distribucién involutiva en M.
3.1.2. Formalismo hamiltoniano

El objetivo principal de esta seccién es obtener una descripciéon geométrica
de las ecuaciones de Hamilton asociadas a un problema variacional multiple,
utilizando la estructura geométrica de las variedades k-simplécticas.

Ecuaciones de Hamilton.

Las ecuaciones de Hamilton de la Mecanica Clésica son un sitema de ecua-
ciones diferenciales de primer orden del tipo:

oH dq*
8pi B dt
oH dp;
a¢ — dt

donde (q%,p;) es un sistema de coordenadas del espacio de fase dados por las
posiciones y los momentos del sistema mecanico.

La geometria simpléctica permite dar una version intrinseca de estas ecua-
ciones del modo siguiente: En una variedad simpléctica (M, w) la 2-forma sim-
pléctica permite definir el isomorfismo b por

TQ —  T*Q
X ~ X)=1xw

el cual permite asociar a cada funcién H : T*@Q) — R (funcién hamiltoniana) un
campo de vectores X g llamado campo de vectores hamiltoniano correspondiente
a H, tal que las curvas integrales de Xy satisfacen, en coordenadas candnicas,
las ecuaciones de Hamilton asociadas a H. En efecto Xpg estd definido por la
ecuacién 1x,w = dH

Las ecuacines de Hamilton clésicas asociadas a un problema variacional inte-
gral multiple, son un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de primer orden de la forma:

oOH Y
@’w@) ~ ootA
oOH Moo ®)
37(11"1/;@) = _Z OtA
A=1

donde ¥ : U C R¥ — (TH)*Q, ¥(t) = (¢ (t),{(t)), es una solucién.
El objetivo ahora es encontrar una versién intrinseca de estas ecuciones sobre
las variedades k-simplécticas.



Version geométrica de las ecuaciones de Hamilton

Sea H:(T})*Q — R una funcién hamiltoniana. La estructura geométrica de
la variedad k-simpléctica (7}})*Q permite definir un morfismo QOF definido por

LR TklM — T*M
k
X =(Xy,....,Xp) — QXy,...,Xp) = traza(ix,w?) = Z 1X WA -
A=1
Este morfismo permite asociar a cada H campos de k-vectores X = (X7, ..., Xk)

sobre (T})*Q tales que
QH(Xy,..., X)) =dH .

Denotamos por X% ((T})*Q) el conjunto de campos de k-vectores X =
(X1,...,Xg) en (T}1)*Q los cuales son solucién de la ecuacién

traza(ix,w?) = dH . (4)
En un sistema local de coordenadas, cada Xp estd localmente dado por

) L0
- XB)i—
8q1+( B), apflv

Xp = (Xp)

entonces, usando (1)), se obtiene que la ecuacién (4) es equivalente a las ecua-
ciones

OH ,
opr = )
(5)
OH b
i = _Z(‘XPA);4
aq A=1

La existencia de campos de k-vectores solucion de (4) estd asegurada pero
no su unicidad, y en un sistema local de coordenadas ellos dependen de n(k* —
1) funciones arbitrarias. Sin embargo, los campos de k-vectores obtenidos no
son necesariamente integrables, y por tanto, las condiciones de integrabilidad
implican que el niimero de funciones arbitrarias serd en general menor que n(k?—

1).

Proposicién 8 Si X € X5 ((T})*Q) es integrable y ¢¥:R* — (T})*Q es una
seccion integral de X, entonces ¥(t) = (Yi(t),¥{(t)) es una solucion de las
ecuaciones de Hamilton (3).

(Proof) Por ser ) una seccién integral de X se verifica

oy’ ; Py
&7 :( A) ) OtA = (XA)iBa

de modo que las ecuaciones (5)) toman ahora la forma

oH o
opt oA
k
OH o
ot _AZ:l oA



3.2. El enfoque lagrangiano
3.2.1. Elementos geométricos

El fibrado de k'-velocidades de una variedad. Estructuras candnicas

Sea @ una variedad diferenciable de dimensién n. Sea T} @ la suma de Witney
de k copias del fibrado tangente TM. T} Q se llama el fibrado k-tangente o fibrado
de k'-velocidades de Q. Se usard la siguiente notacién para las proyecciones
canoénicas:

rTQ—Q , T™TQ-TQ,
(74 es la proyeccién en la A-sima copia TQ de T} Q. Asf , si (vi, . .., vk,) € TLQ,
se tiene
T(Vigy.  Vke) =4 TA(Ulq, cyUkg) = VaAg -

Si (¢*) son coordenadas locales en U C @, entonces las coordenadas locales

inducidas (¢*,v%),1<i<n, 1 <A<k, en 77 1(U) = T}U son

qi(vlm ceey qu) = qZ(Q)a 11?4(’01(], s avkq) = VA, (ql) .

Para un campo de vectores Z,; € T,Q, y para cada A = 1,...,k, definimos
su A-levantamiento vertical, (Z4)V*, en un punto (v, ..., v,) € TEQ, como el
vector tangente a la fibra 77!(q) C T}Q, el cual esta dado por

d
(Zq)VA(vlq, CyUkg) = ﬁ(vlq’ csVA—1g VA, +8Zg, Va1, - - s Vkq)|s=0 -
. .0
En coordenadas locales, si X, = a' 20 ). entonces
q"q
(Z)VA (W10, o) = 0l =2 . (6)
1 £ 1o 81]2 (VigserVkyq)

La estructura k-tangente candnica en T} Q es el conjunto (S',.. ., 5%) de
campos de tensores de tipo (1, 1) definidos por

S wy)(Zw,) = (T (We)(Zw,)) " (wy) , con wy € TEQ, Zy, € Ty (TFQ); A=1,....k.

En coordenadas locales, de (6) se tiene

9 .
Sh= —@q. 7
ovYy ©4q M
A
Observacién 9 Los tensores S4 se pueden obtener como el 0,...,0,1,0,...,0)-

levantamiento del tensor identidad de Q a T} Q definido en [S]. En el caso k =1,
S es la conocida estructura tangente candnica del fibrado tangente.

El campo de vectores de Liouville A € X(T}}Q), es el generador infinitesimal
del siguiente flujo

V:RxTIQ — TQ Y(s,v1,,...,0k,) = (€°v1,,..., €V, ),

A es una suma de campos de vectores A7 + ...+ A, donde cada A4 es el
generador infinitesimal del siguiente flujo

A, 1 1 A _ s
PERXTQ — T,Q , Y7 (s,v1,,. -, 0k,) = (Vigs -+ 0a-1,,€%04,,V441,, - Vk,) -
En coordenadas locales se tiene

k k P
A= E Ay = E vi\avi . (8)
A=1 A=1 A



Ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden en Tle. (SOPDES).

El objetivo de esta subseccién es caracterizar los campos de k-vectores inte-
grables en T}!Q) tales que sus secciones integrales son primeras prolongaciones
»1) de aplicaciones ¢: R¥ — Q

Recordemos que un campo de k-vectores en T,gQ es una seccién I': Tle —
THTLQ) de la proyeccién Q! THTIQ) — TlQ.

Si ¢: @ — Q es un difeomorfismo, su prolongacién candnica al fibrado T}}Q
es la aplicacién Ty : TEQ — Tt Q definida por for

Té@(vlq> B vkq) = (@*(q)vlqa ERS) L)0>0<(q>vkq> 34 € Q ) (Ulqa s 7vkq) S (Tk1>qQ .

Definicién 10 Una ecuacién diferencial parcial de segundo orden (sopde), es
un campo de k-vectores T' = (T'y,...,Tk) en T,iQ, que es una seccion de la
proyeccion T THTEQ) — TEQ esto es

Tyrol =ldpq ,

En el caso k = 1, esta es la definicién de una ecuacién diferencial de segundo
orden (SODE).
En coordenadas locales, la expresién de un SOPDE I' = (I'y,..., ) es

, (Ta)p € CX(T3Q) -
9

1<A<k

_ 9 .
Pala’,vh) = v + (T

q ol

~~

Si :R* — TQ es una seccién integral de T', localmente dada por 9(t)
(i(t),1%(t)), entonces de la definicién 6y (9) se deduce

O v 2| = b (10)

De (2) y (10) se deduce la siguiente proposicién:

Proposicién 11 SeaT' = (I'y,...,T'y) un SOPDE integrable. Si1) es una seccion
integral de T entonces 1 = ¢V, donde ¢V es la primera prolongacion de la
aplicacion ¢ = T o 1p:RF Y, TQ L Q, y ¢ es una solucidndel sistema de
ecuaciones diferenciales parciales de seqgundo orden

02" ) ) O’
73,514223 () = Ta)p (aﬁz(t), 5:2 (t)) 1<i<n;1<AB<k  (11)

Reciprocamente, si ¢:R¥ — Q es cualquier aplicacion que cumple (11), entonces
¢ es una seccion integral de T = (T'1,...,T'y).

Como consecuencia de (I1)) se obtiene que si I' es un SOPDE integrable en-
tonces (I'4)% = (I'p)Yy para todo A,B=1,...,k.

Haciendo uso de la estructura k-tangente candnica de T,&Q se obtiene la
siguiente caracterizacién de un SOPDEs, (ver (7)), (8) and (9)):

Proposicién 12 Un campo de k-vectores T' = (T'y,...,Ty) en T,iQ es un SOP-
DE si y s6lo si SA(T4) = Aa, para todo A:1...,k .



3.2.2. Formalismo lagrangiano

Ecuaciones de Euler-Lagrage.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange de la Mecanica Clasica,
d (0L oL 0
dt \ 9¢* aqt

con 1 < i < n, donde (¢*) es un sistema de coordenanas de la variedad diferen-
ciable Q, y

L:TQ — R

es una funcién lagrangiana, son un sistema de ecuaciones diferenciales de segun-
do orden.

Si L es regular, la transformacién de Legendre asociada permite definir so-
bre T'QQ una estructura simpléctica wy, por pull-back, a partir de la estructura
candnica de T*Q).

Utilizando esta estructura simpléctica obtenemos una versién intrinseca de
las ecuaciones de Euler-Lagrange de la forma siguiente.

Se define el isomorfismo by, por

T(TrQ) — T(TQ)
X — br(X) =1xwr

que permite asociar a la funcion EL = CL — L, con C el campo de vectores de
Liouville sobre T'Q, un campo de vectores X, sobre T'Q, tal que:

ZXLWL = dEL s

de modo que las proyecciones da @) de las curvas integrales de X, satisfacen, en
coordenadas canodnicas, las ecuaciones de Euler-Lagrange.

El objetivo de esta seccién es obtener una versién intrinseca de las ecuaciones
de Euler-Lagrange asociadas a un problema variacional integral multiple,

ia‘ oLy _ oL
otAle \ ovYy lwry)  Ogt

A=1
correspondientes a una funcién lagrangiana

) =90 2)

P(t)

L:TIQ —R

y cuyas soluciones son aplicaciones ¢:R¥ — Tle. Observemos que ¥(t) =
oM (t), para algunas ¢ = 7 o). Para poder alcanzar dicho objetivo es necesario
introducir los siguientes elementos geométricos.

Formas lagrangianas
Sea L € C*(T}Q) una funcién lagrangiana.
Haciendo uso de la estructura k-tangente canénica de Tle se introduce una

familia de formas 04 € QY (T1Q), 1 < A < k, del siguiente modo

67 =dL oS4,



y se define wi! = —d#7. En coordenadas

oL ; oL 0?L ; ; 0*L ; ;
04 = ——dg* |, wi=d¢'Ad ) = ——_d¢' Adg’ + ———dg' Adv, .
L FEN q wr, q a0, dgiov, q Nagq +8v536vf4 q Navg

También se puede definir la funcidn energia lagrangiana asociada a L, Ey, €
C>®(T!Q) por Er, = A(L) — L. Su expresién local es

. OL
Er = Uaﬁvi B
A

La transformaciéon de Legendre

Se puede definir una aplicacién de T} Q a (T})*Q que generaliza la trans-
formacién de Legendre usual ente los fibrados tangente y cotangente.
La transformacion de Legendre FL:T}Q — (T})*Q fue introducida por

Giinther, [3] y reescrita en [9] como sigue: si (vy,,...,vk,) € (T}),Q,
A d
[FL(v1,,...,v%,)]" (uq) = e _OL(vlq, VA, F SUg, -y Uk,)

para cada A=1,...,k and uq € T,Q. Localmente F'L estd dada por

oL

A ovYy
Ademés de (1) y (13) se obtiene que
07 = (FL)*0* | wi =(FL)*w". (14)

De (13) y (14) se obtiene

Proposicién 13 Sea L € C*°(T}Q) un lagrangiano. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

0%L
1. | ——— | es una matriz no singular en cada punto de T} Q.
o'y vy

2. FL es un difeomorfismo local.
3. (TEQ,w, V), donde V = Ker (1.) es una variedad k-simpléctica.

Definicién 14 Una funcion lagrangiana L se dice regular si las condiciones
anteriores se cumplen.

Un Lagrangiano L se dice hiperregular si la corrrespondiente transformacion
de Legendre FL es un difeomorfismo global.

Si L es reqular, (Tle,wf, Ey) se llama sistema lagrangiano k-simpléctico.
Si L no es reqular (T,iQ,wf,EL) es un sistema lagrangiano k-presimpléctico.

10



Version geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange

Sea L un lagrangiano regular. La correspondiente transformacién de Legen-
dre es un difeomorfismo local, entonces se obtiene sobre 7@ una estructura
k-simpléctica (wl,...,w¥) por pull-back de la estructura canénica de (T}})*Q.
Esto nos permite considerar, de modo analogo a como ocurria en el caso hamil-
toniano (tomando como H = Er,) la siguiente ecuacién

traza(ir ,w?) = dEy, . (15)

Denotamos por X¥ ((T{1)*Q) el conjunto de campos de k-vectores T' = (T4, ..., )
en T} Q los cuales son solucién de la ecuacién (15).
En un sistema local de coordenadas, si cada I' 4 esta localmente dado por

0 .0
-+ (Ta) g7

Iy=(T4)=— -
A (A)aql oy’

entonces, I' es una solucién a (15) si y sélo si, ([4)® y (Fa)% verifican

2 2 2 , 92
<8L 6L>(F)j PL i _ g PL 0L

— — - - — - g VA" — =,
oqiov’y, 07 vy vy dvly A oqiov’,  O¢’
2 2
ST = s
v dvYy v 0vYy

Si el lagrangiano es regular, las anteriores equaciones son equivalente a las
ecuaciones

L ;L oL

dqi oty 4 81111481)?3( )5 oq' (16)
Ta)=vy , 1<i<n, 1<A<LEk. (17)

Asi, si L es un lagrangiano regular, deducimos:
= SiT = (Tq,...,T%) es una solucién a (I15) entonces es un SOPDE, (see

(17))-

= Las ecuaciones (16) definen soluciones locales a (15)) en un entorno de cada
punto de T} Q y, usando una particién de la unidad, soluciones globales a
(15).

= Puesto que I' = (I'y,...,I'x) € X¥(T!Q) es un sopDE, de la Proposi-
cion [11] se sabe que, si es integrable, sus secciones integrales son primeras
prolongaciones ¢(1):R*¥ — TQ de aplicaciones ¢: R* — Q, y de (16) se
deduce que ¢ es una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange(12).

= En el caso k = 1, la ecuacién (15) es irwy, = dEy, la cual es la ecuacién
dinamica del formalismo lagrangiano en Mecanica Clésica.

Observacién 15 Si el lagrangiano L no es regular entonces, en general, las
ecuaciones (12) y (15) no tienen solucién en todo punto de T}}Q, pero si en una
subvariedad S de T}Q (en la situacién mds favorable). Ademds las soluciones
de (I5) no son SOPDES necesariamente, y la condicién S4(T'4) = A4 debe ser
anadida a (15)) para recubrir las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Ejemplo 16 Consideramos las ecuaciones del movimiento asociadas a un sis-
tema mecdnico dado por una varilla eldstica infinitamente larga que vibra lon-
gitudinalmente.

Si las constantes o y T representan respectivamente la masa por unidad de
longitud y el modulo de Young del sistema, dado por la constante de proporcio-
nalidad entre el alargamiento de la varilla y la fuerza o tension ejercida sobre
ella, entonces se deduce, que las ecuaciones del movimiento son

8¢ ’o
08(251)2 — T@(t2)2 =0, (18)

de modo que las soluciones son aplicaciones
o : R? — R
() — ot t?)

que describen el desplazamiento de cada punto de la varilla en funcion del tiempo
y de la posicion.

Tratamos de expresar las ecuaciones (18) como un ejemplo de ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas a una aplicacién lagrangiana L definida sobre T}Q
de alguna variedad @ de forma que las soluciones sean las proyecciones a @ de

secciones integrales de los SOPDES solucidn de (15). Para ello tomamos k=2 y
Q =R, con lo que L es un aplicacion

L:TyR - R.

Denotando por (q,v1,v2) las coordenadas de TSR, entonces las ecuaciones
(18) son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a

1
L(g,v1,v2) = 5(0”‘1% - T”%),

donde q representa la variable ¢ y va representa la variable d¢/0t?. Entonces

se tiene
s 2 (oL _, P 0
S0t \Gualge) 02, A@)?),

ast las ecuaciones del movimiento (18) se pueden escribir como

ia(aL >_aL
L oA

Qua|gmr) B 37Q|¢[1](t) .

Se comprueba facilmente que el lagrangiano L es regular por lo que existe
una estructura 2-simpléctica (w},w?,V) asociada a L tal que, en coordenadas
locales se escribe:

wi = odv; Adg
w% = —7dvy ANdg
o 0
Vo= { ).

vy’ vy

La aplicacion E;, = AL — L se escribe localmente

1
E; = 5(01}% — Tv2)

12



de modo que
dEL = O’Uld’l}l — T’Uzdvg .

Dado un elemento X = (X1, X3) € T9T4R expresado localmente por

0 0 0
X4 = anfq + (XA)1aT]1 + (XA)2aTJ2 )

con A =1,2, tenemos que
1x, Wi +ix,wr = —(0(X1)1 — 7(X2)2)dq + o frdvy — T fodvy .
La expresion local de 1x, w}J + ZXQW% = dFE}, es equivalente a

o(Xi)1 —7(X2)2=0 , fi=v1 , fa=1v2. (19)

Sea ahora ¢ : R? — R, ¢ = ¢(t1,t?) una solucion bdsica de X = (X1, Xo),
esto es, ' = (p,0¢/0t',0¢/0t?) es una seccion integral de X, entonces

_ 99 _ 9%
“ain o K= gaan

fa

y por tanto, sustituyendo en (19) obtenemos

P9 ¢
o "o

5 =0,

que es la ecuacion (18).

4. El formalismo k-cosimpléctico en teorias clasi-
cas de campos de primer orden de campos

Los conceptos y resultados de esta seccién se encuentran en [5) [6].

4.1. El enfoque hamiltoniano [5].

4.1.1. Fundamentos geométricos.

Sea () una variedad diferenciable, dim @ = n, y 75 : T*Q — Q su fibrado
cotangente.

Denotemos por (T})*Q = T*Q& .*. &T*Q, la suma de Whitney de k copias
de T*Q. La variedad (T})*Q se identifica con la variedad J(Q,R¥)q de 1-jets
de aplicaciones de Q en R* con meta en 0 € R¥, esto es

JHQ,R¥) T*Q® % &T*Q
j;,oa (do-l (q)7 s adak (q))

donde 04 = 100 : Q — R es la A-ésima componente de o, y 74 : RF — R es
la proyeccién canénica en la A-ésima componente de R, para todo 1 < A < k.
(TH*Q se llama el fibrado de las k'-covelocidades de la variedad Q, vedse [?].

La variedad J'mg de 1-jets de secciones del fibrado trivial 7 : RExQ — Q
es difeomorfo a R¥ x (T})*Q, via el difeomorfismo dado por

A

Jlrg — RFx(T1)*Q
];¢:j;(¢RkaldQ> = (¢Rk(Q)7aé7---aa’;)
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donde

TRk Pk A
b Q DR x Q B RF, ol = d(¢pe)? (), ¥ (dre)? 1 Q B RFTR

es la A-ésima componente de ¢pr, 1 < A<k .
A lo largo de este resumen se usara la siguiente notacién para las proyecciones
canonicas (mQ)1,0

R* x (T;)*Q

R* x Q

TQ
(o)1

y asi (mg)1 = mg o (mg)1,0, donde
WQ(t,q) =q, (ﬂ'Q)Lo(t,O[é,...,Oé];) = (t7q)’ (ﬂ.Q)l(taa(lp"waq) =dq,

conteRF geQy (Oéév---val;) € (T;)*Q.

Si (¢*) son coordenadas locales en U C @, entonces las coordenadas locales
inducidas (¢4, ¢%, p2) en [(mg)1]~1(U) = R¥ x (T})*U son
0

t2(jid) = (dre (@), d'Gio)=d'(a), piGd )=d(¢mk)A(q)(aqi

);

q

0 equivalentemente
tA(t, a; .. ,a’;) =t qi(t,aé, cey a’;) =q'(q); P, a;, cey o/;) = a;;l <

donde 1 <i<n,1<A<LE.

En R x (T})*Q, definimos las formas diferenciales
= (mdtt, 604 = (e N, wi= () 'w, 1<A<E
donde 7' : RF x (T})*Q — Ry 74! : RF x (T})*@Q — T*Q son las proyecciones
definidas por

Wf(t,(ozé,...,a];)) =4, ﬂ?(t,(a;,...,a];)) :a(‘?, 1<A<E,

y w = —d\ = dq' A dp; es la forma simpléctica canénica en T*Q y A = p; dq’ es
la 1-forma de Liouville en 7*Q. De modo trivial se tiene w? = —df4.
En coordenadas locales se tiene

n n
nt=dtt, 04 =" pldg' w*=> dg ndp, 1<A<E  (20)
i=1 i=1
Ademéds, sea V = ker T(mg)1,0. Entonces
s, 0
V=

A 10 A k=1,
ol ot

Es evidente que las formas 7' y w? son cerradas y que se dan las siguientes
relaciones
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LA AR #£0, (nM))v =0, (wh)jvxv =0,

2. (NE_ kern) N (MY _ kerw?) = {0},  dim(Nk_, kerw?) =k,

Basandose en el anterior modelo geométrico, se introduce la siguiente defi-
nicién, véase [5].

Definicién 17 Sea M wuna variedad diferenciable de dimensién k(n + 1) + n.
Una familia (na,wa,V;1 < A < k), donde cada na es una 1-forma cerrada,
cada wy es una 2-forma cerrada y V' es una distribucion integrable en M de
dimension nk, tal que

I.mAN... AN #0, na,, =0, wa,,, =0,
2. (MR _ kerna) N (NE_, kerwa) = {0},  dim(nN%_, kerws) =k,

se denomina estructura k-cosimpléctica, y la variedad M variedad k-cosimplécti-
ca.

El siguiente teorema ha sido demostrado en [5] .

Teorema 18 (Teorema de Darboux) Si (M,na,wa,V) es una variedad k-co-
simpléctica entonces en un entorno de cada punto M existe un sistema de coor-
denadas locales (tA,q’,pf; 1< A<k 1<i<n) tales que

0 0

=dt?, wa=d¢ Ndpd, V =(—,...,—
NA A q Di <3p11 8}75

>i:1,...,n-

El modelo canénico de estas estructuras geométricas es (R*x (T1)*Q, n?, w4, V).

Para cualquier estructura k—cosimpléctica (n4, w4, V') en M, existe una fami-
lia de k campos de vectores {R4, 1 < A < k} caracterizados por las condiciones
siguientes

zRAnB:(iAB, ZRALUBZO, ].SA,BS]C

Estos campos se denominan campos de vectores de Reeb asociados a la es-
tructura k-cosimpléctica. En el modelo canénico R4 = 9/0t*, 1< A <k.

4.1.2. Campos de k-vectores y secciones integrales.

Sea M una variedad arbitraria, TklM la suma de Whitney TM® 5. €T M
de k copias de TM y 7 : TklM — M su proyeccién canénica. El fibrado
7:TEM — M se llama el fibrado tangente de las k'-velocidades de M.

Definicién 19 Una seccion X : M — T,:;M de la proyeccion T se llama campo
de k-vectores en M.

Puesto que T,iM es la suma de Whitney TM® .%*. ®T M de k copias de T M,
deducimos que dar un campo de k-vectores X es equivalente a dar una familia
de k campos de vectores X1,..., Xy en M proyectando X en cada factor. Por
esta razén denotsonmos un campo de k-vectores por (X, ..., Xj).
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Definicién 20 Una seccion integral del campo de k-vectores (Xi,...,Xk)
pasando por un punto x € M es una aplicacion ¢ : U C RF — M, definida en
algiin entorno U de 0 € R*, tal que

#»(0) =z, ¢*(t)(8t% )=Xa(é(t)) paratodo teU, 1<A<k. (21)
t
Se dice que un campo de k-vectores (X1,...,Xg) en M es integrable si existe

una seccion integral pasando por cada punto de M.

En el formalismo k-cosimpléctico, las soluciones de las ecuaciones de campo
se escriben como secciones integrales de ciertos campos de k-vectores. Observe-
mos que, en el caso k = 1, esta definicién coincide con la definicién de curva
integral de campo de vectores.

4.1.3. Ecuaciones de Hamilton.

Ejemplo 21 Sobre el espacio R® con coordenadas (t',t2,t3) consideramos una
métrica de Riemann g con componentes gap(t), 1 < A, B < 3.
Las ecuaciones locales de la electrostdtica son (véase [4, [2]):

3

1 B
A = = gapd”,
ot \@32;1

3 A
ZawA = —4m/gr(t),

donde ¢ : R? — R es un campo escalar que da el potencial eléctrico sobre R3,
P = (192,943 : R® — R3 es un campo vectorial que establece el campo

eléctrico sobre R3, V9 = Vdetgap y r = r(t) es la funcion escalar sobre R3
determinada por:

p(t) = Jgr(t)dtt Adt* A dt?,

siendo p(t) la 3-forma en R3 que determina la densidad de carga, y que es un
dato conocido.
Supongamos que la métrica g sobre R es la métrica euclidea, asi las ecua-
ciones anteriores se escriben como sigue
o _ A
6tA - ¢ )
1 2 3

att ot o

d7r .

Si definimos
13
H(t' %8, q,p", 0%, 0%) = dmr (g + 5 D (")
A=1

donde q representa la variable 1) y p? las variables 1 que componen P. En-

tonces Py O
— =dnr(t), =— =p*

Evaluando en (t) = (t,9(t), ¥ (t), v2(t),v>(t)) se obtiene
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OH LA W

— = Adnr(t) = — ) ——
94 |uer Ao ot |
OH s o

— = ) = .

8]?"4 |1/J(t) w ( ) 8tA

Ast las ecuaciones de la electroestdtica se pueden escribir como

OH - movt o v
0 fpwy 4o O Oty O

En general consideramos las funciones i (t!,... t*) y »2 (!, ..., t*) con
i=1,....,ny A=1,... k. En el ejemplo anterior i =1y k = 3.

Las ecuaciones de Hamilton asociadas a un problema variacional integral
miltiple son

k A i
OH Ovi  OH OV pi<i<n,  (22)

o¢' |¢(t) N A=1 ot W| o -

¥ (1)

donde cada solucién esta dada por

Yt ) = (R i ) R (L)

y H es una funcién de las variables t4, ¢, pf‘7 asi podemos considerar que la
funcién hamiltoniana estd definida en R¥ x (T})*Q

Version geométrica de las ecuaciones de Hamilton.

El objetivo principal de esta seccién es obtener una versién intrinseca de
las ecuaciones de Hamilton asociadas al problema integral muiltiple utilizando
la estructura geométrica de las variedades k-cosimplécticas, de modo que las
soluciones de estas ecuaciones sean secciones integrales de ciertos campos de
k-vectores en M.

Sea (M,na,wa,V) una variedad k-cosimpléctica y sea H : M — R una
funcién hamiltoniana. Sea X = (Xi,...,X) un campo de k-vectores que es
solucion de las siguientes ecuaciones

na(Xp) =dap, 1<AB<E

k k (23)
Z X, WA = dH — Z RA(H)UA .
A=1 A=1
El Teorema de Darboux dice que X = (X7,..., Xy) se escribe como sigue
0 .0 0
Xa=(Xa)P—F%+Xa)'— +(Xa)P—5
a=(Xa) 54E (Xa) B (Xa) opP
entonces, si X = (X1,...,X) es solucién de (23)
k
OH . OH
Xa)B =68, — = (X4}, e X2)4, 24
(Xa) A ol (Xa) o0 Azzzl( ) (24)
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y si X = (X1,...,X}) es integrable y ¢ : R¥ — M es una seccién integral de
X, dada por 9(t) = (YA(t),1(t), 7 (t)), entonces

oy oy’ .ot
81&73: g? &7B:(XB) ) OtB :(XB);A (25)

Por tanto, de (24) y (25) obtenemos que 9(t) = (¢,v*, 1) es solucién de las
ecuaciones de campo Hamiltonianas

__ZWA oH _ 9y’
B otr T apt ot

3

donde 1<A<k 1< i<n.
Asi, las ecuaciones (23)) pueden considerarse como una version geométrica
de las ecuaciones de campo hamiltonianas.

Ejemplo 22 Teniendo en cuenta los hechos anteriores podemos afirmar que las
ecuaciones de la electrostdtica se pueden escribir geométricamente como sigue

dt*(Xp) =6ap, 1< A B<3
3

ZZXA A =dH — ZRA th

A=1 A=1

Observacién 23 Noétese, que en general, las ecuaciones (23) no tienen una solu-
cién tnica. De hecho, si (M, n4,wa, V') es una variedad k-cosimpléctica podemos
definir el morfismo de fibrados
L TIM — T*M
k
(X1, Xp) = QX X)) =) ax,wa +1a(Xa)na,
A=1

(26)
y, denotando por My (C°°(M)) el espacio de matrices de orden k cuyas compo-
nentes son funciones en M, el morfismo de fibrados vectoriales

nt M —  M(C>(M))
(X1,.., X)) = nH(Xy,.... Xk) = (na(XB)),

entonces las soluciones de (23) estdn dadas por (X1, ..., X;) + (ker Qf Nkernt),
donde (X7, ..., X%) es una solucién particular.

A partir de las condiciones locales (24) podemos definir en un entorno de
cada punto x € M un campo de k-vectores que verifica (23)). Por ejemplo,
pongamos

(27)

OH . OH

(Xa)P =063, (X1)i= i (Xa)? =0 for A£1# B, (XA)Z=W~

Ahora uno puede construir campo global de k-vectores, que es una solucién de
(23), usando una particién de la unidad en la variedad M. Vedse [5].

Observacién 24 Las ecuaciones (23) en el caso k = 1 con M = R x T*Q
coinciden con las ecuaciones de la Mecénica Cldsica. Por lo tanto este formalismo
engloba el formalismo hamiltoniano de la Mecéanica.
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4.2. El enfoque lagrangiano [6].
4.2.1. Fundamentos geométricos.
La variedad R* x T} Q.

Sea 7 : TQ — Q el fibrado tangente de Q. Denotemos por T} Q la suma
de Whitney TQ® .%. ®TQ de k copias de T'Q. A continuacién veremos que la
variedad R¥ x T1Q es cosimpléctica cuando L : R¥ x T Q — R es un lagrangiano
regular.

La variedad J'mg« de 1-jets de secciones del fibrado trivial mge : R¥xQ — R*
es difeomorfo a R* x T}Q, via el difeomorfismo dado por

Jirge — RFXTIQ
jtl¢:jtl(IdR’“v¢Q) - (tvvlv"'vvk)

donde ¢ 1 RF L RF x Q2 Q y

(28)

oA = (00| ) 1< A<k,

Denotemos por p : RF x TQ — Q la proyeccién canénica. Si (¢%) son las
coordenadas locales en U C (@ , entonces las coordenadas locales inducidas
(t4,¢%,vy) en p~1(U) = R¥ x T}U son

. ”» ; » (¢ o
ko) =t a0 = d et ville) = T
0 equivalentemente

tA(t7U1q7"'aqu) :tAv qi(tavlqa"'avkq) :ql(Q)v UZ(tvlqa"'vvkq) :UAq(qi)a

donde 1 <i<n,1<A<LE.
En esta memoria ussonmos la siguiente notacién para las proyecciones candni-
cas

i (TR )1,0
R* x TLQ R* x Q
TRk
(Rr )1
Rk

y asi (mgk)1 = Tge © (TRr)1,0, donde
ﬂRk(tatﬂ =1, (ﬂRk)l,O(tavlqv"'vvkq) = (t7q)a (ﬂRk)l(tavlqa"'avkq) =1,

cont €RF geQy (vig,-..,vy) € TLQ.
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Campos de vectores canénicos en RF x TQ .

Sea C' el campo de vectores candnico (campo de vectores de Liouville ) del
fibrado vectorial (mgx)1,0 : R¥ x THQ — R* x Q. Este campo de vectores C es
el generador infinitesimal del siguiente flujo

Rx REXTIQ) — REXTIQ
(8, (t,v1gy- -3 Vkg)) — (t,€%014,...,€%Vp),

y en coordenadas locales se escribe como sigue

. 0
c=Y v (29)
%; AaUA

C es suma de los campos de vectores

k
C=> Ca,
A=1

donde cada C'4 es el generador infinitesimal del siguiente flujo
Rx RExTIQ) — RFxTIQ

S
(S, (t, 1}1q, . ,qu)) —_— (t, 1}1q, . ,UA_lq, € UAq,’UA_Hq, .o ,’qu) .
Levantamiento vertical de campos de vectores.

Sea X, un campo de vectores en @, para cada A = 1,...,k se define su
A-levantamiento vertical, (X,)"4, como el campo de vectores sobre la fibra
7~1(q) C T}Q dado por

d
(Xq)VA (Ulq, - ,’qu) = g(vlq, s VA-14,VAq + SXq,UA_;,_lq, ce 7'qu))|3=0

para todo punto (vig,...,vk,) € 7 *(q) C T1Q.

En coordenadas locales si X, = at Ey | entonces
7 |q
.0
X)WVA =a— .
( q) avi‘

Si X es un campo de vectores en @ definimos su A-levantamiento a T} Q,
1 < A <k, como el campo de vectores X4 dado por

XV (1) = <Xi<q>§qi|q>w (1) = Xi<q>af2|wq — (Xio T>(wq>af;,wq ,
entonces P
XVa = (X0 7)@ , (30)
donde X = X* 8(?]"'

Considersonmos la extension natural de los A-levantamientos de los campos
de vectores XV4 en Tle a R* x Tle, que también denotsonmos por X4 y que
tiene la misma expresién local (30).
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Campos de tensores canénicos en RF x TLQ.

La estructura k-tangente canénica en 7 Q es el conjunto (Si,...,Sk) de
campos de tensores de tipo (1, 1) definidos por

Sa(we)(Zu,) = (Te(wg)(Zuw,)) " (wy),
donde Z,, € T, (T} Q) y wq € T} Q.

La expresion local de los campos de tensores S4 estd dada por

Sa ®di 1<A<k. (31)

= 53
ovYy

Los campos de tensores S4 son conocidos como los (0,...,0, 114, 0,...,0)-le-
vantamientos del campo de tensores identidad de @ a T} @ han sido definidos
por Morimoto en [§].

Considersonmos la extensidn natural de los campos de tensores Sy en T)Q
aRF x T Q, que también denotsonmos por S4 y que tiene la misma expresién
local (31).

Las variedades k-tangentes fueron introducidas como una generalizacién de
las variedades tangentes por de Leén et al. [?, ?]. El modelo candnico de estas
variedades es T}Q con la estructura (S, ..., Sk).

Como en el caso de los sitemas mecénicos, estos campos de tensores S4 nos
permiten introducir las formas 64 y w# en R* x TQ como sigue

0 =dLoSy , wi=—dby, 1<A<k,
con expresiones locales

oL . -
gfzaidqzv wf:dqz/\d(
VA

Estas formas juegan un papel muy importante en la formulacién lagrangiana.

oL
o'y

), 1<A<k. (32)

4.2.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden en Tle.

El propésito de esta subseccidn es caracterizar los campos de k-vectores
integrables en R* x Tl Q tales que sus secciones integrales son prolongaciones
canédnicas de aplicaciones de R* en Q.

En general, si F': M — N es aplicacién diferenciable, entonces la aplicacion
inducida T{ (F) : TIM — TN definida por T} (F)(j'g) = j'(F o g) estd dada
por

T (F)(vigy - 0kg) = (Fu(@)vig, - - -, Fu(q)kg)
donde vig,..., kg € TqQ, ¢ € Q , y Fi(q) : T¢gM — Tp(yN es la aplicacién
inducida.

Definicién 25 Un campo de k-vectores X = (X1,..., X)) en R¥ x TLQ se dice
que es una ecuacion en derivadas parciales de sequndo orden SOPDE si :

dt*(Xp) = 03, (TRk X idT,},Q) o Ty, ((mri)10) © X = idgryrig
donde
TrE X ZdilQ : Tk} (Rk X Q)

(t4 ¢ v v) = (4 0d) (¢ vh) — (#,¢',vh)

TR xTQ — RFxTIQ
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Sea (¢') un sistema de coordenadas en Q y (t4,¢’,v%) las coordenadas in-
ducidas en RF x Tle. De un célculo directo en coordenadas locales obtenemos

que la expresién local de un SOPDE (X1,..., X) es
o o ;) .0

Xa(tB, ¢t vh) = =— + vy — + (Xa)h—1, 1< A<k, 33

A( q B) OtA AaqZ (A)Bale ( )

donde (X 4)% son funciones en R* x T1Q. Como una consecuencia directa de las
expresiones locales anteriores, deducimos que la familia de campos de vectores
{X1,..., X} } son linealmente independientes.

Definicién 26 Sea ¢ : R¥ — Q una aplicacion, definimos la primera prolonga-
cién ¢l de ¢ como la aplicacion

PR — RFxTIQ
0 0
o (0200 = (10000 O

donde ¢i(s) = ¢(t + s). En coordenadas locales

; ¢’ ,
P, Ry = (e R et tR), aff‘ (..., t"), (34)
donde 1 < A<k,1<i<n.
Observacién 27 Sea (Xi,...,X) un SOPDE. De (33) obtenemos: una aplica-

cion ¢ : R¥ — R¥ x TLQ, dada por (t) = (VB (t), %1 (t), v (t)), es una seccion
integral de (X1,...,Xx) siy sdlo si

op® 5 O

B i azwi _ %
Wl =0 | =, S| =csw@. 69

Entonces si (X1,...,Xy) es integrable, de (35) deducimos que (Xa)h =
(XB)4-
Observemos que la aplicacion
(idge,prootp): RF — RFxTLQ
R A HOREAG)

coincide con la primera prolongacion ¢! de la aplicacion ¢ = p o) : RF Y,

RF x TIQ 2 Q, esto es ¢(t) = (4'(1)).

Reciprocamente si ¢ : R¥ — Q es cualquier aplicacion tal que

a2¢i )
P | = (X ) (1] 1)),
A otB |y (Xa)B(0"(1))
entonces ¢! es una seccion integral de (X1, ..., Xy).

En RF x Tle se pueden definir los campos de tensores Sy de tipo (1,1)
definidos por A
Spy=8,—-Cy@dt?, 1<A<k,
para cada A = 1,..., k. Una caracterizacién de los SOPDE utilizando estos ten-
sores es la siguiente.

Proposicién 28 Un campo de k-vectores (X1,...,Xx) en RF x TLQ es un
SOPDE si

dt*(Xp) =065, Sa(Xp)=0
para cualesquiera 1 < A, B < k.
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4.2.3. Formalismo lagrangiano

La aplicacion de Legendre y las formas lagrangianas.

Dado un lagrangiano L : RF x T} Q — R la aplicacién de Legendre
FL:R* xT}Q — RF x (T}H)*Q
estd definida como sigue:
FL(t,v1g,...,0q) = (t,...,[FL(t,v14,..., Uk-q)]A, o)

donde

d
[FL(t,v14, -, vkg)]* (wg) = £L (t, 014, .- vaq + SWg, . .. ’”kq))\s:o )

para cada A =1,...,k; puesto que
oL

[FL(tvvlqw . ~7vkq)]A =33
avA’(tHUlqa"'vvkq)

dq'(q)

FL esta dado localmente por

oL
oYy

FL: (tA’qiavil) - (tAvqia

) (36)

De (32) y (36) uno deduce las siguientes identidades
08 = FL*6*, wi) =FL*'w?, 1<A<k. (37)

Definicién 29 Una funcion lagrangiana L : R* x T!Q — R se dice que es
reqular (resp. hiperregular) si la correspondiente aplicacién de Legendre FL es
un difeomorfismo local (resp. global).

De (36)) se obtiene que L es regular si y sélo si det(ﬁ) #£0,1<4,j<
Iy Ovly
n, 1 <A B<k.
La siguiente proposicién es importante para la formulacién lagrangiana,
véase [0].

Proposicion 30 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) L es regular.

2) FL es un difeomorfismo local.

3) (dt*,wit, VO) es una estructura k-cosimpléctica en R* x T}Q donde

0 0

VO =kerT =(— ..., —
er T(mgrr)1,0 <6v{ 0l

>7L:1,M,n

es la distribucion vertical del fibrado (mgx )10 : R¥ x TEQ — R* x Q.
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Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Consideremos un campo definido por una funcién ¢ : R¥ — @Q, cuya ex-
presion local es 9 (t!, ..., t5) = (p(t!,... ,tk), o (tY, ..., tF)). Una funcion
lagrangiana L es una funcién R-valuada L(t4, ¢ (t), 94" /9t*(t)) que depende de
las variables espaciales t*, de las variables-componentes del campo ¢* = ¢* y de
las primeras derivadas parc1ales del campo 9% /9tA(t). Por lo tanto podriamos
considerar que L esté definida en R¥ x T}Q y asi L : R¥ x T}Q — R.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para una funcién lagrangiana L con so-
lucién (¢i(t!,...,t¥)) son el sistema de ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden dado por

z’“: 8L L PL i L 5247 )
1 81&“‘811}'4 W}[l] (t) 8qj8vf4 w}[l] (t) otA |t 61}%81}2 ‘w[l] (t) otA0tB |t 8qi |1/1[1](t) ’
. 1 . 81/11 1 . .
donde 1 <i < ny plH(t) = (t,¢(t), 6?" ), que suelen escribirse como sigue
t
k .
0 oL oL ; oYt
a | aa = »ova@() =23 (38)
zz: t4 (‘%A |w[1 (t)) 9q ]w[”(t) 4 t

donde cada solucién ¢!l : U ¢ RF — RF x T}Q estd dada por ¢lH(t) =

. ot
00, gy )

Versién geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

A continuacién se dard una descripcién geométrica de las ecuaciones de Eu-
ler-Lagrange de modo que las soluciones de estas ecuaciones (38)) son secciones
integrales de ciertos campos de vectores en R* x T,iQ.

Consideramos las ecuaciones

dt*((Xr)p) =04, 1< A B<k,

oL (39)

i(xp)awh = dEp + Z et

M»

1

I

donde Ey, = C(L) — L. Si escribimos la expresién local de (X1)4 como sigue

o+ (X))

.0
+((Xp)A)p=—, 1<A<E

(Xp)a = ((X1)a)” o oo,

obtenemos que (39) es equivalente a las ecuaciones

. 0L . O0°L
X )4)B =68 X.)p) _
((X1)a) i (Xz)B) BtAdu, UB oA o,
- 9%L - 0°L
(Xp)o) ——— =ve 7 (40)
Ovlz 0V, N
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%L - %L %L 0*L oL
Do, (v~ ((X2)y >+8t380g T g rge, T LB GG = o
(41)
Cuando L es regular obtenemos que estas ecuaciones son
. L . 0L
(X)a)? =0%, (Xp)a) =vh, D (Xp)a(z+) =5+ (42)
~ oty dq

Por lo tanto cuando L es regular (X)4 estd dado localmente por

o .9 P
(Xp)a= DA + UABTIZ» +((XL)a) 3= oo,

yasf (Xp)1,...,(XL)k) es un SOPDE.

Teorema 31 Sea L un lagrangiano y X, = ((Xp)1,...,(XL)k) un campo de
k-vectores tal que

k

k

. oL

A (X1)p) = 0 o S gy awit = dEy + Z Hadt (43)
A=1 A=1

donde E;, =C(L)— L y1 < A,B < k. Entonces

1. Si L es regular entonces X, = ((Xr)1,...,(XL)k) €s un SOPDE. Si ¢ :
RE — RF x Tle es una seccion integral de Xy, entonces ¢ : RF Y,
RF x Tle 2 Q es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange (38).

2. Si ((Xz)1,.--,(XL)k) es integrable y ¢! : RF — R¥ x TLQ es una seccion
integral, entonces ¢ : R¥ — Q es solucion de las ecuaciones de Euler-
Lagrange (38).

Demostracion.

1 es una consecuencia inmediata de (40) y de la tercera ecuacion en (42). Si
&l es una seccién integral entonces de la ecuacién (41)) y la expresion local de
&M deducimos que ¢ solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange (38).

De los resultados de esta seccion se sigue que la version geométrica de las
ecuaciones de una cuerda vibrante se puede describir como sigue:

2

Z oL
A _sA A
dt ((XL)B) - (;B? 1 S AvB S 27 o Z(XL)AUJL - dEL + E athdt

Observacién 32 Si L : R¥ x T}Q — R es regular, entonces (dt4,ws, VO)
es una estructura k-cosimpléctica en RF x Tle. Los campos de Reeb (Rp)a
correspondientes a esta estructura estdn caracterizados por

i(RL)AdtBZ(SE, i(RL)AWEZOa

y verifican que (Rp)a(Er) = —OL/OtA. Por consiguiente si escribimos las
ecuaciones de Hamilton (23) para la variedad k-cosimpléctica (M = RF x
TLQ, dt",wi, V) obtenemos

k k

dt*(Xp) =0, Y ixwa=dEL— > (Rp)a(EL)dt* .
A=1 A=1

es decir las ecuaciones (39).
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Si el lagrangiano L es hiperregular, esto es, F'L es un difeomorfismo, entonces
podemos definir una funcién hamiltoniana H : RF x (TH*Q — R por H =
E; o FL™!' donde FL™! es la inversa de FL. En estas condiciones podemos
probar el siguiente resultado.

Teorema 33 1. Si X = (Xp)1,...,(XL)k) es una solucion de (39), en-
tonces Xg = (Xg)1,-..,(Xg)k), donde (Xg)a = FL.((Xr)a), 1 <
A < k, es una solucién de las ecuaciones (23) en RF x (T})*Q, con
nt=nt, vt =wt, yH=E o FL™ L.

2. 8iXy = ((Xp)1,...,(X1)k) esintegrable y ¢! es una seccion integral, en-
tonces ¢ = FLog!! es una seccion integral de Xz = (X1, -+, (Xu)x)
y por lo tanto es una solucidn de las ecuaciones de Hamilton (22) con
H=FEpoFL™!.

Demostracion.

1. Es una consecuencia inmediata de (23) y (39) usando que FL*n? = dt*,
FL*wA :wf, yE,=HoFL™!,

2. Es una consecuencia inmediata de la Definicién 20 de seccién de un campo
de k-vectores.

Observacién 34 Si reescribimos la ecuaciones (39) para el caso k = 1, obte-
nemos

L
dt(XL) =1, Ix, WL = dEr + %dt, (44)

las cuales son equivalentes a las ecuaciones dindmicas
dt(Xp)=1, ix,QL=0,

donde Qp = wy, +dEp Adt es la 2-forma de Poincaré-Cartan asociada al la-
grangiano L. Recordemos que esto describe la mecdnica no auténoma.
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