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Notacion

Todas las variedades que vamos a considerar en esta memoria seran conexas.

Ademas, si (Q es una variedad diferenciable, usaremos la siguiente notacién:
e C°(Q,R) es el dlgebra de funciones reales C*° sobre Q.
e X(Q) es el algebra de Lie de los campos de vectores sobre Q).
o OF(Q) es el espacio de las k-formas sobre Q.
e V¥(Q) es el espacio de los k-vectores sobre Q.

[, -] es el corchete de Schouten-Nijenhuis sobre V*(Q) = &, V*(Q).

dp es la diferencial exterior sobre Q*(Q) = &, Q%(Q).

Ly es la derivada de Lie usual.






Introduccién

Los algebroides de Lie constituyen una generalizacién natural de las algebras
de Lie y de las distribuciones (regulares) completamente integrables sobre una
variedad. De forma mas precisa, un algebroide de Lie sobre una variedad @)
es un fibrado vectorial 75 : E — () sobre () con una estructura de algebra
de Lie sobre el espacio I'(7g) de secciones de E y una aplicacién fibrada,
pE, (el ancla del algebroide) de E al fibrado tangente T'Q) satisfaciendo cierta
condicién de compatibilidad (véase [71]). Ejemplos de algebroides de Lie son:
el fibrado tangente de una variedad () donde el corchete de Lie es el corchete
usual de campos de vectores y la aplicacion ancla es la identidad; las algebras
de Lie reales de dimensién finita como fibrados vectoriales sobre un punto y
con ancla nula; el algebroide de Lie-Atiyah 7¢|G : TQ/G — M = Q/G aso-
ciado a una G-fibracion principal p : Q — M, con aplicaciéon ancla inducida
por la aplicacién tangente Tp : TQQ — TM de p (ndtese que el espacio de
secciones de mg|G : TQ)/G — M = /G se puede identificar con el conjunto
de campos de vectores sobre () que son G-invariantes y que el corchete de Lie
de dos campos G-invariantes es un un campo G-invariante); y, finalmente, los
algebroides de Lie accion del tipo pry : M x g — M, donde g es un algebra
de Lie que actia (infinitesimalmente) sobre la variedad M, con el corchete

1
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de Lie sobre el espacio de secciones inducido por la estructura de algebra de
Lie de g y cuya aplicacién ancla es la accion de g sobre M. La importancia,
a nivel matematico, de los algebroides de Lie esta fuera de cualquier tipo de
duda y ademas, en los ultimos anos, se ha puesto de manifiesto el caracter
relevante de esta teoria para aplicaciones en otras Ciencias y, en particular,
en Fisica. Maés concretamente, en Mecanica Lagrangiana y Hamiltoniana.
Asi, Weinstein [112] (véase también [69]) desarrolla una teoria general para
la Mecanica Lagrangiana sobre algebroides de Lie y obtiene las ecuaciones
de FEuler-Lagrange para un Lagrangiano L sobre un algebroide de Lie FE,
usando la estructura de Poisson lineal sobre E* y una aplicacién tipo Le-
gendre de E en E* asociada a L, suponiendo que L sea regular. En [112],
Weinstein también plantea el problema de si es posible desarrollar un forma-
lismo geométrico sobre algebroides de Lie similar al formalismo de Klein en
Mecénica Lagrangiana ordinaria. Martinez [80] (véase también [81, 94]) da
una respuesta positiva a este problema usando la nocién de prolongacion de
un algebroide de Lie mediante una aplicacién diferenciable introducida por
Higgins y Mackenzie en [42]. Una nocién méas general, la prolongacién de
un fibrado vectorial anchorado 75 : F — ) mediante la proyeccion de otro
fibrado vectorial 7g : R — @) con la misma variedad base (), fue también con-
siderada por Popescu en [95, 96]. Al fibrado vectorial resultante le denominé
el F-fibrado tangente de R.

Una de las caracteristicas principales de los algebroides de Lie es su natu-
raleza inclusiva. Dentro de la misma categoria, se pueden considerar situa-
ciones muy diferentes como sistemas con simetrias, sistemas sobre productos
semidirectos, sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos sobre algebras de Lie
y ecuaciones de las Teorias Clasicas de Campos.

En la misma direccién seguida por Martinez [80], en [65] (véase también
[81]) los autores desarrollan una descripcién Hamiltoniana para la mecanica
en algebroides de Lie y prueban que la dindmica se obtiene resolviendo una
ecuacion de la misma naturaleza que en Mecanica Clasica. Ademads, la trans-
formacion de Legendre leg;, : E — E* asociada con un Lagrangiano L in-

duce un morfismo de algebroides de Lie que, en el caso regular, nos da la
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equivalencia entre los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano. También,
se introduce la ecuacion de Hamilton-Jacobi para una funciéon Hamiltoniana
H : E* — R sobre el dual de un algebroide de Lie E' y se prueba que conocer
una solucién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi simplifica la busqueda de las
trayectorias para el correspondiente campo de vectores Hamiltoniano. Por
otra parte, se extiende a algebroides de Lie la construccion del triple de Tul-
czyjew para la Mecanica Clasica y se introduce la nocién de subalgebroide
de Lie Lagrangiano de un algebroide de Lie simpléctico. Entonces, se prueba
que las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton sobre un algebroide de
Lie F son justamente las ecuaciones locales que definen ciertas subvariedades
Lagrangianas de algebroides de Lie simplécticos asociados con E. Estos re-
sultados son aplicados al caso particular en el que E es el algebroide de
Lie-Atiyah asociado a un fibrado principal. Como consecuencia, se deduce
que las ecuaciones de Lagrange-Poincaré para un Lagrangiano G-invariante
L :T@Q — R (respectivamente, las ecuaciones de Hamilton-Poincaré para un
Hamiltoniano G-invariante H : T*() — R) son precisamente las ecuaciones
locales que definen algunas subvariedades Lagrangianas de algebroides de Lie
simplécticos.

En otra direccién, es de sobra conocido que algunos sistemas mecanicos pre-
sentan ciertos problemas que dan lugar a la presencia de ligaduras. Estas

ligaduras pueden ser de dos tipos:

e Las ligaduras internas que surgen de la naturaleza singular del propio sis-
tema e indican que la evolucién del problema no estd bien planteada. FEl
estudio de este tipo de problemas es interesante ya que muchos sistemas
dindmicos estén dados por formas no simplécticas (véase [34, 35, 36, 37]),
en contraposicion al caso estdandar en el que vienen definidos por formas
simplécticas. Este tipo de sistemas aparecen frecuentemente en el forma-
lismo Lagrangiano de sistemas mecédnicos estandar singulares que surgen en
muchas teorias fisicas (como por ejemplo en las teorias de Yang-Mills, gravi-
tacion, etc). También, en sistemas que se presentan como un limite (como es
el caso de Lagrangianos de Chern-Simons). En otras situaciones, es necesario

considerar un nuevo Lagrangiano singular en un espacio extendido ya que el
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Lagrangiano original no esta bien definido.

e El segundo tipo de ligaduras son las asi denominadas externas que expresan
restricciones sobre los estados del sistema y son impuestas tanto por argu-
mentos fisicos como por condiciones externas. Estos sistemas tienen una gran
aplicacion en diferentes areas: ingenieria, teoria de control éptimo, economia
matemadtica (teoria del crecimiento econémico), geometria subriemaniana,
movimiento de microorganismos, etc. Podemos diferenciar dos tratamientos

para este tipo de sistemas:

- Los sistemas con ligaduras externas tratados mediante la aplicacion de un
principio variacional ligado, esto es, la mecdnica vakénoma estandar (véase
[2, 25, 56]). Conviene senalar que el calculo variacional ligado tiene una rica
estructura geométrica y que muchos de estos sistemas son invariantes bajo
la accion de un grupo de Lie de simetrias y, asi, pueden ser simplificados
reduciendo los grados de libertad del problema original.

- Por otra parte, otros sistemas de interés son los sistemas sujetos a ligaduras
que involucran a las velocidades, es decir, la mecanica no holénoma estandar.
Este topico es un tema clasico en Matematicas y en Mecanica desde los tiem-
pos de Lagrange. Desde el trabajo pionero de Koiller [53] se ha producido un
renovado interés en el estudio de sistemas mecanicos no holénomos desde un
punto de vista geométrico-diferencial. En particular, en los iltimos anos di-
versos autores han aplicado las ideas y técnicas del tratamiento geométrico de
sistemas mecanicos autonomos sin ligaduras al estudio de sistemas mecanicos
auténomos con ligaduras no holénomas (véase, por ejemplo, las monografias
[6, 22]). El tema se ha abordado desde puntos de vista diferentes: formulacién
simpléctica [15, 61, 66], aproximaciones Lagrangiana [31, 55] y Hamiltoniana
[108], formulacién en términos de estructuras casi-Poisson [12, 57, 108] y

usando la teorfa de reduccion y simetrias de la dindmica [4, 7, 9, 10, 23, 73].

Recientemente, como una continuacién de las investigaciones anteriores, al-
gunos autores han iniciado el estudio de sistemas Lagrangianos no holénomos
sobre algebroides de Lie. Esta clase de sistemas fueron introducidos en [27]

y, en [90], los autores presentan un enfoque para sistemas mecanicos suje-
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tos a ligaduras lineales en algebroides de Lie. Posteriormente, en [24], se ha
desarrollado un tratamiento exhaustivo de los sistemas no holénomos en alge-
broides de Lie. En particular, se ha caracterizado la condicién de regularidad
para tales sistemas de diferentes formas y se ha visto que bajo dicha condicion
se obtiene la dinamica ligada desde la no ligada por proyeccion. Ademas, se
ha introducido el corchete casi-Poisson no holénomo y se ha comprobado que
la evoluciéon de un observable puede medirse calculando su corchete con la
energfa del sistema. Por otra parte, en [24], también se estudia el proce-
dimiento de reduccion para este tipo de sistemas. Una importante ventaja
de trabajar con sistemas Lagrangianos sobre algebroides de Lie es que la
reduccién puede tomarse de manera natural considerando morfismos de al-
gebroides de Lie. Destacar también la importancia de esta formulaciéon ya
que proporciona una interpretacién natural para el uso de técnicas con cuasi-
coordenadas y permite la reduccion de sistemas no holénomos con simetrias.
Ademas, como cabria esperar, una gran variedad de sistemas no holénomos
pueden ser tratados mediante el formalismo sobre algebroides de Lie desa-
rrollado en [24] tal y como se indica en la siguiente tabla:

Sistema Lagran- | Algebroide de | Dindmica Ejemplo

giano no holé- | Lie

nomo

Estandar Fibrado tan- | Lagrange- Disco rodando
gente d’Alembert [92]

Sobre un &lgebra | Algebra de Lie Fuler-Poincaré- Trineo de Cha-

de Lie Suslov plygin [19]

Sistemas no | Algebroide de | Poincaré-Chetaev Problema de

holénomos LR Lie accién (por | reducida Veselova [109]
la, derecha)

Sistemas no | Algebroide de | Euler-Poincaré no | Giroscopio de

holénomos  con | Lie accién (por | holénoma con un | Chaplygin [106]

un producto | la izquierda) parametro anadido

semidirecto de

simetrias

Invariante por | Algebroide de | Lagrange-Poincaré | Snakeboard [7]

simetrias Lie-Atiyah no holénoma
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Recientemente, en [38, 87] los autores introducen una posible generalizacién
del concepto de estructura de algebroide de Lie para una fibrado afin A. El
objeto geométrico resultante se denomina estructura de afgebroide de Lie
sobre A, en la terminologia de [38]. Las estructuras de afgebroides de Lie
pueden ser usadas para desarrollar una version dependiente del tiempo de
las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton sobre algebroides de Lie
(véase [39, 82, 87, 99]). De hecho, se pueden obtener dichas ecuaciones sobre
afgebroides de Lie usando un formalismo cosimpléctico. En el contexto de
los afgebroides de Lie, las ecuaciones de Hamilton también pueden deducirse
utilizando la nocién de estructura de af-Poisson sobre un AV-fibrado (véase
[39]). Un AV-fibrado es un fibrado afin de rango 1 modelado sobre el fibrado
vectorial trivial y un corchete af-Poisson puede considerarse como la version

afin de un corchete de Poisson sobre una variedad (véase [38]).

Si Aty A denotan el fibrado dual affn y el fibrado bidual, respectivamente,
de Ay 14 es la seccién de A inducida por la funcién constante 1 sobre A,
entonces se tiene que existe una correspondencia biyectiva entre las estruc-
turas de afgebroide de Lie sobre A y las estructuras de algebroide de Lie
sobre A para las que 14 es un 1-cociclo en el complejo de cohomologia de A

con coeficientes triviales.

El ejemplo estdndar de afgebroide de Lie es el fibrado J'7 — @ de 1-jets de
secciones locales de una fibracion 7 : () — R. Para este ejemplo, el fibrado
bidual es justamente el algebroide de Lie estandar T'Q) — @ y el 1-cociclo
151, es la 1-forma exacta 7*(dt) sobre (), donde ¢ es la coordenada usual
sobre R. Si aplicamos la teoria general anterior a este ejemplo, se recuperan
muchos resultados obtenidos por otros autores sobre sistemas Lagrangianos
y Hamiltonianos dependientes del tiempo (véase, por ejemplo, [20, 21, 32,
59, 60]).

Como en el caso de algebroides de Lie, esta aproximacion presenta bastantes
ventajas de caracter metodolégico. En particular, nos permite tratar los
sistemas mecdanicos no autéonomos estandar con o sin simetrias dentro de la
misma categoria. Ademas, proporciona un contexto adecuado para el analisis

de sistemas mecanicos dependientes o independientes del tiempo sujetos a
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ligaduras no holénomas afines en las velocidades.

En estas direcciones, hay que senalar que algunos autores han realizado
diferentes estudios sobre los sistemas Lagrangianos dependientes del tiempo
(estdndar) singulares o sujetos a ligaduras no holénomas. De hecho, en [59],
se extiende el algoritmo de Gotay-Nester-Hinds para Lagrangianos auténo-
mos a Lagrangianos singulares dependientes del tiempo definidos sobre el
espacio de 1-jets de secciones locales de una fibracién 7: () — R y, ademas,
se estudia el problema de que la solucién de la dinamica sea una ecuacién
diferencial de segundo orden (véase también [60, 110]). Por otra parte, en [62]
(véase también [88, 89, 98, 101, 102]) se presenta una descripcién geométrica
de los sistemas Lagrangianos no holénomos dependientes del tiempo en los
que las funciones de ligaduras son afines en las velocidades y, posteriormente,
en [63], para ligaduras arbitrarias. También, se ha abordado el estudio de los
sistemas Lagrangianos no auténomos estandar con ligaduras desde un punto
de vista variacional. Asi, en [111], los autores desarrollan una aproximacién
geométrica de fibrados Lagrangianos y Hamiltonianos que utilizan para estu-
diar la Mecénica vakénoma estdandar dependiente del tiempo. Ademés, en [3],
se estudian los sistemas vakonomos estandar no auténomos como problemas
de control éptimo dependientes del tiempo.

Como ya se indica en el titulo, el objetivo de esta Memoria es realizar
la descripcién geométrica de diversos aspectos relacionados con Mecéanica
Geométrica utilizando la nocién de afgebroide de Lie.

Un esquema general de esta Memoria es el siguiente:

e Capitulo 1: Formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano sobre algebroides de
Lie. Afgebroides de Lie

Este es un capitulo introductorio que contiene algunas generalidades
sobre algebroides de Lie y afgebroides de Lie, tales como su definicién,
algunos ejemplos y propiedades que van a ser tutiles a lo largo de la
Memoria. También se recuerda una descripcién geométrica de los for-
malismos Lagrangiano y Hamiltoniano sobre algebroides de Lie.

e Capitulo 2: Formalismo Hamiltoniano y ecuacién de Hamilton-Jacobi sobre
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afgebroides de Lie

En la primera parte de este capitulo presentamos dos métodos geomé-
tricos que permiten obtener las ecuaciones de Hamilton asociadas a una
seccién Hamiltoniana sobre un afgebroide de Lie. Ademas, introduci-
mos la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una secciéon Hamiltoniana
sobre un afgebroide de Lie y probamos que conocer una solucion de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi simplifica la busqueda de las soluciones
de las correspondientes ecuaciones de Hamilton.

Capitulo 3: Subvariedades Lagrangianas y dindmica Hamiltoniana (La-

grangiana) sobre afgebroides de Lie

Después de desarrollar una descripcion geométrica que permite obtener
de forma intrinseca las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una
funcién Lagrangiana sobre un afgebroide de Lie, estudiamos la equi-
valencia entre los formalismos Hamiltoniano y Lagrangiano sobre un
afgebroide de Lie. Ademads, construimos la involucién canoénica aso-
ciada a un afgebroide de Lie A y el triple de Tulczyjew asociado a
A y a una seccién Hamiltoniana. También introducimos la nocién
de afgebroide de Lie simpléctico y de subvariedad Lagrangiana de un
afgebroide de Lie simpléctico, de tal forma que la dindmica Lagrangiana
y Hamiltoniana en este contexto puede ser expresada en términos de

subvariedades Lagrangianas de afgebroides de Lie simplécticos.

Capitulo 4: Sistemas mecanicos no holénomos sobre afgebroides de Lie

Desarrollamos en este capitulo una teoria de mecanica no holénoma
generalizada sobre un afgebroide de Lie A. Definimos la nocién de
sistema ligado no holénomo sobre A y caracterizamos las condiciones de
regularidad que garantizan que la dindmica del sistema puede obtenerse
mediante proyeccion de la dindamica libre. Ademads, introducimos el
corchete no holénomo sobre el AV-fibrado de ligaduras que juega un

papel importante en la descripcion de la dindmica no holénoma.
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e Capitulo 5: Sistemas Lagrangianos singulares y mecdnica vakénoma en
algebroides de Lie

En este capitulo, estudiamos los sistemas Lagrangianos singulares y la
mecanica vakonoma en algebroides de Lie. En particular, desarrolla-
mos un algoritmo de ligaduras para algebroides de Lie presimplécticos
que generaliza el conocido algoritmo de Gotay-Nester-Hinds. Ademas,
obtenemos las ecuaciones vakénomas aplicando dicho algoritmo de li-
gaduras y también aplicando un principio variacional ligado.

e Capitulo 6: Sistemas Lagrangianos singulares y mecdnica vakénoma en
afgebroides de Lie

Finalizamos la Memoria estudiando los sistemas Lagrangianos singu-
lares y la mecanica vakénoma sobre un afgebroide de Lie. Para ello,
desarrollamos un algoritmo de ligaduras para algebroides de Lie pre-
cosimplécticos. Ademas, presentamos una descripcion geométrica de la
mecanica vakénoma en afgebroides de Lie usando dicho algoritmo. Por
ultimo, introducimos para un sistema vakonomo regular un corchete
af-Poisson cuya parte afin-lineal nos permite dar la evolucién de un

observable.

A continuacién, comentaremos de forma mas precisa el contenido de cada
uno de los capitulos incluidos en esta Memoria.

Comenzamos esta memoria con el Capitulo 1, donde recordamos algunas
definiciones y resultados sobre estructuras de algebroides de Lie y afgebroides
de Lie. En primer lugar, recordamos la definicion de estructura de algebroide
de Lie en un fibrado vectorial E sobre una variedad @) y la definicién de dos
operadores importantes asociados con cualquier algebroide de Lie: el corchete
de Schouten de dos multi-secciones de F y la diferencial de una seccién del
fibrado A"E* — (). La diferencial es un operador de cohomologia e induce el
asi llamado complejo de cohomologia del algebroide de Lie con coeficientes
triviales. Ademads, introducimos coordenadas locales sobre el algebroide de

Lie F y definimos las funciones de estructura locales del algebroide de Lie.
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Otro objeto importante asociado a un algebroide de Lie E es la estructura
de Poisson lineal 11z« que la estructura de algebroide de Lie induce sobre E*
(véase Seccién 1.1.1). Los conceptos de morfismo de algebroides de Lie y de
subalgebroide de Lie de un algebroide de Lie son recordados en la Seccién
1.1.2.

La nocién de prolongacién de un algebroide de Lie mediante una fibracion
es muy util para la descripcion de la Mecanica Lagrangiana y Hamiltonia-
na tanto sobre algebroides de Lie como sobre afgebroides de Lie. Por esta
razén, en la Seccion 1.1.3, presentamos la construccién de la estructura de
algebroide de Lie sobre la prolongaciéon de un algebroide de Lie mediante
una fibracion y analizamos dos casos particulares relevantes: la prolongacion
TPE de un algebroide de Lie E mediante su proyeccién fibrada 75 : E — Q
y la prolongacién 7P E* de E mediante su fibracién dual 75 : E* — Q. Otra
clase interesante de algebroides de Lie, los algebroides de Lie accién, son

considerados en la Seccién 1.1.4.

En la Seccién 1.2, usando las herramientas introducidas anteriormente, pre-
sentamos algunos resultados acerca de la descripcion geométrica de la mecé-
nica Lagrangiana y Hamiltoniana sobre algebroides de Lie. También recor-
damos la definicién de la transformacién de Legendre legy, : F — E* asocia-
da con una funcién Lagrangiana L : F — R y la equivalencia entre ambos
formalismos en el caso hiperregular. Para finalizar esta primera parte del
Capitulo 1, mostramos varios ejemplos de fibrados vectoriales sobre los que
se puede definir una estructura de algebroide de Lie y analizamos en cada

uno de ellos las ecuaciones de la dindmica que se obtienen.

En la dltima seccion del Capitulo 1, la Seccién 1.4, recordamos las definiciones
de estructura de afgebroide de Lie en un fibrado afin A sobre una variedad @
y de morfismo de afgebroides de Lie. Ademas, mostramos la correspondencia
uno a uno existente entre estructuras de afgebroides de Lie en un fibrado afin
A y estructuras de algebroides de Lie sobre el fibrado bidual Ade A para las
que la seccién distinguida 14 del fibrado dual afin A" de A (correspondiente
con la funcién constante 1 sobre A) es un 1-cociclo. Finalmente, presentamos

otros resultados sobre morfismos de afgebroides de Lie y algunos ejemplos de
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fibrados afines sobre los cuales es posible definir una estructura de afgebroide
de Lie.

En la primera parte del Capitulo 2 de esta Memoria, presentamos dos méto-
dos geométricos para obtener las ecuaciones de Hamilton asociadas a una
seccion Hamiltoniana h : V* — A* sobre un afgebroide de Lie A. El primer
método consiste en un formalismo cosimpléctico que se basa nuevamente en
el uso del concepto de prolongacién de un algebroide de Lie mediante una
fibracién. En particular, la descripcién se realiza sobre la prolongacion 7- Ay
del algebroide de Lie A bidual de A mediante la fibracién dual del fibrado
vectorial 7, : V' — (@ sobre el que se modela el fibrado afin 74 : A —
@. El segundo método esta basado en el uso de la nocién de estructura
af-Poisson sobre un AV-fibrado, es decir, sobre un fibrado afin de rango
1 modelado sobre el fibrado vectorial trivial. En este caso el AV-fibrado
sobre el que se define la estructura af-Poisson es la proyeccion candnica p :
AT — V*. En la Seccién 2.1, describimos los dos métodos ya que ambos
son de gran interés y seran utilizados posteriormente. En la segunda parte
del capitulo (Seccién 2.2), introducimos la ecuacién de Hamilton-Jacobi para
una seccién Hamiltoniana h : V* — A" sobre un afgebroide de Lie A y
probamos que conocer una solucion de dicha ecuacion simplifica la busqueda
de las soluciones de las ecuaciones de Hamilton. Finalmente, aplicamos la
teoria presentada en el capitulo a diversos ejemplos. En particular, cuando
consideramos un algebroide de Lie como un afgebroide de Lie recuperamos

los resultados conocidos sobre algebroides de Lie.

Comenzamos el Capitulo 3 presentando una descripcion geométrica que per-
mite obtener, de una forma intrinseca, las ecuaciones de Euler-Lagrange aso-
ciadas a una funcién Lagrangiana L sobre un afgebroide de Lie A. Esta
descripcion esta basada de nuevo en el uso del concepto de prolongacién
de un algebroide de Lie mediante una fibraciéon. De forma mas precisa, la
descripcion se realiza sobre la prolongacion TAA del algebroide de Lie A
mediante la fibracién afin 74 : A — Q. En el caso regular, se puede intro-
ducir una estructura cosimpléctica sobre TAA cuya seccion de Reeb da la

dindmica. En la Seccién 3.2, definimos la transformacién de Legendre ex-
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tendida Legr : A — A" y la transformacién de Legendre legr : A — V*
asociadas a la funciéon Lagrangiana L : A — R. Estas aplicaciones inducen los
morfismos de algebroides de Lie 7 Legy, : TAA — TAAT y Tlegy, : TAA —
TAV* entre las correspondientes prolongaciones. Entonces, probamos que la
funciéon Lagrangiana L es regular si y sélo si la transformacion de Legendre
legr, es un difeomorfismo local. Ademds, en el caso hiperregular, es decir,
si legr, es un difeomorfismo global, podemos considerar la seccion Hamilto-
niana h; = Legy-leg;' y obtenemos la equivalencia entre los formalismos
Lagrangiano y Hamiltoniano. Por otra parte, introducimos la nociéon de
seccién Hamiltoniana hiperregular y probamos que si h : V* — A" es una
seccién de este tipo entonces existe una funcién Lagrangiana L : A — R
hiperregular tal que Ay = h.

En las Secciones 3.3 y 3.4, extendemos la construccion del triple de Tulczyjew
al contexto de afgebroides de Lie. De forma mas precisa, para un afgebroide

de Lie 74 : A — @ consideramos el subconjunto J*A del producto cartesiano

A x T A dado por
T A= {(a,v) € Ax TA|pa(a) = (Tra)(v)},

donde py : A — TQ es la aplicacién ancla de A. Entonces, probamos que
JAA admite dos estructuras de afgebroide de Lie. Estas estructuras son
isomorfas mediante la denominada involucién canénica o4 : J*A — JAA
asociada al afgebroide de Lie A. Ademds, si h : V* — AT es una seccién
Hamiltoniana entonces definimos un isomorfismo afin bg, (sobre la identi-
dad de V*) entre los fibrados afines p%(TV*) — V* y (TVV*)* — V*.
Aqui, p%(TV™) es el pull-back del fibrado vectorial T'rj, : TV* — T'Q) me-
diante pq y TVV* es la prolongacién del algebroide de Lie V mediante la,
fibracién 77,. La aplicacién bg, junto con un isomorfismo de fibrados vecto-
riales Aq : p%(TV*) — (TV.A)* (definido en términos de o4) forman el de-
nominado triple de Tulczyjew asociado al afgebroide de Lie A y a la secciéon
Hamiltoniana h : V* — AT,

A continuacién, en la Seccién 3.5, introducimos la nocién de afgebroide de

Lie simpléctico como un afgebroide de Lie 74 : A — @ modelado sobre un



Introduccién 13

algebroide de Lie 7y : V' — @ simpléctico (es decir, un algebroide de Lie que
admite un 2-cociclo no degenerado). Entonces, probamos que si 74 : A — Q
es un afgebroide de Lie simpléctico, su prolongacién JAA es también un
afgebroide de Lie simpléctico. Para ello, es necesario considerar previamente
los conceptos de levantamiento vertical y levantamiento completo de una
multi-seccién del fibrado vectorial 737 : V* — @Q a TV.A. La nocién de
subafgebroide de Lie Lagrangiano de un afgebroide de Lie simpléctico es

presentada, de forma natural, en la Seccién 3.6.

Usando los resultados de la Seccién 3.6, en la Seccion 3.7, introducimos la
definicién de subvariedad Lagrangiana de un afgebroide de Lie simpléctico.
Entonces, si h : V* — AT es una seccién Hamiltoniana, deducimos que Sj, =
R, (V*) es una subvariedad Lagrangiana del afgebroide de Lie simpléctico
P (TV*) y que, ademads, existe una biyeccion entre las curvas admisibles en
Sy, y las soluciones de las ecuaciones de Hamilton para h. Aqui, R es la
seccién de Hamilton asociada a h. De forma similar, dada una funcién La-
grangiana L : A — R, probamos que Sy, = (A3 od” “L)(A) también es una
subvariedad Lagrangiana de p%(TV*) y que existe una biyeccién entre las
curvas admisibles en Sy, y las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
para L. Cuando L es hiperregular y hj, es la correspondiente seccién Hamil-
toniana, obtenemos que S = Sy, .

Finalmente, en la tltima seccién del Capitulo 3 (Seccién 3.8), describimos
algunas aplicaciones de los resultados obtenidos. En particular, probamos
que si el afgebroide de Lie A es un algebroide de Lie recuperamos los re-
sultados obtenidos en [65] sobre la relacién entre la dindmica Lagrangiana y
Hamiltoniana sobre algebroides de Lie y ciertas subvariedades Lagrangianas
de algebroides de Lie simplécticos.

El objetivo del Capitulo 4 es desarrollar una descripcién geométrica de sis-
temas mecanicos no holénomos sobre afgebroides de Lie. Comenzamos el
capitulo, en la Seccion 4.1, estudiando los sistemas Lagrangianos sobre un
afgebroide de Lie A sujetos a ligaduras no holénomas generales descritas
por una subvariedad M de A. Introducimos las ecuaciones de Lagrange-

d’Alembert asociadas a un sistema Lagrangiano ligado no holénomo (L, M)
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sobre A vy, en la Seccion 4.2, realizamos un andlisis global de la existencia
y unicidad de soluciones de dichas ecuaciones. Ademas, en el caso regular,
probamos que la dindmica no holénoma puede obtenerse mediante diferentes
proyecciones de la dinamica libre.

En la Seccién 4.3, desarrollamos una descripcion Hamiltoniana de los sistemas
no holénomos sobre un afgebroide de Lie y estudiamos la equivalencia entre
los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano. En el caso regular (y como
en el formalismo Lagrangiano) probamos que es posible obtener la solucién
de las ecuaciones de Hamilton ligadas por diferentes proyecciones desde la
solucién de las ecuaciones de Hamilton para la dinamica libre. Una de dichas
proyecciones es de gran utilidad para introducir, en la Seccién 4.4, el corchete
no holénomo sobre el AV-fibrado de ligaduras i+ : M*T — M, siendo
M = legr(M) y Mt = p~Y(M). Este corchete da la evolucién de un
observable para la dinamica no holénoma. El corchete no holénomo es un
corchete casi af-Poisson sobre el AV-fibrado de ligaduras (es decir, un corchete
af-Poisson que no satisface, en general, la “identidad de Jacobi”).

Una clase particular de sistemas no holénomos en afgebroides de Lie son
los sistemas de tipo mecanico sobre un afgebroide de Lie sujetos a ligaduras
afines. En la Seccion 4.5 estudiamos esta clase de sistemas y mostramos
que, en este caso, podemos definir el corchete no holénomo de manera mas
sencilla.

Para finalizar el Capitulo 4, aplicamos los resultados obtenidos en el mismo
a diversos ejemplos. En particular, consideramos el caso de sistemas La-
grangianos sujetos a ligaduras no holénomas sobre un algebroide de Lie y
recuperamos algunos resultados probados en [24]. Ademads, analizamos el
ejemplo de una bola homogénea rodando sin deslizamiento sobre una mesa
que rota con velocidad angular dependiente del tiempo.

Si una funciéon Lagrangiana L : £ — R sobre un algebroide de Lie E es
regular entonces la ecuacién dindmica icwy, = dEy, tiene una tnica solucién:
la seccién de Euler-Lagrange (aqui wy, es la 2-seccién de Poincaré-Cartan
asociada a L y Ey, es la energia Lagrangiana). Sin embargo, si L es singular

o degenerado entonces wy, no es una seccion simpléctica y la anterior ecuacion
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no tiene, en general, soluciéon y en caso de existir tal solucién no serd, en gene-
ral, inica. Motivados por este hecho, desarrollamos en la primera seccion del
Capitulo 5, la Seccion 5.1, un algoritmo de ligaduras para algebroides de Lie
presimplécticos que generaliza el conocido algoritmo de Gotay-Nester-Hinds.
Ademas, en la Seccion 5.2, probamos que un epimorfismo de algebroides de
Lie presimplécticos induce un epimorfismo del mismo tipo entre los diferentes

niveles de los correspondientes algoritmos de ligaduras.

A continuacién, aplicamos los resultados obtenidos en las dos secciones ante-
riores a sistemas Lagrangianos singulares sobre algebroides de Lie. Ade-
mas, abordamos el problema de que la solucion de la dindmica sea una
ecuacion diferencial de segundo orden. De hecho, dado un algebroide de
Lie 75 : F — @ y una funcién Lagrangiana singular L : £ — R, encon-
tramos una solucién £~ del sistema presimpléctico (7P E,wr, Er) que es una
SODE en una subvariedad de la subvariedad final de ligaduras.

En la dltima seccién del Capitulo 5 (la Seccién 5.4), desarrollamos una des-
cripcién geométrica de la mecanica vakéonoma sobre algebroides de Lie. En
este contexto, dado un algebroide de Lie 75 : F — @, tenemos un par (L, M)
donde L es una funcion Lagrangiana sobre £ y M C F es una subvariedad de
ligaduras. En la Seccién 5.4.1, deducimos las ecuaciones vakénomas usando
el algoritmo de ligaduras presimpléctico introducido anteriormente y estu-
diamos el caso particular en el que el algoritmo se estabiliza en el primer
nivel. En estas condiciones, si la restriccion de la 2-seccién presimpléctica
al primer nivel es simpléctica, introducimos el corchete vakénomo que per-
mite dar la evolucion de un observable. Por otra parte, es bien conocido que
las ecuaciones dinamicas para un sistema vakénomo clasico pueden obtener-
se mediante la aplicaciéon de un principio variacional ligado. Esto también
es posible para sistemas vakonomos en algebroides de Lie, como mostramos
en la Seccién 5.4.2. En el caso particular de que no tengamos ligaduras,
nuestra aproximacion puede verse como la formulacién de Skinner-Rusk en
algebroides de Lie. Estudiamos también, en la Secciéon 5.4.3, otras aplica-
ciones en las que el algebroide de Lie base del sistema vakénomo es un algebra

de Lie o un algebroide de Lie-Atiyah (este tltimo caso guarda relacién con la
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reduccion en geometria subriemanniana). En dicha seccién, consideramos los

sistemas de control éptimo en algebroides de Lie como sistemas vakonomos.

En el ultimo capitulo de esta Memoria, el Capitulo 6, generalizamos los
resultados obtenidos para algebroides de Lie en el Capitulo 5 a afgebroides
de Lie. Para ello, comenzamos desarrollando un algoritmo de ligaduras para
algebroides de Lie precosimplécticos (Seccién 6.1). Ademads, probamos que un
epimorfismo de algebroides de Lie precosimplécticos induce un epimorfismo
del mismo tipo entre los diferentes niveles de los correspondientes algoritmos
de ligaduras precosimplécticos.

En la Seccién 6.3, estudiamos los sistemas Lagrangianos singulares sobre
un afgebroide de Lie y analizamos el problema de que la solucién obtenida
mediante la aplicacién del algoritmo de ligaduras precosimpléctico sea una
ecuacion diferencial de segundo orden. A continuacion, en la Seccién 6.4,
introducimos la nocién de problema vakénomo en un afgebroide de Lie A y
presentamos una descripcion de la mecanica vakénoma en A. Para ello, apli-
camos el algoritmo de ligaduras al sistema precosimpléctico (7 “‘N‘WO, Qw,, 1),
donde Wy = A* ®&g M, siendo M C A la subvariedad de ligaduras. Asi,
usando de nuevo dicho algoritmo, obtenemos las ecuaciones vakoénomas y en-
tonces estudiamos el caso particular en el que el algoritmo se estabiliza en el
primer nivel, esto es, W; = W;. En esta situacién, mostramos que hay que
restringirse a una cierta subvariedad W/ de la subvariedad final de ligaduras
Wy para que el sistema vakénomo tenga una tnica solucién. Introducimos
entonces la nocion de sistema vakonomo regular sobre un afgebroide de Lie
y, en este caso, definimos un corchete af-Poisson sobre el AV-fibrado de liga-
duras py : Wi — W] cuya parte afin-lineal da la evolucién de un observable.
Como es de esperar, la dinamica vakénoma en un afgebroide de Lie puede
obtenerse mediante la aplicacién de un principio variacional ligado. Esta des-
cripcién la mostramos en la Seccién 6.4.2. Por tltimo, aplicamos esta teoria
general a algunos ejemplos (véase la Seccién 6.4.3).

Para finalizar esta Memoria hemos incluido, en primer lugar, un apartado
donde comentamos algunos posibles temas, relacionados con los contenidos de

esta Memoria, sobre los que se pretende investigar en el futuro y, en segundo



Introduccién 17

lugar, una Bibliografia. Comentar que en dicha Bibliografia estan recogidos
los trabajos de investigacion citados a lo largo de la Memoria y algunos otros
realizados por la autora de la Tesis, en colaboracién con otros investigadores,
que no han sido citados pero que recogen resultados contenidos en la Memoria

o estrechamente relacionados con ellos.
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CAPITULO 1

Formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano sobre
algebroides de Lie. Afgebroides de Lie

1.1 Algebroides de Lie

Esta primera secciéon del Capitulo 1 contiene algunas construcciones alge-

braicas en la categoria de algebroides de Lie.

1.1.1 Algebroides de Lie. Definiciones

Sea () una variedad diferenciable de dimensién m y 7z : F — @ un fibrado
vectorial sobre @ de rango n. Denotaremos por I'(7g) el C*(Q, R)-mddulo
de las secciones de 75 : £ — Q.

Una estructura de algebroide de Lie ([, -] g, pr) sobre E es un corchete de Lie
[-,-]1g : T(7e) xT'(1g) — T'(7E) sobre el espacio I'(7x) y una aplicacién fibrada
pE - E — TQ, llamada aplicacion ancla, tal que, si denotamos también por
pe : I'(tr) — X(Q) el homomorfismo de C*°(Q, R)-mdédulos inducido por la

aplicacion ancla, entonces
[X, Y]e = fIX,Y]e + (pe(X)(/)Y,

19
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para cualesquiera XY € I'(1g) y f € C*(Q,R). A la terna (E,[-, |, pe)
se le denomina algebroide de Lie sobre @) (véase [71, 97]).

Observacién 1.1 Si (E, [, ]g, pr) es un algebroide de Lie sobre @) entonces

la aplicacién ancla pg : I'(Tg) — X(Q) es un homomorfismo entre las dlgebras

de Lie (T(7g), [ 1) v (X(Q), [-,])- %

Si (E,[,‘]e, pr) es un algebroide de Lie, el corchete de Lie sobre I'(7g) se
puede extender al corchete de Schouten [-,-]g sobre el espacio I'(A*1g) =
@r[(A*7E) de las multisecciones de E de forma que (©xI'(Af7g), A, [, &)
es un algebra de Lie graduada. De hecho, el corchete de Schouten satisface
las siguientes propiedades:

[

[

[P, R]r = (—1)""[R, P]E,

[P,RAS]g =[P, Rl NS+ (—1)""VRA[P,S]E,
(

_1>ps[[[[P7 RHE75HE+(_1)TS[[[[S7 P]]E’R]]E+(_1)pr[[[[R7 S]]Evp]]E: 0,

para X € I'(1g), f € C®(Q,R), P € T'(AP1g), R€ I'(N'1g) y S € T'(A°1E)
(véase [107]).

Observaciéon 1.2 La definicion del corchete de Schouten que hemos dado
aqui imita la considerada en [107] para el corchete de Schouten-Nijenhuis de
multivectores sobre una variedad (véase también [5, 70]). Algunos autores,
véase por ejemplo [58], definen el corchete de Schouten de otra forma. De
hecho, la relacién entre el corchete de Schouten [-, -] en el sentido de [58] y
el corchete de Schouten [-, -] en el sentido de [107] es la siguiente:

[[Pv R]]/E = <_1)p+1[[P7 R]]E7

para todo P € I'(AP1g) y R € I'(A*7g). &
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Por otra parte, se define la diferencial del algebroide de Lie E, d¥ : T (A*r5)
— D(AFFLrE), como sigue:
k
dE/“L(X(h s 7Xk) - Z(_l)ZpE(XZ)(:u<X07 R )Xia R 7Xk))
’ (1.1)

=0
+ Z(—l)ZJrju([[X“ X]]]Ea Xo, .. 7X’ia .. ,Xj, .. 7Xk)7

i<j
para pu € T'(AF75) v Xo, ..., X}, € T(7g). Se prueba que (d¥)? = 0, con lo que
tenemos los correspondientes espacios de cohomologia. Esta cohomologia es

la cohomologia del algebroide de Lie con coeficientes triviales (véase [T1]).

Usando las definiciones anteriores, se sigue que una l-cocadena ¢y € I'(7})

es un 1-cociclo si y sélo si d¥¢y = 0 o, lo que es equivalente,

¢0[[Xv Y]]E = pe(X)(¢0(Y)) — pe(Y)(do(X)),

para todo X,Y € I'(7g).
Por otro lado, si X € I'(1g), entonces se puede introducir la derivada de Lie

con respecto a X, como el operador LE : T(A*15) — T'(A*7}) dado por
LY =dPeiy +ixed”,

donde 7x denota la contraccién por X.

Para un algebroide de Lie (E, [, -] g, pr) sobre una variedad ) podemos con-
siderar la distribucién generalizada F¥ sobre () cuyo espacio caracteristico
en un punto x € ) estd dado por

donde E, es la fibra de E que contiene al punto z. La distribucién F¥ estéd
finitamente generada y es involutiva. Asi, F¥ define una foliacién generali-
zada sobre @ en el sentido de Sussmann (véase [105]). FZ se denomina la
foliacion del algebroide de Lie sobre () asociada a F.

Nétese que si f € C°°(Q,R) entonces d¥f = 0 si y sélo si f es constante
sobre las hojas de F¥.
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Si tomamos coordenadas locales (x*) en un subconjunto abierto U de Q y {e, }
es una base de secciones del fibrado vectorial 75! (U) — U, entonces tenemos
las correspondientes coordenadas locales (¢, y®) sobre 75, (U), donde 3°(e)
es la a-ésima coordenada de e € 75, (U) en la base dada. Tales coordenadas
determinan las funciones locales C’Vﬁ y p', sobre ) las cuales contienen la
informacion local de la estructura de algebroide de Lie, y por ello se denomi-
nan funciones de estructura del algebroide de Lie. Dichas funciones locales

vienen definidas por

o,
s =C) a) — . e
[[6 eﬁﬂE 0486')’ y pE(e ) Pa ot

De las propiedades del corchete de Lie y de la aplicacién ancla, se obtiene
que estas funciones satisfacen las siguientes relaciones

apﬂ Ipy,
Pa OxJ pjﬁ ori chag ’

ocy, o
Z [pa Ot t+ Ca Cﬁv =0,
cyclic(a,B,y)

que usualmente se denominan ecuaciones de estructura.
Si f € C*(Q,R), tenemos que

ﬁ iea

il

donde {e*} es la base dual de {e,}. Por otra parte, si § € I'(7j;) y 0 = 6,¢”
se sigue que

dvf =

00,
470 = (520 — ecm)ﬂAeV.
En particular,
1
dPz' = ple®, d¥e* = —§C’g‘veﬂ Nev.

Ahora, sea (E, [, ]g, pr) un algebroide de Lie sobre @) y E* el fibrado dual
de E. Entonces, E* admite una estructura de Poisson lineal Ilg«, esto es,
[1g+ es un 2-vector sobre E* tal que
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y si fy [’ son funciones lineales sobre E*  tenemos que Ig«(dyf, dof’) es
también una funcién lineal sobre E*. Si (z') son coordenadas locales en @,
{eq} es una base local de I'(7g) v (¢, yo) son las coordenadas locales sobre
E* inducidas por las coordenadas () y la base dual {e®} de {e,}, entonces

la expresién local de g« es

o o 1. 09 0

R iy 1.2
ort 0y, 2 aﬁ‘%aya 0yg (12)

g = pl,

donde C’;@ y p., son las funciones de estructura de E con respecto a las
coordenadas (z') y a la base {e,}. La estructura de Poisson Iz« induce un
corchete de Poisson lineal {-, - }11,. sobre E*, esto es, una aplicaciéon R-bilineal

{, tup. : CF(E",R) x C*(E*,R) — C*(E*,R)
satisfaciendo
o Antisimetria: {F,G}u,. = —{G, F}u,.,
e La regla de Leibniz: {FF',G}n,. = F{F',G}u,. + F'{F,G}u,.,
e La identidad de Jacobi:

{F7 {G7 H}HE* }HE* + {G7 {H7 F}HE* }HE* + {Ha {F> G}HE* }HE* = 07

para F, F',G,H € C*(FE*,R) y, ademas, si L, L' son funciones lineales sobre
E* entonces {L, L'}r,. es una funcién lineal sobre E*. De hecho, si F,G €
C*(E*,R) entonces

{F,GYn,. = p-(doF, doG). (1.3)

Asi, la expresion local del corchete de Poisson de F'y G es

.<8F8G 8F8G)_ . OF 0G (1.4)

F g (L9 OO oF oG
{ 7G}HE* pa 8$Z aya aya 8.CEZ agy'y 8:’./@ ayﬁ7

(para mas detalles, véase [29, 65]).
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1.1.2 Morfismos de algebroides de Lie

Sea (E,[,"]g, pr) (respectivamente, (E’,[-, ], pr)) un algebroide de Lie
sobre una variedad @) (respectivamente, Q') y supongamos que F' : E' — E’ es
un morfismo de fibrados vectoriales sobre la aplicacién f : Q — @)'. Entonces,
el siguiente diagrama es conmutativo

F
E - B

TE TE!

f

Q - Q'
El par (F, f) es un morfismo de algebroides de Lie si
d°((F, f)¢) = (F, ) (d” ¢), (1.5)
para ¢/ € ['(A*7},) y para todo k, siendo (F, f)*¢’ la seccién del fibrado

vectorial A¥E* — @ definida por

<<F7 f)*¢/)x(ala s 7ak) = gb/]‘(w)(F(al)? s 7F(a'k’)>7
parax € Q y aq,...,a; € FE,. Destacar que (1.5) se satisface si y sélo si

d(g'o f) = (F. f)*(d"¢), para ¢’ € C*(QR),

dP((F, f)*a/) = (F, f)*(d¥ o), para o € T(1%,).
Si (F, f) es un morfismo de algebroides de Lie, f es una inmersién inyectiva
y Fg, : E, — E}(m) es inyectiva, para todo x € (@), entonces se dice que
(E, [, )&, pE) es un subalgebroide de Lie de (E',[-, ], prr) (véase [42]).
En el caso particular de que Q = Q' y f = id : Q — (@ entonces, es facil

probar que el par (F,id) es un morfismo de algebroides de Lie si y sélo si

para X,Y € I'(7g).
Otras definiciones equivalentes de morfismo de algebroides de Lie pueden

encontrarse en [42].
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1.1.3 Prolongaciéon de un algebroide de Lie mediante
una fibracién

A continuacién, vamos a recordar la definicion de la estructura de algebroide
de Lie sobre la prolongacion de un algebroide de Lie mediante una fibracién
(véase [42, 65]).

Sea (E, [, ]g, pr) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad @) de
dimension m con proyeccién 75 1 E— Q) y sea 7 : P — () una fibracion, esto
es, una sumersion sobreyectiva.

Consideramos el subconjunto 7P de E x TP definido por TF¥P = U ’];E P,

peP

donde
TPP = {(e.v) € Exgy x T,P| pir(e) = (Tym)(v)}

y I'm : TP — TQ es la aplicacién tangente a m. Denotaremos por 7 :
TPP — P la aplicacién dada por

(e, v) = mp(v),

para (e,v) € TFP, siendo 7p : TP — P la proyeccién canénica. Entonces,
si m’ es la dimensién de P, se puede probar que

dim’];EP =n+m' —m.

Asi, concluimos que 7% : 7¥ P — P es un fibrado vectorial sobre P de rango
n+m' —m.

Una seccién X de T8 TEP — P se dice que es proyectable si existe una
seccion X de 7 : E — @) y un campo de vectores U sobre P proyectable

mediante m al campo de vectores pr(X) y tales que

para todo p € P. Para una seccién X proyectable usaremos la notacién

X = (X,U). Es facil probar que se puede elegir una base local de secciones

proyectables del espacio T'(7F).
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Ademds, el fibrado vectorial 75 : 7P P — P admite una estructura de alge-

broide de Lie ([, -]%, p) caracterizada por
[[(X’ U)’ (K V)H}TE = ([[Xa Y]]E7 [Uv V])? p}rj(X7 U) =U,

para todo X,Y € I'(7g) y U, V campos de vectores proyectables mediante
7 a pp(X) y pe(Y), respectivamente. El algebroide de Lie (T72P, [-, |5, pT)
se denomina la prolongacion del algebroide de Lie E mediante la fibracion w
o el fibrado E-tangente a P.

Nétese que si pry : TPP — E es la restriccién de la proyeccién canénica
sobre el primer factor a 7¥ P, entonces el par (pr;,7) es un morfismo entre
los algebroides de Lie (7%P, [, |5, p%) v (E, [, ]&, pr) (para mds detalles,
véase [42, 65]).

A continuacién presentamos dos casos particulares de la anterior construccion

que seran utilizados posteriormente.

Ejemplo 1.3 Sea (E, [, ]g, pg) un algebroide de Lie de rango n sobre una
variedad ) de dimension m y 75 : E — @ la proyeccién del fibrado vectorial.
Consideramos la prolongacién 7¥E de E mediante la fibracién 7z, es decir,

TPE ={(e,v) € EXxTE|pgp(e) = (T1s)(v)}.

TFE es un algebroide de Lie sobre E de rango 2n con estructura de algebroide
de Lie ([-, -], pi¥) y proyeccién 7;F : TEE — E.

Por otra parte, si X es una seccién de E, entonces podemos considerar el
levantamiento vertical de X como el campo de vectores sobre E dado por

X*(e) = X(ru(e));

e’

para e € F,

donde v : FE

v Ere) = Te(Ery(e)) es el isomorfismo candnico entre los espacios

vectoriales Erpe) ¥ Te(Erpy(e))-
Ademas, existe un tnico campo de vectores X¢ sobre E, el levantamiento
completo de X, verificando las siguientes condiciones:

i) X¢ es proyectable mediante 75 sobre pg(X) y



1.1.3. Prolongacién de un algebroide de Lie mediante una fibracién 27

T
ii) X°(a) = LEa,
para todo a € T'(r}) (véase [40, 41]). Aqui, si B € T'(r};) entonces 3 es la
funcién lineal sobre E definida por

B(e) = B(re(e))(e), paratodo e € E.

Tenemos que (véase [40, 41])
(XEYT=[X, Y]e [XOY]=[XY]E [X°Y]=0,

para X, Y € I'(7g).
Asi, podemos introducir el levantamiento vertical XV y el levantamiento com-
pleto X de una seccién X € I'(7g) como las secciones de 7. : TFEF — F

dadas por
X¥(e) = (0,X"(e), X(e) = (X(7m(e)), X (e)), (1.6)

para todo e € E.
Si (x') son coordenadas locales sobre Q) y {e,} es una base local de secciones
de E, entonces {eY,eS} es una base local de I'(7;7) (véase [80]) y para X €

['(7g) dada localmente por X = X%e,, se tiene que

o

c L 0X
Xv:XOéez y X :pﬁ axly

p er + X%,

siendo (2%, y*) las correspondientes coordenadas locales en E y p', las com-
ponentes de la aplicacién ancla pg con respecto a la base local {e,}. A partir
de esta base podemos definir otra base local {X,,,V,} de secciones de TFF

tal que
[Xa, X7 = CX,,  [Xa Vsl =0, [Va, Vsl =0,

T 7 a
IOE'E(X&) = pa

ot PE(Va) =50

oy’

v
Y

correspondientes funciones de estructura del corchete de Lie de E.

para todo a y 3, donde X, = €S + C’;ﬁyﬁe Yy Vo = e}, donde C7; son las
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Notese que

X0) = (ealrl@) iy )2 Vale) = (0.5 ) (4D

Usando la base local de secciones {X,,, V,} se introducen, de manera natural,
coordenadas locales (2, y®; 2%, v*) en TPE. Ademss, si {X®,V} es la base

dual de {X,,V,}, se tiene que

s = S Zve paa pecmm)
ox dy
dTEEX’Y _ _107 on/\Xﬂ’ d’TEEv”/:O.

20
El subfibrado vectorial (TP E)Y de TPE cuya fibra en un punto ¢ € E es
(TPE)Y = {(0,v) € E x T.E | (T.7g)(v) = 0}

se denomina el subfibrado vertical. (T¥E)Y est localmente generado por las
secciones {V,}.
Por otra parte, sobre 7P E se definen dos objetos canénicos: la seccidn de
Euler A 'y el endomorfismo vertical S. A es la seccién de TP E — E dada
por

A(e) = (0,e?), paratodo e € E,

y S es la seccién del fibrado vectorial (TPE) ® (TFE)* — E caracterizada
por las siguientes condiciones

S(XY) =0, S(X°) =X", (1.8)

para X € I'(rg). Las expresiones locales de A y S, en términos de la base

introducida anteriormente, son
A=y*V,, S=X"®V,. (1.9)

Finalmente, una seccién ¢ de 7PE — E se dice que es una ecuacion dife-

rencial de sequndo orden (SODE) sobre E si S(§) = A. De (1.9), se deduce



1.1.3. Prolongacién de un algebroide de Lie mediante una fibracién 29

que una seccién & de 7P E es una SODE si y sélo si la expresién local de &
es de la forma

§=y"Xo+EVa, (1.10)

donde £* son funciones locales arbitrarias sobre £ (para mas detalles, véase
80]). A

Ejemplo 1.4 Sea (E, [, ]g, pr) un algebroide de Lie de rango n sobre una
variedad () de dimensién m y 75, : E* — (@) la proyeccion del fibrado vectorial

dual E* de E.

Consideramos ahora la prolongacién 7 E* de E mediante 75, esto es,
TPE* ={(e,v) € Ex TE* | pg(e) = (T13)(v)}.

TPE* es un algebroide de Lie sobre E* de rango 2n con estructura de alge-
broide de Lie ([, ]]TEE, p;E)

Si (z') son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de @, {e,} es
una base de secciones del fibrado vectorial 7, (U) — U y {e®} es la base
dual de {e,}, entonces {V,,U,} es una base de secciones del fibrado vectorial
()1 ((75) "1 (U)) = (r3)~1(U), donde 77 : TEE* — E* es la proyeccién
del fibrado vectorial TEE* y

0
ox’ le*

), Ua(e*):<0 0 ) (1.11)

Va(e¥) = (ea(rg(e*)),pg ,@‘ )

para ¢* € (7)1 (U). Aqui, p, son las componentes de la aplicacién an-
cla con respecto a la base {e,} v (2',y.) son las coordenadas locales sobre
FE* inducidas por las coordenadas locales (z') y la base {e*}. Usando la
base local {V,,U,} se introducen, de manera natural, coordenadas locales
(7%, Yo; 2%, Vo). Ademaés, se tiene que

Voo VAl = CLoys [Vanlhs]F = U, Us]E = 0,
" B, (1.12)

TE _ 9 E —
IOE (yt)é)_paaxi? IOE (ua)_aya7
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para todo a y [, siendo C’gﬁ las funciones de estructura del corchete de
Lie [-,]g con respecto a la base {e,}. Asi, si {V* U} es la base dual de
{Va,U,} entonces

E r* . 8 a
mEy = gLy Wy
1895’ 0o (1.13)
ATy = SOV AYY AT =0,

para f € C*(E* R).
Ahora definiremos una seccién canénica Ag del fibrado vectorial (75 E*)*
— E* como sigue. Sie* € E* y (¢/,v) es un punto de la fibra de 7FE* en

e, entonces

Ap(e) (e, v) = e*(e). (1.14)

Mg se denomina la seccion de Liouville de (TFE*)*.
Usando la seccion de Liouville introducimos la seccion simpléctica canonica
Qf definida por

Qp = —d7"7 \g. (1.15)

Qg es una seccién simpléctica del algebroide de Lie (T7EE* [, ]];E, pgg ), es

decir, (g es una 2-secciéon no degenerada y dT°E Qp = 0.
Si (z') son coordenadas locales en @), {e,} es una base de secciones de FE,
(2%, y,) son las correspondientes coordenadas locales de E* v {V,,Uy,} es la
base local de secciones de 7#E* definida en (1.11), entonces, usando (1.14),
se sigue que

AE = YoV, (1-16)

donde {Y*, U} es la base dual de {V,,U,}. Asi, de (1.13), (1.15) y (1.16),
se obtiene que

1
Qp = VU AU+ SCL3, V" A N%8 (1.17)

siendo C’gﬁ las funciones de estructura del corchete de Lie [-, -]z con respecto
a la base {e,} (véase [65]). A

Observacién 1.5 El corchete de Poisson lineal {-,-}r,. sobre E* inducido
por la estructura de algebroide de Lie de E (véase (1.3)) puede definirse
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también en términos de la seccién simpléctica candnica 2g. De hecho, para
F,G € C*(E*,R) se tiene que

{F, G, = Qp(HE" HE), (1.18)

donde H* y H;” son las secciones Hamiltonianas asociadas a las funciones

F vy G, respectivamente, con respecto a la estructura simpléctica (g, esto es,
Q Q TE ‘ .

HeP, HGE € T(15°) estén caracterizadas por

0y Qp=dT G,

He

ihopQp=d FF y i
F

1.1.4 Algebroides de Lie accion

Sea (E, [, ] g, pr) un algebroide de Lie sobre una variedad Q@ y 7 : P — @
una aplicacion diferenciable. Entonces, el pull-back de E mediante 7, esto
es,

mE ={(p.e) € P x E|w(p) = 7u(e)}

es un fibrado vectorial sobre P con proyeccion la restriccién a 7*FE de la
proyeccién candnica pr; : P X E — P sobre el primer factor. Sin embargo,
7*F no es, en general, un algebroide de Lie.

Ahora, supongamos que ¥ : I'(7g) — X(P) es una accién de E sobre m, es

decir, ¥ es una aplicacion R-lineal que satisface las siguientes condiciones
) W(fX) = (fom)UX,
i) V[X,Y]r = [¥X, VY],
iii) WX (fer) = pu(X)(f)e,

para XY € I'(tg) y f € C*(Q,R). Entonces, se puede definir una es-
tructura de algebroide de Lie (([-, ]r)w, (pr)w) sobre el fibrado vectorial
m*F — P la cual esta caracterizada por las siguientes condiciones

(Xem Yer]p)e = [X,Y]gem, (pp)e(X-m)=V(X), (1.19)
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para X,Y € I'(7g). El algebroide de Lie resultante se denota por E X 7y se
denomina algebroide de Lie accidn (para més detalles, véase [42, 65]).

A continuacién aplicaremos la construccién anterior a un caso particular.

Ejemplo 1.6 Sea (E,[-,]g,pr) un algebroide de Lie sobre una variedad
(). Es bien conocido (véase, por ejemplo, [33]) que el fibrado tangente a F,
TFE, es un fibrado vectorial sobre T'() con proyeccién la aplicacién tangente
aTg, Tt : TE — TQ. Ademés, dada una secciéon X € I'(7g), la aplicacién
tangente a X, TX : T(Q) — TE, es una seccion del fibrado vectorial T'7g :
TE — T@. Podemos considerar también la seccién X TQ — TE de
Ttg : TE — TQ definida por

X (u) = (T:0) () + X ()5, (1.20)

para u € T,(Q, donde 0 : ) — FE es la seccién nula de E y o) E, —
To(z)(Ez) es el isomorfismo candnico entre E, y Ty (Ey).

Si {eq} es una base local de I'(7g) entonces {T'e,, €4} es una base local de
[(TTg).

El fibrado vectorial T'tg : TE — T'(Q) admite una estructura de algebroide de
Lie con aplicacién ancla p% dada por

pr = o0rg°TpE,

siendo org : T(T'Q) — T(T'Q) la involucién candnica del fibrado tangente
doble. Recordemos que org es un isomorfismo entre los fibrados vectoriales
mrg - T(TQ) — TQ y Trng : T(TQ) — TQ (para mas detalles, véase
[33, 52]). El corchete de Lie [-, -]% sobre el espacio I'(T'tg) esté caracterizado

por las siguientes igualdades

e —

[TX,TY]L = T[X,Y]e, [TX,V]L=[X,Y]e [X,Y]5=0, (1.21)

para X, Y € I'(7g) (véase [65, 72]).
Ademds, existe una unica acciéon ¥ : I'(T'tg) — X(E) del algebroide de Lie
(TE,[,-]%, pL) sobre la aplicacién pg : E — TQ tal que

U(TX)=X°y ¥(X)=X"
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para X € T'(7g), siendo X¢ y X" el levantamiento completo y el levan-
tamiento vertical, respectivamente, de la seccién X (véase Ejemplo 1.3). Asi,
el fibrado vectorial pj,(TE) — E es un algebroide de Lie con estructura de
algebroide de Lie (([,]%)w, (pL)w) caracterizada como en (1.19). JAN

1.2 Formalismos Lagrangiano y Hamiltonia-
no sobre algebroides de Lie

1.2.1 Formalismo Lagrangiano

En esta seccién, recordaremos algunos resultados sobre la descripcién geo-
métrica de la mecdnica Lagrangiana sobre algebroides de Lie obtenidos por
Martinez en [80].

Sea (E, [, ]g, pr) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad @) de
dimension m y 7g : E — @ la proyeccién del fibrado vectorial.
Consideramos una funcion Lagrangiana L : E — R sobre E. Entonces,
se introduce la I-seccion de Poincaré-Cartan 6, € I'((757)*) asociada a L
definida por

Ou(e)(¢, Xo) = (A7 L(€))(Se(¢, X)) = piF (Sele, Xo))(L),

parac € By (¢/,X,) € TFE, siendo TP F la fibra de T¥ E — F que contiene
al punto e y S, : TFE — TEFE el endomorfismo vertical (véase (1.8)) en el
punto e.

Asi, se define la 2-seccion de Poincaré-Cartan wy, asociada a L como
wy, = —dT ;. (1.22)

Por otra parte, se introduce la funcion energia Ej, asociada a L como
E,=CLY"PL— L, (1.23)

donde EZEE es la derivada de Lie en el algebroide 7¥FE con respecto a la

seccién de Euler A.
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Si (#%,y*) son coordenadas locales en E, C; v pl, las correspondientes fun-
ciones locales de estructura de E'y {X,, V,} la base local de I'(7”) definida
en (1.7), entonces

oL
— L yo 1.24
2L 1 0L - 92L
= XAV 4 (=207, — pf — XN XP 1.2
e A (2 oy a8 paaxzaw) AXT (1.25)
oL
E, = —y*—1L 1.2
L aya ) ( 6)

siendo {X, V*} la base dual de {X,, V,}.
Ahora, sea v : I C R — FE una curva en E. Entonces, v es una solucion de
las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L siy sélo si:

o v es admisible, es decir, (v(t),%(t)) € T E, para todo t.

o itwswr(7(t) = (7 FEL)(y(t)), para todo t.

Siy(t) = (z'(t),y*(t)), entonces 7 es una solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para L si y solo si

dx’ , d ;0L . OL y 3 OL
=iy, (=) = pi = — = 1.27
a Y <8y0‘> Po gy ap¥ oy’ (1.27)
paraie€ {l,....m}yyaec{l,...,n}.
En particular, si € € I'(75°) es una SODE y
icw, = d7 P Ey (1.28)

entonces las curvas integrales de &, es decir, las curvas integrales del campo
de vectores piF(€), son las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
asociadas al Lagrangiano L.

Si L es regular, esto es, si wy, es una seccién no degenerada, entonces existe
una unica solucién &7, de la ecuacién (1.28) y, ademas, £, es una SODE. En

este caso, &, se denomina la seccion de Euler-Lagrange asociada a L .
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0?L
Asi, el Lagrangiano L es regular si y sélo si la matriz (W,z) = <m> es
Yoy
regular. En tales condiciones, la seccion de Euler-Lagrange &, asociada a L

esta dada localmente por

0?L , 8L>V

0wi0y0 +y'C

- OL
— X, + W 9z
L=y + Ps S

_ ot
oz Y

donde (W*%) es la matriz inversa de (W,z3).

1.2.2 Formalismo Hamiltoniano

En esta seccién, recordaremos algunos resultados acerca de la descripcién
geométrica de la mecanica Hamiltoniana sobre algebroides de Lie (véase [65]).
Sea (E, [, ] g, pr) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad @ de
dimensién m y 75 : E* — (@) la proyeccion del fibrado vectorial dual E* de
E.

Ahora, consideramos una funcién Hamiltoniana H : E* — R. Entonces,
como Qg es una seccién simpléctica de (TFE*, [[-,-]];g,pTEE) y d7°FH ¢

F((T;E)*), existe una unica seccién &y € F(T;E ) satisfaciendo
ie, Qg =d” P H. (1.29)

Supongamos que (z°) son coordenadas locales en @, que {e,} es una base
local de secciones de E con base dual {e*} y denotamos por (z‘,y,) las
correspondientes coordenadas locales inducidas sobre E*. Con respecto a la
base local {V,,Uy,} de F(T;E) definida en (1.11), la expresién local de &g es
la siguiente

_OH . OH  ,OH
€H - ayaya - (Oagy’yayﬁ +Pa x-)z/{ov

Asi, el campo de vectores pTEE (&g ) sobre E* esté dado por

LD (0 O iy
N po‘@ya ot aﬁ%@wg Po gy Mo

P (En)

Por tanto, pg} (g) es justamente el campo de vectores Hamiltoniano de H

con respecto a la estructura de Poisson lineal Iz« sobre E* inducida por la
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estructura de algebroide de Lie ([, ] g, pg), es decir,
P (En) = —iayullps.

En consecuencia, las curvas integrales de g (es decir, las curvas integrales del

T . . . .
campo de vectores pF (g )) satisfacen las ecuaciones de Hamilton asociadas
a H,

(1.30)

de*  ,0H dy, . OH  ,O0H
i =Py =Gy, g

parai € {l,....m}ya€e{l,...,n}.

1.2.3 Transformacién de Legendre y equivalencia entre
los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano

En esta seccién, recordaremos la definicion de la transformacién de Legendre
asociada a una funcion Lagrangiana sobre un algebroide de Lie y la equiva-
lencia entre el formalismo Lagrangiano y el formalismo Hamiltoniano en el
caso hiperregular (véase [65]).

Sea (E,[,"]g, pr) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad @ de
dimension m y 75 : E — @ la proyeccién fibrada. Consideremos L : EF — R
una funcién Lagrangiana y 0, € T'((777)*) la 1-seccién de Poincaré-Cartan
asociada a L.

Se introduce la transformacion de Legendre asociada a L como la aplicacion

diferenciable leg;, : E — E* definida por

legr(e)(e') = 0r(e)(2), (1.31)

para e,e¢’ € E, y z € TFFE tal que pry(z) = €, siendo pr; : TPE — F la
restriccién a 7 E de la proyeccién sobre el primer factor.

La aplicacion legy, estd bien definida y su expresion local en coordenadas
fibradas sobre E'y E* es

oL

legr(z',y®) = (mi, G_y“) (1.32)
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Ademsés, la transformacién de Legendre induce una aplicacién 7 legy, : TP E
— TPE* definida por

(T legL)(ea X6’> = (67 (Te’legL)(Xe’))v (133)

para e, ¢’ € F'y (e,Xo) € TFE, donde Tlegy, : TE — TE* es la aplicacién
tangente a legy,.

Usando (1.32), se deduce que la expresién local de 7 legy, en las coordenadas
sobre TFE v TP E* introducidas, respectivamente, en los Ejemplos 1.3 y 1.4
es

2 2

xi,g—;;za,pgzﬁazéa +Uﬂ8ya‘3‘8[/yﬁ>' (1.34)
Usando dicha expresién local, (1.16), (1.17), (1.24) y (1.25), se deduce el

siguiente resultado.

T legp(a',y™; 2%,0%) = (

Teorema 1.7 El par (7 legyr,legr) es un morfismo entre los algebroides de
Lie (TYE,[-, 7%, pF) y (TEE [, ]];E,pTEE) Ademas, si 0y, y wy (respecti-
vamente, A\g y Qg ) son la 1-seccion y la 2-seccion de Poincaré-Cartan aso-
ciadas a L (respectivamente, la seccion de Liouville y la seccion simpléctica
candnica sobre TP E*), entonces

(T legr,legr) A g =0, (T legr,legr) Qg = wr.
Ademas, de (1.32), se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.8 El Lagrangiano L es reqular si y solo si la transformacion
de Legendre legyr, : E — E* es un difeomorfismo local.

A continuacién, supondremos que la funcion Lagrangiana L es hiperregu-
lar, es decir, que legy, es un difeomorfismo global. Entonces, de (1.33) y del
Teorema 1.7, se concluye que el par (7 legy,legy) es un isomorfismo de alge-
broides de Lie. Asi, podemos considerar la funcion Hamiltoniana H : E* — R
definida por

H = Epcleg;’,

siendo Fy : E — R la funcién energia asociada a L (véase (1.23)). Entonces,

en [65] los autores obtienen el siguiente resultado.
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Teorema 1.9 Si el Lagrangiano L es hiperregular entonces la seccion de
Euler-Lagrange &1, asociada a L y la seccion Hamiltoniana g asociada a H
estan relacionadas de la siguiente forma

Emelegr, = T legr-&r.

Ademds, si vy : I — E es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
asociadas a L, entonces i = legr oy : I — E* es una solucion de las ecua-
ciones de Hamilton asociadas a H vy, reciprocamente, si u: I — E* es una
solucion de las ecuaciones de Hamilton para H entonces y = leg; ' o es una

solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

1.3 Ecuaciones dinamicas sobre algunos alge-
broides de Lie

En esta seccion mostraremos algunos fibrados vectoriales sobre los que se
puede definir una estructura de algebroide de Lie y analizaremos en cada
uno de ellos las ecuaciones de la dinamica que se obtienen.

1.- El fibrado tangente de una variedad. Sea () una variedad diferenciable de
dimension m. Las secciones del fibrado tangente 7 = g : £ = TQ — @
se identifican con los campos de vectores sobre (), el corchete de Lie sobre
I'(7g) = X(Q) es el corchete de Lie usual de campos de vectores y la aplicacion
ancla es la identidad en T'Q). Entonces, la terna (7'Q, [, |, Id) es un algebroide
de Lie sobre ). En este caso, la diferencial (respectivamente, el corchete de
Schouten) de T'Q) es justamente la diferencial de De Rham dj sobre Q*(Q) =
®rQ*(Q) (respectivamente, el corchete usual de Schouten-Nijenhuis sobre

VH(Q) = @V (Q)).

, 0
Si (2') son coordenadas locales en @), entonces {—Z} es una base local

Ox o
de x(Q) y tenemos asi las coordenadas fibradas locales (x',4") sobre T'Q.
Las correspondientes funciones de estructura locales del algebroide de Lie

o : TQ — @ son

C’szo y pl =07, para i,j, ke {l,...,m}.
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En este caso, la prolongacion 7PE = T(TQ) y la estructura de algebroide
de Lie ([-,-]&, pg) sobre el fibrado vectorial T(TQ) — TQ es la descrita
anteriormente como fibrado tangente de una variedad. Ademas, la seccién A
es el campo de vectores de Euler sobre T'Q) y la seccion S es el endomorfismo
vertical sobre T'Q).

Dada una funcién Lagrangiana L : T'¢Q) — R, la l-seccién 0 (respectiva-
mente, la 2-seccién wy, y la funcién Ep) es la 1-forma de Poincaré-Cartan
usual (respectivamente, la 2-forma de Poincaré-Cartan usual y la energia La-
grangiana) asociada a L. Asi, las ecuaciones (1.27) son las ecuaciones de
Euler-Lagrange cldsicas asociadas a L, es decir,

d 0L OL _
E(axz) = o para i € {1,...,m},

(véase [1]). Ademsds, si L : TQ — R es regular, £, es el campo de vectores

de Euler-Lagrange asociado a L.

Por otra parte, el algebroide de Lie (TFE*, [, ]];E, pTEE ) es el algebroide de
Lie estandar (T'(7*Q), [, -], Id). Ademas, Ag = Apg (respectivamente, Qp =
Qrg) es la 1-forma de Liouville usual (respectivamente, la 2-forma simpléctica
candnica) sobre T7(Q).

Asi, dada una funcién Hamiltoniana H : T*@Q — R, entonces &y es el campo
de vectores Hamiltoniano asociado a la funcién H con respecto a la estructura
simpléctica de T*(Q) y las ecuaciones (1.30) son las ecuaciones de Hamilton

clasicas asociadas a H, es decir,

o . o
_apz7 pl_ axi7

jfi

para i € {1,...,m},

donde (z°, p;) son las coordenadas locales sobre T*Q inducidas por las coor-
denadas locales (x%) de @ y la base local {dz'} de T*Q (véase [1]).

2.- Algebras de Lie reales de dimensién finita. Sea (g,[,]g) un algebra de
Lie real de dimension finita. Entonces, se considera el fibrado vectorial 7 :
g — { un punto }. Las secciones de este fibrado pueden identificarse con
los elementos de g y, por tanto, podemos considerar como corchete de Lie la

estructura de dlgebra de Lie [+, -]; sobre g y como ancla p la aplicacién nula.
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Asi, (g, [, ]g,0) es un algebroide de Lie sobre un punto. La diferencial (res-
pectivamente, el corchete de Schouten) sobre g es justamente la diferencial
algebraica (respectivamente, el corchete de Schouten algebraico) sobre g.

Si {ea} es una base de g y c 4 son las constantes de estructura del dlgebra
de Lie con respecto a dicha base, entonces las funciones de estructura del

algebroide de Lie g con respecto a la base {e,} son
Cls=clg ¥ Po=0.

Denotemos por (y®) las correspondientes coordenadas en g y por (i) las
coordenadas en g* inducidas por la base dual {e“} de {e,}.
En este caso, la fibra de la prolongacién 7 %g que contiene al elemento & € g

es gxT¢g. En otras palabras, 7% = U(g xTeg) y la estructura de algebroide

geg
de Lie ([-,]f, py) sobre T%g estd caracterizada por las siguientes condiciones

[(gaX)7(77’Y)]7g: = ([5777]9’[X’Y])7
pp(&,X) = X,
para§,negy X, Y € X(g).

Dada una funcién Lagrangiana L : g — R sobre g, entonces una curva

y : I — g es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L si y sélo si

d }
%(dLoy) = ad, (dL-y),

donde ad* : g x g* — g* es la representacion coadjunta infinitesimal, es decir,

(adi(a))(n) = a([€,n]g), para {,mEg y acg

L
Usando la notaciéon mas clasica dL. = —, las ecuaciones anteriores pueden

Jdy

408 - (L)

que son justamente las ecuaciones de Euler-Poincaré para L (véase, por

escribirse como sigue

ejemplo, [8]).
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Por otra parte, la fibra de la prolongacién 79g* que contiene a un elemento
a€gtesgxT,g* Asi, T%* = U (g x T,,g") y la estructura de algebroide

acg*
de Lie ([-,-]7", pf ) sobre T%" est4 definida de forma analoga a ([-,-]7, p7).

Ademas, dada una funcién Hamiltoniana H : g* — R, las ecuaciones de

Hamilton para H son
fo = adigp o 1t

0, usando una notacién mas clasica,
. *
fo=adom pt
o

que son las ecuaciones de Lie-Poisson para H (véase, por ejemplo, [8]).

3.-Algebroide de Lie-Atiyah. Sea p : () — M un fibrado principal con grupo
estructural G. Denotamos por ® : G x Q — @ la accién libre de G sobre
QyporT®:GxTE — TA la accion tangente de G sobre T'Q). Entonces,
podemos considerar el fibrado vectorial cociente mg|G : TQ/G — M = Q/G
cuyas secciones se identifican con los campos de vectores sobre () que son in-
variantes bajo la accion ®. Usando que todo campo de vectores G-invariante
es proyectable mediante p y que el corchete usual de campos de vectores G-
invariantes es también un campo de vectores G-invariante, podemos inducir
una estructura de algebroide de Lie sobre T'QQ/G. Este algebroide de Lie se
denomina algebroide de Lie-Atiyah asociado al fibrado principal p : Q — M
(véase [65, T1]).

Ahora, sea g el algebra de Lie de Gy A : T'() — g una conexién sobre el
fibrado principal p : Q — M. Esta conexién permite determinar un isomor-
fismo entre los fibrados vectoriales TQ/G — M y TM @& g — M, donde
g = (Q x g)/G es el fibrado adjunto asociado al fibrado principal p : @) — M.

De hecho, este isomorfismo esta definido como sigue
14:TQ/G = TM @3, [ug] = (Typ)(ug) ® (g, Alug))]-

Usando la conexién principal A y su curvatura B : TQ & T(Q) — g, podemos
obtener una base local de I'(mg|G) = I'(7rma) = X(M) & I'(7;). Para ello,
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elegimos una trivializacion local U x G del fibrado principal p : Q — M,
donde U es un subconjunto abierto de M, y sea e el elemento neutro de G.
Supongamos que (%) son coordenadas locales en U y que {&,} es una base de
g. Denotamos por {££} los correspondientes campos de vectores invariantes
por la izquierda sobre G, esto es,

£2(9) = (T.Ly) (&), para g € G,

donde L, : G — G es la traslacién a la izquierda por g. Ademés supongamos

que

A( 0 ) = A%(x)&, para i€ {l,...,m},

a 852 ‘(z,e)
B<_ ' Oxd ) = B @ .7.6 17..., )
ox' [(z,e) ox’ l(z.e) ij (x>§ para ¢, { m}

y x € U. Entonces, el levantamiento horizontal del campo de vectores —

oxt
h
sobre U es el campo de vectores (%) sobre p~}(U) = U x G dado por

()" =2 - e

ori) — Or
Por lo tanto, los campos de vectores sobre U x ¢
9 L L
e, =— — Al ey =
{ ori i Sa &b éb }

son invariantes bajo la accién @ y definen una base local {€}, e; } de I'(mg|G) =
(M) @ T'(75). Denotaremos por (z¢,y’, 4°) las correspondientes coordenadas
fibradas sobre TQ/G. Entonces, si ([, ]rq/a, prg/c) es la estructura de
algebroide de Lie sobre T'Q/G, se deduce que

[[6;7 6;‘]]TQ/G = _Bz'cjelc’ [[627 eiz]]TQ/G = CZbAgeiﬁ [[651, GZ]]TQ/G = szbe/cv
/ 8 /
pro/o(es) = 5= pro/alca) =0,
siendo {c¢, } las constantes de estructura de g con respecto a la base {¢,}. Asi,

las funciones de estructura locales del algebroide de Lie 7g|G : TQ/G — M
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con respecto a una trivializacién local son cero excepto las siguientes

c __ c _ ¢ b c _ .c
Cia - _Cai _CabAi7 C11)—Cab7

a

Ce = —B¢

1)
O
pj = 51]

Ahora, consideramos la prolongacién 779/¢(T'Q/G) del algebroide de Lie-
Atiyah T'Q)/G mediante la fibracién mo|G : TQ/G — M. La accién tangente
TP de G sobre T'Q es libre y, asi, T'Q) es el espacio total de un fibrado principal
sobre T'Q)/G con grupo estructural G. La proyeccién de dicho fibrado es
justamente la proyeccién canénica prg : TQ — TQ/G. Denotaremos por
T(T®) : G x T*(TQ) — T*(TQ) el levantamiento cotangente de la accién
tangente T® : G x TQ) — TQ. Tenemos que (véase Teorema 9.1. en [65]):

i) El algebroide de Lie 77%/%(TQ/G) — TQ/G y el algebroide de Lie-
Atiyah m1g|G : T(TQ)/G — TQ/G asociado al fibrado principal prg :
TQ — TQ/G son isomorfos.

ii) El fibrado vectorial dual de 77%/¢(TQ/G) es isomorfo al fibrado vec-
torial cociente de 7o @ T*(T'Q) — TQ por la accién T*(T®) de G
sobre T*(T'Q).

Asi, dada una funcién Lagrangiana [ : TQQ/G — R sobre el algebroide de
Lie-Atiyah mg|G : TQ/G — M, entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange

asociadas a [ son

ol d s 0l P j
ori E(Tyﬂ) = g By +cipAjy”), para todo .
d s 0l ol _ a i
dt (a_yb> - 8_3311(021;90{ - CdbA;‘iy ), para todo b,

que son justamente las ecuaciones de Lagrange-Poincaré asociadas al La-
grangiano G-invariante L = leprg : TQ — R (véase [18, 65]).

Por otra parte, sea 77%/¢(TQ/G)* la prolongacién del algebroide de Lie-
Atiyah mg|G @ TQ/G — M mediante la proyeccion m5|G : T°Q/G —
M. Nétese que el fibrado vectorial dual del algebroide de Atiyah mg|G :
TQ/G — M es isomorfo al fibrado vectorial cociente del fibrado cotangente
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T+ T"Q — @ por la accién cotangente 7" de G sobre T*Q), es decir,
los fibrados vectoriales (mq|G)* : (TQ/G)" — M y 75|G : T*Q/G — M
son isomorfos. Como T*® es una accion libre, T*(Q) es el espacio total de
un fibrado principal sobre T*@Q/G con grupo estructural G. La proyeccién
canénica pr-qg : T*Q — T*Q /G es la proyeccién de dicho fibrado. Tenemos

que (véase Teorema 9.3. en [65]):

i) El algebroide de Lie T79/¢(TQ/G)* — (TQ/G)* y el algebroide de
G : T(T"Q)/G — T*Q/G asociado con el fibrado
principal pr«g : T*Q — T*Q/G son isomorfos.

Lie-Atiyah mp«q

ii) El fibrado vectorial dual de 779/¢(TQ/G)* es isomorfo al fibrado vec-
torial cociente de 77.q : T(T*Q) — T*Q por la accion T*(T*®) de G
sobre T*(T*Q).

Asi, dada una funcién Hamiltoniana h : T*Q/G — R y el correspondiente
Hamiltoniano G-invariante H = hopp« : T*Q) — R sobre T%(), se tiene que
las ecuaciones de Hamilton para h son

( dat _ Oh
dt N 8pi’
dp; oh on on
N Y AL '), Jhcid
dt ox’ M Op; Car il OPa’
dp oh oh
Do _ e gop N e 5 0N
(e gy T Py

que son justamente las ecuaciones de Hamilton-Poincaré para H, siendo
(2%, p;, pp) las coordenadas fibradas locales sobre T*Q/G (véase [17]).

4.- Algebroide de Lie accion. Sea (g,[,]g) un dlgebra de Lie real de di-
mensién finita que sabemos que es un algebroide de Lie sobre un punto.
Consideramos ademas una variedad diferenciable M y suponemos que P :
g — X(M) es una accién infinitesimal de g sobre M. Entonces, es facil pro-
bar que pr; : M x g — M es un algebroide accién (véase Seccién 1.1.4).

Basta considerar la proyeccién canénica 7 : M — { un punto } y la accién



1.3. Ecuaciones dindmicas sobre algunos algebroides de Lie 45

U = &. Asi, tenemos que la estructura de algebroide de Lie ([-, -arxg, Parxg)
sobre pry : M x g — M esta caracterizada por

[y, v e = ¥ ]g: Prxe(y) = @(y),

para y,y € g.

Ahora, supongamos que V' es un espacio vectorial y que tenemos una re-
presentacion lineal de g sobre V' que denotaremos por ¢ : g x V. — V|
(y,u) — yu. Entonces, g también actia sobre V*. De hecho tenemos la
representacion lineal de g sobre V* dada por ¢* : g x V* — V* (y,&) — y&,
donde (y&)(u) = —&(yu), para todo u € V. En consecuencia, obtenemos la
correspondiente accién infinitesimal g — X(V*) y que el fibrado vectorial pry :
V* x g — V* es un algebroide de Lie accion del tipo descrito anteriormente
donde M = V~.

Sea {e,} una base de g tal que [eq, €5l = clze, y {¢'} una base de V*.
Entonces, tenemos las correspondientes coordenadas sobre V* x g (respecti-
vamente, V* x g*) que denotaremos por (§;,y“) (respectivamente, (&, tia))-
A continuacion, supongamos que L : V* x g — R es una funcién Lagrangiana
sobre el algebroide de Lie pr; : V* xg — V*yquec: I — V* X g es una
curva sobre V* x g, ¢(t) = (£(t),y(t)). ¢ es una solucién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange para L si y s6lo si

€= -y, %(2—5) = ad;<g—§) + g—é o€, (1.35)

donde ¢ : V' x V* — g* estd definida como (u ¢ &)(y) = —(y&)(u) = &(yu).
Nétese que si (§,y) € V* x g se tiene que dL(&,y) € Ty (V" x g) =V x g

y, entonces, estamos usando la siguiente notacion

0L OL
gy = (5, 5 )evxg.
08 e O 1(ew)
Las ecuaciones (1.35) se denominan las ecuaciones de Euler-Poisson-Poincaré
sobre V* x g para L (véase [16]).
Por otra parte, dada una funciéon Hamiltoniana H : V* x g* — R, una curva

I — VExgten V* x g c*(t) = (£(t),u(t)), es una solucién de las
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ecuaciones de Hamilton para H si y sélo si

. 0H oH
§=—5-¢ fr=adoup——= &,

8u op 85
que son justamente las ecuaciones de Lie-Poisson sobre el dual del producto
semidirecto de las dlgebras de Lie g y V (véase [43]).

1.4 Afgebroides de Lie. Ejemplos

Esta ultima seccion del Capitulo 1 contiene algunas generalidades sobre afge-
broides de Lie: definiciones, propiedades y ejemplos.

1.4.1 Afgebroides de Lie

Sea 74 : A — @ un fibrado afin con fibrado vectorial asociado 7, : V — Q.
Denotaremos por 74+ : AT = Af f(A,R) — @ el fibrado dual afin cuya fibra
en un punto r € @ consiste de las funciones afines en la fibra A,. Nétese que
este fibrado tiene una seccién distinguida 1 4 € I'(74+) inducida por la funcién
constante 1 sobre A. Consideramos también el fibrado bidual 75 : A — Q
cuya fibra en un punto x € @) es el espacio vectorial leac = (A})*. Entonces,
A puede identificarse con un subfibrado afin de A de corango 1 mediante la
inclusién i 4 : A — A dada por is(a)(¢) = ¢(a), la cual es una aplicacién afin
e inyectiva cuya aplicacién lineal asociada denotaremos por iy : V — A. Asi,
V' puede identificarse con un subfibrado vectorial de A de corango 1. Usando
estos hechos, se puede probar que existe una correspondencia biyectiva entre
las funciones afines sobre A y las funciones lineales sobre A. Por otra parte,
esta claro que existe una correspondencia biyectiva entre las funciones afines
sobre A y las secciones de A™T.

Una estructura de afgebroide de Lie ([-,-]v, D, p.a) sobre un fibrado afin 74 :
A — @ consiste de una estructura de algebra de Lie [-, -]y sobre el espacio
['(1y) de las secciones de 7 : V' — @, una acciéon R-lineal D : I'(14) X

I'(ry) — D'(7v) de las secciones de A sobre I'(7y) y una aplicacién afin
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pa: A— TQ, denominada la aplicacion ancla, satisfaciendo las siguientes
condiciones:

[ ] DX[D_/, Z]]V — [[DX}_/, Z]]V + [D_/,DXz]]\/,

[ J DX+YZ DXZ+ [[Y Z]]V,

e Dx(fY) = fDxY + pa(X)(f)Y,

para X € ['(14), Y, Z € I'(1v) y f € C®(Q,R). La terna (A, V,([-,-]v, D,
pa)) se denomina afgebroide de Lie sobre Q) (véase [38, 87]).

Observacién 1.10 Si ([-,-]v, D, pa) es una estructura de afgebroide de Lie
sobre un fibrado afin A entonces (V, [-, -]v, pv) es un algebroide de Lie, donde
v V. — TQ es la aplicacion lineal asociada a la aplicacion afin py : A —

TQ. ¢

Una estructura de afgebroide de Lie sobre un fibrado afin 74 : A — @ induce
una estructura de algebroide de Lie ([, -] 3, pz) sobre el fibrado bidual A tal
que la seccién 14 € I'(74+) es un 1-cociclo en la correspondiente cohomologia,
es decir, d“zlA = 0. De hecho, si Xy € I'(14) entonces para toda seccién X
de A existen una funcién f € C*°(Q,R) y una seccién X € I'(ry/) tales que
X=fXo+Xy

[f X0+ X, 9X0+ Y]z = (ov(X)(9) — pv(Y)(f) + fra(Xo)(g)

—gpa(Xo)(f)Xo +[X,Y]v + fDx,Y —gDx, X,  (1.36)
pi(fXo+X) = fpa(Xo) + pv(X).

Reciprocamente, sea (U, [-,]u, pv) un algebroide de Lie sobre Q y ¢ : U —
R un 1-cociclo de (U, [, ]u, pv) tal que ¢y, # 0, para todo x € Q. En-
tonces, A = ¢~'{1} es un fibrado afin sobre @) que admite una estructura de
afgebroide de Lie de tal forma que (U, [, -]u, pv) puede identificarse con el
algebroide de Lie bidual (Z, [-,-14p%) de Ay, bajo dicha identificacién, el
1-cociclo 14 : A= Res justamente ¢. Ademds, el fibrado afin 74 : A — @
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estd modelado sobre el fibrado vectorial 7y : V = ¢~ {0} — Q. De hecho, si
ity :V—=Uyiys: A— U son las inclusiones canénicas, entonces
ivo[X, Y]y = [iveX,iveY]y,
iVODX}7 - [[Z..AOX’Z'VOY]]U7 (137)
pa(X) = pulia-X),

para X,Y € I(1y) y X € T'(74).
Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de
Lie 7v : V — Q. Supongamos que (z') son coordenadas locales en un

subconjunto abierto U de @ y que {eg, e, } es una base local de secciones de
77 A— Q en U que estd adaptada al 1-cociclo 14, esto es, tal que

14(eg) =1 y 14(eq) =0, paratodo a. (1.38)

Nétese que si {€°,e*} es la base dual de {eg,e,} entonces e = 14. Asi,
usando que 14 es un 1-cociclo, tenemos que las correspondientes funciones
de estructura locales del algebroide de Lie bidual A son las siguientes

[[€0> 6a]]j = CgaGV’ [[60” eﬁ]]ﬂ = C;/ﬁe’w
8 o (1.39)
pj(QO) - pO%a pj(ea) - paami‘

Denotaremos por (z%,3°, y*) las correspondientes coordenadas locales sobre
A, Asi, la ecuacién local que define a A (respectivamente, V') como sub-
fibrado afin (respectivamente, vectorial) de A es y" = 1 (respectivamente,
y® = 0). Por tanto, (z',y*) pueden considerarse como coordenadas locales
en AyenV.

1.4.2 Morfismos de afgebroides de Lie

Ahora, sea 74 : A — @ (respectivamente, 74 : A" — Q') un fibrado afin con
fibrado vectorial asociado 1 : V' — @ (respectivamente, 7y : V' — Q') y sea

F: A — A un morfismo de fibrados afines sobre la aplicaciéon f : Q — @’
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con morfismo lineal asociado (F', f) entre los fibrados vectoriales 7y : V — Q
y Ty 2 VI — @Q'. Tenemos asi los siguientes diagramas conmutativos

l
A ! 14 v
TA TA TV Ty!
f f
Q " Q Q - Q

Un célculo directo prueba que la aplicacién F: A— A definida por

F@)(¢) =al¢' < Fla,), (1.40)
parad € A, y ¢ € (A );f(z), con x € @, define un morfismo entre los fibrados

vectoriales A y A’ sobre f vy, ademas,
(£, f) la =14

Reciprocamente, supongamos que 77 : U — Q v 77 : U — @’ son fibrados
vectoriales y que ¢ y ¢ son secciones de los fibrados vectoriales 7j; : U* — Q)
y 15 (U')* — @' tales que ¢(z) # 0, para todo z € Q, y ¢'(2') # 0, para
todo ' € )'. Supongamos también que el par (ﬁ , f) es un morfismo entre
los fibrados vectoriales 77 : U — Q v 7r : U’ — Q' tal que (ﬁ,f)*gb’ = ¢
y denotemos por A y V (respectivamente, A" y V') los subconjuntos de U
(respectivamente, U’) definidos por A = ¢~ {1} y V = ¢~ {0} (respectiva-
mente, A" = (¢')"{1} y V' = (¢)"*{0}). Entonces, es sencillo probar que
F(A) C Ay F(V)CV'. Asi, el par (F, f) es un morfismo entre los fibrados
afines 74 = (y)ju: A —= Qy 74 = (or)jar : A — @', donde F : A — A’
es la restriccién de F a A. Ademas, el correspondiente morfismo entre los
fibrados vectoriales 7 = (1¢)jv : V — Q vy 7vr = (tur)jvr : V' — Q' es el par
(F', f), siendo F': V — V' la restriccién de F a V.

Ahora, sean (14 : A — Q, 7v : V. — Q, ([, ]v,D,pa)) v (T4 : A — @,
v 2 V' — Q ([, ]v:, D', pa)) dos afgebroides de Lie y ((F, f), (F', f)) un
morfismo entre los fibrados afines (74 : A — Q, 7v : V — Q) y (74 :
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A — Q' 1y 1 V' — Q). Entonces, el par ((F, f), (F', f)) se dice que es un
morfismo de afgebroides de Lie si:

i) El par (F', f) es un morfismo entre los algebroides de Lie (V,[-, ]v,
pv)y (V' [ Tve, pvo),

i) Tfepa=pa-Fy

i1i) Si X (respectivamente, X') es una secciéon de 74 : A — @ (respecti-
vamente, 74 : A — Q') e Y (respectivamente, Y') es una seccién de
Ty : V. — @ (respectivamente, 7y : V' — Q') tales que X'of = Fo X
y Yo f = F'oY entonces F's DxY = (D, Y")- f.

Ahora, usando (1.36), se deduce el siguiente resultado.

Proposicién 1.11 Sean (14 : A — Q,7v : V — Q, ([, -]v, D, pa)) v (T4 :
A= Qv 2V — Q ([, ]v, D', par)) dos afgebroides de Lie. Si ((F, f),
(F', f)) es un morfismo de afgebroides de Lie y F:A— A es el corres-
pondiente morfismo entre los fibrados vectoriales biduales A Y :Z(’, definido

como en (1.40), entonces el par (f,f) es un morfismo entre los algebroides

de Lie (Au [['7 ]]_Zu pj) Y (A/7 [['7 ]];(/7 p:&)
Finalmente, usando (1.37), puede probarse el siguiente resultado.

Proposicion 1.12 Sean 7y : U — Q y 7y : U — Q' dos algebroides de Lie
yoel(r) yo¢ € (r) dos 1-cociclos de 7y - U — Q y 1y = U — @,
respectivamente, tales que ¢(x) # 0, para todo z € Q, y ¢'(2') # 0, para
todo ©' € Q'. Entonces, si el par (ﬁ, f) es un morfismo de algebroides de
Lie entre los algebroides de Lie 7y - U — Q y 1y = U — Q' satisfaciendo
que (F, f)*¢' = ¢, tenemos que el correspondiente morfismo ((F, f), (F', f))
entre los afgebroides de Lie (T4 = (tp)ja: A= ¢ {1} = Q, v = () :
V=¢"40} = Q) y (ta = () : A= (&) {1} = Q' 7v0 = () :
V= (¢/)"H{0} — Q') es un morfismo de afgebroides de Lie.
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1.4.3 Ejemplos de afgebroides de Lie

En esta seccién mostraremos algunos fibrados afines sobre los cuales es posible
definir una estructura de afgebroide de Lie.

1.-Algebroides de Lie. Sea (E,[-,]r,pr) un algebroide de Lie de rango n
sobre una variedad () de dimensiéon m y denotemos por 7z : E — @ la
proyeccién fibrada. En este caso, 74 = 75 : A = F — @ puede considerarse
como un fibrado afin con fibrado vectorial asociado 7y =75 : V = E — Q.
Entonces, su fibrado dual 74+ : AT — @ puede identificarse con el fibrado
vectorial 73 : E* x R — @y, por tanto, su fibrado bidual 77 : A Q es
justamente 7 : EXR — ). Bajo estas identificaciones, la seccion distinguida
lp € I'(14+) = T'(7) x C®(Q,R) es la seccion (0,1) € I'(15) x C*(Q,R)
inducida por la funcién constante 1 sobre Q).

Nétese que el fibrado vectorial 7; = 75 : A = E X R — () admite una

estructura de algebroide de Lie ([-, -] gxr, pexr) definida como sigue

[(X, 1), YV, 9)lexe = (IX.Y]g, pe(X)(9) — pe(Y)(f)),
pExR(va) = pE(X)v

para (X, f),(Y,g) € I'(tg) x C*(Q,R) = I'(Tg). Ademsds, es claro que la
seccién (0,1) € I'(15) x C*(Q,R) = I'(7};) es un 1-cociclo para el algebroide

(1.41)

de Lie 773 =7 : A= E X R — Q. Asi, tenemos inducida una estructura de
afgebroide de Lie ([-, -]y, D, pa) sobre el fibrado afin 74 =175 : A= FE — Q
dada por
[[Xa YHV = [[Xu Y]]E7 para X,Y S F(TV) = P(TE)u
DxY = [X,Y]g, para X €(t4)=T(1g) y Y € '(1v) =T(7g),
pA(X) = pp(X), para X €(rq) = (rp)

Por otra parte, una base local {eg, e, } de secciones de A~ ExR adaptada

al 1-cociclo 1 = (0, 1) puede construirse como sigue

co = (0,1) € I(7) 2 () x C=(Q,R),
ea = (¢,0) € D(75) 2 D(1p) x C=(Q,R),
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donde {€/,} es una base local de secciones de E.

Ahora, supongamos que (z%) son coordenadas locales en un subconjunto
abierto U de Q. Denotaremos por (z°,y,y°) las correspondientes coorde-
nadas locales sobre A = E x R inducidas por {eo,en}. La ecuacién local
que define a E como subfibrado afin (respectivamente, como subfibrado vec-
torial) de F x R es y° = 1 (respectivamente, y° = 0). Asi, (2%, y%) pueden
considerarse como coordenadas locales en F.

En este caso, las expresiones locales del corchete de Lie y de la aplicacién
ancla sobre A > E x R son las siguientes:

[eo; ealExr = 0, [ea, eslExr = OZﬁew
9 (1.42)

=0 a) — : g

PEXR(GO) ) pEXR(e ) paaxl

siendo C’gﬁ y pi, las funciones locales de estructura del algebroide de Lie F

con respecto a las coordenadas (z') y la base local de secciones {e/,}.

2.-Fl fibrado de 1-jets de secciones locales de una fibracion. Sea 7 : () — R
una fibracién y 710 : J'7 — @ el fibrado de 1-jets de secciones locales de
7: @ — R. Es bien conocido que 719 : J'7 — @ es un fibrado afin modelado
sobre el fibrado vectorial 7 = (7)), : VT — @, donde 7g : TQ — Q es la
proyeccion canoénica y V7 es el fibrado vertical de 7 : ) — R. Ademas, si
t es la coordenada usual en R y 7 es la 1-forma cerrada sobre ) dada por
n = 7*(dt), entonces tenemos la siguiente identificacién

Jir={veTQ|n(v) =1}

(véase, por ejemplo, [100]). Nétese que VT = {v € TQ |n(v) = 0}. Asi, el
fibrado bidual Ji7 del fibrado affn Ti0 : J'T — @ puede identificarse con
el fibrado tangente T'Q) a () y, bajo esta identificacién, la seccion 1,1, es la
1-forma 7. Asi, el fibrado bidual JIT es un algebroide de Lie y la seccién 1 1,
es un 1-cociclo para dicho algebroide de Lie. En consecuencia, el fibrado afin
Ti0: J'7 — @ admite una estructura de afgebroide de Lie.

3.-A fgebras de Lie. Sea A un espacio afin modelado sobre el espacio vectorial

V. Una estructura de dfgebra de Lie ([-, -]y, D) sobre el espacio afin A consiste
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de una estructura de algebra de Lie [-, -]y sobre V' y una accién lineal por

derivacion de A en V. En otras palabras,
D:AxV =V, (a,v)+— Dy,
es una aplicacion tal que D, : V' — V es lineal, para todo a € A, y
o D, [v,w]y = [Dyv,w]y + [v, Dywly,
e Dyyw= D+ [v,wly,

paraa € Ay v,w e V.

Estéa claro entonces que toda afgebra de Lie A es un afgebroide de Lie sobre
un punto. Asi, el espacio bidual A de cualquier afgebra de Lie es un algebra
de Lie.

Las afgebras de Lie fueron consideradas en [38].

4.-Afgebroide de Lie-Atiyah. Sea p : () — M un fibrado principal con grupo
estructural G. Denotamos por ® : G x Q — @ la accién libre de G sobre Q y
por T® : G x T'Q) — TQ la accién tangente de G sobre T'Q). Como ya vimos
en la Seccién 1.3, el fibrado vectorial cociente mg|G : TQ/G — M = Q/G es
un algebroide de Lie que se denomina algebroide de Lie-Atiyah asociado al
fibrado principal p: Q — M.

Ahora, supongamos que v : M — R es una fibracién de M sobre R. Denota-
mos por 7 : Q — R la composicion 7 = vep. Entonces,  induce una accién
J® . G x J'r — J'7 de G sobre J'7 tal que

J'®(g,5iv) =} (g0),

parag € Gy ~v:I CR — @ una seccién local de 7, con t € I. Ademas, la

proyeccion

T10|G: J'T/G — M, [j}y] — p(r10(i{7) = p(3(1))

define un fibrado afin sobre M que esta modelado sobre el fibrado vectorial
cociente
|G :V1/G— M, [u,]— p(q), para u, € V,,
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siendo 7 : VT — @ el fibrado vertical de la fibracién 7 : Q — R. Aqui, la
accién de G sobre V7 es la restriccion a V7 de la accion tangente T® de G
sobre T'Q).

Ademds, el fibrado bidual de J'7/G — M se puede identificar con el fibrado
vectorial mg|G : TQ/G — M.

Por otra parte, si t es la coordenada usual en R, la 1-forma 7*(dt) es invariante
bajo la accién de G y define un 1-cociclo nu nulo ¢ : TQ/G — R sobre el
algebroide de Lie-Atiyah TQ/G. Nétese que ¢ '{1} = J'7/G vy, por tanto,
podemos considerar la correspondiente estructura de afgebroide de Lie sobre
J'7/G. El fibrado afin J'7/G dotado con dicha estructura se denomina el
afgebroide de Lie-Atiyah asociado con el fibrado principal p : Q — M y la
fibracién v : M — R (véase [87]).

5.-Afgebroide de Lie accion. Sea A un espacio afin modelado sobre el espacio
vectorial V' de dimension finita y supongamos que A admite una estructura
de éfgebra de Lie. Una accion infinitesimal de A sobre una variedad M es
una aplicacién afin @ : A — X(M) tal que la aplicacién lineal ® : V — X(M)
asociada a ® es una accién infinitesimal (estdndar) de V' sobre M y, ademas,

®(D,v) = [®(a), d'(v)], para ac A y veEV.

Ahora, consideramos el fibrado afin trivial pr; : M x A — M. Esté claro
que el fibrado bidual de pr; : M x A — M es el fibrado vectorial trivial
pr; : M x A — M, donde A es el espacio bidual de A. Ademés, si @ :
A — X(M) es la aplicaciéon lineal inducida por ®, se tiene que ® es una
accion infinitesimal del algebra de Lie A sobre la variedad M. Asi, el fibrado
vectorial pr; : M X A — M admite una estructura de algebroide de Lie
accion.

Por otra parte, si 14 : A — R € A" es la funcién (afin) constante e igual a 1
sobre A, se sigue que 14 es un 1-cociclo del algebra de Lie A. Esto implica
que la seccién constante 1,74 4 del fibrado vectorial pry : M x AT — M dada
por

Lysa(z) = (x,14(x)), paratodo z € M,

es un 1-cociclo del algebroide de Lie accién pry : M x A— M.
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Por tanto, el fibrado afin trivial pr; : M x A — M admite una estructura de
afgebroide de Lie. Al afgebroide de Lie resultante se le denomina afgebroide

de Lie accion inducido por la accién infinitesimal ¢ : A — X(M).
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CAPITULO 2

Formalismo Hamiltoniano y ecuacién de
Hamilton-Jacobi sobre afgebroides de Lie

2.1 Formalismo Hamiltoniano

En esta seccién, presentaremos una descripcién geométrica que nos permitira
obtener las ecuaciones de Hamilton asociadas a una seccién Hamiltoniana
sobre un afgebroide de Lie (véase [82]).

2.1.1 La prolongacion TAY*

Sea (14 : A — Q,7v : V — Q,([,]v, D, pa)) un afgebroide de Lie sobre
una variedad (). Sabemos entonces que el fibrado bidual 75 : A — Q de
A admite una estructura de algebroide de Lie ([-,-] 7,pz) (véase (1.36)).
Denotemos por 77, : V* — @ la proyeccién fibrada de V* (el fibrado dual
de V). Entonces, podemos considerar la prolongacién 7 A+ del algebroide
de Lie A mediante vV — Q. TAV* es un algebroide de Lie sobre V*
con estructura ([-, -]]%;,p}j) y proyeccién T}*/ L TAY - v (véase Seccién
1.1.3).

57
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Sean (z') coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q y {eq, €q}
una base de secciones del fibrado vectorial Til(U ) — U adaptada a 14 (véase
(1.38)) respecto a la cual las funciones de estructura del algebroide de Lie
A vienen dadas como en (1.39). Denotaremos por (z¢,y° y*) las corres-
pondientes coordenadas locales sobre A y por (z°,90,Ya) las coordenadas
duales sobre el fibrado vectorial dual 74+ : AT — @ de A. Entonces, (2%, 94)
son coordenadas locales en V* y {y, Va,Us} es una base local de secciones

del fibrado vectorial 7'~ T AV* — V* | donde

0(6) = (i @Dosbg o Ialw) = (calri@) bz )
(2.1)
i) = (0.5, )

para todo ¥ € (73-)"'(U). Usando esta base local se pueden introducir,
de manera natural, coordenadas locales (2%, y,; 2%, 2%,v4) sobre TAV*. Un

calculo directo prueba que

[Vo, V¥ = Cgo¥y Vo Va¥ = C,0,,

[Vo,Uol ¥ = [V Ul = U, Us]Y =0,

Y, o, i 0 T
P70 =pog 5 P7Va) =pag s pgUa) =5 -,

para todo vy 8. Asi, si {V°, Y U} es la base dual de {Vy, Vo, U, }, entonces

tenemos que

iy , Of of of
TAV — i 04 o a
AV = phg Y+ Pz Y T
VYT = —Cgﬂyox\yﬂ——c”ﬁymyﬁ (2.2)

dT“ZV*yO — deV*uvz()?

para f € C®°(V* R).
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2.1.2 Una estructura cosimpléctica sobre 74V*
Sea p : AT — V* la proyeccién canénica dada por

n(p) = ¢!, para p e Al v z€Q,

donde ' € V* es la aplicacién lineal asociada a la aplicacién afin ¢ y sea
h:V* — A" una seccién Hamiltoniana de pu, esto es, poh = Id.

Ahora, consideramos el algebroide de Lie TAAT prolongacién del algebroide
de Lie A mediante T4+ AT — @ y cuya proyeccién denotamos por TI{” :
TAAT — A+ (véase Ejemplo 1.4). Entonces, podemos introducir la apli-

cacién Th : TAV* — TAA+ definida por
Th(a, Xy) = (&, (Tph)(Xy)),

para (&, X,) € %’ZV*, con ¢ € V*, siendo %“‘TV* la fibra de TAV* — V* que
contiene al punto . Es facil probar que el par (7 h, h) es un morfismo entre
los algebroides de Lie 7';; L TAVY SV y T;A+ CTAAT — AT

Asi, denotaremos por A, y €, las secciones de los fibrados vectoriales (74V*)*
—V*y AQ(T“ZV*)* — V* dadas por

M= (Thyh) (Ag), @ = (Th, hY (). (2.3

donde Az y €z son, respectivamente, la seccién de Liouville y la seccion
simpléctica candnica asociadas al algebroide de Lie A (véase (1.14) y (1.15)).
Nétese que, de (1.15) y del hecho de que (7h,h) es un morfismo de alge-
broides de Lie, tenemos que Q = —dZ" V" \,.

Por otra parte, sea 7 : TAV* = R la seccién de (T“‘TV*)* — V* definida por

para (&, Xy) EN’]:;Z‘V*, con ¢ € V*. Noétese que si pry : TAV* — A es la
restriccién a TAV* de la proyeccion canénica sobre el primer factor entonces
(pry, 7¢) es un morfismo entre los algebroides de Lie T}V CTAVY = Vi oy

7 A— Qy, ademds, se verifica que

(pry, )" (La) = 1.
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Asi, como 14 es un 1-cociclo de 75 : A— @, se deduce que 7 es un 1-cociclo
del algebroide de Lie T}‘*/ L TAY 5 Ve,

Supongamos ahora que la seccion Hamiltoniana h : V* — AT viene dada
localmente por

h(xi> ya) = (xia _H(xja yﬁ)a ya)

y que {V°, Y% U} es la base dual de la base local {Vo, Va, U, } definida en
(2.1). Entonces n = Y° y, usando (1.17), (2.3) y la definicién de la aplicaciéon
Th, se sigue que

1
Qn, = YYANU*Y+ ECgﬁyyya /\yﬁ

, OH . o o OH_ . 0
—i—(paaxi—C’anW)y /\y +a—yau /\y.

(2.5)

Asi, se prueba facilmente que el par (£2;,7) es una estructura cosimpléctica
sobre el algebroide de Lie T:ZV : TAV* — V*, esto es,

{Qh/\.../\Qh/\n}(z/z)#O, para ) € V*
(n

A7V =0y d7Vn=0.

Observacién 2.1 Sea 7VV* la prolongacién del algebroide de Lie V me-
diante la fibracién 7y : V* — Q. Denotamos por Ay (respectivamente, €y/)
la seccién de Liouville (respectivamente, la seccién simpléctica candnica) de
V y por (iy,Id) : TVV* — TAV* la inclusién candnica. Entonces, usando
(1.14), (2.3), (2.4) y que p~h = Id, obtenemos que

(iv, Id)*(An) = Av,  (iv, Id)"(n) = 0. (2.6)

Asi, como (iy, Id) es un morfismo de algebroides de Lie, también deducimos
que
(iv, 1d)"(Qn) = Qv (2.7)

&
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Ahora, dada una seccién vy del fibrado vectorial 7y : V* — @, podemos

consaderar el morfismo (7, 7) entre los fibrados vectoriales 75 : A= Qy
,1 L TAY* v

A - TAY
T ./Z 7";;
8
Q -V

definido por
T(a) = (&, (Ty)(pa(a))),
para a € A, y ¢ € (. Entonces,

Teorema 2.2 El par (T, 'y) es un morfismo entre los algebroides de Lie
(A7 [['7 ]]A:pA) (TAV* [[, ]]A ,,0 ) Ademds,

(T =hev, (T1,7) () = —dX(heoy).

Demostracidn: Supongamos que () son coordenadas locales sobre Q, que
{eo; eq} es una base local de I'(7 ;) adaptada a 14 y que

V= Yal”,

donde 7, son funciones locales reales sobre @ y {e°, e®} es la base dual de
{eo, €a}. Denotamos por { Vo, Va, U, } la correspondiente base local de F(T;V).
Entonces, usando (2.1), se sigue que

Tyoeg = <y0+pogvju ) oy, Tryoeq, = (:))a—{—piglzu,,) o7y,

para a € {1,...,n}, siendo pj, p!, las componentes de la aplicacién ancla de
A con respecto a las coordenadas locales (27) y la base {eg, €4 }. Asf, tenemos
que

(T, () = € (Tr,7)(V) =e,

e a
(Tr ) U = e +plyglre’ =

d%,
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donde {)°, Y U} es la base dual de {Vy, Vo, Ua }.

Por lo tanto, de (1.1), (1.39) y (2.2), obtenemos que el par (7+,v) es un
morfismo entre los algebroides de Lie A— Qy TAV* 5 v+,

Por otra parte, si  es un punto de Q y a € A, entonces, usando (1.14),

tenemos que

(T, ) )(@)(@) = (Tr,7)"(Th,h)*Az)(x)(@)
= (T(hon), hen) A z)(x)(a)
= Ai(h(y(2)))(@, T (hoy)(p£(a))) = (heovy)(x)(8)
esto es,
(T7,7) A = hery.

Consecuentemente, como €2, = —deV*Ah y (77,7) es un morfismo entre los
algebroides de Lie A y T4V*, concluimos que

(T7,7)" () = —d*(hon).

2.1.3 Ecuaciones de Hamilton

Ahora, sea Ry, € F( ) la seccion de Reeb de la estructura cosimpléctica
(Qp,m) caracterizada por las siguientes condiciones

iRthZO y ’iRhnzl. (28)

Con respecto a la base {)y, Va, U, } de F(T}*/), la expresién local de Ry, es

OH ). ( OH - OH

Rh = y() + a_ya Oaﬁy’Va + paa i - C ay’Y>u (29)

Asi, el campo de vectores p;l*’(Rh) viene dado localmente por la expresion

oOH 0 ( , OH (?H)) 0

il Y g
p.A (Rh) <p0 + a Ioa) ori + y’Y(CaO C aya

2.1
af ayﬂ ( O)

_pa%_
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y las curvas integrales de Rj (es decir, las curvas integrales del campo de
vectores p}’(Rh)) verifican las siguientes ecuaciones

det  , O0H , dy - OH OH
_ i o i _ oY c7 > 211
dt pO—‘r 8yapa7 dt paaxz y'Y( a0+ aﬁayﬁ ’ ( )
parai € {1,...,m} y a € {1,...,n}. Estas ecuaciones se denominan ecua-

ciones de Hamilton para h (véase [82]) y la seccion R), se denomina la seccion
de Hamilton asociada a h.

2.1.4 Una estructura af-Poisson sobre y: AT — V*

A continuacién, presentaremos un método alternativo para obtener las ecua-
ciones de Hamilton. Para este propdsito, usaremos la nocién de estructura
af-Poisson sobre un AV-fibrado introducida en [38] (véase también [39]).
Sea 77 : Z — () un fibrado afin de rango 1 modelado sobre el fibrado vectorial
trivial 7oxr 1 @ X R — @, esto es, 7z : Z — @Q es un AV-fibrado en la
terminologia de [39].

Entonces, tenemos una acciéon de R sobre las fibras de Z. Esta acciéon induce
un campo de vectores X sobre Z que es vertical con respecto a la proyeccién
Ty 4 — Q.

Por otra parte, existe una correspondencia biyectiva entre el espacio I'(7y)
de secciones de 77 : Z — @ y el conjunto

{F e C®(Z,R)| Xz(F) =—1}.
De hecho, si h € T'(17) y (2%, s) son coordenadas locales fibradas sobre Z
tales que X = s entonces h puede considerarse como una funcién local H
sobre Q, x' — —H(z"), y la funcién Fj, sobre Z estd dada localmente por
Fy(z',s) = —H(z") — s, (2.12)

(para mas detalles, véase [39]).
Ahora, una estructura af-Poisson sobre el AV-fibrado 77 : Z — () es una

aplicacién bi-afin

{+,-}: T(rz) x T(72) — C=(Q,R)
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satisfaciendo las siguientes propiedades:
i) Antisimetria: {hq, ho} = —{ho, h1}.
i1) La identidad de Jacobi:
{h1,{h2, hs}}v + {h2, {hs, ha}}v + {hs, {h1, ha}}v = 0,

donde {-, -} es la parte afin-lineal del corchete bi-afin.

i1i) Si h € I'(1z) entonces

{h}:T(r2) — CX(Q.R), I s {1},

es una derivacién afin.

Noétese que la condicién iii) implica que la parte lineal {h, -}y : C*°(Q,R) —
C*(Q,R) de la aplicacién afin {h,-} : I'(1z) — C*(Q,R) define un campo
de vectores sobre (), que se denomina el campo de vectores Hamiltoniano
asociado a h (véase [39]).

En [39], los autores probaron que existe una correspondencia biyectiva entre
los corchetes af-Poisson {:, -} sobre 7, : Z — @ y los corchetes de Poisson
{,-}n sobre Z que son invariantes con respecto a Xz, es decir, aquellos
cuyo 2-vector Poisson asociado II sobre Z verifica que Lx,II = 0. Esta
correspondencia estd determinada por

{h, hI}OTZ = {Fh, Fh’}l’[, para h, n e F(Tz).

Notese que, como el 2-vector Poisson II es invariante mediante Xz, la funcién

{Fp, Fy }11 sobre Z es proyectable mediante 77, esto es,
Lx,{Fn, Fi 3 = 0.
Usando esta correspondencia, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 2.3 Sea 74 : A — Q un afgebroide de Lie modelado sobre el fi-
brado vectorial Ty : V' — Q. Denotamos por 74+ : AT — Q (respectivamente,
T V' — Q) el fibrado vectorial dual de A (respectivamente, de V') y por

w: AT — V* la proyeccion candnica. Entonces:
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i) p: AT — V* es un AV-fibrado que admite una estructura af-Poisson.

i) Si h @ V* — A" es una seccion Hamiltoniana (es decir, h € T'(u))
entonces el campo de vectores Hamiltoniano asociado a h con respecto a
la estructura af-Poisson es un campo de vectores sobre V* cuyas curvas
integrales son justamente las soluciones de las ecuaciones de Hamilton
para h.

Demostracién: i) Esté claro que p: AT — V* es un AV-fibrado. De hecho,
siat € Al con z € Q, y t € R entonces

at +t=a" 4+ tl(z).

Asi, el campo de vectores X 4+ sobre A1 vertical con respecto a p es jus-
tamente el levantamiento vertical 1% de la seccién 14 € I'(74+). Ademas,
podemos considerar el algebroide de Lie 73 : A = (AT)* — Q y el co-
rrespondiente 2-vector Poisson lineal II4+ sobre A" (véase Seccién 1.1.1).
Entonces, usando que 14 es un 1-cociclo de 75 : A — @, se sigue que el
2-vector Poisson lineal Il 4+ es invariante con respecto a X 4+. Por tanto,
IT 4+ induce una estructura af-Poisson {-,-} sobre u : AT — V* la cual estd

caracterizada por la condicion
{h, h,}o,u = {Fthh’}HA+7 para h, n S F(,LL) (213)

También se puede probar esta primera parte del teorema usando la relacién
entre estructuras de afgebroides de Lie especiales sobre un fibrado afin A’ y
estructuras af-Poisson sobre el AV-fibrado AV ((A)*) (véase Teorema 23 en
[39])-

i1) De (2.12) y (2.13), deducimos que la aplicacién lineal {h, -}y : C*(V* R)
— C*(V* R) asociada a la aplicacién afin {h,-} : I'(n) — C°(V* R) (esto
es, el campo de vectores Hamiltoniano asociado a h) esta dada por

{h,Jv(e)ep={Fn,poptn,,, para ¢ € C*(V" R). (2.14)

Ahora, supongamos que la expresion local de h es

h(z', ya) = (@', —H (27, 95), Ya). (2.15)
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Por otra parte, usando (1.2) y (1.39), tenemos que

11 = A i 4ot 4 A i
At Po ori (9y0 Pa oxt aya (2 16)
I R R P R |
P80 " Oy 2 0y, " Oy

Asi, de (2.14), (2.15) y (2.16), concluimos que el campo de vectores Hamil-
toniano asociado a h estd dado localmente por

. OH ,\ 0 - OH OH N\ 0
o+ =—p. . — P — Y (Cly+ C s — )—
(po + e pa> o ( Po i #2(Cao + Cap 39,6) Yo
lo que prueba nuestro resultado (véase (2.10)). cQD

2.1.5 Caso particular: Ecuaciones de Hamilton en al-
gebroides de Lie

A continuacion, veremos que cuando consideramos un algebroide de Lie como
un afgebroide de Lie y aplicamos los resultados obtenidos en esta seccion,
recuperamos las construcciones vistas en la Seccion 1.2.2.

Sea (E,[-,"]g, pr) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad @
de dimension m. Entonces, 74 = 75 : A = E — (@ puede considerarse
como un fibrado afin con fibrado vectorial asociado 7 = 75 : V = E —
Q. Ademas, este fibrado afin admite una estructura de afgebroide de Lie
(véase Seccion 1.4.3). De hecho, el fibrado bidual de A = E, 75 : A — Q,
puede identificarse con el fibrado vectorial 7z : F x R — @ y, bajo esta
identificacion, la estructura de algebroide de Lie sobre A es dada por (1.41).
Por otra parte, la prolongacién TAV* del algebroide de Lie bidual A~ ExR
mediante la proyeccion 7y, = 75 1 V¥ = E* — @ es justamente el fibrado
vectorial producto %;E :TEE* xR — E*. Asi, el espacio de las secciones de
TAV* puede identificarse con F(T;;J) x C®°(E*R).

Como la aplicacién p : AT = E* x R — V* = E* es la proyeccién canodnica
sobre el primer factor, una secciéon Hamiltoniana h : E* — E* x R puede

identificarse con una funcién Hamiltoniana H : E* — R de forma que

h(B) = (8,—H(P)), para € E". (2.17)
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Ademis, la estructura cosimpléctica (€2, 1) sobre el algebroide de Lie 7 Ay+
=~ TEE* x R puede expresarse en términos de la seccién simpléctica canénica
de TPE*, Qp, y la seccién (0,1) € [(17) x C®°(E*,R) como sigue

O =Qp+dT" P HA®0,1), 5=(01). (2.18)

Asi, la expresion local de la seccién de Reeb de (Q,n), Ry € F(%;E) =
D(77) x C®(E*,R), es

R, = (&q,1), (2.19)

siendo £ la tnica seccion de F(TEJ ) satisfaciendo (1.29). Esto implica que los
campos de vectores pTEEXR(Rh) y pTE’*E (&) sobre E* coinciden. Por tanto, se de-
duce que las ecuaciones de Hamilton asociadas a h sobre E (como afgebroide
de Lie) son justamente las ecuaciones de Hamilton asociadas a la funcién
Hamiltoniana H sobre el algebroide de Lie £ (véase (1.30)).

Ademés, el corchete af-Poisson sobre el AV-fibrado trivial 4 = pr; : E* xR —
E* es justamente el corchete de Poisson lineal {-, - }11,.. sobre £* inducido por
la estructura de algebroide de Lie de E.

2.2 Ecuacion de Hamilton-Jacobi

En esta seccién, introduciremos la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para una
seccion Hamiltoniana sobre un afgebroide de Lie y probaremos que conocer
una solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi simplifica la buisqueda de las
trayectorias para la correspondiente seccién Hamiltoniana.

Sea 74 : A — @ un fibrado afin con fibrado vectorial asociado 7 : V — @
y supongamos que h : V* — AT es una seccién de la proyeccién candnica
w: AT — V* y que a : Q@ — AT es una seccién del fibrado vectorial
Ta+ : AT — Q. Entonces,

hopoor: Q — AT

es también una seccién del fibrado vectorial 74+ : AT — @ y ademés existe
una tnica funcién real sobre @), que denotaremos por f(h,a), tal que

a—hepoa= f(h,a)l. (2.20)
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Teorema 2.4 Sea 74 : A — Q un afgebroide de Lie modelado sobre el fi-
brado vectorial Ty 1 V — @Q con estructura de afgebroide de Lie ([-,]v, D, pa)
y sea (T“EV*, [[-,~]]§’,p}*’) la. prolongacién del algebroide de Lie bidual (A,
[, -1 1 p3) mediante la fibracion 73 : V* — Q. Supongamos que h : V* — A%
es una seccion Hamiltoniana de la proyeccion candnica p : AT — V* y
que R, € F(T:z‘*’) es la correspondiente seccion Hamiltoniana. Consideramos
a € I'(74+) un 1-cociclo, dAo = 0, y denotamos por Ry € T'(73) la seccion

de 757 A — Q dada por

h=DrieRyeopea,
donde pry : TAV* — A es la proyeccion candnica sobre el primer factor.
Entonces, las dos condiciones siguientes son equivalentes:

i) Para toda curva integral c del campo de vectores p z(Ryy), es decir, ¢ es

una curva sobre Q) tal que
pi(Ry)(c(t)) = ¢(t), para todo t, (2.21)
la curva t — (peaoc)(t) sobre V* satisface las ecuaciones de Hamilton

para h.

i) « satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi
d" (f(h,@)) =0,

esto es, f(h,a) es constante en las hojas de la foliacion del algebroide
de Lie V sobre Q (aqui, d es la diferencial del algebroide de Lie Ty :

V—=0Q).

Demostracion: Para una curva ¢ : I = (—¢,¢) C R — @ en la variedad base
QQ definimos las curvas §: I — V*y~vy: I — A por

B(t) = plalct)) v ~(t) = Ry (c(t).

Como pea 'y Ry son secciones de 737 : V* — Q y 757 : A — @, respectiva-
mente, se sigue que ambas curvas se proyectan sobre c.
Consideramos ahora la curva v = (7, 3) en A x TV* para la cual tenemos

los siguientes resultados:
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e v(t) estd en T"TV*, para todo t € I, si y solo si ¢ satisface (2.21). De
hecho, pzeoy = pzeRjocy TT{’}oB =C.

e u(t) = Ry(B(t)), para todo t € I, siy sélo si f es una solucién de las
ecuaciones de Hamilton para h. En efecto, las primeras componentes

coinciden pry (v(t)) = y(t) vy

pri(Ba(B(1))) = pri(Ba(p(a(c(?))))) = Ry (c(t)) = (1),

y la igualdad de las segundas componentes es justamente
B(t) = 57 (Ra(B(1))).

Denotaremos por o, = pea que es una secciéon del fibrado vectorial 7y :
V* — @ y consideramos también la aplicacién T, : A — TAV* dada por
To, = (Id,T(ay)°pz). Recordemos que, usando el Teorema 2.2, tenemos
que

(Tay, ), = —d“z(hooz“).

[4i) = 4)] Supongamos que c¢ satisface (2.21) y, por tanto, tenemos que v(t)
es una curva en 7AV*. Debemos probar que v(t) coincide con Ry (5(t)), para
todo t € I.

La diferencia d(t) = v(t) — Rn(B(t)) es vertical con respecto a la proyeccién
pry : TAV* — A, es decir, pry(d(t)) = 0, para todo t (ndtese que pr,(v(t)) =
pry(Rr(B(t))) = ~(t), para todo t). Por tanto, tenemos que

n(d(t)) =0y Qu(B(1))(d(t),s()) = 0,

para cualquier curva vertical ¢ +— ¢(t) (véase (2.1) y (2.5)).
Sea a: I — A una curva cualquiera en 4 que se proyecte sobre ¢ (es decir,

Ti°a = c). Consideramos su imagen mediante 7 a,, esto es,

C(t) = (Tay)(at)) = (at), T(pea)(pz(a(t))))-

De (2.21), se sigue que v(t) = (7 a,)(7y(t)) estd también en la imagen de

Tay,. Asi, usando (2.20), el hecho de que Rj, es la seccién de Reeb de la

e
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estructura cosimpléctica (Q,,7) v va que dAa = 0, tenemos que
Q(BEN(A(E).CH) = UBONTau(1(1)), Tay(a(t)))
= —dA(hepea)(c(t))(v(t), 4(1))
= (dA(f(h @) A La)(c(t)(7(1), &(1)).

Ahora, como d"(f(h,a)) = 0 y la inclusién iy : V — A es un morfismo de
algebroides de Lie, deducimos que d(f(h,a)) A 14 = 0. Esto implica que

Qa(B(1))(d(t),¢(t)) = 0.

Como cualquier elemento de ’Z:;i(x)v*, con x € (), puede obtenerse como
suma de un elemento en la imagen de 7 v, y un elemento vertical, concluimos
que

Qn(B@))(d(t), v (1)) = Qn(p(alc(t))))(d(t), (1)) = 0

para cualquier curva t — v(t). Asi, como 7(d(t)) = 0, deducimos que
d(t) = 0.

[i) = i7)] Supongamos que x es un punto de @ y que b € V.. Probaremos
que

(@ (£(h,a)), b) = 0.
Sea c : I = (—€,¢) — () una curva integral de pz(Ry) tal que c(0) = =.
Se sigue que c satisface (2.21). Sean 8 = poacc, v = RYecy v = (7,6)
definidos anteriormente. Como [ satisface las ecuaciones de Hamilton para

h, tenemos que
v(t) = Ry(6(t)), para todo t.
Ahora, tomamos una curva arbitraria t — a(t) en V que se proyecte sobre
¢ tal que a(0) = b y denotamos por ¢ — &(t) su inclusién en A. Como
v(t) = Ta,(y(t) y d*a =0, tenemos que
0 = QB@O)EABD), Taualt))) = WB)(v(1), Tau(alt)))

= B Tau(v(1), Tau@) = —d*(hepea)(e(t)(1(t), ()
= (@A f (B ) ALa)(e(0) (1), A(1)).

t
t
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Asi, usando que 1 4(¢(t))(v(t)) =1 (ndtese que n(Ry) = 1) y que 1 4(c(t))(a(t))
= 0, deducimos que

0 = (d"(f(h,a))(c(t))(alt)).

En particular, para t = 0, tenemos que

(d"(f(h,a)),b) =0.

CQD

Observaciéon 2.5 Claramente, podemos considerar como 1-cociclo o un 1-
coborde, es decir, a = d4S, para alguna funcién S sobre ). Sin embargo,
debemos tener en cuenta que en algebroides de Lie existen, en general, 1-

cociclos que no son localmente 1-cobordes. &

2.3 Algunos ejemplos

2.3.1 Ecuacion de Hamilton-Jacobi sobre algebroides
de Lie

Sea 7 : F — () un algebroide de Lie sobre una variedad (). Entonces,
7+ E — @ es un fibrado afin y la estructura de algebroide de Lie induce
una estructura de afgebroide de Lie sobre 75 : E — () (véase Seccién 1.4.3).
De hecho, el fibrado dual de E, como fibrado afin, es el fibrado vectorial
Tt B X R — @ y el algebroide de Lie bidual es el fibrado vectorial 75 :
E xR — @ con la estructura ([, -] exr, pexr) definida en (1.41).

Ademads, la aplicacion u : AT = E* xR — V* = E* es la proyeccién candnica
sobre el primer factor y una secciéon Hamiltoniana h : E* — E* x R puede
identificarse con una funcion Hamiltoniana H sobre E* de la forma dada en
(2.17).

Ahora, si « es un 1-cociclo de 7 : E — () entonces « puede considerarse

como la seccién (o, 0) de 7 : E* x R — @ y, claramente, («,0) es también
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un 1-cociclo de 7g : E X R — Q. Ademds, si f(h,«) es la funcién real sobre
() caracterizada por
a—hopea = f(h,a)lg,

es facil probar que f(h,a) = H-a. Asi, la ecuacion,
d®(f(h,a)) =0

es justamente la ecuacién de Hamilton-Jacobi considerada en [65] (véase
Seccién 3.7 en [65]).

2.3.2 Ecuacion de Hamilton-Jacobi clasica para meca-
nica dependiente del tiempo

Sea 7 : Q — R una fibracién y 719 : J'7 — Q el afgebroide de Lie asociado
modelado sobre el fibrado vectorial m = (7g)jy, : VT — Q. Como sabemos,
el algebroide de Lie bidual Jir de Jir puede identificarse con el algebroide de
Lie estandar mg : T'Q) — @ y, bajo esta identificacién, el 1-cociclo 11, sobre
g : TQ — @ es justamente la 1-forma n = 7*(dt), siendo ¢ la coordenada
usual sobre R (véase Seccién 1.4.3).

. 0
Si (t,4") son coordenadas locales fibradas sobre ) entonces {—Z} (respec-

Jdq

tivamente, { es una base local de secciones de 7 : V1T — @ (res-

0
o7 o7 ) .
pectivamente, mg : TQ — Q). Denotamos por (t,q¢',¢") (respectivamente,
(t,q',t,q")) las correspondientes coordenadas locales sobre V7 (respectiva-
mente, 7'Q)). Entonces, las funciones de estructura locales de T'Q) con respecto

a esta trivializacién local estan dadas por
Ch =0y ps=0dy, para 4,5,k e {0,1,...,n}. (2.22)

Ahora, sea 7 : V*1 — @ el fibrado vectorial dual de 7 : V7 — Q y 71+ :
(J'1)* — @ el dual del fibrado afin 71 : J'7 — Q. Nétese que (J'7)* =
T*Q. Denotaremos por (,q",p;) (resp., (¢, ¢, ps, pi)) las coordenadas duales
sobre V*1 (resp., T*Q) de (t,q',¢") (resp., (t,¢',1,¢")). Entonces, como la
aplicacién ancla de mg : TQ) — @ es la identidad de T'Q), se sigue que los
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algebroides de Lie mgy : T"9(V*1) — V*7 y 7wy« : T(V*7) — V*7 son
isomorfos.

Consideremos una seccién Hamiltoniana h, esto es, h : V*r — (J'7)T 2 T*Q
es una seccién de la proyeccién candnica p : (JI7)T = T*Q — V*7. h estd
dada localmente por

Ademéds, en este caso, la estructura cosimpléctica (€2;,,7) sobre el algebroide
de Lie 7y, : T"9(V*r) = T(V*r) — V*7 es la estructura cosimpléctica
estandar (£2,,n) sobre la variedad V*7 localmente dada por (véase (2.5) y
(2.22))

. oH | . oOH
Qn =dq' Ndp; + =—dq' Ndt + —dp; Ndt, n = dt. (2.23)
9q* Ip;
Asi, la seccion de Reeb de (€2,,7m) es el campo de vectores Rj sobre V*r

definido por
0 O0H 0 OH 0

Tt Op; 0qi  9q' Op;’
Es claro que las curvas integrales de Ry,

t (tq'(t), pi(t))

son justamente las soluciones de las ecuaciones de Hamilton clasicas depen-

Ry

dientes del tiempo para h

dq* _OH dp;  OH

dt — op; dt ¢

Ademas, usando el Teorema 2.4, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 2.6 Sea 7 : Q — R una fibracion y 119 : J'7 — Q el afgebroide
de Lie asociado modelado sobre el fibrado vectorial m = (mg)v, : VT — Q.
Sea h : V*r — T*Q una seccion Hamiltoniana y Ry, el campo de vectores
de Reeb de la correspondiente estructura cosimpléctica (Qp,,m) sobre V*r.
Supongamos que o es una 1-forma cerrada sobre () y denotemos por Rj el
campo de vectores sobre () dado por Ry = Tm*eRpop-a. Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes:
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i) Para toda curva integral t — c(t) de RS, la curva t — p(a(c(t))) sobre

V*1 satisface las ecuaciones de Hamilton para h.

i1) « satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi
A" (f(h,a)) =0,

es decir, la funcion f(h,a) es constante sobre las hojas del fibrado

vertical a T.

Observaciéon 2.7 i) Recordemos que la funcién f(h, ) sobre @ esta carac-

terizada por la siguiente condicion
a—hopeoa= f(h,a)n.

ii) Si las fibras de T son conexas entonces la ecuaciéon dV7(f(h,a)) = 0 se
verifica si y sélo si la funcién f(h,«) es constante sobre las fibras de 7.

Ahora, supongamos que la fibracion 7 es trivial, esto es, Q = R x P y 7 es
la proyeccién candnica sobre el primer factor. Entonces, el fibrado vectorial
™ V*r — @ es isomorfo al producto R x T* P (como fibrado vectorial sobre
@ = R x P). Asi, una seccién Hamiltoniana h : V*r @ R x T*P — T*Q =
(RxR) xT™*P puede identificarse con una funcién Hamiltoniana dependiente

del tiempo H : R x T*P — R de la siguiente forma

h(t,B) = (t,—H(t,(),5), para (t,5) € RxT"P.

Ademas, si a es una 1-forma exacta sobre (), es decir, a = doW siendo W
una funcion real sobre () = R x P, entonces se puede probar que la funcién
f(h,dyW) esta dada por

ow

h,d t,q) = —
f( ) 0W>( 7q) ot I(t0)

+ H(t,doWy(q)), para (t,q) € Q =R x P,
donde W, : P — R es la funcién real sobre P definida por

Wt(Q) - W<t’ q)‘
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Asi, si P es conexa, la ecuacién
d"7(f(h,dgW)) =0
se verifica si y sélo si la funcién

ow
(t,q) ERX P+— — 4+ H(t,dyWi(q)) € R
Ot |(t.q)

no depende de q.

Esta tltima condicion puede expresarse localmente como

ow

. OW
5 + H(t,q', =) = constante en P

oq
que es la ecuacién de Hamilton-Jacobi clasica dependiente del tiempo para
la funciéon W (véase [1]).

2.3.3 Ecuacién de Hamilton-Jacobi en el afgebroide de
Lie-Atiyah

Sea p : ) — M un fibrado principal con grupo estructural G. Denotamos
por @ : G x Q — @ la accién libre de G sobre Q y por T® : G x TQ — TQ
la accion tangente de G sobre T'(Q). Supongamos que v : M — R es una
fibracién de M sobre R y denotemos por 7 : () — R la composicién 7 = vep.
Entonces, ® induce una accién J'® : G x J'7 — J'7 de G sobre J'7 y, por
tanto, podemos considerar el afgebroide de Lie-Atiyah 71|G : J'7/G — M
asociado con el fibrado principal p : Q — M y la fibracién v : M — R (véase
Seccién 1.4.3). Recordemos que el fibrado afin 71|G : J'7/G — M estd
modelado sobre el fibrado vectorial 7|G : V7/G — M, donde 7 : V7 — Q
es el fibrado vertical de la fibracion 7 : Q — R y la accién de G sobre V1
es la restriccion a V7 de la accién tangente T'® de G sobre T'(Q). Ademas,
el algebroide de Lie bidual de J'7/G — M es el algebroide de Lie-Atiyah
|G TQ/G — M.

El grupo de Lie G actia sobre los fibrados vectoriales 7*Q) y V*7 de tal
forma que los fibrados vectoriales duales de TQ /G y V1/G pueden identifi-
carse con los fibrados vectoriales cocientes T*Q/G y V*7 /G, respectivamente
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(véase [65]). Ademds, la proyeccién candnica entre los fibrados vectoriales
(Ji7/G)Y" 2 T*Q/G y V*7/G es la aplicacién p|G dada por

(1l G)leg) = [u(eg)], para aq € TYQ y q € Q,
donde p : T*Q) — V*7 es la proyeccion entre T*Q) v V*7. Asi, si
h:V*7/G — (J'1/G)r = T*Q/G

es una seccién Hamiltoniana de u|G entonces h induce una seccién Hamilto-
niana h : V*1 — T*() equivariante bajo la accion de G tal que

hlag] = [M(ay)], para o € VT v q€Q.
Reciprocamente, si h : V*7 — T*(Q es una seccién Hamiltoniana de u :
T*Q) — V*1 equivariante bajo la acciéon de G entonces h induce una secciéon
Hamiltoniana h : V*7/G — T*Q/G tal que h = h|G, esto es,

hlay] = [h(ay)], para a4 € ‘/;1*7— y q€Q.
A continuacién, estudiaremos la relacion entre las soluciones de la ecuacién
de Hamilton-Jacobi para las secciones Hamiltonianas h y h. De hecho, pro-

baremos el siguiente resultado.

Proposicion 2.8 FExiste una correspondencia biyectiva entre las soluciones
de la ecuacion de Hamilton-Jacobi para h|G y las soluciones invariantes bajo
la accion de G de la ecuacion de Hamilton-Jacobi para h.

Demostracién: Si prg : TQ) — TQ/G es la proyeccién candnica entonces
pro es un morfismo de algebroides de Lie (sobre p : Q@ — M = Q/G) v,
ademas, la restricciéon de prg a cada fibra es un isomorfismo sobre la fibra
imagen. Asi, existe una correspondencia biyectiva entre los 1-cociclos del
algebroide de Lie-Atiyah 7g|G : TQ/G — M = Q)/G y las 1-formas cerradas
sobre () invariantes por la accion de GG. De hecho, si a : @ — T*@Q es una

1-forma cerrada sobre () invariante por la acciéon de G entonces la aplicacién

a|G: M =Q/G — T*Q/G definida por

(a|G)([q]) = [a(q)], para q € Q,
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es un 1-cociclo del algebroide de Lie-Atiyah (nétese que a = (prg, p)*(a|G)).
Ademas, si

a—hopea= f(h,a)n

entonces

a|G — (h|G) > (u]G)* (@|G) = (f(h, @)|G)o,
donde f(h,a)|G : M = Q/G — R es la funcién real sobre M caracterizada

por la condicién
(f(h,a)|G)op = f(h,a) (2.24)

y ¢ : TQ/G — R es el 1-cociclo sobre el algebroide de Lie-Atiyah. Por tanto,
f(hG, a|G) = f(h,a)|G.

Por otra parte, si py, : VT — V7 /G es la proyeccién candnica entonces py .
es un morfismo de algebroides de Lie sobre p: Q — M = Q/G vy, de (2.24),

se sigue que

(v, )" (d"7E(f(h, @) |G)) = d"7 (f(h, @)).

Finalmente, usando que la restriccion de py, a cada fibra es un isomorfismo
sobre la fibra imagen, concluimos que

d"7C(f(h,@)|G) = 0 & d"7(f(h.a)) =0,

lo que prueba el resultado. CQD

Ejemplo 2.9 "Elroy’s beanie” dependiente del tiempo. Como ejemplo de
sistema Hamiltoniano sobre un afgebroide de Lie-Atiyah, consideramos una
version dependiente del tiempo del ”Elroy’s beanie” que es, probablemente,
el ejemplo mas sencillo de sistema dinamico con un grupo de Lie de simetrias
no abeliano. Este sistema consiste de dos cuerpos rigidos planos unidos
por sus centros de masa moviéndose libremente en el plano. El espacio de
configuracién inicial es SE(2) x S! con coordenadas (z,y,6,1), donde las
tres primeras coordenadas describen la posicién y la orientacion del centro

de masa del primer cuerpo y 1 la orientacion relativa entre los dos cuerpos. El
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sistema estd descrito por la funcién Hamiltoniana H : T*(SE(2) x S') — R
dada por

1 1 1

donde m es la masa total del sistema, I; e I son las inercias del primer y del
segundo cuerpo, respectivamente, y V(1) la energia potencial.

A continuacion, supondremos que la energia potencial depende del tiempo, es
decir, V'(t,v). Entonces, debemos considerar como espacio de configuracién
Q = R x SE(2) x S' con coordenadas ¢ = (t,z,y,0,1). Sea mg : TQ =
TR x TSE(2) x TS' — Q =R x SE(2) x S' el algebroide de Lie estdndar
y denotemos por (t,x,y,G,w;i,jc,y',é,@ las coordenadas locales canodnicas
sobre TR x TSE(2) x T'S*.

Sea la accién de SE(2) sobre @ = R x SE(2) x S! dada por

Q,(q) = (t,z1 +xcosa —ysena, zo + xsena + ycos o, a+ 6, 1),

donde g = (21,22,) € SE(2). El espacio cociente Q/G = (R x SE(2) x
S1/SE(2) 2 R x S' y, como consecuencia, tenemos la fibracién principal
p:Q=RxSE?2)xS"— M=R x S! cuya expresién en coordenadas es

pt,z,y,0,9) = (£, ¢).

Asi, el algebroide de Lie-Atiyah 7g|SE(2) : TQ/SE(2) — Q/SE(2) asociado
al fibrado principal p se puede identificar con el fibrado vectorial 7Ry g1 :
TR x se(2) x TS — R x S, siendo se(2) el &lgebra de Lie de SE(2). La

base de secciones candnica de Ty g1 €s

0 0
{60761762763764} = {aaflfwf& %},

donde {&1, &2, &3} es la base estandar de se(2). Ya que
(€1, &)se2) = 0, [&1,&8lee2) = =62 ¥ [£2,&lse2) = &1,

obtenemos que las funciones de estructura del algebroide de Lie-Atiyah TR x
se(2) x T'S* con respecto a dicha base son todas nulas salvo las siguientes

0123:_1’ 0213:17 pé:piZL
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Por otra parte, podemos considerar la fibraciéon canénica v = pry : M =
R x S' — R y la composicién 7 = vep : Q = R x SE(2) x S* — R. Es
facil probar que el fibrado de 1-jets de secciones locales de 7, 714 : J'7 — @,
se puede identificar con el fibrado afin Tgp)xst : R x T'SE(2) x TS' —
Rx SE(2)x Sy que el correspondiente afgebroide de Lie-Atiyah, 71 9| SE(2) :
J'T/SE(2) — Q/SE(2), es el fibrado afin g1 : R x se(2) x TS — R x S*.
Estos afgebroides de Lie estan modelados, respectivamente, sobre los fibrados
vectoriales 7 : VT = Rx TSE((2) xTS' - Q =R x SE(2) x S* y 7|SE(2) :
VT/SE(2) 2R x s5e(2) x TS' — Q/SE(2) =R x SL.

Entonces, el sistema estd descrito por la secciéon Hamiltoniana h : V*1 =
R x T*SE(2) x T*S* — AT =T*Q = T*R x T*SE(2) x T*S! dada por

h(tax7y707w;px7py7p97pw) = (thuy?e?w;_H(tuxvyueuw;pvawp@vpi/l)u
vapy7p97p¢)7

siendo H la funcion local sobre V*r definida por

1 1 1

Ademds, la seccién Hamiltoniana h es invariante bajo la accién de SE(2) v,
por tanto, induce una seccién Hamiltoniana h : V*7r/SE(2) — T*Q/SE(2)
sobre el afgebroide de Lie-Atiyah 7g: : R x se(2) x TS? — R x S! tal
que h = h|SE(2). Asi, por la Proposicién 2.8, sabemos que existe una
correspondencia biyectiva entre las soluciones de la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi para h|SE(2) y las soluciones invariantes bajo la acciéon de SE(2) de
la ecuacién de Hamilton-Jacobi para h.

Sea a|SE(2) : Q/SE(2) =R x S — T*Q/SE(2) una seccién de 7, o1 con

expresion local

(Oé|SE(2)) (tal/)) = (t,¢;a0<t,1/)),Ozl(t,¢),O@(t,1/)),0(3(t,¢),044(t,77/))).
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Entonces, la funcién f(h|SE(2),a|SE(2)) esta dada por

FISER),alSE@)(E 1) = aolt,0) + 5 (03(t,4) +a3(1, )

1 o2
A (as(t, ) — aa(t, ¥))* + 3, it )
+V(t,9).
Por otra parte, a|SFE(2) es un 1-cociclo si y sélo si a;(t,9) = ki, as(t,¢) =
ko, as(t,1) = ks (constantes) y 88—0:; = %. Por tanto, la ecuacién de

Hamilton-Jacobi d"715®) (f(h|SE(2),a|SE(2))) = 0 se puede escribir como

8040 B @&u Il + [2 (3044 L9 ov
oY I OY L1, "0 T o0

Asi, integrando obtenemos que

=0.

ks L+,
Qo= Mt o

1+ V =F(),

siendo F' una funcion local real de variable real. Por tanto, deducimos que

ks L + 1, o2

=M o

-V +F

Finalmente, concluimos que todas la soluciones de la ecuacion de Hamilton-

Jacobi son de la forma

Il+]2 2

(@SE@)08) = (1 Paultv) - T2

kl; k2> k37 054(t7 1@) )
donde ay debe verificar que

% kg 8064 [1 +IQO{ 80(4 _ 8_V
ot L ov LI, ‘o o




CAPITULO 3

Subvariedades Lagrangianas y dinamica Hamiltoniana
(Lagrangiana) sobre afgebroides de Lie

3.1 Formalismo Lagrangiano

En esta seccion, desarrollaremos una descripcion geométrica que nos permi-
tird escribir de forma intrinseca las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas
a una funcién Lagrangiana L sobre un afgebroide de Lie A (véase [87]).

3.1.1 La prolongacién 7 AA

Sea (14 : A — Q,7v : V — Q,([,]v, D, pa)) un afgebroide de Lie sobre
una variedad (). Entonces, el fibrado bidual 75 : A= @ de A admite una
estructura de algebroide de Lie ([-,-] 7,0 7) tal que la seccién 14 del fibrado
dual A es un 1-cociclo (véase Seccién 1.4.1).

Ahora, consideramos la prolongacién (’T“ZA, I -] = p;i“) del algebroide de
Lie 77 : A — @ mediante la fibracion 74 : A — . Denotaremos por
TIZA L TAA — Ala proyeccién fibrada.

Supongamos que (x*) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de

Q@ vy {eo, €a } es una base local de secciones del fibrado vectorial Til(U ) —U

81
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adaptada a 14 (véase (1.38)). Entonces {Xy, X, Va} es una base local de
secciones del fibrado vectorial (T%A)_l(le(U )) — 74 (U), donde

Fofa) = (eolra@osis )s Xale) = (calrataoshas ),

) 0x'|a (3.1)
Va(a) = (07 3_3/0“&)’

para todo a € 7' (U). Aqui, (z%,4%) son las coordenadas locales sobre A

inducidas por las coordenadas locales (z') y la base {e,} y pj, p’, son las

componentes de la aplicacién ancla p ;. Ademads, tenemos que
[[XU’ Xﬁ]]jf‘ = 035X77 [[XOM Xﬁ]]}(‘ = OczﬁXW’
[[X(J?Va]]jf‘ = [[vaﬂ]]% = [[VOMVB]];{‘ = O?

0
oxt’

(3.2)

TA g TA 4 TA _ Y
P (X0) = po P35 (Xa) = Pag s pg(Va)—aya,
donde Cjj; y €7 son las funciones de estructura del corchete de Lie [-, ] 3
con respecto a la base {eg, e, }. Nétese que, si {XY, X% V*} es la base dual
de {Xy, Xa, V. }, entonces X0 estd definida globalmente y es un 1-cociclo.

Denotaremos por ¢q al 1-cociclo X°. Asi, tenemos que

do(a) (b, X,) = 14(b), para (b, X,) € TAA, (3.3)

siendo ’Z;“‘N‘A la fibra de T4A — A que contiene al punto a.
Se puede considerar también el endomorfismo vertical S : TAA — TAA
como una seccién del fibrado vectorial 74A ® (T4A)* — A, cuya expresién

local es (véase [87])
S = (X% — y%) @ V. (3.4)

Una seccién & de TE{‘ : TAA — A se dice que es una ecuacion diferencial de

sequndo orden (SODE) sobre A si

$o(§) =1y S¢=0.
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Si€ e F(TI{‘) es una SODE entonces £ = Xy + y* X, + £*V,, donde £ son
funciones locales sobre A, y

T, 7 a i 0 « 0
P &) =(m+y pa)g s +¢ oy

Ahora, una curva v : I CR — A en A se dice que es admisible si

/\

piciacy = (Ta°7)
o0, lo que es equivalente, si
(i4(v(1)),3(t)) € T;3)A, para todo t € I,

siendo iy : A — A la inclusién canénica. Denotaremos por Adm(A) el
espacio de curvas admisibles sobre A. Asi, si la expresion local de v es
v(t) = (2°(t), y*(t)), para todo t € I, entonces v es una curva admisible si y

sélo si ,
dz’

dt
Estéa claro que si € es una SODE las curvas integrales del campo de vectores

=ph+pty®, para i€ {l,...,m}.
p(€) son admisibles.

3.1.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Ahora, sea L : A — R una funciéon Lagrangiana sobre A. Entonces, intro-
ducimos la I-seccion de Poincaré-Cartan ©1, € I((73)") y la 2-seccidn de
Poincaré-Cartan €y, € F<A2<TIIA)*> asociadas a L definidas por

05 = Loy + (A7 AL)-8, Q= —d""4ey. (3.5)

De (3.2), (3.4) y (3.5), obtenemos que

oL oL
o, = (L- + 25y
L ( Y >¢0 By
aL oL L
_ TAA o 0l Y o
U = (160G )~ 5 (Gt Chus) ~ g )0 Nbo (39)
8L 1, &L . L L
904 /6' 7 : ¥ 9@ Hﬁ
oot N <p6&ﬂ8y ~Paggiogt T oy vCLﬁ> A
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donde 6% = X% — y“po, Y = V* = E§do v & = Xy + y* X, + £V, es una
SODE arbitraria.

Ahora, una curva vy : I = (—¢,6) C R — A en A es una solucion de las
ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L siy sélo si

e 7 es admisible, y

° i(iA(y(t)),'y(t))QL('Y(t)) = 0, para todo t.

Localmente, si y(t) = (z%(t),y*(t)), entonces 7 es una solucién de las ecua-

ciones de Euler-Lagrange para L si y solo si

dz’ ‘ d <8L> . OL

7 i, Q aL
di =Po T PY dt 6?_ya = P o (Coo + ngyﬁ)—a (3.7)

oy

parai € {l,....m}ya€{l,...,n}.

Si denotamos por C(A™) el conjunto de las curvas en A", podemos definir el
operador de Euler-Lagrange 0L : Adm(A) — C(A") asociado a L por

0Ly (8) = Qu(v(1)((2a(v(1)), ¥(1)), (B, v30)

para y € Adm(A)ya e fLA(,Y(t)), donde vy € Typ)A es tal que (8, vyq) €
T{?t)A7 para todo t. Es facil probar que la aplicacion 0L no depende del

vector vy elegido. De (3.6), deducimos que su expresién local es

__i oL 2'8[/_ Y vﬁa_L a 000
0L = ( dt <aya) +paaxz (Ca0+Caﬁy )ayv)(e ye )7

donde {e", e} es la base dual de {eg, e, }. Entonces, las ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas a L pueden escribirse como

0L = 0.

3.1.3 Una estructura cosimpléctica sobre 7 A

El Lagrangiano L es regular si y sélo si la matriz

0?L )

W= Wed) = (5
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es regular o, en otras palabras, si el par (€2, @) es una estructura cosimpléc-
tica sobre 74 A, es decir,

{QL/\.../\QL /\¢0}(a) #0, paratodo a€ A,
—— —

n .
dTQ0, =0 vy dT ¢ = 0.

Notese que la primera condicion es equivalente al hecho de que la aplicacién

D(r.00) TAA — (T“Z‘A)* definida por
b(QL7¢0)(X) =ixQ + ¢O(X)¢07 (3.8)

para todo X € T“ZA, sea un isomorfismo de fibrados vectoriales.
Ahora, supongamos que el Lagrangiano L es regular y sea R € F(T}“) la
seccién de Reeb de la estructura cosimpléctica (€2, ¢g) caracterizada por las

siguientes condiciones
ir,2, =0y ir,¢0=1.

Entonces, R es la inica SODE Lagrangiana asociada con L, es decir, las
curvas integrales del campo de vectores p}“(RL) son las soluciones de las
ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L. En este caso, R; se denomina

la seccion de Fuler-Lagrange asociada a L y su expresion local es

0L . 0L
R, = Xo+1y°X, Waﬁ< T S
L 0 + Yy + p,@axz (pO + Yy p’y)axzayﬂ

oL
o (Cgo + yucg#) a_y,y) Vou

(3.9)

donde (W) es la matriz inversa de (W,z).

Observacion 3.1 Una clase especial de sistemas son los sistemas Lagran-
gianos de tipo mecéanico. En este caso particular, el Lagrangiano L es de la

forma

L(a) = %QTA(a) (ia(a),ia(a)) —V(Ta(a)), paratodo a € A,
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donde G es una métrica fibrada sobre A y V una funcién sobre (). Denotare-
mos también por G la métrica fibrada inducida sobre A" y supondremos que
el 1-cociclo 14 tiene norma constante igual a 1. Ademds, usando la métrica,
podemos identificar A y V. De hecho, tenemos el isomorfismo de fibrados
afines 7 : A — V dado por

Z(a) = ia(a) — 19(74(a)), paratodo a € A, (3.10)

donde 19 € I'(13) estd definida por 15(z)(p) = G.(1a(z),¢), para todo
¢ € AF. Entonces, si G es la restriccién a V' de la métrica fibrada sobre .Z,

el Lagrangiano L se puede escribir de la siguiente forma
15 _
L(a) = §QTA(a) (Z(a),Z(a)) — V(1a(a)), paratodo a € A,

siendo V(z) = V(z) — 3, para todo z € Q.

En esta situacién, las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.4) se simplifican si
consideramos una base local de secciones de A ortonormal. De hecho, si (z)
son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de @), x € U, podemos
considerar una base local ortonormal {e®} del subespacio < 14(x) >1, el
ortogonal a < 14(z) > con respecto a la métrica fibrada de A*. Asi, como
Al =< 14(x) > ® < 14(z) >+, para todo z € @, tenemos que {14 = €%, e}
es una base local ortonormal de secciones de A". Como consecuencia, su
base dual {eg, €.} es una base local ortonormal local de secciones de A Si
(2%, 4%, y*) son las correspondientes coordenadas locales sobre j, la expresion

local del Lagrangiano es

Ll y) = 50" — V()

y las ecuaciones de Euler-Lagrange se reducen a

dz?
dt

i i o dy” ; OV
= Po + PaY s % = _paaxl - (Cg() + Cg,@yﬁ)y’y
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3.1.4 Caso particular: Ecuaciones de Euler-Lagrange
sobre algebroides de Lie

A continuacion, veremos que cuando consideramos un algebroide de Lie como
un afgebroide de Lie y aplicamos los resultados obtenidos en esta seccién,
recuperamos las construcciones vistas en la Seccion 1.2.1.

Sea 75 : F — @ un algebroide de Lie sobre una variedad ). Entonces,
T4 =78 A= FE — @ es un fibrado afin y la estructura de algebroide de
Lie induce una estructura de afgebroide de Lie sobre 75 : E — @ (véase
Seccién 1.4.3). De hecho, el fibrado dual de E, como fibrado afin, es el
fibrado vectorial 75 : E* x R — @) y el algebroide de Lie bidual es el fibrado
vectorial 7 : E x R — @ con la estructura ([-,-]gxr, pexr) definida en
(1.41). Ademés, podemos identificar la seccién distinguida 15 € I'(75) =
[(15) x C=(Q,R) con la seccién (0,1) € I'(75,) x C*(Q,R) inducida por la
funcién constante 1 sobre Q).

Por otra parte, la prolongacién 7- AA del algebroide de Lie bidual A~ ExR
mediante la proyeccién 74 = 75 : A = E — (@ es justamente el fibrado vecto-
rial producto 7.7 : TP E x R — E. Asi, el espacio I'(7.7) puede identificarse
con I'(17) x C(E,R).

Ahora, sea L : E — R una funciéon Lagrangiana sobre E. Entonces, la 2-
seccién de Poincaré-Cartan Qf, € T'(A*(747)*) asociada a L puede expresarse
en términos de la 2-seccién de Poincaré-Cartan wy, € T'(A*(757)*) (véase la
Seccion 1.2.1) y la seccién (0,1) € I'((757)*) x C*°(E,R) como sigue

QL =wy, + dTEEEL VAN (O, 1),

siendo B, € C*(E,R) la energia Lagrangiana definida en (1.23). Asi, si
escribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L sobre E como
afgebroide de Lie (véase (3.7)), obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange
asociadas a L considerando a E con su estructura de algebroide de Lie (véase
(1.27)). Nétese que en las ecuaciones (3.7) pi = 0y C7, = 0 (véase (1.42)).
Ademas, la funcién Lagrangiana L sobre E es regular considerando a E como
afgebroide de Lie si y solo si es regular considerando sobre E la estructura

de algebroide de Lie. Entonces, la seccion de Euler-Lagrange Ry, € I'(17.7) X
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C*(E,R) asociada con L estd relacionada con la seccién de Euler-Lagrange

¢ € I'(757) asociada a L de la siguiente forma

RL = (gLa 1)

3.2 Transformacién de Legendre y equivalen-
cia entre los formalismos Lagrangiano y
Hamiltoniano

3.2.1 Transformacion de Legendre

Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie

v : V. — @ y con algebroide de Lie bidual (A, [-,] 7, p7). Consideramos la
prolongacién TI{‘ :TAA — A del algebroide de Lie 73 : A — @ mediante la
proyeccién 74 : A — Q.

Ahora, sea L : A — R una funcién Lagrangianay O, € F((T}‘A)*) la 1-seccién
de Poincaré-Cartan asociada a L (véase (3.5)). Introducimos la transfor-

macion de Legendre extendida asociada a L como la aplicacion diferenciable
Legy : A — A* definida por

Legr(a)(b) = Or(a)(2),

para a,b € A,, donde z es un punto en la fibra de 7 AA que contiene al
punto a tal que pry(z) = i4(b), siendo pr; : TAA — A la restriccién a TAA
de la proyeccién canodnica en el primer factor pry : AxTA— A

La aplicacion Legy, estd bien definida y su expresion local en coordenadas
fibradas sobre A y A" es

Legu(a,y™) = (a7, L — oy, <), (3.11)

Asi, podemos definir la transformacion de Legendre asociada a L, legy, : A —
V™, por
legr = peLegy,
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siendo u : AT — V* la proyeccién candnica. De (3.11) y como u(z%, 4o, ya) =
(7%, yo), tenemos que
OL

legL(J:i,ya) = (Ii, 8_ya) (3.12)

Observaciéon 3.2 Usando (3.11) y (3.12), deducimos que el rango de las
aplicaciones leg;, v Legy, en un punto a de A es el mismo. Asi, si Tlegy, :
TA— TV*y TLegr, : TA — TA" son las aplicaciones tangentes de legy, y
Legy, entonces, ya que ker(T,Leg;) C ker(T,legy), se sigue que

ker(T,legr) = ker(T,Legr), para a € A.

3.2.2 Equivalencia entre los formalismos Lagrangiano
y Hamiltoniano

Las aplicaciones Leg; y leg; inducen las aplicaciones 7 Leg;, : TAA —
TAAY y Tlegy, : TAA — TAV* definidas por

(T Legr) (b, X.) = (b, (TuLegr)(X.)),
p (3.13)

(Tlegr)(b, Xa) = (b, (Tulegr)(Xa)).

paraa € Ay (b, X,) € TAA.
Ahora, sea {eg,eq.} una base local de secciones de I'(7;) adaptada a 14
y { X, Xo, Vo) (respectivamente, {Vo, Vo, Uy, U, }) una base local de F(TE{‘)
como en la Seccién 3.1.1 (respectivamente, de I'(7A*

| A
1.4) y denotamos por (z%,y*; 2% 2% v®) (resp., (x%, Yo, Ya; 2°, 2%, Vo, Va)) las

) como en el Ejemplo

correspondientes coordenadas locales sobre T4A (resp., 74AY). Ademas,
supongamos que (7, yq; 2°, 2%, v, ) son coordenadas locales sobre 74V * como
en la Seccién 2.1.1. Entonces, usando (3.11), (3.12) y (3.13), deducimos que
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las expresiones locales de las aplicaciones 7 Leg;, v 7 legy, son

. , oL oL
TLegL(x’,ya; ZO,ZQ,UQ) — <{L’Z, L — a_yaya’ 8_y04; ZO, za’
. OL 0*L . 0L O0*L 0*L
0 - — , @ ! - — - Ay — =y 3.14
z pO(axZ axzayay ) +z pa(axz axzayﬁ ) v 8y0‘8y5y ’ ( )

0L LBy O*L P 0L )
Oxtoy> Ps 0wt Oy OyoyP /)’
A . 0L - 0°L
Tlegu(a', 52,00 = (o, 50,20, 2l O
0*L 5 O°L

B )
Ox' oy dy*oyP
Asi, usando (1.16), (1.17), (3.6), (3.13) y (3.14), podemos probar el siguiente
resultado.

0 i
2 Po

(3.15)

+2°pl

Teorema 3.3 El par (T Legy, Legr) es un morfismo entre los algebroides

de Lie (T“E.A, [ 1505 (TAA+,[[-,~]]}(‘+,p}‘+). Ademds, si ©p y Q
(respectivamente, Az y 23) son la I-seccion y la 2-seccion de Poincaré-
Cartan asociadas a L (respectivamente, la seccion de Liouville y la seccion

simpléctica candnica asociadas a A) entonces
(T Legr, Legr)* (A z) = ©r, (T Legr, Legr)"(23) = Q.
De (3.12), se sigue que

Proposicion 3.4 FEl Lagrangiano L es reqular si y solo si la transformacion

de Legendre legy : A — V* es un difeomorfismo local.

En lo que sigue, asumiremos que L es hiperregular, es decir, legy, es un difeo-
morfismo global. Entonces, de (3.13) y el Teorema 3.3, concluimos que el
par (7legr,legr) es un isomorfismo de algebroides de Lie. Ademads, pode-
mos considerar la secciéon Hamiltoniana hy, : V* — AT definida por

hy = Legr -leg;*, (3.16)
la correspondiente estructura cosimpléctica (€2p,,,n) sobre el algebroide de

Lie T}*/ . TAV* = V* y la seccién Hamiltoniana Ry, € F(Tj;/).



3.2.2. Equivalencia entre los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano 91

Usando (2.3), (3.15), (3.16) y el Teorema 3.3, deducimos el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.5 Si el Lagrangiano L es hiperregular entonces la seccion de
Euler-Lagrange Ry, asociada a L y la seccion de Hamilton Ry, asociada a hy,
estan relacionadas de la siguiente forma

Ry, olegr, = Tlegr- Ry. (3.17)

Ademds, si v : 1 — A es una solucion de las ecuaciones de Fuler-Lagrange
asociadas a L, entonces legr oy : I — V* es una solucion de las ecuaciones
de Hamilton asociadas a hy, y, reciprocamente, st : I — V* es una solucion
de las ecuaciones de Hamilton para hy, entonces v = leg; ' <7 es una solucion

de las ecuaciones de Fuler-Lagrange para L.

Ahora, analizaremos la expresion local de la transformacién leg; ! : V* — A.
Supongamos que

legy (2, ya) = (', 4% (2, yp)) (3.18)
v hi(2',ya) = (2", —Hr(27,95), Ya). Entonces, de (3.11) y (3.16), se sigue
que
Hy (2", ya) = y* (27, ys)ya — L(a",y* (27, y5)).
Asi, obtenemos que

OHy, 9y~ 0L OLOy* OHp _ a+8yf3 B oL 0y°
ori  0x 0 B oye Ozt Oy, 4 Ya Yo OyB Oyq

y, usando (3.12) y (3.18), deducimos que
0Hj, oL 0H;,

- = ——— =y 3.19
oz’ ori Yo Y ( )
Por tanto, concluimos que
1y, ; 0H
legy (', ya) = (', 5 ). (3.20)

Yo
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Nétese que, como leg; ' : V* — A es un difeomorfismo, se sigue que la matriz
( 82H L

9Ya0ys
A continuacién, introduciremos la nocién de seccién Hamiltoniana hiper-

) es regular.

regular y probaremos que dada una seccion Hamiltoniana hiperregular h :
V* — AT entonces se puede construir una funcién Lagrangiana hiperregular
L: A — R tal que hy = h.

Sea h : V* — A* una seccién Hamiltoniana. Si R es una seccién arbitraria de

A, podemos considerar la funcion real de clase C*° sobre V*, Hr : V* — R,

dada por
Hz () = h(¢Y)(R(1v+(¢))), para ¢ € V™. (3.21)
Usando la funcién Hg podemos definir la aplicaciéon (Fh)g : V* — V como
sigue
Y eV, con xeQ= (Fh)r(¥) eV,
' d
B(Fh)r(¥)) = %t_OHR(w +13), para B€V,. (3.22)
Ahora, introducimos la aplicacién Fh : V* — A dada por
(FR)() = R(rv+(¥)) — (Fh)r(¢)). (3.23)

Si las expresiones locales de A y R son
h(xi7 ya) = (xiv _H(xja yﬁ)v ya)? R(‘/EZ) = (Ii7 ch(xi))’

entonces, de (3.21), (3.22) y (3.23), obtenemos que

HR(xia ya) = _H<xi7 ya) + Ra(xi)you (3'24)
(Fh)r (e, ya) = (2, —g—;jm ys) + RO (a),
(Fh)(:vi,ya) = (xi, g_yHa) (3.25)

Asi, la aplicacién Fh no depende de la seccion R elegida.
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La seccion Hamiltoniana h es dice que es regular sila aplicacion Fh: V* — A
0’H )
es

ayaayﬂ
regular. h se dice que es hiperregular si Fh : V* — A es un difeomorfismo

es un difeomorfismo local o, lo que es equivalente, si la matriz (

global.

Esta claro que si L : A — R es una funcién Lagrangiana hiperregular y
hy : V¥ — AT es la seccion Hamiltoniana asociada con L entonces hj, es
hiperregular. De hecho, de (3.20) y (3.25), se sigue que Fhj, es un difeomor-
fismo y Fhy = leg; .

Ahora, probaremos que el reciproco también es cierto.

Teorema 3.6 Si h : V* — AT es una seccion Hamiltoniana hiperreqular
entonces existe una funcion Lagrangiana hiperreqular L : A — R tal que la

seccton Hamaltoniana asociada con L es justamente h. En otras palabras,
hp = h.

Demostracion: Definimos la funcién Lagrangiana L : A — R por
L(a) = (Fh)"'(a)(a — R(7a(a))) + Hr((Fh)~'(a)), para a€ A
La funcién L no depende de la seccién R elegida. De hecho, si
(Fh)~ (', y%) = (2", yal2’,y7))
entonces, usando (3.24) y (3.25), tenemos que
L(z",y*) = y*ya(2’,y") — H(a",yal2’, y")). (3.26)

Por tanto, deducimos que

oL Gyﬁ OH 8yg
I .
oy~ YV gy dyp Oy~

OH
y, usando que E y? (véase (3.25)), se sigue que
Yp

= Yo (3.27)
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Esto implica que (véase (3.12)) legr, = (Fh)~! y consecuentemente, de (3.11),
(3.26), (3.27) y como hy, = Legy,-leg;*, concluimos que

hr = h.

cOD

3.2.3 Caso particular: Transformaciéon de Legendre en
algebroides de Lie

A continuacion, veremos que cuando consideramos un algebroide de Lie como
un afgebroide de Lie y aplicamos los resultados obtenidos en esta seccion,
recuperamos las construcciones recogidas en la Seccion 1.2.3.

Sea 7p : E — (@ un algebroide de Lie sobre una variedad (). Entonces,
7+ E — @ es un fibrado afin y la estructura de algebroide de Lie induce
una estructura de afgebroide de Lie sobre 75 : E — () (véase Seccion 1.4.3).
Ahora, supongamos que L : E — R es una funciéon Lagrangiana sobre
E. Esta claro que la relacién entre la 1-seccién de Poincaré-Cartan O €
L((757)") 2 T((17)*) x C*(E,R) asociada a L considerando a £ como afge-
broide de Lie y la 1-seccién de Poincaré-Cartan 0, € I'((757)*) asociada a L
considerando en F la estructura de algebroide de Lie es la siguiente

@L = (QL, EL)

Aqui, £, denota la energia Lagrangiana asociada a L (véase Seccién 1.2.1).
Como ademds la aplicaciéon pu : AT =2 E* x R — V* = E* es la proyeccién
candnica sobre el primer factor, deducimos que la transformacion de Legendre
legr, : A= F — V* = E* asociada a L definida por leg;, = p° Legy, coincide
con la transformacion de Legendre leg;, : E — E* asociada a L definida en
la Seccién 1.2.3.

Por otra parte, si la funcién Lagrangiana L es hiperregular, podemos consi-
derar la correspondiente seccién Hamiltoniana hy, : E* — E* x R dada por
hr = Legr -leg;*. Asi,

hi(a) = (o, —Hr(a)),
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donde Hy, : E* — R es una funcién Hamiltoniana. Se puede probar que
Hy = Epoleg; '

Por tanto, H; es la funcién Hamiltoniana asociada a L considerada en la

Seccion 1.2.3.

3.3 Involucién candénica asociada a un afge-
broide de Lie

3.3.1 Estructuras de afgebroides de Lie sobre J4A

Sea (t4: A—Q,7v:V — Q,([, ]v, D, pa)) un afgebroide de Lie sobre una
variedad (). Denotamos por py : V — T'Q) la aplicacién ancla del algebroide
de Lie 7y : V' — @, por ([,-] 1, pz) la estructura de algebroide de Lie sobre
el fibrado bidual 75 : A— Q de Ay porly: A — R el 1-cociclo distinguido
sobre A.
Consideramos el subconjunto J*A del producto cartesiano A x T'A definido
por

TAA={(a,v) € AX TA|pa(a) = (T7)(v)}.
A continuacién, veremos que J*4A admite dos estructuras de afgebroide de
Lie.
i) Primera estructura:
Sea (TAA, [, 1%, p%) la prolongacién del algebroide de Lie (A a0 02
mediante la fibracion 74 : A — Q y ¢y : TAA — R el 1-cociclo definido
en (3.3). Usando (3.3) y el hecho de que (14) 4, # 0, para todo z € @,
deducimos que

(¢0)7.44 # 0, paratodo a€ A

Ademsds, tenemos que

(¢0) {1} = {@Ev) € AxTA|pz() = (T7a)(v), La(d) = 1}

(3.28)
= JA.
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Por otra parte, sea 7V A la prolongacién del algebroide de Lie (V, [, ]v, pv)
mediante la fibracién 74 : A — Q. Sabemos que 7V A es un algebroide de Lie
sobre A con estructura ([-,-]i#, pi*) v proyeccion fibrada 7 : TV A — A.
Entonces, es facil probar que

(o) "{0} =TV A. (3.29)

Asi, de (3.28), concluimos que J* A es un fibrado afin sobre A con proyeccién
T JAA — A definida por

7' (8,0) = ma(v),

donde w4 : TA — A es la proyeccién canénica. Ademas, el fibrado afin
T T AA — A admite una estructura de afgebroide de Lie tal que su
algebroide de Lie bidual es justamente (T4AA, [, 1%, p%) (véase Seccion
1.4.1). Finalmente, usando (3.29), se sigue que el afgebroide de Lie 7/* :
JAA — A estd modelado sobre el algebroide de Lie (7V A, [-, ]i#, pi#).

Observacién 3.7 Sea T4A la prolongacién del algebroide de Lie (./Z7 [ 14
p ;) mediante la fibraciéon 73 : A — Q. Denotemos por ig : A — A la
inclusion canénica y por (Id,Tiy) : T*A — TAA la aplicacién definida por

(Id,Tix)(a,vp) = (&, (Thia)(vp)),

para (a,vp) € 7;;%4, con b € A. Entonces, es facil probar que el par
((Id,Tiy), i) es un monomorfismo de algebroides de Lie. Asf, (T“ZA, [, -]]}“,
p') es un subalgebroide de Lie de (TAA, [, ~]];{‘, pj{). O
i1) Segunda estructura:

Sabemos que el fibrado tangente de JZ, T.Z, es un algebroide de Lie sobre
T'Q y la proyeccion fibrada es el levantamiento tangente T'7 7 : T' A— TQ de
Ti: A—Q (véase el Ejemplo 1.6).

Ahora, consideramos el subconjunto dy(14)° de T A dado por

do(14)° = {o € TA|do(14)(0) =0} = {0 € TA|5(14) =0}.  (3.30)
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do(14)° es el espacio total de un subfibrado vectorial de T'73 : TA — TQ.
De forma mads precisa, supongamos que X e I'(77) v denotemos por TX :

A~

TQ — TA la aplicacion tangente de X y por X:TQ — TA la seccién de
Try: TA — TQ definida por (1.20). Entonces, usando (3.30), deducimos
los siguientes hechos:

i) Si 14(X) = ¢, con ¢ € R, tenemos que TX(TQ) C dy(14)° y, asi,
TX : TQ — do(1.4)° es una seccién del fibrado vectorial (T'7 1) (do(1.0)°
do(14)° = TQ.

i) Si 14(X) = 0 se sigue que )%(TQ) C do(14)° y, por tanto, X TQ —
do(14)° es una seccion del fibrado vectorial (17 3)|4y(14)° : do(14)° —

TQ.

De hecho, si {eg,e,} es una base local de I'(7;) adaptada a 14, entonces
{Tey, Teq, eq} es una base local de I'((T'73)ide(14)°). Consecuentemente, la
inclusién canénica i : do(14)° — T'A es un monomorfismo (sobre la identidad
de T'Q) entre los fibrados vectoriales (1'73)jao(14)° : do(14)® — TQ y T'73 :
TA — TQ. Ademds, usando (1.21) y el hecho de que 14 : A= Resun l-
cociclo del algebroide de Lie (JZ, [-,-] 4: 1), deducimos que el corchete de Lie
[, ]]a; sobre I'(T'73) se puede restringir a un corchete de Lie sobre el espacio

L((T'73)1d0(1.4)°)- Por tanto, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 3.8 El fibrado vectorial (T'73)jao(14)° : do(14)° — TQ es un
algebroide de Lie y la inclusion candnica i : dy(14)° — TA es un monomor-
fismo entre los algebroides de Lie (T'T3)jao(10)° © do(1a)® — TQ y TTy :
TA—TQ. Asi, (T'7 7)1do(1a)e : do(14)° — T'Q es un subalgebroide de Lie de
Tr;:TA—TQ.

A continuacion, consideramos el pull-back del fibrado vectorial (17 3)(dy(1.4)° :
do(14)° — T'Q mediante la aplicacién ancla py : A — T'Q (véase Seccién
1.1.4), es decir,

paldo(14)%) = {(a,0) € Ax do(14)° [ pal@) = (TTz) o100 () }-
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p(do(14)°) es un fibrado vectorial sobre A con proyeccién

pry - pZ(dO(lA)O) — A, (a7 6) = a.

Por otra parte, denotaremos por (i, %) : p(do(14)°) — p(T'A) el monomor-

fismo (sobre la inclusién canénica i4 : A — A) entre los fibrados vectoriales
pu(do(14)°) — Ay p5(T'A) — A definido por

(i4,8)(a,0) = (ia(a),9), para (a,0) € ply(do(La)°).

Recordemos que el fibrado vectorial p}(T./Z) — A es un algebroide de Lie
accién (véase Ejemplo 1.6). Ademds, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.9 i) El fibrado vectorial p’y(do(14)°) — A es un algebroide

de Lie sobre A y el par ((i,1),i4) es un monomorfismo entre los algebroides

de Lie p(do(14)°) — A y p5(TA) — A.

i) Simy TA — A es la proyeccidn candnica y @q : pi(do(14)°) = R es la

aplicacion lineal dada por
po(a,7) = La(m 5(8)), (3.31)
entonces @y es un 1-cociclo del algebroide de Lie p*y(do(14)°) — Ay
©0jp% (do(1.4)°)a 7 U, para todo a € A.

Demostracion: i) Sea X una seccién de Ti: A— Qy Xe (respectivamente,
X") el levantamiento completo (respectivamente, el levantamiento vertical)

de X (véase Ejemplo 1.3). Entonces, tenemos que

e Si 1,4()2) = ¢, con ¢ € R, se sigue que X&(IA) = 0y, asi, la restriccion
de X¢ a A es tangente a A.

e Si 1,4(5() = 0 obtenemos que X&(lA) = 0 y, por tanto, la restriccion
de XV a A es tangente a A.
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Ahora, procediendo como en la demostracién del Teorema 4.4 en [65], de-
ducimos que existe una tnica accién ¥, del algebroide de Lie (17 7)|dy(1.4)°
do(14)° — TQ sobre la aplicacién ancla py : A — T'Q tal que

Uy (TX) = Xy, para X e ['(77) tal que 1A(X') =¢, con cé€ R,
Uy(X) = Xﬂv para X € [(77) tal que 14(X) = 0.
Nétese que si U I(TTz) — X(A) es la accién usual del algebroide de Lie

T7y: TA— T'Q sobre la aplicacién ancla p 7 : A— TQ (véase Ejemplo 1.6)

y si g D((T71)1do(10)°) — T(T'73) es la inclusién candnica entonces

(W(5(Z0)))eia = (Tia)(Wo(Zo)), para Zo € T((T73)1o(10)°)-

Consecuentemente, el par ((i4,7),74) es un monomorfismo entre los alge-
broides de Lie p%(do(14)°) — Ay pA(TA) — A
i) Sea {eg, eo } una base local de I'(73) adaptada a 14. Entonces,

{TpAeo = T€0°PA7 TpAea =Te, °PA, éZA = éa OpA}

es una base local de secciones del fibrado vectorial p%(do(14)°) — A. Ade-
T
A
sobre p%(do(14)°) — A, tenemos que

mas, si denotamos por (([-, -]%)w,s (pﬁ)%) la estructura de algebroide de Lie

([TPAe, T"Aea]]ﬁ)\po = Teo, ea] 5204,
([[TPA@O“ TpAeﬁ]]Z)‘Ifo = T[[eow eﬁ]]jopfl’ (3'32>

([TP2e0, 2] S wo = ([T e, €571 5)we = ([€04, €54 15w, = 0,

(P3)wa(Te0) = (eo)ias (P)we(T™ea) = (ea)ins (p)we(€6%) = (€a)in-
Por otra parte, si X € ['(73) entonces, de (1.20) y (3.31), obtenemos que

la(X)=ceR = @(TX-pa)=c,

N N (3.33)
LX) =0 = @o(Xepa)=0.
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Asi, usando (3.32), (3.33) y el hecho de que 14 es un 1-cociclo de (A, [-, -] 1,
p ), concluimos que ¢, es un 1-cociclo del algebroide de Lie p%(do(14)°) —
A.

cQD

Ahora, de (3.31), se sigue que
0o {1} = {(a,v) € Ax TA|pa(a) = (T74)(v)} = THA. (3.34)

Por lo tanto, deducimos que J*A es un fibrado afin sobre A con proyeccién
pr; : JAA — A definida por pr,(a,v) = a y, ademés, el fibrado afin pr; :
JAA — A admite una estructura de afgebroide de Lie de tal forma que su
algebroide de Lie bidual es justamente (p%(do(14)°), ([-, ]%)wo, (pg)\yo).

A
Por otra parte, usando (3.31), obtenemos que

o 10} = {(a,u) € AX TV | pafa) = (Trv)(u)} = p4(TV).

Consecuentemente, el fibrado afin pr, : 744 — A estd modelado sobre el
fibrado vectorial pr; : p%(TV) — A. Ademas, usando (3.32), deducimos que
la estructura de algebroide de Lie sobre pry : p%(T'V) — A estd inducida por
una accién ¥y del algebroide de Lie (T'V, [, -|¥, p¥-) sobre la aplicacién ancla
pa: A— TQ. Para esta accién, tenemos que

~

qjv(TX) = (iVOX)TAa g’v(X) = (Z.VOX)‘UA, para X S F(Tv).

3.3.2 La involucion candnica

A continuacién, probaremos que las dos estructuras de afgebroide de Lie
sobre JAA introducidas en la seccién anterior son isomorfas mediante la
denominada involucién candnica asociada al afgebroide de Lie A.

Sea TAA la prolongacién del algebroide de Lie (A, [-,-] i pz) mediante la
fibracién 73 :~./Zl/ — Qy p}(T.,Z() = TAA el pull-back del jﬂgebroide de
Lie T't3 : 7:4 — T~Q meffiiante la aplicaciéon ancla p7 : A — TQ. Si
(a,7;) € Y%AA, con b € A, y r € (), entonces existe un tinico elemento
iz € TxA tal que:

A

Ga(forz) = (dA)(@)(D), @a(d) = 05(6) + (d9)(x)(b, &), (3.35)
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para f € C*(Q,R) y 0 : A-Re ['(74+), siendo 6 la funcién lineal sobre
A asociada a la seccién 6 (véase Lema 4.1. en [65]). Asi, puede definirse la
aplicacién o 7 : TAA — p(TA) como sigue

o1&, 7) = (b, @), para (3,7;) € TA. (3.36)

oz es un isomorfismo (sobre la identidad Id : A — .Z) entre los alge-

broides de Lie (Tﬂja [[.7.]];5’p;j) y (pTZ(TAV)v(H?Hg)‘I’?(pa;)\P) y, ademas,
O'ZT = Id. oz se denomina la involucién candnica asociada al algebroide de

Lie (A, [,-] 7, 7) (para maés detalles, véase [65]).

Teorema 3.10 La restriccion de oFQ TJAA induce un 1somorfismo o4 :
TAA — JAA entre los afgebroides de Lie TP JAA — A ypr,: TAA —
A y, ademds, 0% = Id. El correspondiente isomorfismo de algebroides de
Lie o4 : TVA — p4(TV) entre los algebroides de Lie 7 : TV A — A y
pry : p(TV) — A es la restriccion de o 3 a TV A, esto es, oly = (C)Tva

Demostracion: Supongamos que b es un punto de Ay que (a,wvy,) € TbjA -
’Z;f(b).A. Entonces, de (3.35) y (3.36), se sigue que

0 z(a,vp) € px(do(14)")s-

Ademss, si (b,uz) € pi(do(14)°)y < Zf(b).,zl/ entonces, usando de nuevo
(3.35) v (3.36), deducimos que

o (b, iiz) € TA.

Asf, como o3 es una involucién, concluimos que la restriccién de o ; a la
prolongacién TAA induce un isomorfismo o5 : TAA — p(do(14)°) (sobre
la identidad Id : A — A) entre los fibrados vectoriales 7 : T AA— Ay
pry : pia(do(1a)?) — A. )

Por otra parte, sabemos que 7 A (respectivamente, p%(do(14)°)) es un sub-
algebroide de Lie de TAA (respectivamente, p}(T.Z)). Por lo tanto, usando
que oy : TAA — p}(TJZ) es un isomorfismo de algebroides de Lie, obtenemos
que

T4 TAA = py(do(14)°)
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es también un isomorfismo de algebroides de Lie.

Ahora, denotamos por ¢q (respectivamente, ¢q) el 1-cociclo del algebroide
de Lie 77 : TAA — A (respectivamente, pr, : pa(do(14)°) — A) dado por
(3.3) (respectivamente, (3.31)). De (3.3), (3.31), (3.35) y (3.36), se sigue que

9000674 = ¢o.

Finalmente, usando (3.28), (3.34), la Proposicién 1.12 y el hecho de que
el algebroide de Lie bidual del afgebroide de Lie 7 : JAA — A (res-
pectivamente, pr; : JAA — A) es TAA (respectivamente, p*(do(14)°)),
probamos el resultado. CQD

Definicién 3.11 La aplicacion o4 : J*A — JAA se denomina la in-
volucién canodnica asociada al afgebroide de Lie A.

Para obtener la expresiéon local de o4 : J AA — JAA, consideramos coorde-
nadas locales (z') en un subconjunto abierto U de Q y {eo, €, } una base local
de secciones de 75 : A— Q en U adaptada a 14. Denotamos por (¢, 3°, y*)
las correspondientes coordenadas locales sobre A y por py y pi, las compo-
nentes de la aplicacién ancla p ;. Entonces, { Xy, Xy, Vo, Vo } es una base local
de secciones de T;{‘ . TAA — A definida como en (1.7) la cual induce un sis-
tema de coordenadas locales (x%, 9%, y*; 2%, 2%, v°, v®) sobre TAA = p}(Tﬂ).
La expresion local de la involucién canénica oz : TAA — p}(T.Z) en

términos de dichas coordenadas es (véase [65])

i ,0 ,a. .0 o ,0 ;. @ _ (,t 0 ,a.,0 ,a ,,0 ,«
Uj(xayvyazvz7vvv) - (5157272’,3/79,“,“

+C8, (2% — 21)°) + Cf,2%y7),

siendo C, y C'g, las funciones de estructura locales del corchete de Lie [+, -] 3
con respecto a la base {eg, e, }.

Por otra parte, las ecuaciones que definen al subfibrado affn J4A de TAA
son y¥ =1, 2% =1, 0% = 0. Asi, (z',y% 2% v%) pueden considerarse como

coordenadas locales sobre J*.A. Usando dichas coordenadas, deducimos que
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la expresién local de la involucién canénica o 4 : J4A — JAA asociada a A
es

O-A(J:ia ya; Zav Ua) = (:Eia Za; ya7 v+ gw(y’y - Z’y) + ngzﬁy’y)'

Finalmente, las ecuaciones locales que definen a los subfibrados vectoriales
TVAy pi(TV) de TAA v p}(TfT), respectivamente, son 3 = 1, 20 = 0,
W =0y 2"=1,4" =0, 0" =0, respectivamente. Por tanto, (x?, y*; 2%, v®)
pueden considerarse como coordenadas locales sobre TV Ay p%(T'V). Usando
estas coordenadas, obtenemos que la expresion local de Jf4 TV A — p3(TV)

S}

0-.1,4(1'1‘7 ya; Za7 Ua) = (xi7 Za; ya’ v — 8;27 + ngzﬂyv)' (337)

3.3.3 Caso particular: Involucién canénica para alge-
broides de Lie

Sea 7r : E — () un algebroide de Lie sobre una variedad (). Entonces,
T4 =7p:A=FE — @Q es un fibrado afin y la estructura de algebroide de Lie
induce una estructura de afgebroide de Lie sobre 75 : E — @) (véase Seccién
1.4.3).

Ademas, tenemos:

i) El espacio J*A es justamente la prolongacion TFE del algebroide de
Lie E mediante la fibracion 75 : E — @ o, lo que es lo mismo, el
pull-back pi(TFE) del fibrado tangente a E, TE, mediante el ancla
pe: E—TQ.

ii) La primera estructura de afgebroide de Lie sobre JAA descrita en la
Seccién 3.3.1 es aquella inducida por el algebroide de Lie (T2 FE, [, -],

PE )
iii) La segunda estructura de afgebroide de Lie sobre J*A descrita en

la Seccién 3.3.1 es aquella inducida por el algebroide de Lie accion

(pp(TE), ([ 15)w, (pi)w)-
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iv) La involucién candnica asociada al afgebroide de Lie 74 : A — @
es justamente aquella asociada al algebroide de Lie E, o : TPE —
pi(TE), introducida en [65] (véase Seccién 4 en [65]).

3.4 Triple de Tulczyjew asociado a un afge-
broide de Lie y a una seccién Hamilto-
niana

3.4.1 Triple de Tulczyjew

Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie
Ty : V. — Q. Denotamos por ([-,-]v, D, pa) la estructura de afgebroide de
Lie sobre A, por p%(T'V') (respectivamente, p% (T'V*)) el pull-back del fibrado
vectorial T'ry : TV — T'Q (respectivamente, Ty, : TV* — T'Q)) mediante la
aplicacion ancla py : A — TQ y por TAY* (respectivamente, 7V Ay TVV*)
la prolongacién del algebroide de Lie 75 : A — () (respectivamente, Ty :
V — Q) mediante la proyeccién 7, : V* — @ (respectivamente, 74 : A — Q
y Vi — Q).

Supongamos que (z') son coordenadas locales en un subconjunto abierto U
de Q y que {eg, e} es una base local de I'(73) adaptada a 14. Denotamos
por (z',9y°, y*) (respectivamente, (z’,y*)) las correspondientes coordenadas
locales sobre A (respectivamente, V' y A). Entonces, podemos considerar
coordenadas locales (z,y®; 2%, v*) en p%(TV) y TV.A como en la Seccién
3.3.2 y las correspondientes coordenadas duales (z°, y; zq, Vo) de (TVA)*.
Ahora, sean (2, y,; 2°, 2%, v, ) coordenadas locales en TAYV* = p}(TV*) como
en la Seccién 2.1.1. Entonces, las ecuaciones locales que definen al subfibrado
afin p%(TV*) — V* de TAV* — V* y al subfibrado vectorial TVV* — V*
de TAV* — V* son 2% = 1y 2° = 0, respectivamente. Asf, (2%, Yo 2%, Vo)
pueden considerarse como un sistema de coordenadas locales sobre p* (T'V*)
y TVV*,

A continuacion, introduciremos el denominado triple de Tulczyjew asociado

al afgebroide de Lie A y a una secciéon Hamiltoniana h : V* — A*.
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Para este propésito, procederemos en dos etapas.

Primera etapa: En este primer paso, introduciremos un isomorfismo canénico
Ay pi(TV*) — (TVA)*, sobre la identidad de A, entre los fibrados vecto-
riales p%(TV*) — Ay (TVA)* — A

Sea (-,-) : V xg V* — R la paridad natural dada por

(u, 1) = ¢(u), para (u,9) € Vo X VI,
conzx €. Sibe A, (b, X,) €py(TV)yy (b, Xy) € pi(TV*), entonces

(Xu, Xy) € Ty (V xq V7)
= {(X,, X}) € LV X T,V* [ (Turv ) (X)) = (Tyr) (X))}

—_———

y podemos considerar la aplicacion T'(-, ) : p5(TV) x 4 p4(TV*) — R definida

por

/T_m((h Xu), (b, X)) = dt ) (Tl (5 ) (X, X)),

donde t es la coordenada usual sobre R. La expresion local de la aplicacién
T<'7 > €s

—_———

T<'7 >((xl> ya; Za7 Ua)a (xi’ Yas Za, ’Ua)) = yo‘va + Uaya.

—_—————
Asi, T(-,-) es también una paridad no singular e induce un isomorfismo (sobre

la identidad de \A) entre los fibrados vectoriales p (TV) — Ay pi(TV*)* —
_ _
A que también denotaremos por T'(-, -), esto es, T'(-,-) : p(TV) — pi(TV*)*.
Notese que
—_

T<'7 '><xi’ya;zajva) = (xi7va;za,ya). (338>

Ahora, consideramos el isomorfismo de fibrados vectoriales A% : TV A —
P (TV*)* definido por

L ———

AG =T, )oaly, (3.39)
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siendo oy : TV A — p*(TV) la parte lineal de la involucién canénica asociada
al afgebroide de Lie A. Entonces, el isomorfismo

A pu(TV?) — (TVA)
es justamente la aplicacién dual de A% : TV A — p% (TV*)*.
De (3.37), (3.38) y (3.39), se sigue que
A (2 y®; 2% 0%) = (2,07 — C’gﬁzﬁ +Clpz"ysy7,27),
y por tanto
Ad@ g 2 00) = (2,270, = Oy — O syay). (340)

Sequnda etapa: Sea h : V* — AT una seccién Hamiltoniana y (€,,7n) la
estructura cosimpléctica sobre 74V * definida en (2.3) y (2.4). Entonces, un
célculo directo, usando (2.4), prueba que

n {1} = p(TVF) y {0y =TV,

Asi, p5(TV*) es un fibrado afin sobre V* con proyeccién fibrada 7y« :
p(TV*) — V* definida por

mv+(a, X) = my«(X), para (a,X) e py(TV").

Ademas, este fibrado admite una estructura de afgebroide de Lie de tal ma-
nera que su algebroide de Lie bidual es 7';5; L TAY* 5 v y el algebroide de
Lie sobre el cual se modela es T‘;‘*/ L TVV — vV,

En esta etapa, introduciremos un isomorfismo afin bq, : p%(TV*) — (TVV*)*,
sobre la identidad de V*, entre el fibrado afin 7y« : p%(TV*) — V* y el
fibrado vectorial (T‘T/‘*’)* (TVVH)* = V.

La aplicacién bg, estd definida como sigue. Si ¢ € V*y (a, Xy) € p5(TV*)y

entonces

{ba, (V)(a, Xy) Hu, Vi) = Qu(9)((iala), Xy), (iv (u), Yy)), (3.41)

para (u,Yy) € T V*,
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Por otra parte, sea b, : T7VV* — (TVV*)* el isomorfismo canénico sobre la
identidad de V* inducido por la secciéon simpléctica candnica €2y, asociada al
algebroide de Lie 7, : V — @), esto es,

{bay (V) (u, Yy) } (v, Zy) = Qv (¥)((u, Yy), (v, Zy)), (3.42)

para (u,Yy), (v, Zy) € T,/V*, con ¢ € V*. Entonces, usando (2.7), (3.41)
y (3.42), se sigue que bg, es un isomorfismo afin sobre la identidad de V*

y el correspondiente isomorfismo lineal entre los fibrados vectoriales T;‘j
TVV* S V*y (1i¥)*  (TYV*)* = V* es justamente la aplicacién b, .

En conclusion, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

TV.A TV* ’TVV

A este diagrama lo denominaremos triple de Tulczyjew asociado al afgebroide

de Lie A y a la seccion Hamiltoniana h : V* — AT,

3.4.2 Caso particular: Triple de Tulczyjew para un al-
gebroide de Lie

Sea 7 : F — (@ un algebroide de Lie sobre una variedad (). Entonces,
Ta=17:A=F — @Q es un fibrado afin y la estructura de algebroide de Lie

induce una estructura de afgebroide de Lie sobre 74 : A — Q.

Ahora, vamos a describir el triple de Tulczyjew asociado a ' (como afgebroide
de Lie) y a una seccién Hamiltoniana h : E* — AT =2 E* x R:
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TEE TE* ~ TEp* - TEE**

Como vimos en la Seccién 3.3.3, el espacio J4A es la prolongacion TP E
de E mediante 75 : E — Q y la involucién canénica o4 : JAA — JAA
asociada al afgebroide de Lie F es la involucién canénica oy : TPE — TFE
asociada al algebroide de Lie F introducida en [65]. Asi, es facil probar que

la aplicacién
Ap=Ap: pu(TV™) = TEE — (TVA) = (TFPE)”

coincide con el isomorfismo de fibrados vectoriales también introducido en
[65] (véase Seccién 5 en [65]).
Por otra parte, sea
b : TEE* — (TEE*)*

el isomorfismo candnico entre los fibrados vectoriales 7g- : TPE* — E* y
(T;E>* : (TPE*)* — E* inducido por la seccién simpléctica canénica Qg
asociada al algebroide de Lie E. Entonces, se puede comprobar que (véase
(2.18))

a, =g — (d7 7 H) o Tp,

siendo H : F* — R la funcién Hamiltoniana inducida por la seccion Hamil-
toniana h : E* — E* x R (véase (2.17)).

3.5 Prolongacion de un afgebroide de Lie sim-
pléctico
En esta seccion introduciremos la nocion de afgebroide de Lie simpléctico y

probaremos que la prolongacién de un afgebroide de Lie simpléctico mediante

su proyeccion es también un afgebroide de Lie simpléctico.
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Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie
Tv:V — Qy sea (.2(, [-,-1z, pz) su algebroide de Lie bidual.
Si f € C®(Q,R), definimos el levantamiento completo f¢ y el levantamiento

vertical f* de f a A como las funciones sobre A dadas por

f(a) = pa(a)(f), f"(a) = f(7a(a)), para a€ A (3.43)

Un calculo directo prueba que

(f9) = 19"+ 19" (f9)"=1/f"g", para f,geC™(Q,R).  (3.44)

Ahora, si X es una seccién de TR A - (), podemos considerar los le-
vantamientos vertical y completo de X como los campos de vectores X y
X°¢ sobre A (respectivamente, como las secciones XV y X¢ de la prolon-
gacién T}K L TAA — ./T) definidos en el Ejemplo 1.3. Ademas, sabemos que
si {e,eq} es una base local de I'(1;) adaptada a 14 : A — R, entonces
{€5, €S, ey, ev} es una base local de F(TI{) (véase [65, 80]).

Denotemos por iy : A — Ae vV — A las inclusiones canénicas y por
7 : TV A — A la prolongacién del algebroide de Lie 7 : V — @ mediante
la proyeccion 74 : A — Q.

Si X es una seccién de 7y : V' — @ entonces iy ° X € ['(73) y tenemos que la
restriccién a A de los campos de vectores (iy o X)" y (iy o X)¢ son tangentes

a A. Asi,
XY = (ive X)Yy € T(14), X© = (ivoX)y € D(rj). (3.45)

Ademas, usando las propiedades de los levantamientos completos y verticales

(véase [65, 80]), deducimos que
(fX)c — chv_i_vac’ (fX)V :vav,
[Xe Yyt = [X, Y],
[[Xcvyvﬂ(/f‘ = [X, Y]V, [[XV>YV]]7‘—/A =0,
P (X€) = (iv e X)fy oA (XY) = (ive X)Py,

(3.46)
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para f € C*(Q,R) y XY € I'(7v), donde ([, v, pv) y ([, ]i#, pi*) son
las estructuras de algebroide de Lie sobre V' y TV A, respectivamente. En
consecuencia, si {e,} es una base local de I'(7y/) entonces {e,e¥} es una
base local de I'(7}") (para mas detalles, véase [87]).

Por otra parte, si pry : VxT.A — V es la proyeccion canénica sobre el primer
factor entonces el par (pry7v 4, 7.4) es un morfismo entre los algebroides de Lie
(TYA 1, 07 y (VLT Iv, pv). Asi, sia € T(AF7) podemos considerar
la seccién oV del fibrado vectorial AF(7V A)* — A definida por

¥ = (pr1|TV.A>7—A)*(O‘)- (3.47)
a¥ se denomina el levantamiento vertical de o a TV A y estd claro que
d7" A0 = (d¥a)". (3.48)
Ademas, tenemos que
(A Aap) =aY A...ANay, para o; € T(AMT).
Ahora, usando (3.44), (3.46), (3.47), (3.48) y procediendo como en la de-
mostracién de la Proposicién 6.3 en [65], deducimos el siguiente resultado.

Proposicién 3.12 Si a es una seccion del fibrado vectorial N¥V* — (@,
entonces existe una unica seccion o del fibrado vectorial N*(TV A)* — A tal

que
a®(Xf,. ., X5 = alXy, ..., Xp)S,
QS (XY, XS . XE) = (X1, Xor..., Xp),
0°(XY, .. XY, XS0, XS) = 0, si 2<s<k,
para Xy,..., X, € T(1y). Ademds, dT Aac = (dVa)e.

La seccién o€ del fibrado vectorial A*(TVA)* — A se denomina el levan-

tamiento completo de o a TV A.

Observacion 3.13 i) Si {e,} es una base local de I'(my) y {e*} es la base
dual de {e,} entonces

(*)°((e)") = (e")"((e)%) = dap,  (e*)°((ep)) = (e%)*((ep)") = 0.
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Por tanto, {(e*)", (e*)°} es la base dual de la base local {e,e¥} de I'(7{*).

ii) Si a; € D(A¥7), i =1,...,k, entonces
k
ar AL N = af NN AN 3.49
1 7 k
=1

%

A continuacién, introduciremos la nocién de afgebroide de Lie simpléctico.

Definicién 3.14 Un afgebroide de Lie T4 : A — @ modelado sobre el alge-
broide de Lie 7, : V — @ se dice que es simpléctico si 7, : V — @ admite
una seccion simpléctica €2, esto es, ) es una seccion del fibrado vectorial
NV* — Q tal que:

i) Para todo x € @Q, la 2-forma Q(z) : V, x V,, — R sobre el espacio
vectorial V,, es no degenerada, vy

ii) Q es un 2-cociclo, es decir, dV ) = 0.

Ejemplos 3.15 i) Sea 7 :  — R una fibracién. Entonces, como sabemos
(véase Seccién 1.4.3), el fibrado de 1-jets 719 : J'7 — @ es un afgebroide de
Lie modelado sobre el algebroide de Lie (7g)v- : VT — . Ahora, supon-
gamos que () tiene dimensién impar 2n + 1 y que (€2,7) es una estructura
cosimpléctica sobre ), con n = 7*(dt), siendo t la coordenada usual en R.
Esto significa que © es una 2-forma cerrada y que nAQ" = nAQA...(" .. AQ
es un elemento de volumen sobre (). Asi, es facil probar que la restriccion a
V1 de €2 es una seccién simpléctica de (7g)v- : VT — Q y, por lo tanto, el
afgebroide de Lie 11 : J'7 — @ es simpléctico.

ii) Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de
Lie 7y : V' — Q. Denotamos por p%(T'V*) el pull-back del fibrado vectorial
Tty TV* — T(Q mediante la aplicacién ancla p4 : A — T'Q). Entonces,
p(TV*) es un afgebroide de Lie sobre V* con proyeccién my» : pi(TV*) —
V* dada por my«(a, X) = my«(X), para (a, X) € p4(T'V*) (véase Seccién
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3.4.1). Ademsds, el afgebroide de Lie my~ : p%(TV*) — V* esta modelado
sobre el algebroide de Lie T;‘*/ . TVV* — V* que admite una estructura
simpléctica candnica Qy (véase Ejemplo 1.4). Por tanto, el afgebroide de Lie
v+ p(TV*) — V* es simpléctico. JAN

Ahora, veremos que la prolongacion de un afgebroide de Lie simpléctico
mediante la proyeccién del fibrado afin es también un afgebroide de Lie
simpléctico. Recordemos que si 74 : A — @ es un afgebroide de Lie modelado
sobre el algebroide de Lie 7, : V' — (@) entonces la prolongacién

TAA = {(a,v) € Ax TA|pala) = (T74)(v)}

es un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie 77 : 7V A — A

(véase Seccién 3.3.1). Es més, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.16 Sea 74 : A — Q un afgebroide de Lie simpléctico modelado
sobre el algebroide de Lie 7y : 'V — @Q y ) una seccion simpléctica de Ty :
V — Q. Entonces, la prolongacién J*A del afgebroide de Lie A mediante la
proyeccion 74 : A — @ es un afgebroide de Lie y el levantamiento completo
Q¢ de Q a TV A es una seccion simpléctica de 77 : TV A — A.

Demostracion: Usando (3.49) y procediendo como en la demostracién del
Teorema 6.5 en [65], deducimos el resultado. cQD

Ejemplo 3.17 Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el
algebroide de Lie 7 : V' — Q. Entonces, como sabemos, el pull-back 7y~ :
p(TV*) — V* del fibrado vectorial T'rj, : T'V* — T'Q) mediante la aplicacién
ancla p4 : A — TQ es un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de
Lie simpléctico T‘:‘*/ TV = V.

Ahora, supongamos que (z') son coordenadas locales sobre @ y que {e,} es
una base local de I'(7y/). Entonces, podemos considerar las correspondientes
coordenadas locales (z,y,) en V* y la correspondiente base local {V,,Us,}
de F(T‘T/‘t) definida como en (1.11). Esta base local induce un sistema de
coordenadas locales (2, ya; 2%, v ) sobre TVV*. Ademds, si 77" V" (p*(TV*))
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es la prolongacién de 7VV* mediante la proyeccién my« : pi(TV*) — V*
entonces { VS, US, VY, UY} es una base local de T'((7;¥)™") y si {V*, U} es
la base dual de {V,,U,} entonces

{QF)Y, @)Y, ()°, U™}

es la base dual de {Vg,US, Vy,UY}. Nétese que si C,, C,, ph ¥ pl, son las
funciones de estructura del algebroide de Lie (A, [-,-] 7,p4) con respecto a
las coordenadas (z') y a la base {eg, e, } entonces, de (1.6), (1.12) y (3.45),
deducimos que

Ve = (Varths ~ (Gt o))y U = (),

yy o= (o,%), Uy = (0,8—%).

Ademas, usando (1.16), (1.17) y (3.49), deducimos que las expresiones locales
de los levantamientos completos A{, y {2f, son

AV = (Y)Y +ya (YY)
Q= AU O AU+Coain (VA (55
1

a0
+ 5((/}6 + p2") axf Yy + Clng) (V) AP

JAN

3.6 Subafgebroides de Lie Lagrangianos en
afgebroides de Lie simplécticos

En primer lugar, introduciremos la nocién de subafgebroide de Lie de un
afgebroide de Lie.

Definicién 3.18 Sea 74 : A — Q un afgebroide de Lie modelado sobre el
algebroide de Lie Ty : V — (). Un subafgebroide de Lie de A es un morfismo
de afgebroides de Lie ((j : A" — Ai: Q' — Q),(j': V' = V,i: Q' — Q))

tal que i es una inmersion inyectiva y j : A" — A es también inyectiva.
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Ejemplos 3.19 Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el
algebroide de Lie 7/ : V — Q.

i) Denotamos por ([-,-] z7,pz) la estructura de algebroide de Lie sobre el
fibrado bidual 75 : A— () de A. Ahora, supongamos que X es una seccién
de 74 : A — @ y consideramos la aplicacion (Id,TX-pj) : A — TAA
definida por

(Id, TX - p3)(a) = (& (T'X)(p4(3))), para &€ A

Usando la definicién de la aplicacién ancla del algebroide de Lie TI{‘ L TAA —
Ay el hecho de que pz: I'(77) — X(Q) es un morfismo de algebras de Lie,
deducimos que el par ((I/d,TX-°p3),X) es un morfismo de algebroides de
Lie. Ademds, se sigue que ((/d,TX-pjz),X)"(¢o) = 14, donde ¢y es el 1-
cociclo sobre TI{‘ : TAA — A definido por (3.3). Asi, usando la Proposicién
1.12, tenemos que el par ((Id,TX > pz), X) define un subafgebroide de Lie de
(T TAA—- ATV A — A)

Id, TX- Id, TX-

( IOA)‘ j‘AA ( PV) TVA
TA e TV\ i
X X
Q - A Q - A

i1) Sea p%(T'V*) el pull-back del fibrado vectorial T'ry; : TV* — T(Q) me-
diante la aplicacién ancla pyq : A — TQ. p4(TV*) es un fibrado vecto-
rial sobre A con proyeccién pry : pi(TV*) — A definida por pri(a,Y) =
a, para (a,Y) € p*(TV*). Ahora, supongamos que X : A — p*(TV*)
es una seccién de pry : p4(TV*) — Ay sea TAV* 1a prolongacion del
algebroide de Lie 73 : A — () mediante la fibracién 7 : V¥ — Q y
Ty« p(TV*) — V* la proyeccién candnica. Entonces, podemos considerar
la aplicacién (Id, T(my--X)) : TAA — TAV* dada por

(Id, T(7v- - X))(&,Y) = (8, T (7 - X)(Y)), para (3,Y) € TAA.

Es facil probar que el par ((Id, T(my=°X)), mp=°X)
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(1d, (7= - X))

TAA TAV*

TA T

i i
Ty © X _ V*

es un morfismo de algebroides de Lie.

Denotemos por 7 AV (p(T'V*)) la prolongacién del algebroide de Lie 7 Ay
mediante la proyecciéon v : p4(TV*) — V* y por ((Id, T(my--X)), TX) :
TAA — TTV" (p,(TV*)) la aplicacién dada por

((Id, T(7v- X)), TX)(a,Y) = (& T(mv- - X))(Y), (TX)(Y)),

para (3,Y) € T4 A. Entonces, usando los anteriores resultados, concluimos

que
_ Id, T(mX)), TX - _
piq IO LTX, (p5(TV*)) C TAV* x T(p(TV*))
7_}4 (TE/)WV*
A pu(TV?)

es un morfismo de algebroides de Lie.
Por otra parte, como sabemos, el fibrado afin 7y« : p%(TV*) — V* es un
afgebroide de Lie y su fibrado bidual puede identificarse con el algebroide

de Lie TEF/ . TAV* — V*. Por tanto, podemos considerar el 1-cociclo
o TTAV*(,OZ}(TV*)) — R de TTAV*(,OQ(TV*)) — p(TV*) definido por

G0((3,Y),Z) = 14(8), para ((,Y),2) € TTV(p(TV*)) (véase (3.3).
Ademas, se sigue que

(((IduT(TT\\/_:"X))’TX%X)*((;O) = o,

donde ¢ : TAA — R es el 1-cociclo de T TAA — A definido por (3.3).



116 Capitulo 3. Subvariedades Lagrangianas y dinamica sobre afgebroides de Lie

Notese que
(Go) {1} = JealVIp(TV*),  (do) {0} = TV (p(TV?)),
(¢o) {1} = TAA, (¢o) {0} = TVA

Por tanto, de la Proposicién 1.12, concluimos que el par (((Id, T(my-°X)),
TX), X) define un subafgebroide de Lie del afgebroide de Lie ((my«)™" :
TPV (TV) = pa(TV2), ()7 s TV (pR(TV?) = p(TV)

((1d, T (zy- - X)), TX)

TAA - JPaTVT) pj}(TV*)
i (F )
X * *
A - pu(TV7)
Id, T(mv-- X)), TX Ve
TV.A (( ) (WV ))7 )A TT v (PZ(TV*))
ul ()™
A X - pa(TV")

A

A continuacion, introduciremos la nociéon de subafgebroide de Lie Lagrangia-

no de un afgebroide de Lie simpléctico.

Definicién 3.20 Sea 74 : A — Q un afgebroide de Lie simpléctico modelado
sobre el algebroide de Lie 7y : V — @Q con seccion simpléctica ) y

J j'

A’ A v’ V

TA TA Ty A%

@ Q o ' Q
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un subafgebroide de Lie. Entonces, el subafgebroide de Lie se dice que es
Lagrangiano si j'(V,) es un subespacio Lagrangiano del espacio vectorial
simpléctico (Vi(zry, Qiwry), para todo &' € Q'. En otras palabras, tenemos que:

1
i) rang V' = 5 Tang V,y
ZZ) (Qi(:ﬁ’))\jl(\/’,)le({/’,) = O, para todo x' S Q/.

Ahora, sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie simpléctico modelado sobre
el algebroide de Lie 7 : V. — @ con seccién simpléctica 2. Entonces,
como sabemos (véase Teorema 3.16), el afgebroide de Lie (777 : JAA — A,
't TV A — A) es simpléctico y el levantamiento completo ¢ de  es una
seccién simpléctica de 77 : TV A — A.

Denotemos por ([, -]Jv, D, pa) la estructura de afgebroide de Lie de A y
supongamos que X : () — A es una seccién de 74 : A — (). La secciéon X nos
permite definir el subafgebroide de Lie de (77 : JAA — A, 7 : TVA — A)
considerado en el Ejemplo 3.19 7).

A continuacién, obtendremos una condicién necesaria y suficiente para que
dicho subafgebroide de Lie sea Lagrangiano.

Para este propésito, introducimos el operador Dy : T'(Afr) — T(AF7)
definido como sigue. Si o € T'(AF7y,) entonces

(Dxa)(Xi,..., Xy) = pa(X)(a(Xy, ..., Xy))
_zk:a(Xl,...,DXXi,...,Xk) (3.52)

=1

para Xi,..., Xy € I'(1y). Nétese que
y, as, Dya € T(A*7).

Observacion 3.21 La inclusion canénica iy : V — A es un monomorfismo
de algebroides de Lie sobre la identidad de @ (véase (1.37)) y, ademads, se
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puede elegir & € T'(AF74+) tal que a = i},G. Entonces, de (1.37) y (3.52),
deducimos que .
Dxa =iy (L3, o x)d), (3.53)

donde iy : A — A es la inclusion candnica y EéA o x) €8 la derivada de Lie en

el algebroide de Lie 75 : A— () con respecto a la seccidén i 40X : QQ — A. &
Usando el operador Dy, tenemos que

Proposicién 3.22 Sea (14 : A — Q,7v : V — Q) un afgebroide de Lie
simpléctico con seccion simpléctica Q2 y X : Q — A una seccidn de A.
Entonces, el subafgebroide de Lie de (7' : JTAA — A, i : TVA — A)
considerado en el Ejemplo 3.19 i) es Lagrangiano si y solo st Dx2 = 0.

Demostracion: Sea Y una seccién de 7 : V — Q y denotamos por X y Y
las secciones de 77 : A — @ dadas por X =i oX yY =iyoY. Entonces,
usando algunos resultados obtenidos en [65] (véase Ejemplos 7.5 en [65]),

obtenemos que

donde Y*© € X(A) y [[X ]] € X(A) son los levantamientos completo y
vertical de Y € T'(r Y [X,
tricciones a A de Yy [[f( 37]] - son tangentes a Ay pz(Y) = py(Y), se sigue
que TX(pv(Y)) = (Y4 ([[X Y ia)e X, y asi, usando (1.6) y (3.45),
deducimos que

f/]] € I'(73), respectivamente. Como las res-

(Id.TX -py)-Y = (Y* — (DxY)")- X,
donde Y¢ € I'(1{#) y (DxY)Y € I'(1;*) son los levantamientos completo y
vertical de Y € T'(1y) y DxY € I'(1y) a TV A (véase la Seccién 3.5).
Por otra parte, si Y, Z € T'(1y/) entonces, de la Proposicién 3.12, tenemos que
Q°(YC — (DxY)Y, Z° — (Dx 2)¥) = QY, Z)° — Q(DxY, Z)" — Q(Y, Dx Z)".
Por tanto, usando (3.43), se sigue que
Q°(Y® — (DxY)Y, Z¢ — (Dx Z)")s X
— pAlX)UY, 2)) — UADKY, Z) — OV, Dy 7)
= (Dx)(Y, 2)
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y QY — (DxY)V,Z° — (DxZ)V)-X =0, paratodo Y,Z € I'(7y), siy
solo si Dx) = 0.

Consecuentemente, teniendo en cuenta que el rango de V' es %rang (TV A),
deducimos el resultado. CQD

En particular, cuando la seccién simpléctica €2 es un 1-coborde, obtenemos

el siguiente corolario.

Corolario 3.23 Sea (14 : A — Q,7v : V. — Q) un afgebroide de Lie
simpléctico con seccion simpléctica @ = —dV )\, siendo N\ una seccion del
fibrado vectorial Ty : V* — Q, y supongamos que X : QQ — A es una seccion
de 74 : A — Q. Entonces, el subafgebroide de Lie de (77" : JTAA — A, 74 :
TV A — A) considerado en el Ejemplo 3.19 i) es Lagrangiano si y sélo si la

seccion Dx\ de 1, : V* — Q) es un I-cociclo de 7y : 'V — Q.

Demostracion: Si a € T'(A*7) entonces, usando la Observacién 3.21 y el
hecho de que iy : V' — A es un morfismo de algebroides de Lie, se sigue que

DX(dVa) = dV(DXa).

En particular, esto implica que DxQ = —d" (Dx)\). Asi, usando la Proposi-
cion 3.22, deducimos el resultado.

COD

Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie
vV — Qy pi(TV*) el pull-back del fibrado vectorial T'ry, : TV* — TQ
mediante la aplicacién ancla p4 : A — T'Q. Entonces, p%(TV*) es un afge-
broide de Lie sobre VV* modelado sobre el algebroide de Lie T‘;‘*/ TVV — U
y con proyeccién fibrada my« : p%(TV*) — V*. Denotamos por Qy la
seccién simpléctica canénica de 7VV*. Como sabemos (véase el Ejemplo
3.17), el afgebroide de Lie (7y~)™* @ JPaTV)p% (TV*) — p%(TV*) mode-
lado sobre el algebroide de Lie (T‘T/‘*/)m LTV (5 (TV) — pi(TV*) es
simpléctico y el levantamiento completo €27, de {2y, es una seccién simpléctica
de (¥ )™ - TTV (0 (TV)) — pia(TV?).
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Ahora, supongamos que X : A — p(TV*) es una seccién del fibrado
vectorial pr; : p%(TV*) — A. Entonces, X nos permite definir el sub-
afgebroide de Lie de ((ry=)™* : JPa@VI)p* (TV*) — p*(TV*), (707 )™ -
TT'V" (p*(TV*)) — p*(TV*)) considerado en el Ejemplo 3.19 i7).

A continuacién, obtendremos una condicién necesaria y suficiente para que
dicho subafgebroide de Lie sea Lagrangiano. Para ello, introduciremos una
seccién de (7V.A)* — A como sigue.

Sea Aq: p3(TV*) — (TV.A)* el isomorfismo candnico, sobre la identidad de
A, entre los fibrados vectoriales p% (TV*) — Ay (TV.A)* — A considerado
en la Seccién 3.4.1 (véase (3.40)) y a la seccién de (7VA)* — A dada por

OéX—ZA_AOX. (354)

Entonces, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.24 Sea 74 : A — Q un afgebroide de Lie modelado so-
bre el algebroide de Lie v : V — Q y X : A — p5(TV*) una seccion
de pry : p(TV*) — A. Entonces, el subafgebroide de Lie de ((my-)™" :
ToATVIp(TV) = py(TV), ()7 TV (0 (TV?) — pia(TV?))
considerado en el Ejemplo 3.19 ii) es Lagrangiano si y soélo si ag es un
1-cociclo del algebroide de Lie i : TV A — A.

Demostracion: Sea (¥ X»X ) el monomorfismo entre los algebroides de Lie
e TVA— Ay (T;‘*/)ﬂ;‘ S TT V(5 (TV*)) — p4(TV*) considerado en
el Ejemplo 3.19 7).

Supongamos que (z%) son coordenadas locales sobre @ y que {eg, €.} es una
base local de T'(7;) adaptada a 14. Denotamos por (z,y*) (respectiva-
mente, (2, yq; 2% vq)) las correspondientes coordenadas sobre A (respecti-
vamente, p%(TV*)) y por {X,,Va} la correspondiente base local de I'(7{*)
(véase (3.1)). Si la expresién local de X : A — p* (TV*) es

X(2',y*) = (2", Xo; 9%, X2) (3.55)
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entonces, usando (3.1) y (3.50), deducimos que

A - 08X -~
Ux(Xala'sy) = Vs(X @y + phla) 5of | USR(y7)

—(Coa() + Cha (2)y") VY (X (2, 7))

Uy (X (', y)), (3.56)

donde YS y US (respectivamente, VY y UY) son los levantamientos completos
(respectivamente, levantamientos verticales) de Y, y Uy a T7 V" (p*(TV*))
y Co.

o Char Pb Y Pl son las funciones de estructura del algebroide de Lie

77+ A — @ con respecto a las coordenadas locales (z) y a la base {eo, €q}.
Asi, si Ay es la seccién de Liouville de 7VV* entonces, de (3.51) y (3.56),
obtenemos que

(Wi, X)* () = (X, + X,Ca0" + X,CJ0) X + Xo V7,

siendo {X, V*} la base dual de {X,,, V,}.
Por tanto, usando (3.40), (3.54) y (3.55), se sigue que

(Wi, X)"(A\)) = ax.

Ahora, como Qf = (—d7 "V Ay )e = Y (PA(TVEDXe, (véase la Proposi-

cién 3.12), tenemos que
(Ui, X)"(Q) = —d" “ax. (3.57)

Consecuentemente, usando (3.57

~—

y el hecho de que

rang (7Y A) = = rang (77"V" (Pa(TV7))),

N —

deducimos el resultado.
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3.7 Subvariedades Lagrangianas y ecuaciones
de Euler-Lagrange (Hamilton)

A continuacion, usando los resultados de la seccién anterior, introduciremos
la nociéon de subvariedad Lagrangiana de un afgebroide de Lie simpléctico
para posteriormente usar este tipo de objetos geométricos para describir la
dindmica Lagrangiana (Hamiltoniana) sobre un afgebroide de Lie arbitrario.
Sea (T4: A—Q,7v:V — Q,([,]v, D, pa)) un afgebroide de Lie simplécti-
co con secci6én simpléctica 2. Entonces, como sabemos (véase Teorema 3.16),
el afgebroide de Lie (77 : JAA — A, 7 : TVA — A) es simpléctico y el le-
vantamiento completo Q¢ de © es una seccién simpléctica de i : 7V A — A.

Definicién 3.25 Sea S una subvariedad del afgebroide de Lie simpléctico A
ei:S — A la inclusion candnica. Denotamos por 74 : S — Q la aplicacién
dada por TS = Ta°i y supongamos que pv(Ves(y) + (Tor(TLS) = Tos()@,
para todo a € §. Entonces, la subvariedad S se dice que es Lagrangiana si
el correspondiente subafgebroide de Lie (ms : pi(TS) — 15,7';z :TVS — 8)
del afgebroide de Lie simpléctico (77 : JAA — A, A TVA — A) es
Lagrangiano.

Ahora, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.26 Sea (14 : A — Q,7v : V. — Q) un afgebroide de Lie
simpléctico con seccion simpléctica @ = —dV' )\, siendo \ una seccion del
fibrado vectorial 3y : V* — @ y supongamos que X : Q) — A es una seccion
de 74 : A — Q. Entonces, la subvariedad S = X (Q) de A es Lagrangiana si

y solo si la seccion Dx\ de 1, : V* — Q) es un I-cociclo de 7y : V — Q.

Demostracion: Sea (Id,TX-py4) : A — JAA el morfismo de fibrados afines
definido en el Ejemplo 3.19 ) con morfismo lineal asociado (Id, TX -py) :

V — TV A. Entonces, un calculo directo prueba que
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Asi, usando el Corolario 3.23, deducimos que S es Lagrangiana si y so6lo si
Dx ) es un 1-cociclo. cQD

Si 74 A — @ es un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de
Lie 7 : V — @, denotamos por p%(7'V*) el pull-back del fibrado vectorial
Tty TV* — T(Q mediante la aplicacion ancla py : A — T'Q y por Ay :
p(TV*) — (TV A)* el isomorfismo canénico, sobre la identidad de A, entre
los fibrados vectoriales p%(TV*) — Ay (TVA)* — A considerado en la
Seccién 3.4.1 (véase (3.40)). Entonces, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.27 Sea X : A — p*(TV*) una seccion de pr, : p5(TV*) — A
y denotamos por S la subvariedad X (A) de p*(TV*) y por ag la seccidn
de (TVA)* — A dada por ay = Ao X. Entonces, S es una subvariedad
Lagrangiana del afgebroide de Lie simpléctico (my- : pi(TV*) — V*, T;‘*’ :
TVV* — V*) si y sélo si ag es un I-cociclo del algebroide de Lie i/ :

TVA— A

Demostracion: Sea ((Id, T(my=> X)), TX) : JAA — JPaTV) px (TV*) (res-
pectivamente, ((Id, T(my=+X)),TX) : TVA — TV (p*(TV*))) el mor-
fismo definido como en el Ejemplo 3.19 7). Entonces, es facil probar que

((Id, T(wv- X)), TX)NTAA) = p gy (TS),
((Id, T(wv-- X)), TX)N(TVA) = T7V(S).

Asi, usando la Proposicién 3.24; deducimos que S es Lagrangiana si y sélo si

ag es un l-cociclo. CQD

Ahora, sea (74 : A — Q, 7y : V — Q) un afgebroide de Lie y h: V* — A"
una seccién Hamiltoniana, es decir, h es una seccién de p : AT — V*
Entonces, podemos considerar la estructura cosimpléctica (€2, 1) sobre 7° Ay
dada por (2.3) y (2.4) y la seccién de Reeb R, € F(Tj;;) de (Qp,n) (véase
(2.8)). Como n(Rp) = 1, tenemos que Ry(V*) C p%(TV*). Ademads, de
(2.8), se sigue que

LN = dTY (n(Ry)). (3.58)
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Asi, usando (2.6), (3.53), (3.58) y el Corolario 3.26, deducimos que S, =
Ry (V™) es una subvariedad Lagrangiana de p’ (7V*).

Por otra parte, esta claro que existe una correspondencia biyectiva ¥, entre
el conjunto de curvas en S;, y el conjunto de curvas en V*. De hecho, si
c: 1 — V* es una curva en V* entonces la correspondiente curva en Sj es
Ryoc: 1 — S,

Una curva v en S,
vl =8, Cp(TV) CTAV C A X TV, t (m(t),72(1)),

se dice que es admisible si la curva v, : I — TV* es un levantamiento
tangente, es decir, v2(t) = ¢(t), donde ¢ : I — V* es la curva en V* dada por
Ty o9, siendo my« : TV* — V* la proyeccion canonica.

Teorema 3.28 Bajo la biyeccion Yy, las curvas admisibles en la subva-
riedad Lagrangiana Sy se corresponden con las soluciones de las ecuaciones

de Hamulton para h.

Demostracion: Supongamos que v : I — S;, C TAV* C A x TV*, ~(t) =
(71(t),72(t)) es una curva admisible en Sj,. Entonces, v5(t) = é(t), para todo
t, donde c: I — V* es la curva en V* dada por ¢ = 7y« 7s.

Ahora, como Rj, es una seccién del fibrado vectorial Tj;/ L TAV: 5 v y
v(I) C Sp = Rp(V™), se sigue que

Ry(c(t)) = ~(t), para todo t, (3.59)

esto es, ¢ = Uy (7). Asi, de (3.59), obtenemos que p}*’ (Rp)ec =7, = ¢ En
otras palabras, ¢ es una curva integral del campo de vectores p}*’(Rh) y, por
tanto, ¢ es una solucién de las ecuaciones de Hamilton asociadas a h (véase
la Seccién 2.1.3).

Reciprocamente, sea ¢ : I — V* una solucién de las ecuaciones de Hamilton
asociadas a h, es decir, ¢ es una curva integral del campo de vectores p;l*’ (Rp)

0, lo que es equivalente,
pY (Ry)eoc=c. (3.60)
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Entonces, 7 = Rpeoc es una curva en S y, de (3.60), deducimos que  es
admisible. CQD

Ahora, sea L : A — R una funcién Lagrangiana. Entonces, del Corolario
3.27, obtenemos que Sy, = (A odTVAL)(A) es una subvariedad Lagrangiana
del afgebroide de Lie simpléctico p% (TV™).

Por otra parte, existe una correspondencia biyectiva W entre el conjunto
de curvas en Sy y el conjunto de curvas en A. De hecho, si v : I — Sp es

una curva en Sy entonces existe una unica curva ¢ : I — A en A tal que
Ax(y(1)) = (dT"AL)(c(t)), para todo t. Nétese que

pry((8) = (74)" (Aa(v(1))) = ()" (47 AL) (e(t)) = e(t),

para todo ¢, donde pr; : p(TV*) C AxTV* — A es la proyeccién candnica
en el primer factor y (7#)* : (T7V.A)* — A es la proyeccién del fibrado
vectorial. Asi,

Y(t) = (c(t),12(t)) € py(TV*) C Ax TV*, paratodo t.
Una curva v en Sp,
Vil =S, Cpu(TV) CAXTVE, te(ct),72(t)),

se dice que es admisible si la curva v, : I — TV* es un levantamiento
tangente, esto es, Yo(t) = ¢*(t), donde ¢* : I — V* es la curva en V* dada

por ¢* = Ty oYs.

Teorema 3.29 Bajo la biyeccion Vi, las curvas admisibles en la subva-
riedad Lagrangiana Sy se corresponden con las soluciones de las ecuaciones
de Fuler-Lagrange para L.

Demostracién: Supongamos que (z') son coordenadas locales sobre Q y que
{eo,eq} es una base local de T'(7;) adaptada a 14. Denotamos por (z', y®)
(respectivamente, (z°,ya) v (2, ya; 2%, v4)) las correspondientes coordenadas
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locales sobre A (respectivamente, V* y p% (T'V*)). Entonces, usando (3.40),
se sigue que la subvariedad Sy, estd caracterizada por las siguientes ecuaciones

oL . . oL . 0L
Ya = 3_1;0" =Y, (% _paal'i (Ca0+0aﬁy )ay,y7 (361)

para todo .
Ahora, sea v : I — Sy una curva admisible en Sp

v(t) = (c(t),12(t)) € S T pU(TV*) CAXTV*, paratodo t,
y denotamos por ¢* : [ — V* la curva en V* satisfaciendo
Y2(t) = ¢*(t), para todo t, (3.62)

es decir,
c*(t) = my«(72(t)), para todo t. (3.63)

Si las expresiones locales de v y ¢ son
() = (@' (1), ya(t); 2(1), va(?)),  c(t) = (2'(t),y"(1)),
entonces tenemos que
y*(t) = z*(t), para todo a. (3.64)

Ademds, de (3.62) y (3.63), deducimos que

, dxt 0 dy, O
(1) = (2(t), yu(t)), "ot) = ———— e Z 3.65
= EO W), w0 = Gan  F G (36)
Asi,
dya
Ve (t) = —p o bara todo a. (3.66)

Por tanto, usando (3.61), (3.64), (3.65), (3.66) y el hecho de que p(c(t)) =
(T'r5)(72(t)), se sigue que
dz’
dt

_ i iadaL_iaL Y vﬁaL
_p0+pay7 dt<8ya> _paﬁxi (Oa0+caﬂy )8y,ya
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para todo ¢ y «, es decir, ¢ es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
para L (véase (3.7)).

Reciprocamente, sea ¢ : I — A una solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para Ly v : I — Sy la correspondiente curva en S, ¢ = V(7).
Supongamos que

Y(t) = (c(t),12(t)) € S C pU(TV*) C Ax TV*, paratodo t,

y denotemos por ¢* : I — V* la curva en V* dada por ¢* = my«o7,. Si las
expresiones locales de v y ¢ son

1(t) = (@' (1), ya(t); 2°(t), va(t)), c(t) = (¢'(1),y° (1)),
entonces y“(t) = 2(t), para todo «, y las expresiones locales de ¢* y 72 son
() = (@'(1),ya(t)),

(t) = (pf)(xj(t))+Za(t)PZ(xj(t)))aiilc*(t)

0
Wor e (1)

+ va ()

Asi, usando (3.61) y el hecho de que ¢ es una solucién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange para L, deducimos que v(t) = ¢*(t), para todo t, lo que

implica que 7 es admisible. CQD

A continuacién, supondremos que la funciéon Lagrangiana L : A — R es
hiperregular y denotamos por ©p y €2y las secciones de Poincaré-Cartan

asociadas a L (véase (3.5)). Consideramos la aplicacién (iy,Id) : TV A —

TAA dada por
(iv, Id)(v, X.) = (iv(v), X.), para (v,X,) €T,V A, con ac A,

siendo iy : V — A la inclusién canénica. Tenemos que (iy, I d) es un mor-
fismo de algebroides de Lie sobre la identidad de A. Ademas, sabemos que
el par (21, @) es una estructura cosimpléctica sobre TAA (véase la Seccién
3.1.3) y es facil probar que (iy, Id)*¢y = 0. Esto implica que (iy, Id)*Qp
es una seccién simpléctica del algebroide de Lie 7{/* : TV A — Ay, asi, el
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afgebroide de Lie (77 : JAA — A, 74 : TV A — A) es simpléctico. Nétese
que (iy, Id)*Qp = —d” ((iy, 1d)*(01)).

Ahora, sea Ry la seccién de Reeb de la estructura cosimpléctica (£2z, ¢o).
Como ¢o(Rr) = 1, deducimos que Rj, es una seccién de 7% : JAA — A.
Ademas, tenemos que

LTH40, = 7A@ L(RL)).

Por tanto, de (3.53) y el Corolario 3.26, deducimos que Sg, = R.(A) es una
subvariedad Lagrangiana del afgebroide de Lie simpléctico J4A.

Por otra parte, estd claro que existe una correspondencia biyectiva Vsp,
entre el conjunto de curvas en Sg, y el conjunto de curvas en A.

Una curva v en Sg,

vl —8p, CTMUCAXTA, te (n(t),7(t),

se dice que es admisible si la curva v : I — T A es un levantamiento tan-
gente, esto es, Y2(t) = ¢(t), para todo t, donde ¢ : I — A es la curva en A
definida por ¢ = w4079, siendo w4 : T'/A — A la proyeccién canodnica.

Teorema 3.30 Si el Lagrangiano L es hiperreqular entonces bajo la biyec-
cion Vs, las curvas admisibles en la subvariedad Lagrangiana Sgr, se corres-
ponden con las soluciones de las ecuactones de Euler-Lagrange para L.

Demostracion: Seay:1 — Sg, C JAA C A x T A una curva admisible en
Sr,, 7(t) = (7(t),72(t)), para todo t. Entonces, y2(t) = ¢é(t), para todo t,
donde ¢: I — A es la curva en A dada por ¢ = m407.

Ahora, como Ry, es una seccién del fibrado afin 7 : J4A — Ay v(I) C
Sr, = Rr(A), se sigue que Rp(c(t)) = ~(t), para todo t, es decir, ¢ =
Usy, (7). Asi, obtenemos que p;i“(RL)oc = 79 = ¢, esto es, ¢ es una curva
integral del campo de vectores p}(RL). Por tanto, c es una solucién de las
ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L.

Reciprocamente, sea ¢ : I — A una solucién de las ecuaciones de Euler-

Lagrange asociadas a L, es decir, ¢ : [ — A es una curva integral del campo
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de vectores p;:“(RL) o, equivalentemente,
p}(‘(RL) oCc = ¢C. (3.67)

Entonces, v = Rpec es una curva en Sg, vy, de (3.67), deducimos que 7y es

admisible.

Si L : A — R es hiperregular entonces la transformacion de Legendre legy, :
A — V* asociada a L es un difeomorfismo global. Asi, podemos considerar
la seccién Hamiltoniana hy : V* — A% definida por hy, = Legye-leg;’,
siendo Legy, : A — AT la transformacién de Legendre extendida. También,
podemos considerar la seccién de Reeb Rj, de la estructura cosimpléctica
(Qn, ,m) sobre TAV*,

Asi, tenemos:

e Las subvariedades Lagrangianas Sy, y Sy, del afgebroide de Lie simpléc-
tico p’ (TV™).

e Lasubvariedad Lagrangiana Sg, del afgebroide de Lie simpléctico JAA.

Denotemos por (7 legy, legy) el isomorfismo entre los algebroides de Lie TAA

y TAV* inducido por la transformacion legy, : A — V*.

Teorema 3.31 Si la funcion Lagrangiana L : A — R es hiperregular y
hy : V¥ — A" es la correspondiente seccidon Hamiltoniana, entonces las

subvariedades Lagrangianas Sy, y Sy, son iguales y
Tlegr(Sr,) = S =S, -
Demostracion: Usando (3.17), obtenemos que
Ao Ry, olegr, = ApoTlegr - Ry. (3.68)

Ahora, supongamos que (') son coordenadas locales en Q y que {eg,eq}
es una base local de I'(7;) adaptada a 14. Sean (2',y*) las correspondien-

tes coordenadas sobre A y (z',y; 2%, v®) (respectivamente, (z',yq; 2%, Vo)
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v (2%, Y% za,Va)) las correspondientes coordenadas sobre JAA (respectiva-
mente, p%(TV*) y (TV.A)*). Entonces, de (3.9), (3.15) y (3.40), deducimos
que

. OL OL

AqoTlegr o Rp) (2t y®) = (2, 4% p — . =—).
(AgoTlegreRp)(x', y®) (x’y’paaxz’aya)

Asi, se sigue que (Ao Tlegy o Rp) (2, y®) = d7 AL(z%,y*), v, de (3.68), con-
cluimos que A4 Ry, oleg, = dTAL. Por tanto, S, = Sy, -
Por otra parte, usando (3.17), obtenemos que 7 legr,(Sgr,) = Sh, CcQD

3.8 Algunos ejemplos

3.8.1 Subvariedades Lagrangianas y dinamica sobre al-
gebroides de Lie

A continuacion, veremos que cuando consideramos un algebroide de Lie como
un afgebroide de Lie y aplicamos los resultados obtenidos en la seccion ante-
rior, recuperamos las construcciones realizadas en [65].

Sea 7p : E — (@ un algebroide de Lie sobre una variedad (). Entonces,
TAa=7r: A=FE — @ es un fibrado afin y la estructura de algebroide de Lie
induce una estructura de afgebroide de Lie sobre 74 : A — Q.

Supongamos que h : E* — AT = E* x R es una seccién Hamiltoniana y
que H : E* — R es la correspondiente funcién Hamiltoniana (véase (2.17)).
Entonces, el fibrado afin 7wy« = 7« : pi(TV*) = TEE* — V* = E* puede
identificarse con el subfibrado afin TEE*x {1} — E* de 71F : TPE*xR — E*
y, bajo esta identificacion, la seccién de Reeb R}, es la seccién Hamiltoniana
(g de e+ TPE* — E* (véase (2.19)). Por tanto, S, = Ry(E*) puede
identificarse con la subvariedad Lagrangiana Sy = £y (E*) del algebroide
de Lie simpléctico mp+ : TFE* — E* asociada a la funcién Hamiltoniana
H. Esta subvariedad es la considerada en [65] para describir la dindmica
Hamiltoniana.

Por otra parte, si L : E — R es una funciéon Lagrangiana entonces esta claro
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que
S = (AZ'ed” L) (A) = (A" -d" "PL)(E)

es justamente la subvariedad del algebroide de Lie simpléctico 7g- : TP E* —
E* considerada en [65] para describir la dindmica Lagrangiana (véase la
Seccién 8 en [65]).

3.8.2 Subvariedades Lagrangianas y mecanica depen-
diente del tiempo

Sea 7 : Q@ — R una fibracién y 7 : J'7 — Q el afgebroide de Lie asociado
modelado sobre el fibrado vectorial 7 = (7¢g)v- : V7 — Q. Como sabemos,
el algebroide de Lie bidual Jir de Ji7 puede identificarse con el algebroide
de Lie estandar mg : T'Q) — Q y el 1-cociclo 1,1, sobre 7o : T'QQ — @ es
justamente la 1-forma n = 7*(dt), siendo ¢ la coordenada usual sobre R. Si
(t,q") son coordenadas locales fibradas sobre @, denotaremos por (t, ¢, ¢*)
(respectivamente, (¢,q",p;)) las correspondientes coordenadas locales sobre
J'7 (respectivamente, V*7).

Sabemos que (véase Seccién 2.3.2) los algebroides de Lie ngy : T79(V*r) —
V*r y my«r : T(V*T) — V*7 son isomorfos y que, dada una seccién Hamil-
toniana h : V*r — (J'7)T = T*Q con expresién local

h(t> qlapz) = <t7 qia _H(ta qjvpj>api)7

la estructura cosimpléctica (€2, 1) sobre el algebroide de Lie 7, : 77¢(V*7)
=~ T(V*r) — V*r es la estructura cosimpléctica estandar (€2,,m) sobre la
variedad V*7 localmente dada por (2.23). Asi, las ecuaciones de Hamilton
asociadas a h son las ecuaciones clasicas de Hamilton (no auténomas).

Por otra parte, sea 7* : V*r — (@ el fibrado vectorial dual de 7 : V7 — @
y supongamos que 7; : V*T — R es la fibracién definida por ] = 7o7",
que (7§)10 : J'mf — V*r es el fibrado de 1-jets de secciones locales de
V' = Ry que pp, : J'7 — TQ es la aplicacién ancla de 110 :
J't — @ (pjy; es la inclusién canénica de J'7 en TQ). Entonces, se puede

introducir un isomorfismo F' (sobre la identidad de V*7) entre los afgebroides
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de Lie (7)1, : J'nf — V*r y wyer 1 ph (T(V*7)) — V*7 como sigue. Si
jip e Jirr,cont € Iy : I CR — V*r una seccién local de 7} : V*7 — R,

entonces existe un tinico 2 € J'7 tal que pyi,(2) = (Tywym*) (1 (t)) y definimos

F(j{4) = (2, (Tymm) (4(1))).

Asi, si S es la subvariedad Lagrangiana del afgebroide de Lie simpléctico
Tver P, (T(V*T)) = J'nf — V*r dada por S, = R,(V*7), entonces las
ecuaciones locales que definen a Sy, son

o 0H
_8pz7 pz_ aqla

1

q

esto es, las ecuaciones de Hamilton asociadas a h.
Finalmente, si L : J'7 — R es una funcién Lagrangiana dependiente del
tiempo, entonces las ecuaciones locales que definen la correspondiente sub-

variedad Lagrangiana Sy, son (véase (3.61))

oL
pi = Erk (3.69)
¥ =5 (3.70)

Nétese que (3.69) es la definicién del momento y (3.70) son justamente las
ecuaciones clasicas de Euler-Lagrange (no auténomas) asociadas a L.

3.8.3 Subvariedades Lagrangianas y ecuaciones de Ha-
milton(Lagrange)-Poincaré no auténomas

Seap : (Q — M un fibrado principal con grupo estructural Gy seav : M — R
una fibracién de M sobre R. Denotemos por 7 : () — R la composicion
T = veop. Entonces, podemos considerar el afgebroide de Lie-Atiyah 7 |G :
J'T/G — M asociado con el fibrado principal p : Q@ — M y la fibracién
v: M — R (véase Seccion 1.4.3). Recordemos que el fibrado afin 7 |G :
J'T/G — M estd modelado sobre el fibrado vectorial |G : V7/G — M,
donde V7 es el fibrado vertical de la fibracion 7 : Q — R y la acciéon de G
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sobre V1 es la restriccion a V7 de la accion tangente T® de G sobre T'Q.
Ademds, el algebroide de Lie bidual de J'7/G — M es el algebroide de
Lie-Atiyah |G : TQ/G — M.

Ahora, sea g el algebra de Lie de G, A : T() — g una conexion sobre el
fibrado principal p: Q — M, B : TQ & T — g su curvatura y U X G una
trivializacién local de p : @ — M, siendo U un subconjunto abierto de M.
Supongamos que (¢, ') son coordenadas fibradas locales en U y que {&,} es

una base de g. Ademas, supongamos también que

A(%K:{;,e)) = Ai(@)e, A<%(z,e)> (; Aok

(8 0

2 oA = Bj(2)&a,
Ot|(we) OF |(z.¢) ) (@)

) = B(L)li(x)gm B<_z ’ 8 5
8(] [(z,€) aqj |(z,e)

i,7 €{1,...,m}, para z € U y donde e es el elemento unidad de G. Nétese
que si {¢,} son las constantes de estructura de g con respecto a la base {,}
entonces

DAS  0A§ 0A  QAf
ot Og o¢  0¢

Procediendo de forma analoga que en el Ejemplo 3 de la Seccién 1.3, obtene-

c _
BOi_

a Ab c c __

ab’

c a Ab
coy Z-Aj.

mos una base local {e), e}, e;} de I'(mg|G). Denotaremos por (t,q';t, ", j*)
(respectivamente, (t, ¢%; ¢*, 7)) las correspondientes coordenadas fibradas so-
bre TQ/G (respectivamente, J'7/G). Entonces, si ([, ]ro/q, pro/c) es la
estructura de algebroide de Lie sobre T'Q)/G, deducimos que

I _ c 1! _ c .l AN __ c b/
[0, ej]]TQ/G = —Bg;e, [e:, e]']]TQ/G = —Bjje, [et, ealra/c = cqAdec,
VAN _ c b,/ / / _ .c
[e5: eulrq/a = copAiers lew. exlraia = et
0 0

pro/aley) = ETR pro/a(e;) = By prqsale,) = 0.

Asi, las funciones de estructura locales del algebroide de Lie mg|G : TQ/G —
M con respecto a una trivializacion local son cero excepto las siguientes

a _— _ RRa c _ _ (Y __ .C b
05 — BOJ" O0a — CaO - CabAO?
a __ a c __ c _ .c b c _ ,.c
Oz'j = _Bij7 cr, =-0¢ = CabAi, ab = Cab> (3.71)
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A continuacién, vamos a obtener la descripcién Hamiltoniana de la dinamica
sobre el afgebroide de Lie 71 9|G : J'7/G — M. Sea * : V*1 — Q@ el fibrado
vectorial dual del fibrado vertical 7 : V7 — (). Entonces, el grupo G actia
sobre V*7 y podemos considerar el correspondiente fibrado vectorial cociente
™G V*r/G — M = @Q/G. Es facil probar que este fibrado vectorial es
isomorfo al fibrado vectorial dual de 7|G : V7 /G — M. Ademads, usando que
la accion de G sobre V*7 es libre, se sigue que V*7 es un fibrado principal
sobre V*7/G con grupo estructural G y proyeccién fibrada py«, : V*7 —
V*1/G. Asi, tenemos el correspondiente algebroide de Lie-Atiyah my«, |G :
T(V*1)/G — V*7/G y, ademas, la 1-forma exacta (77)*(dt) sobre V*r, que
es G-invariante, induce un l-cociclo 7 : T(V*7)/G — R sobre 7wy« |G :
T(V*71)/G — V*1/G. De hecho, 7 estd dado por

ﬁ([Xaq]) = Xaq(flk)v (3-72)

para Xo, € To, (V*7) y g € V7.

Ahora, denotamos por 779/ (V*7 /@) la prolongacién del algebroide de Lie-
Atiyah 7o|G @ TQ/G — M mediante la fibracién |G : V*7/G — M
y por n : TTQ/¢(V*7/G) — R el l-cociclo definido por (2.4). Entonces,

introducimos la aplicacion

(prqg°Tm*, Tpyr) : T(V*1) — TTC(V*1/G) CTQ/G x T(V*7/G)
dada por

(prq°Tm", Tpv+r)(Xa,) = (Pro((Ta,m)(Xay)), (Taypv-)(Xa,)),  (3.73)

para X,, € T, (V*1) y g € V,'7, donde prq : TQ — TQ/G es la proyeccién
candnica.

Ahora, consideramos la composiciéon ven*|G : V*7/G — R y el afgebroide
de Lie-Atiyah asociado al fibrado principal py«, : V*r — (V*7)/G y la
fibracion vem*|G. Como vom*|G o py+, = 77}, se sigue que dicho afgebroide de
Lie-Atiyah es el fibrado afin cociente (7})10|G : J'7;/G — V*7/G, donde
(77)1,0|G esta definida por

(D10l G)([7:) = [(7 )10 (G 1] = [v(B)],
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para v : I C R — V*7 una seccién local de 7 y ¢t € I. Nétese que los afge-
broides de Lie 77{1} y (7})10|G : J'7;/G — V*7/G pueden identificarse
puesto que el algebroide de Lie bidual de (77)1,0|G : J'7}/G — V*7/G puede
identificarse con my«.|G : T(V*1)/G — V*1/G. Bajo estas identificaciones,
el 1-cociclo 1(jiz+/q) es justamente 7).

Teorema 3.32 i) La aplicacion (prqg-Tn*, Tpy+r) induce un isomorfismo

(prg-Tm*, Tpy«,), sobre la identidad de V*1 /G, entre los algebroides de Lie
G : T(V'1))G — V*7/G y (mo|G)™1¢ « TTR/C(V*r)G) — V*1/G.

Ademas, tenemos que

TV *r

——
((pTQ OTW*,Tpv*T>, Id)*T] = 77 (374)

— e —
i) La restriccion de la aplicacion (prgoTw*, Tpy+,) a J'w}/G induce un
isomorfismo, sobre la identidad de V*1 /G, entre el afgebroide de Lie-Atiyah

_
(m1)70|G : 'y /G — V*1 /G y el afgebroide de Lie my-ri: pi ;o (T(V*T/G))
— V*1/G.

Demostracion: El levantamiento cotangente de la accién @ define una accién
de G sobre T*(@Q y esta claro que la proyeccién candnica p : T%Q) — V*r
es equivariante bajo la accién de G. Asi, p induce un epimorfismo u|G :
T*Q/G — V*1/G entre los fibrados vectoriales cocientes T*Q/G y V*7/G.
Por tanto, si (mg|G)* : T*Q/G — M es el fibrado vectorial dual del algebroide
de Lie-Atiyah mg|G : TQ/G — M y TTR/%(T*Q/G) es la prolongacién de
mo|G : TQ/G — M mediante la fibracién (mg|G)* : T*Q/G — M, podemos

introducir el epimorfismo
(Id, T(p@)) : T"YNT"Q/G) — T % (V*r/G)
entre los algebroides de Lie

TTE(T*Q/G) C TQ/G x T(T*Q/G)
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TIRC(V*r/G) C TQ/G x T(V*1/G)

definido por

(Ld, T(p|G))([ug); Xia,1) = ([tg], (T ) (41 G)) (Xia1)

para ug € T;Q y Xjo ) € T[aq/](T*Q/G), con ay € T7Q.

La aplicacién tangente a p, T : T(T*Q) — T(V*7), también es invariante
con respecto a las acciones tangentes de G sobre T(T*Q) y T(V*7). Esto
implica que Ty induce un epimorfismo entre los fibrados vectoriales mr«g|G :
T(T*Q)/G — T*Q/G y 7y« |G : T(V*1)/G — V*1/G. Ademads, como T
es un epimorfismo sobre y entre los algebroides de Lie ¢ : T(T*Q) — T7*Q
y mysr : T(V*1) — V*r, deducimos que la aplicaciéon Tu|G : T(T*Q)/G —
T(V*7)/G también es un epimorfismo sobre u|G : T*Q/G — V*7/G entre
los algebroides de Lie T(T*Q)/G y T(V*1)/G.

Ahora, denotamos por 7j, : T*(Q) — @ la proyeccion del fibrado cotangente,

por pr«q : T*Q — T*Q/G la proyeccién canénica y por (prq°T7y, Tpr-q) :
T(T*Q) — TTR/%(T*Q/G) la aplicacion definida por

(prqTmg, Tpr-@)(Xa,) = (Pro((Ta,mg)(Xa,)), (Ta,pr+0)(Xa,)),
para X,, € 1o, (T*Q), con oy € T7 Q).

Entonces, esta aplicacién induce un isomorfismo (me), sobre la
identidad de T*Q/G, entre los algebroides de Lie T(T*Q)/G — T*Q/G y
TTRIC(T*Q/G) — T*Q/G (véase Teorema 9.3 en [65]).

Por otra parte, usando (3.73), se sigue que la aplicacién (prqg 177", Tpy«r) :
T(V*r) — TT?/%(V*7r /@) induce una aplicacién

(pmr) :T(V*'71) /G — TTQ/G(V*T/G)

entre los espacios T(V*7)/G y TT9/¢(V*r/G). Ademés, es fcil probar que

el siguiente diagrama es conmutativo
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TulG

T(1TQ)/G ~-T(V*1)/G
(prq Ty, Tprq) (proTn*, Tpy+r)
TTQ/G(T*Q/G) (d, T(p|G)) 'TTQ/G(V*T/G)

— e —
Asi, la aplicacion (prgeTn*, T'py+,) es un epimorfismo sobre la identidad de
V*7 /G entre los algebroides de Lie T'(V*71)/G — V*1 /Gy TT/¢(V*r/G) —
V*r/G. Por tanto, usando que los rangos de dichos algebroides de Lie son

iguales, deducimos que la aplicaciéon (prgoT'7*, Tpy+,) es un isomorfismo,
sobre la identidad de V*7/G, entre dichos algebroides de Lie. Ademads, de
(2.4), (3.72) y (3.73), se sigue (3.74). Esto prueba ).

Por otra parte, usando i) y como {1} es el espacio total del afgebroide de

—_——

Lie mveric t plh, o(T(V'T/G)) — V*7/G (véase Seccién 3.4.1), deducimos
).
Ahora, supongamos que h : V*7/G — (J'7/G)" = T*Q/G es una seccién
Hamiltoniana. Entonces, tenemos que h induce una seccién Hamiltoniana h :
V*r — T*Q con respecto al afgebroide de Lie 71 : J'7 — Q (véase Seccién
2.3.3). Ademas, usando el cardcter equivariante de h bajo la accién de G, de-
ducimos que la estructura cosimpléctica estandar (27, 7) sobre V*7 también
es invariante bajo la accién de G. Asi, la estructura (€25, 77) induce una estruc-
tura cosimpléctica sobre el algebroide de Lie 77%/¢(V*r/G) = T(V*1)/G —
V*r/G. Dicha estructura cosimpléctica es precisamente (£2,7). Ademas,
estd claro que el campo de vectores de Reeb Rj de (92;,7) también es G-
invariante y, por tanto, induce una seccién del algebroide de Lie

TSV r/G) 2 T(V*T) /G — V*7/G

que es justamente la seccién de Reeb Ry de (€2,,m). Como consecuencia,
las soluciones de las ecuaciones de Hamilton para h (es decir, las curvas
integrales sobre V*7/G del campo de vectores p;g(/;G(Rh)) son las soluciones

de las ecuaciones de Hamilton-Poincaré (no auténomas) para h.
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A continuacién, obtendremos la expresion local de dichas ecuaciones. Sea
{ef, €}, e/} la base local de I'(mg|G) introducida anteriormente. Entonces,
{€l, e/} es una base local de I'(7|G) y podemos considerar las correspondien-
tes coordenadas locales (t, ¢, p;, pa) (respectivamente, (,q%; ps, pi, Pa)) sobre
V*1 /G (respectivamente, T*Q/G). Supongamos que h estd localmente dada
por
h(t, ', pipa) = (t.4', —H(t, ¢, pj, Pb), Pi> Pa)-

Usando (2.11) y (3.71), deducimos que las ecuaciones de Hamilton para h
(las ecuaciones de Hamilton-Poincaré para h) son

d¢¢ OH  dp; oH /7, , OH oOH
dt Op;” dt oq pb( 0i ]“(9 T+ Cact OPa )
dt <W4+%Aa “@)

Ahora, obtendremos las ecuaciones locales que definen la subvariedad La-
grangiana S, = R,(V*7/G) del afgebroide de Lie p% (T'(V'1/G)) =
Ji7¥ /G. Para ello, consideramos coordenadas locales (t, ¢", p;, Pa; ¢*, 5%, Pi, Py)
sobre 5o (T(V*7T/G)) = J'rr/G.

Usando (2.9) y (3.71), tenemos que la seccién de Reeb Ry, estd dada por

oOH oH oH OH
= Yo+ , —Vi+ 8_ ya, <8q + Bh.py + B’“pba + b A% 8pa>ui
o0H o0H
¢ A%p Abp.—— — ¢ p,—
+ (Cab oPe + CopAgpe o0 CabPe o, )Ua,

donde {Vo, Vi, Va, Ui, U,} es la base local de secciones de T79/¢(V*r/G) —
V*1 /G inducida por {ef, e}, e/} (véase (2.1)). Asi, las ecuaciones locales que
definen la subvariedad Sy, de pj. o (T(V*7/G)) = Jim* /G son

. _OH d¢ OH
COp.  dt  Op
dpl 8

OH OH
— b il c
dt (BOZ + Bkza +cC acAz a > (375)
dpa B b ,O0H  _0H
abA + Cab a - ab apb>
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Noétese que (3.75) son precisamente las ecuaciones de Hamilton-Poincaré para
h.

A continuacién, obtendremos las ecuaciones de Euler-Lagrange para una
funcién Lagrangiana sobre el afgebroide de Lie-Atiyah 7 0|G : J'7|G — M.
La accién J'® de G sobre J'7 es libre y J'7 es el espacio total de un fi-
brado principal con grupo estructural G (véase Ejemplo 3 Seccién 1.4.3).
Denotamos por pyi, : J'7 — J'7/G su proyeccién. Por tanto, tenemos
el correspondiente algebroide de Lie-Atiyah ;. |G : T(J'7)/G — J7/G.
Ademds, si 71 : J'7 — R es la aplicacién ToTyo entonces la 1-forma exac-
ta 77 (dt) sobre J'7 es invariante bajo la accién de G e induce un 1-cociclo
¢o : T(J'1)/G — R sobre 7,1, |G : T(J'7)/G — J'1/G.

Ahora, denotemos por 779/ (J'7/G) la prolongacién del algebroide de Lie-
Atiyah 7mg|G : TQ/G — M mediante la fibracién 71 0|G : J'7/G — My
por ¢o : TT9/C¢(J17/G) — R el 1-cociclo definido por (3.3). Recordemos
que ¢ {1} es el afgebroide de Lie (71,0|G)(0l) . 77'7/G(Jir/G) — J'1/G
(véase Seccién 3.3.1). Ademds, podemos introducir la aplicacién

(pro°Tri0, Tpyy) : T(J'7) = TTYC(J'r/G) C TQ/G x T(J'7/G)
dada por

(pTQ OTTl,O? TleT)(thlfy) - (pTQ((Tjtl'yTl,O)(thl'y))v (TjtlfprlT<th1'y))>a

para X1, € Ty (J'1) y jiv € J'T.

Por otra parte, consideramos la fibracion v |G : J'7/G — R y el afge-
broide de Lie-Atiyah asociado con el fibrado principal pji, : J'7 — J'7/Gy
la proyeccién ver o|G. Como ver o|Geopyi, = 71, se sigue que el afgebroide
de Lie-Atiyah es el fibrado afin cociente (71)1,0|G : J'71/G — J'7/G, donde
(71)1,0|G esta definida por

(1)10lG) (i) = [(m)10(Gi)] = ()],

para v : I C R — J'7 una seccién local de 71 y t € I. Nétese que los afge-

broides de Lie ¢g'{1} y (11)10|G : (J'11)/G — J'7/G pueden identificarse
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ya que el algebroide de Lie bidual de (71)10|G : (J'11)/G — J'7/G es iso-
morfo al algebroide de Lie-Atiyah 7,1.|G : T(J'7)/G — J'7/G. Bajo estas
identificaciones, el 1-cociclo 1(j1,,)/¢ es precisamente <f~>0-

Teorema 3.33 i) La aplicacion

(prqTT10, Tpy1r) T(J'r) — TTQ/G(JlT/G)

induce un isomorfismo (prg°TTi0, Tpsi,), sobre la identidad de J'7/G, en-
tre los algebroides de Lie |G @ T(J'1)/G — J'1/G y (mo|G)™0l€
TTR/G(Jir/G) — J'1/G. Ademds,

((prgTT10,Tps1r), Id)* Po = ¢o.

it) La restriccion de la aplicacion (prgeTTio, Tpp,) a (J'11)/G induce
un isomorfismo, sobre la identidad de J'7/G, entre el afgebroide de Lie-
Atiyah (11)10|G : (J'11)/G — J'7/G y el afgebroide de Lie (1 4|G)m0®)
JITO(I7)G) — Jir/G.

Demostracion: i) Se tiene que el par (prgeTT0,Tpsi,) induce un mor-
fismo, sobre la identidad de J'7/G, entre los algebroides de Lie |G :
T(J'7)/G — J'7/G vy (mo|G)ol¢ . TTQ/G(Jr/G) — J'7/G. Denotare-

—— e —
mos dicho morfismo por (prg 1710, Tpji-). Ademads, procediendo como en la
demostraciéon del Teorema 3.32 y usando el Teorema 9.1 en [65], deducimos

la primera parte del resultado.
La segunda parte se obtiene usando la primera. CQD

Ahora, supongamos que [ : J'7/G — R es una funcién Lagrangiana. En-
tonces, denotaremos por L : J'7 — R la funcién dada por L = lepj,.
Como L es una funcién invariante con respecto a la accién de G, deduci-
mos que la 2-forma de Poincaré-Cartan €, sobre J!'7 también es invarian-

te bajo la accién de G. Asi, Qp induce una seccién del fibrado vectorial
NHTTQ/C(J 1 /G))* = AT (J'7)/G) — J'7/G. Esta seccién es justamente
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la 2-seccién de Poincaré-Cartan §2; asociada a [. Por tanto, las soluciones de
las ecuaciones de Euler-Lagrange para [ son precisamente las soluciones de
las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (no auténomas) para L.

En lo que sigue, obtendremos la expresién local de dichas ecuaciones. Sea
{ef, €}, €.} la base local de I'(mg|G) introducida anteriormente y denote-
mos por (t,q',¢',y*) (respectivamente, (t,q',t,q",4%)) las correspondientes
coordenadas locales sobre J'7/G (respectivamente, TQ/G). Usando (3.7) y
(3.71), obtenemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange para [ (es decir, las

ecuaciones de Lagrange-Poincaré para L) son

ol

j Ol Rl
oyt’

+ Bl o + Ay

ol _i@)_ » 0L
dgt  dt\ogi/)  TYopd

B = Do (che A + b ASH = chail”).
Por otro lado, consideremos coordenadas locales (, ¢*, p;, Pa; ¢, Y%, i, D) SO-

bre Jin}/G = P, (T(V*7/G)). Entonces, las ecuaciones locales que de-
finen la subvariedad Lagrangiana S; son (véase (3.61))

0l B 0l
pi = oG’ Pa = B (3.76)
ol dp; b b g b pc—d
i = Db B()i + B -iq] + Cchfy ,

]aa = pb (Cchg + CZcquj - Cngd) :
Notese que las ecuaciones (3.76) representan la definicién de los momentos y
(3.77) son precisamente las ecuaciones de Lagrange-Poincaré para L.
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CAPITULO 4

Sistemas mecanicos no holdnomos
sobre afgebroides de Lie

4.1 Sistemas Lagrangianos ligados en afge-
broides de Lie

En esta seccion, presentaremos una descripcién geométrica de sistemas La-
grangianos sujetos a ligaduras no holénomas generales sobre un afgebroide
de Lie.

Sea (14 : A — Q,7v : V. — Q,([',-]v,D,pa)) un afgebroide de Lie de
rango n sobre una variedad () de dimensiéon m. Consideramos un sistema
Lagrangiano libre sobre A dado por una funcién Lagrangiana L : A — R y
usaremos la misma notacién que en la Seccién 3.1. Ahora, anadimos algunas
ligaduras no holénomas arbitrarias descritas por una subvariedad M de A
de direcciones admisibles tal que Ty = T4 @ M — @ sea una fibracién.
Denotaremos por in; : M — A la inclusién candnica y por s la dimensién
de las fibras de 7py : M — @, es decir, s = dim M — dim Q).

Consideremos la prolongacién TAM del algebroide de Lie A mediante la
fibracion 7y : M — @ que es un algebroide de Lie sobre M con proyeccion

143
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T TAM — M.
Por otra parte, introducimos el fibrado vectorial de las fuerzas de ligadura
como el subfibrado vectorial S*(74M)° C (TA.A)TM — M cuya fibra en un

punto b € M es S*(’ZI;ZM)O.

Definicién 4.1 Un sistema Lagrangiano ligado no holénomo sobre un afge-
broide de Lie A es un par (L, M), donde L : A — R es una funcion La-
grangiana de clase C* y M es una subvariedad de A, denominada subva-
riedad de ligaduras. Una solucién del sistema Lagrangiano ligado no holéno-
mo (L, M) es una seccion X € T'(77*) que satisface las ecuaciones de Lagran-
ge-d’Alembert

(iXQL)\M S F(Ts*(TﬂM)o)7

(ixdo)m = 1, (4.1)

M
X‘M S F(T.Z ),

donde Toe(TAre €5 la proyeccion del fibrado vectorial S* (’T“Z/\/l)O — M.

Observacién 4.2 Como veremos detalladamente en la Seccion 4.6.2, las
ecuaciones anteriores reproducen las correspondientes para sistemas Lagran-
gianos dependientes del tiempo estandar sujetos a ligaduras no holénomas.

%

Observacién 4.3 Notese que una solucion de las ecuaciones de Lagrange-
d’Alembert solo necesita estar definida en M, pero por propdsitos practicos
consideraremos su extensiéon a A (o a un entorno de M en A). No uti-
lizaremos una notacién diferente para una solucién en M o cualquiera de sus
extensiones. Ademas, las soluciones que coincidan en M las consideraremos
como iguales. De acuerdo con este convenio, una SODE en M sera una
seccion de TAM que es la restriccién a M de alguna SODE definida en un
entorno de M. &

A continuacién, analizaremos la expresién de las ecuaciones de Lagrange-
d’Alembert en coordenadas locales. Sean (z') coordenadas locales en un

subconjunto abierto U de @ y {eo, €, } una base local de secciones del fibrado
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vectorial Til(U ) — U adaptada a 14. Denotamos por (z%,4°, y®) las corres-
pondientes coordenadas locales sobre A y supongamos que las ecuaciones
locales definiendo a M como subvariedad de A son

U*=0,a=1,...,r,

donde U* son funciones de ligadura locales independientes. Notese que la
seccién d7 AP € F((TI{‘)*) verifica que

(@407 (b) (3, X,) = 0, para todo (3, Xp) € T/M,

y, por tanto, (dTAA\IJ“)(b) € (Tbj/\/l)o, paratodobe Myae{l,...,r}.
Por otra parte, usando (1.1) y (3.2), deducimos que

oA oA o
— 106 axz QSO + pZ XOZ + Va

A7 Ao .
“ Oxt oy~

siendo {¢g, X*, V*} la base dual de {Xy, X, V,} definida en (3.1).

\I,a
Ademas, como Ty : M — (@ es una fibracion, se sigue que la matriz ( 3 >
yOé

.....

Asi, usando (3.4) y el hecho de que S* : (7;;1/\/1)" — S*(’]{;K/\/l)o es un
isomorfismo, para todo b € M, obtenemos que

(G

-----

es una base local de secciones de S*(T“‘N‘M)" — M, donde 0% = X* — y“*¢y.
Consecuentemente, las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert (4.1) pueden es-

cribirse como

gL

yOé

. ix¢o = 1, (4.2)
(dT*ADe) (X)) = 0,

xS, =
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en los puntos de M, donde A, son ciertos multiplicadores de Lagrange que
deben determinarse.

Ahora, una seccién X € I'(77") es de la forma X = {74 + {2 X, + XV,
Si suponemos que el Lagrangiano L es regular, entonces las dos primeras
ecuaciones en (4.2) implican que cualquier solucién X debe ser una SODE;,
es decir, X = Xy + y*X, + XV, y, entonces, la primera ecuacién en (4.2)

se escribe como sigue (véase (3.6))

0?L , 0L 8L 8L ove
X —— 0 TPl ) —— C’V y’CY Aa——7= = 0.
Asi, si Ry, es la seccién de Euler-Lagrange asociada a L, usando (3.9), se
tiene que
ov®
X =Ry, — W)\, =V,
L B
y entonces, la tercera ecuacién en (4.2) implica que
T“‘N\A a ’T“Z\A a aﬁaqu
(@AW (R + Ml (WIS =
para todo a € {1,...,r}. Aqui, (W) es la matriz inversa de (Wag =
0?L )
oyeoys )’

Como consecuencia, tenemos que existe una tnica solucion de las ecuaciones

de Lagrange-d’Alembert si y sélo si la matriz

ovb owe
ab _ . af
e = (WA

es regular, para todo b € M.

(4.3)

De (4.2), deducimos que las ecuaciones diferenciales para las curvas integrales
del campo de vectores ,0%"" (X)) son las ecuaciones diferenciales de Lagrange-
d’Alembert, que pueden escribirse como se indica a continuacion

dmi_ iy i
dt_po pay7

d (0L OL o 0L QU (4.4)
dt (aya) paa i (Ca[) + Oaﬁy )ay,y - )‘a 8ya )
g =,
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conie{l,.... m},ae{l,...,;n}yac{l,... ,r}

4.2 Soluciones de las ecuaciones de Lagran-
ge-d’Alembert

En esta seccion, realizaremos un analisis global de la existencia y unicidad
de la solucién de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert. Para ello, supon-

dremos que la funcién Lagrangiana L es regular al menos en un entorno de

M.

Definicién 4.4 Un sistema Lagrangiano no holénomo (L, M) sobre el afge-
broide de Lie A se dice que es regular si las ecuaciones de Lagrange-d’Alem-

bert tienen una unica solucion.

Con el objetivo de caracterizar geométricamente los sistemas no holénomos
regulares, definimos el subfibrado vectorial F' C TAA| Mm — M cuya fibra

en un punto b € M es F, = b(_QIL7¢O)(S*('Z;“ZM)°), donde b, 4 : TAA —
(TAA)* es el isomorfismo de fibrados vectoriales definido en (3.8). Méds

explicitamente,

ove
oy~

B, = {X € T A|existen Yo ¥ D0,.60)(X) = Xa 0%}

De la definicién, esta claro que el rango de F' es

rang (F') = rang (’T“Z./\/l)O = rang (T’Z.A) — rang (T“ZM) =r.

ove
Si consideramos las secciones Z, € I'(73*) tales que b(q, ¢0)(Za) = oy 0,
con a € {l,...,r}, entonces {Z,} es una base local de secciones de F.

Ademas, si Ry, es la seccion de Euler-Lagrange asociada a L, tenemos que

ov®

(iZaQL)(RL> + ¢O<Za)¢0(RL) = aya

0°(Ry) =0
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lo que implica que ¢g(Z,) = 0. Por lo tanto, Z, estd completamente carac-
terizada por las condiciones

ov®
Ay~

. o .
ZZGQL = 9 y ZZa(bO = O
Ademas, usando estas dos condiciones, concluimos que la expresion local de

Z, es la siguiente
ove

oyP

Asi, la matriz definida en (4.3) es justamente

Zy = -W*’

Va- (4.5)

pue o
oy> OyP

Cab _ (dT;\A\I/a)(Zb) — _Wa,@

y que denotaremos por C = (C®).

Un segundo objeto geométrico importante es el subfibrado vectorial G C
’T“K.A\M — M cuyo anulador en un punto b € M es S*(’]I;Z./\/l)o. Podemos
considerar el subfibrado vectorial G (2z.%0) T“KA| Mm — M, el ortogonal a
G con respecto a la estructura cosimpléctica (§21, ¢g), que estd definido por

Gﬁ’(QL’%) ={X e %ﬂfu (ixQp + ¢0(X)¢0)‘Gb =0}, para be M.

Nétese que Gﬁ’(QL’%) = b(’QlL ¢O)(G§) = Fy,, para todo b € M. Ademas,

obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.5 Gy, es coisdtropo en (’]{;‘T.A, Qr(b), po(b)), para todo b €
M. En otras palabras, Gi’(QL’qﬁo) C Gy, para b € M.

Demostracion: En efecto, usando (4.5) y como F' (respectivamente, G°) estd
localmente generado por {Z, },—1.._, (respectivamente, {S*(dTAA\I/“)}a:L“_,T),
deducimos que

G?(QL’%) = I}, C Gy, paratodo b e M.

CcQD
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Ahora, introducimos la secciéon Ap del fibrado vectorial /\2(’]'“1.14) — A
definida por

A, B) = Qo (@) o0 (B). (4.6)

para o, € (’T“Z.A)*. Ay es la estructura de Poisson algebraica sobre el
fibrado vectorial 7AA — A asociada con la estructura cosimpléctica (Qr, ¢0)-
Denotaremos por fiy, : (T“ZA)* — TAA el morfismo de fibrados vectoriales
dado por

fr,(a) =iaAz, para a € (TAA).

Notese que

do(fia, () = Qb QlL oy(@), B1) = 0.

Por otra parte, esté claro que

2+ D000, 4)(@)) 0

@ = by 00) O, 40 (@) —%(Q ne

y, asi
a(Ry) = (bo(b(}llb%)(a)). (4.7)

Ademas, de (4.6), tenemos que

Bt (@) = Gyt Q)0 (@)
= B0 () + 00, ) (D)0l ()

lo que implica que (véase (4.7))

Blia, () = B(=bg, 4 (@) + a(RL)RL).

Por tanto, hemos probado que
i, (@) = —bil 4 (@) +a(RL) Ry, para a € (TAA)". (4.8)

Ahora, consideramos también el subfibrado vectorial G+-4% C T“ZA| M — M,
el ortogonal a G con respecto a la estructura de Poisson (Ar)ja, el cual esta

dado por
G =15, (Gy), para be M.
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De (4.8) y como S*(dT;‘A\I/“)(RL) = 0, deducimos que
i, (8" (@7 AT ) = —Z
Consecuentemente, obtenemos que
Gi’AL = Gi’(QL’%) = F,, para be M.

A continuacién, introducimos el subfibrado vectorial H C T“Z.A\ M — M
cuya fibra en un punto b € M es H;, = 7{;1/\/1 N Gy. Denotaremos, como
antes, por H1(:90) e] ortogonal a H con respecto a la estructura cosimpléc-
tica (Qr, ¢o) v por H-AL el ortogonal a H con respecto a la estructura de
Poisson Aj.

Usando (3.4) y (3.6), tenemos que i€, = 0, esto es,

QL(5X,Y) +Qu(X,5Y) =0, paratodo XY € I'(77),
0, lo que es equivalente,
isxQp = —S"(ix8), paratodo X € I’(TI{‘). (4.9)

Ahora, sea grad U® la seccién gradiente correspondiente a la funcion ¥ con
respecto a la estructura cosimpléctica (g, ¢o), esto es,

grad U = b}

TAAq,a
(QL»¢O)<d v )

Entonces, usando (4.9) y el hecho de que S*¢y = 0, tenemos que
i(sgrad we) S0 = —iz, Q0 ¥ ¢o(S grad ¥*) = ¢o(Z,) = 0,
lo que implica que
(Sgrad V") \ = —Z,, paratodo a€ {l,...,r}. (4.10)

Como las secciones {dT’ZA\I/a} son linealmente independientes, se sigue que
las secciones { grad W} también son linealmente independientes. Asi, usan-
do (4.10), concluimos que las secciones {(grad %), Z,} son linealmente
independientes. Por otra parte,

H° = (TAM)® + G° (4.11)
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y, por tanto, el espacio de las secciones de H(2:%) est4 localmente generado
por {(grad W)\, Z, }. Esto implica que {(grad W)y, Z,} es una base local
de secciones de H-(?2:90) y rang (H+(?:%)) = corang (H) = 2r.

Ahora, usando (4.11), deducimos que

HHMe = (TAM) A 4+ F

Por otra parte, introducimos la secciéon Hamiltoniana Hys asociada a la

funcion W con respecto a Ay y que esta definida por

Hok = —ﬂAL(dT;\A\II“), para a € {1,...,r}. (4.12)
De (4.8), tenemos que

D(ap.on) (Hgk) = 7407 — (@740 (R, ). (4.13)

Asi, usando que las secciones {dTAA\I'“, ¢o} son independientes, se sigue que
las secciones {H45%} también son independientes. Ademas, de (4.13), obte-
nemos que

HAE = grad U° — (47 A0 (R,) Ry,
lo que implica que
SHY: = —Z,, para a€{l,...,r}.

. A .
Por tanto, concluimos que {Hy%, Z,} es una base local de secciones de H+4"~

y rang (H-*%) = corang (H) = 2r.
La relacién entre todos estos objetos esta descrita en el siguiente resultado.

Teorema 4.6 Las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) El sistema Lagrangiano no holénomo (L, M) es regular,
(2) las matrices C = (C®) son no singulares,

(3) ’ZI;ZM N F, = {0}, para todo b € M,

(4) HyN HbL’(QL’%) = {0}, para todo b € M,
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(5) Hy,N HE™ = {0}, para todo b € M.

Demostracion: [(1) < (2)] Este resultado fue probado en la Seccién 4.1.
[(2) < (3)] (=) Supongamos que C es no singular y sea X € 7};1./\/1 N .
Ast, X =37 XaZa(b) y (d7AT%)(b)(X) = 0, para todo a € {1,...,7}, lo
que implica que

T

D A(dTAT) (B)(Ze(b)) = Y AL =0
c=1 c=1

Por tanto, deducimos que . = 0, para todo ¢, y consecuentemente X = 0.
(<) Reciprocamente, tomamos una combinacién lineal arbitraria de colum-

nas de C en un punto b € M tal que

Z AL (Db) =0, paratodo a€{l,...,r}.

Asi, Y7 AZe(b) € ’]L“ZM lo que implica que Y. _; A\.Z.(b) = 0, y entonces
Ae = 0, para todo c € {1,...,r}.
[(3) & (4)] (=) Sea b € M, entonces tenemos que

TAMAOF, = TAM N GE@%) — (0} v TAA = TAM @ GH@d)

(nétese que dim TAM + dim G (91:%0) — qim ’ZI;Z.A). Asi, de la Proposicién

4.5, obtenemos que
Gy = (TAM N Gy) @ G %) = [ @ GiH(ed0),

Ahora, si X € Hy, N Hy L,(@z.60) entonces, de la descomposicién anterior,

(§22,90) y, por tanto, X = 0.

también tenemos que X € G
(<) Reaprocamente, sea b € M y tomamos un elemento X € ’]{;Z./\/l NE, =
’TAM NGy (82z:90) ’ZL“ZM NGy = Hy. Como Qp(b)(X,Y) = 0, para todo
Y € Hy, y ¢o(b)(X) = 0 concluimos que X € HL’(QL’%) y, por tanto, X = 0.
[(4) & (B)] (=) Sea b € M, entonces tenemos que Hy N HL (@n.60) =

H, H
{0} y, como consecuencia, la restriccién (2", ¢,") a H, de la estructura
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cosimpléctica (€21, @) es una estructura cosimpléctica sobre Hy. En otras
palabras, la aplicacién

b

(Q1,00) : Hb — Hg, X e Hb — (ZXgL(b) + Qbo(b)(X)qf)o(b))‘Hb & Hg,

es un isomorfismo lineal. Asf, podemos considerar el vector de Reeb R¥(b)
del espacio vectorial cosimpléctico (Hy, Qf", ¢é{ ®) que estd caracterizado por

las siguientes condiciones
iprm) QL =0y dprpydy® = 1. (4.14)

Ahora, probaremos que Hy, N, (Hy) = {0}.
Supongamos que « € HY vy £, () € Hy,. Entonces, usando (4.8) y el hecho
de que ¢o(b)(ta, (o)) = 0, deducimos que

iﬂAL (Q)QL(b) = -+ (X(RL(b))¢0(b) (415)
Asi, de (4.14) y como « € Hy y fa, () € Hy, tenemos que
0 = (ig,, (02 (b)) (R (b)) = (R (D))
lo que implica que (véase (4.15))
20y ) (B (@) = 0.

Por tanto, f, (o) = 0.
(<) Sea b € M y tomamos un elemento X € Hy, N H]DL

(ixQ2L(b) + ¢o(b)(X) o (b)), = 0.

(82,90 Entonces

Asi, usando que X € Hy, se sigue que
Go(b)(X) =0y a=ixQr(b) € Hy.
Por tanto, a = b(q, 4,)(X) ¥y a(RL(b)) = 0. Esto implica que (véase (4.8))
X = —ta, () € ta, (HY) = Hy.

Consecuentemente, X = 0.
cQD
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Proposicién 4.7 Las condiciones (3), (4) y (5) del Teorema 4.6 son equi-
valentes, respectivamente, a

(3") TAAMm =T M F,
(4) TA Ay = H @ HHOr),

(5') TAAwM = H® H-Me,

Demostracion: La equivalencia entre (3) y (3') se sigue calculando las di-
mensiones de los correspondientes espacios. Los rangos de T“ZA, TAM y F
son

rang (TAA) = 2rang (A)+1,

rang (’Tj/\/l) = rang (A) + s+ 1,

rang (F') = rang (A) — s.

Asi, rang (T “Z.A) = rang (7 “Z/\/l) + rang (F) de lo que obtenemos el resul-
tado. La equivalencia entre (4) y (4’) es obvia, ya que estamos asumiendo
que el sistema Lagrangiano libre es regular, es decir, que (€1, ¢g) es una es-
tructura cosimpléctica sobre T4A. Finalmente, la equivalencia de (5) vy (5)
est4 también clara puesto que rang (H+"r) = corang (H).

cQD

4.2.1 Proyectores

A continuacién, expresaremos la seccion solucién de la dinamica ligada en
términos de la seccion solucién de la dindmica libre proyectando esta tltima
sobre el espacio adecuado, TAM o H , de acuerdo con cada una de las des-
composiciones anteriores de T“ZA\ M-

Proyeccion a TAM. Suponiendo que el sistema Lagrangiano no holénomo

es regular, tenemos la descomposicién en suma directa

7};144 = ’Z{;I./\/l @ F,, paratodo b e M,
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donde recordemos que el subfibrado vectorial F' C T“IA| M esta definido por
= Ql ¢0)(S* (TAM)O)- Denotaremos por P y @ los proyectores comple-

mentarios definidos por dicha descomposicion, es decir,
B : ’Z]D“ZA — Tbj/\/l y Qy: ’Z;;ZA — F,, para todo b e M.

Teorema 4.8 Sea (L, M) un sistema Lagrangiano no holdnomo reqular y
Ry la solucion de la dindmica libre, esto es, ip, S = 0 y ig, 0 = 1.
Entonces, la solucion de la dindmica ligada es la SODE R,; obtenida por
proyeccion

Ran = P(Rpjm)-

Demostracion: En efecto, si escribimos R, (b) = Rr(b) — Qn(RL(b)), para
b € M, entonces tenemos que

) 2L(b) = ir, m)QL(b) = ig,r, 1)L (b) = —ig,r, 1) 2L(b)

que es un elemento de S*(’Z};‘TM)O, va que Qn(Rr(b)) € Fy y ¢o(Qu(RL(b)))
= 0. Ademads, usando este tltimo hecho y ya que Ry es una SODE y
S(Q(Rr)) = 0, tenemos que R,; también es una SODE. cQD

Sean (x%) coordenadas locales en un subconjunto abierto U de @ y {eq, €4}
una base local de secciones del fibrado vectorial Til(U ) — U adaptada a 14.
Denotamos por (z¢,y°, y*) las correspondientes coordenadas locales sobre A
y supongamos que las ecuaciones que definen a M como subvariedad de A
son
V¢ =0, para a € {1,...,r}.

Entonces, la expresion local del proyector P sobre 7 AM es

Po=1Id— Y Coe(b)Z.(b) @ (d7"40%)(b),

1<a,c<r

para todo b € M, siendo (Cyp) la matriz inversa de (C%).
Asi, si el sistema Lagrangiano no holénomo es regular, la solucién de la
dinamica ligada es

Rnh - RL|M - Z CacpA )ZC|M

1<a,c<r
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De la regularidad de las matrices locales C, deducimos que los proyectores
(P, Q) pueden extenderse a un entorno abierto de M. Por tanto, R, también
puede extenderse a un entorno abierto de M.

Proyeccion cosimpléctica a H. Hemos visto que la condiciéon de regu-
laridad del sistema ligado (L, M) es equivalente a que H sea un subfibrado
cosimpléctico de (T“ZA, Qp,d0). Asi, la restriccién (1 ¢f) a H de la es-
tructura cosimpléctica (€2, ¢g) es una estructura cosimpléctica sobre H. Por

tanto, existe una tunica solucion sobre H de las ecuaciones
ixQ =0y ixel =1. (4.16)

Proposicién 4.9 La solucion de las ecuaciones (4.16) es precisamente la

solucion de la dindmica ligada R,p,.

Demostracion: Como R, es la solucién de la dindmica ligada, entonces
R.n(b) € ’ZI;ZM, para todo b € M. Ademas, usando que R, es una SODE,
obtenemos que R,;(b) € Gy,. Entonces, R,;(b) € H,, y estd claro que verifica
(4.16). Notese que ig,,Q(b) € S*(Tbj/\/l)o = Gy C Hp, para todo b € M.
CcQD
Por otra parte, de la Proposicién 4.7, tenemos una descomposiciéon en suma

directa B
TAA=Hy @ HbL’(QL’%), para todo b € M.

Denotaremos por P y Q los proyectores complementarios definidos por esta

descomposicién, esto es,
. JE . «’AV i:(QL7¢O)
Po:T7A—H, vy OQy: T A— H , para todo b e M.
Entonces, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.10 Sea (L, M) un sistema Lagrangiano no holénomo regular y
Ry la solucion de la dinamica libre. Entonces, la solucion de la dindmica

ligada es la SODE R, obtenida por proyeccion

Run = P(Rrjm)-



4.2. Soluciones de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert 157

Demostracion: Sibe My X € ’ZI;ZA entonces, usando que Qp(Rp(b)) €

HbL’(QL’d’O), se sigue que

(im0 28 (0) + B8 (1) (P (R (b)) (b)) (PL(X)
=~ (i0yru ) 21 (D) + 9o (D) Qu(Re(b))of (b)) (Py(X))  (417)
ol (D)(PL(X)) = 6l (D) (P ().

Asi, deducimos que

ZP(RLM/[)Qf + gb(])r{(P(RMM))Qbé{ = Qsé{

En particular, de la Proposicién 4.9, obtenemos que

1= g (Run) = 5 (P(Riipm))- (4.18)
Por tanto, usando (4.17), concluimos que

Q= 0. (4.19)

RL\M

Consecuentemente, de (4.18) y (4.19), se sigue que
Rnh - P(RL|M>

CQD

Ahora, denotaremos por {-, -}, el corchete de Poisson sobre A inducido por
la estructura de Poisson algebraica A; dado por

(W, 0}y, = —(dT AW (HEE) = Qu(HE: HEE),

para U, ¥ € C*(A,R), siendo H/\I\,L y H$f las secciones Hamiltonianas aso-
ciadas a las funciones U y ¥’ con respecto a Ay (véase (4.12)).

Por otra parte, introducimos la seccién Hamiltoniana HEI,%L’%) € F(TI{‘) aso-
ciada a la funcién ¥* con respecto a la estructura cosimpléctica (Qr,, ¢g) que
esta dada por

Hye (1,60) _ 1, Ql dT;\A\I/“) — (dT;\A\I/“)(RL)RL, para a € {1,...,r},

¢0)(
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donde b, 40 : TAA — (T“ZA)* es el isomorfismo de fibrados vectoriales
definido en (3.8). Nétese que, de (4.8) y (4.12), obtenemos que

H?0) — HAL.

-----

base local de secciones de H-(22:90)  deducimos que la expresién local del
proyector P en los puntos de M es

P=ld+ 3 Cop(HEE™ + (@A) (R Ry ) @ 5 (d7A0Y)

1<a,b<r ) . )
= 7 CarCea({Wh, W, (A (Ry) (@AWY (Ry)) Zo @5 (dT )
1<a,b,c,d<r

3" CuZiw (@A),

1<a,b<r

Proyeccion Poisson a H. Asumiendo que el sistema Lagrangiano no

holénomo es regular, tenemos una descomposicién en suma directa
A L,AL
7,'A = H, ® H*"", paratodo b e M,

donde recordemos que H+A% =, (H®). Denotaremos por P y Q los proyec-
tores complementarios definidos por esta descomposicién, esto es,

ﬁb:%jAHHb y Qb:%jAHHﬁ’AL, para todo b € M.

Teorema 4.11 Sea (L, M) un sistema Lagrangiano no holdnomo regular y

Ry la solucion de la dinamica libre. Entonces, la solucion de la dindmica

ligada es la SODE R, obtenida por proyeccion R, = ’P(RL|M).

Demostracion: Supongamos que b € M. Ya que
Qu(R1(b)) = Qu(Rr(b)) € Fy = G, ™™ = Gyt € Ht,
Pu(Rr(b)) € Hy, y
Rp(b) = Pu(Ri(b)) + Qu(RL(b)),
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concluimos que
By(R(b)) = Pu(Re(b)) = Pu(Rr(b)) = Ru(b),
Qu(RL(b)) = Qu(Rr(b)) = Qu(RL(b)).

COD

.....

expresion local del proyector P es

P o= Id— Y CuCul¥ U, Z, @ S"(d7 A0

1<a,b,c,d<r
+ Y CaMbr @ ST(dTA) — Y CuZ, @ (dTAE),
1<a,b<r 1<a,b<r

en los puntos de M.

4.2.2 La 2-seccion de Poincaré-Cartan ligada

Sea (L, M) un sistema Lagrangiano no holénomo regular sobre un afge-
broide de Lie A de rango n sobre una variedad ) de dimensiéon m con
funcién Lagrangiana regular L : A — R y subvariedad de ligaduras M de
dimension n —r+m. Las ecuaciones para la seccién de Lagrange-d’Alembert
R, = P(RL| M) pueden escribirse enteramente en términos de objetos en
la. prolongacién (T;ZM L TAM — M, [ -]]}M,p%M) del algebroide de Lie
(77 : A — Q,[,-] 1, pz) mediante la fibracién 7o : M — Q. En efecto,
para todo punto b € M, definimos

w(b) = Qr(b) = (ig,(rym) (b)) A do(b).

w es una seccién del fibrado vectorial A2 (T’IA) v — M. También tenemos
que ¢o(b) A w™(b) # 0, para todo b € M. Asi, existe una unica seccién X
de TAApm — M tal que

ixw=0 y ixgy=1. (4.20)
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Notese que X es la solucion de la dindamica ligada. De hecho, usando que
¢o(P(Rrjpm)) = 1, se sigue que

PRy )W = PR QR 02 — (@R 0 ) (P(BLim)) Pojm
= —(iQ(Rrp v ) (P(Rrim)) P01

Asi, teniendo en cuenta que QQ(Rrjn) es una seccién de F' — M y que
P(Rrjam) es una SODE, concluimos que ip
P(Rrjm) = Run.

A continuacién, probaremos el siguiente resultado.

w = 0, y, por tanto, X =

Rrjm)

Teorema 4.12 Si @ y ¢~0 son las restricciones de w y ¢o al subfibrado vec-
torial TAM de TAA, entonces la solucion Ry, = P(Rpjm) de la dindmica

ligada verifica las ecuaciones
ixo=0 y ixpy=1. (4.21)

Ademds, la unica SODE X sobre TAM satisfaciendo (4.21) es justamente
Rnh - P(RL\M)

Demostracion: Como la seccién R, = P(Rp|\) satisface (4.20), entonces
también verifica (4.21).
Ahora, sea X una SODE en TAM tal que ix& = 0 v ix¢o = 1. Entonces,

tenemos que
(ixw)(P(Y)) =0, paratoda Y seccién de T“ZA‘M — M. (4.22)

Por otra parte, usando que S(Q(Y)) = 0, ¢o(Q(Y)) = 0 y el hecho de que X
es una SODE, obtenemos que

((xw)(QY)) = —(igu)QL)(X) = (igur,) ) (X)Po(Q(Y))

, (4.23)
+(igr,)2)(Q(Y)) =0,

para toda Y seccién de T“‘TA\M — M. Finalmente, de (4.22) y (4.23),
concluimos que 1xw = 0, lo que implica que X = R,. CQD
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Definicién 4.13 La 2-seccion @ se denomina la 2-seccion de Poincaré-Car-

tan ligada.

Observacién 4.14 Nétese que (@, ¢p) no es una estructura cosimpléctica
sobre T74M y, por tanto, pueden existir otras soluciones de las ecuaciones

ixo=0 y ixdo=1.

¢

4.3 Sistemas Hamiltonianos ligados en afge-
broides de Lie

En esta seccién presentaremos una descripcion Hamiltoniana de los sistemas
no holénomos sobre un afgebroide de Lie. La equivalencia entre las descrip-
ciones Lagrangiana y Hamiltoniana de un sistema sin ligaduras se obtuvo en
la Seccién 3.2. Ahora, consideraremos un sistema no holénomo descrito por
un Lagrangiano hiperregular L : A — R y una subvariedad de ligaduras M
de A tal que Ty = Tgm 1 M — @ es una fibracién. Denotaremos por M
la imagen de M mediante la transformacion de Legendre leg;, : A — V*
la cual es una subvariedad de V*. Si M esta de nuevo localmente definida
por la anulacion de r funciones independientes W®, entonces las funciones de

ligadura sobre V* que describen a M serdn 1) = U?oleg; ', esto es,

OHp,

U ge) = W, ),

donde la expresion local de la secciéon Hamiltoniana hy = LegLolegzl aso-
ciada al Lagrangiano L es hy (2%, y,) = (2', —H(27,Y5), Ya)-

Unacurvay : I — V*en V* es una solucion de las ecuaciones de movimiento
para el sistema Hamiltoniano no holénomo (hp, M) si leg;toy : I — A

es una solucién de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el sistema
(L, M). Asi, usando (3.19), (3.20) y (4.4), deducimos que

Yl =V e () = (2 (1), ya(t),
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es una solucién de las ecuaciones de Hamilton ligadas si

( dZEZ i 3HL
o g,
dy.  , OH, . oH, o 0Ut (4.24)
= o (Cao+c ) MG
\ V(27 , Ya) =

coni€{l,....m},ac€{l,...,n} yac{l,. .. ,r} donde \, son los mul-
tiplicadores de Lagrange y H®? son las componentes de la matriz inversa de

O*Hy,
1 I 1 = . N6
a matriz regular (Hap) ( R Gyg) otese que
L ove
(@H Nl y,) = (a—w"leng)W»%)- (4.25)

A continuacion, obtendremos una descripcion intrinseca de las ecuaciones
dindmicas. Para ello consideramos el subfibrado G C T “KVJ\;I — M tal que
Gy = (Tlegr)(Gy), con b = legr(b) y b € M. Es ficil probar que G} esta
localmente generado por las secciones independientes

. Oy O0H|,
Iu e

aB (B
8yaH (y 8 g

—="), paratodo ac{l,...,r}, (4.26)
siendo {)Y°, Y, U*} la base dual de la base local {)y, Va, U} de secciones de
TAV* — V* definida en (2.1). Nétese que, de (3.15) y (4.25), se sigue que

ov®

(TlegL7 legL)*(laa) = aya

0%, para todo a.

Ademds, estd claro que la restriccién 7 : M — Q a M de la proyeccién
del fibrado vectorial 77, : V* — @ es una fibracién. Asi, podemos considerar

el algebroide de Lie 7™ : TAM — M y las ecuaciones de Hamilton del

A
sistema no holénomo pueden escribirse de forma intrinseca como

(iXQhL>|M € F<T@°>7

(ixmwm = 1, (4.27)
XIM c F(TZM),
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siendo (€, ,7n) la estructura cosimpléctica sobre TAV* definida en (2.3) y
(2.4) y 7o la proyeccién del fibrado vectorial G° — M. Diremos que el
sistema Hamiltoniano ligado (hy, M) es reqular si las ecuaciones de Hamilton
no holénomas tienen una tnica solucién, que denotaremos por R,y,.

Ahora, sea b, ») 7T Ay (T“ZV*)* el isomorfismo de fibrados vectoriales

dado por
b(Q;LLJ;)(X) =ixQy, +n(X)n, para X € TAV*,
y sea Ay, la estructura de Poisson algebraica sobre 7° AV definida por
AhL (a’ﬁ) = QhL (b(ﬁlthaﬁ)(a)7 b(szth,n) (5»7 para Oé,ﬁ € (T'Av*)*.

También podemos considerar el subfibrado vectorial F' C T“ZA| MmM— My
su imagen por la aplicacién Tleg,, F C T AVJ\;( — M. En otras palabras,
Fy = (Tlegr)(Fy), para b = legr(b) y b € M. Ademds, se tiene que

R —1 ~0 _J-V(Qh 777) ~L,Ap

FB = b(Qthn)<GB) — GB L — B L7
donde G+ (respectivamente, GHA+2) denota el ortogonal de G con
respecto a la estructura cosimpléctica (respectivamente, de Poisson) (€2, ,7)

(respectivamente, Ay, ). Nétese que F' estd localmente generado por las sec-
ciones Z, = Hﬂf e F(T}TM) caracterizadas por las condiciones

iz, 8, =1° y izn=0,
para todoa € {1,...,r}. De hecho, Z, y Z, estén (T legy, legy )-relacionadas.

Ademas, su expresion local es la siguiente

Z, = —H“ﬁ%ua. (4.28)

Denotaremos por (C®) la matriz cuyos elementos son

= —HO‘B% 8_¢b
Yo Oyp’

Ap,

C = (dV ) (%) = — ' (Hyt) (4.29)
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A ., : .
para todo a,b € {1,...,r}, donde HwZL es la seccion Hamiltoniana de 1

con respecto a la estructura de Poisson algebraica Ay, , esto es,
An, TAV* 1a
Hwa — _ﬁAhL (d w )

Aqui, fa,, : (T“ZV*)* — TAV* es el morfismo de fibrados vectoriales dado
por
in,, (@) = 1oy, para o€ (TAV*)*.

Es facil comprobar que C*?leg; = C®.

De manera similar al caso Lagrangiano, consideramos el subfibrado H C
’T“ZVJ% — M tal que Hy = ’]%’Z/\;l NGy = (Tlegy)(Hy), con b = legr(b) y
b € M, y su ortogonal H L(2hp ) (respectivamente, H L’AhL) con respecto a
la estructura cosimpléctica (respectivamente, de Poisson) (€2, ,n) (respecti-
vamente, Ap, ).

Usando el Teorema 4.6 y el hecho de que el Lagrangiano L es hiperregular,
deducimos el siguiente resultado.

Teorema 4.15 Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) El sistema Lagrangiano no holénomo (L, M) es regular,

(2) el sistema Hamiltoniano no holénomo (hy, M) es regular,

(3) las matrices C = (C%) son no singulares,
(4) 7%“1./\;1 N Fy = {0}, para todo b € M,

(5) HyN H;’(thn) = {0}, para todo b € M,

=LAy,

(6) HyN H = {0}, para todo b € M.

Suponiendo que el sistema Hamiltoniano no holénomo es regular, tenemos las

correspondientes descomposiciones en suma directa de 7 AV*‘ xt (similar a la
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descripcién Lagrangiana). En este caso solamente vamos a desarrollar la des-
composicion Poisson ya que sera necesaria posteriormente. De la condicién
(6) del Teorema anterior, tenemos la descomposicién

i - — LA = -
’TBAV* = Hy & H "L para todo b e M,
y, asi, obtenemos los proyectores complementarios
= re — = T — J_’A — —
Py TV = Hy y Qp: TV — H "L paratodo b€ M.

Ademés, los proyectores (P, Q) estén (Tlegy, legr,)-relacionados con los pro-
yectores (P, Q). Entonces, la seccién 75(RhL| 1) es la tnica solucién de las
ecuaciones de Hamilton ligadas (4.27), donde R}, es la solucién de las ecua-
ciones de Hamilton para la dindmica libre, es decir, R, = 7_5(RhL|M).

A continuacién, presentaremos otra forma de obtener la solucién de la dina-
mica Hamiltoniana ligada.

Dada la seccién Hamiltoniana hy, : V* — AT, se puede definir una funcién
F,, : A" — R afin con respecto al AV-fibrado p : AT — V* como sigue.

Para cada ¢, € A7, con x € @, existe un unico Fj, (p,) € R tal que

hi(u(pe)) — 0r = Fiy (02)1a(@). (4.30)
Si la expresion local de la seccion Hamiltoniana hy, es

hi(a',ya) = (2', —Hr (27, Ys), Ya),
entonces la funcién Fj,, : AT — R estd localmente dada por

Fuy (2,90, 9a) = —Hi (2", ya) — Yo- (4.31)

Noétese que esta funcion fue introducida de otra forma en la Seccién 2.1.4.
Usando (1.14), (2.3), (2.4) y (4.30), es facil probar que

Mg = (Tps ) Any, — Fnp (T, )™ n,

donde A j es la seccion de Liouville asociada al algebroide de Lie A v (T, 1)
es el epimorfismo de algebroides de Lie inducido por la proyeccion canénica
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oo AT — V* entre los algebroides de Lie 7'}(4+ L TAAY S Aty TE; :
TAYy* _, y*
T(a, X,,) = (3, (T, 1)(X,,)), para (3, X,,) € TAAT
Como consecuencia, tenemos que
Q= (T, ) Uy +Ony, A (T, p)™n, (4.32)

A p+ . . o 4o .
donde 6, = d”"A"F,,, y Q5 es la seccién simpléctica candnica asociada a

Denotaremos por E € F(T}‘H) la seccién dada por
E(p.) = (0(x), —1%(p,)) € TAAT, paratodo o, € A7, (4.33)

donde 1% € x(A") es el levantamiento vertical de la seccién 14 € I'(74+).
Usando (4.31), obtenemos que

ker 7, pu =< E(¢s) >, On,(92)(E(pa)) = 1, (4.34)

para todo ¢, € Af, con x € Q.
Ahora, introducimos el subfibrado vectorial (TAV*)# c TAAT — A% cuya
fibra en un punto ¢, € A es

(Titon Vg, = {Xoe € THAT 00, (00)(X,,) = 0}

No es dificil probar que (Ip”’u)l(T“‘} v (’];%%)V*)gx — ’ZLJEZ%)V* es un
ez x

isomorfismo lineal, para todo ¢, € A}. Entonces, deducimos que

TLAY = (T, V)L ® < E(p,) >,

x € (). Denotamos por ﬁt : ’];;?%)V* — (’];;épz)

la aplicacién inversa de (T%’w“)l(ﬁ%)vwgz : (’Z;:Z‘%)V*)gr — ’];:E‘%)V*, Asi, si

+

x

para todo ¢, € A vl

x

X, € Ip“gAJ“ se sigue que

Koo = (Tou1) (X, ), + On, (02) (X, ) E(00)- (4.35)
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Por otra parte, consideramos la seccién 7 € F((T}A+)*) definida por

Apa)(@, Xo.) = 14(8) (4.36)

para o, € Al y (8, X,,) € ’];“‘;‘.AJF. Un cdlculo directo, usando (1.17) y (4.31),
prueba que

e

U(HF:L) = _17

donde H%f € F(T}A+) es la seccion Hamiltoniana de [}, con respecto a la
L
estructura simpléctica €2 3. Asi, como (7 p, 1)*n = 7, deducimos que

N(1(02)) (To ) (M (122))) = 1.

Por tanto, de (4.32), obtenemos que

: _ A p+
(it 5 200 00)) (T (Z0)) = 0, paa Zo, € TLAT.

Esto implica que
QA
(Too )Myt (02)) = =R, (nlz)), para ¢, € A (4.37)

3 TV .7 . . Ah T
Ahora, si a € I'((77)"), entonces la seccién Hamiltoniana Ho™ € I'(77) de
a con respecto a la estructura de Poisson algebraica A, esta caracterizada
por las siguientes condiciones

g St = @ = a(Bag )0y i, 1= 0.

Por otra parte, denotamos por Aj € F(/\Q(T:zﬁ)) la, estructura de Poisson

algebraica asociada con la estructura simpléctica (2 7. En otras palabras,
Ax(@B) = Q405 (a),55 (3)). para &3 € D(TA")"),

siendo g, : TAAT — (T“K.A*)* el isomorfismo de fibrados vectoriales in-

ducido por ;. Nétese que si & € F((TI{”)*) entonces

Hat = b5 () = —ta(@).
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Proposicion 4.16 La prolongacion de p
Tu: TAAT — TAV™
es un morfismo de Poisson sobre p, es decir, si a € F((T;;)*) entonces

23

A
P = Moo (4.39)

Tu-H

Demostracion:  Si ¢, € A} entonces un céalculo directo, usando (1.17) y
(2.4), prueba que
Q -~
1P ))(Zoo ) (H 7y pya(#2))] = 0.
Asi, de (4.32) y (4.37), se sigue que
(it oy 8D (Toak) (Z5)) = (o)) (To) (Z)

+Q4(00) (K e () Hit ()2 (Toott) (Z,))

= () (T 1) (Zy,)) — (@) (Biy (1(02) )11 #2)) (T, 1) (25, )

para Z,, € ’ZPA;AJ“. Esto implica que

Aoy e (2)) = alpler)) = alulpe)) (Fn, (e In(11(2)).

Por tanto, deducimos que (4.38) es cierto.
Observacién 4.17 De la Proposicién 4.16, se sigue que

IZZDTILLO(ﬁAA)‘(TéA+)*O(I];x/’L>* = (JjAhL>|(TP_§(Pz)V*)*7 pal'a SO;E E Ai._ (439)

&

A continuacién, consideramos la subvariedad M™* de A" definida por M+ =
p~ (M) y el subfibrado vectorial H+ C TAAF;V( . — M™ dado por

HY = (Tp, 1) (Hyugon) = (Huon)) 8 & < E(es) >, (4.40)
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para todo ¢, € M, donde (H,yp,))E = (T, 1) (Hyp,)) N (’];;?%)V*)gz.
Denotaremos por (H, ;I)L’Qﬁ el ortogonal de H, ;I con respecto a la estructura
simpléctica € 7(¢,) de %“iA*, para todo ¢, € M. En otras palabras,

(HZ, )4 =bg  ((H,)°) = ta (HL)")- (4.41)
Usando (4.40), tenemos que
(H)* = (Tourt) (Huge)°)
y, de (4.39) y (4.41), se sigue que
(T (HE)03) = (o) e, paratodo o, € M3, (4.42)

Ademds, usando que {ji?, flTjV*wa} es una base local de H°, obtenemos que
(T, ) i1®, (T, p)*(d7V" %)} es una base local de (H1)°. Esto implica

A a . base local de (H*+)L%
que {H(T“’“)*ﬂa’H(Tu,u)*(gﬂj“/‘/*wa)} es una base local de (HT)—"4.
Notese que, de la Proposicion 4.16, tenemos que

Q Apg

(Too ) (R e (20)) = Myl (u(p2)) = Zalp(pa),
(Tp, 1) (H (9)) = Hyet(ulpa)).

(Tmu)*(d?’ﬁv*wa)

(4.43)

Ahora, caracterizaremos la regularidad del sistema Hamiltoniano ligado en
términos de los objetos introducidos anteriormente.

Teorema 4.18 Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) El sistema Hamiltoniano no holénomo (hy, M) es reqular,

con x € Q.

x )

(2) H} N(H] )" ={0}, para todo o, € M}

Demostracion: [(1) = (2)] Supongamos que el sistema Hamiltoniano no
holénomo es regular. Entonces, como M* = p~!(M) y usando el Teorema

4.15, tenemos que H,(,,) N ot = {0}, para todo ¢, € M}. Si X €

ulpa)
HJ N (H} )% entonces, de (4.40),

X = (T, 0)(X) € Hy.
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Ademas, usando (4.42), deducimos que X € (HM(%))L’A’IL y, por tanto, X =
0. Asi, X € < E(p,) >. Entonces, de (4.32) y (4.34),

ixQ(px) = M(Tp, 1) n)(2) € (Hg,)°, con A€R.

Sin embargo, ((7u, )" n)(wz) & (HF,)°. De hecho, existe Enh(wx) € Hf

tal que (,sz:u)(Rnh(pr)) = Rnh(”(@x)) Y, an, ((Tﬂvﬂ)*n)(wx)(ﬁnh<(ﬂx)) =

n(1(¢2)) (Ran(p(2))) = 1. Consecuentemente, A =0y X = 0.

[(2) = (1)] Supongamos que H} N (H} )*“i = {0}, para todo ¢, € M] y
tomamos X € H,,.) ﬂf[:(ﬁ;f. Usando (4.42), existe X € (H} )% tal que
(To,1)(X) = Xy, como X € Hyy,), tenemos que X € H} . Asi, X =0, lo
que implica que X = 0. Finalmente, usando el Teorema 4.15, deducimos el
resultado.

cQD

Suponiendo que el sistema ligado es regular, el fibrado H* — M™ es un
subfibrado simpléctico del fibrado simpléctico (T4AAT v+ — MT, (Q 1) 0+)

y tenemos una descomposicion en suma directa

’Z;’iAJF =H} @ (HJZ)L’QA, para todo ¢, € M, con z € Q.

Denotaremos por PT y O los proyectores complementarios definidos por
esta descomposicion, esto es,

PhoTAAY - HY, vy Qf  TAAT — (Hf )%,

Pz

para todo ¢, € M.

Teorema 4.19 Sea (hy, M) un sistema Hamiltoniano no holénomo regqular.
Entonces, la solucion de la dindmica ligada es la seccion R, obtenida como
stgue

Rupeopp = =T p(P* (Hyt ).

Demostracidn: Si ¢, € M entonces, de (4.40) y como la aplicacién T, 1 :

Ip“i{A* — ’Z;{‘%)V* es un epimorfismo lineal, se sigue que

(7:090/‘)(]{;35) - HM(%)‘ (4.44)
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Asi si Z,, € ’Z;“iAJF entonces, usando (4.42) y (4.44), deducimos que
(To, ) (PE(Z,,) € Hutor)s (Tpai)(Q3,(Z,) € (Hyp)
y estd claro que
(Tout)(Zo,) = (Toui) Py, (Z,) + (T p1)(QF, (Z,))-

Por tanto, hemos probado que

(Tout)(PE(Ze)) = Puoo(Toutt) (Z),
(Toutt)(QE(Z0)) = Qi) (Toutt)(Z,)),

es decir,
’ZZ‘PQ:ILLOP;; - 75/1/(801) ° %x/"t y %x/"to Q;T - QH/(SOCE) ° %xl’[/ (445)

Finalmente, de (4.37) y (4.45), concluimos que

Ru(p() = Prten Bi (1(02))) = =Py Tty (92))
= TP (H (22))

CcQD
A continuacién, denotaremos por {-, '}AhL el corchete de Poisson sobre V*
inducido por la estructura de Poisson algebraica Ay, dado por

(0,0 Y, = —(dT V)N HY™) = Qu, (H Hytt), (4.46)

para ¢, € C°(V* R).
Entonces, usando (4.29), (4.40), (4.43) y el hecho de que ji%(Z;) = 0 (véase
(4.26) y (4.28)), deducimos que la expresion local del proyector P* es

Pt = Id— (Capo 1) (Coao ) ({0, 0, o HYHR, yen @ (T pi, ) i€

— Q~ * A *
— (Car* IV H (7o © (Tt 1) (d7V" ) (4.47)
+ (Capop)H™ ® (T, ) i,

(T pp)* (dTAV* )
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en los puntos de M.
Ahora, denotaremos por 8, la seccién de (TAV*)TM — M dada por

O, (b) = —(ig,, O, )(b), paratodo b€ M.

Entonces, usando (4.32), (4.45), el Teorema 4.19 y ya que Im (P*) C HT,
Im (Q") C (H")*4, R, € Hy iz ,n =1, no es dificil probar que

O (1(22)) (Do) Tt X)) = —On, (02)(Q5, (X)), (4.48)

para todo X, € ’];;iAJr Y . € M, con z € Q. Nétese que

(1 2)) e Tpu o Qf. = n(1(2)) e Qi) e Tt = 0,

y recordemos también que 6, = a7 A F, .
Asi, usando (4.35), (4.45) y (4.48), obtenemos que

PE(Xp) = Puton(TaatXp ) + (00, (2)(Xs,)
0, (122D Quon) (T (X)) ) E ),
QL (Xe) = (Quien(Toun(Xo))E
~0n, (1(22)) (Quton) (T (X)) E 02),

(4.49)

para todo X, € 7;€‘A+, con o, € Mf yxeqQ.

4.4 El corchete no holénomo

En esta seccion, introduciremos el corchete no holénomo sobre el AV-fibrado
de ligaduras. Este corchete nos dara la evolucién de un observable para la
dindmica no holénoma.

Consideramos un sistema no holénomo regular sobre un afgebroide de Lie A
descrito por una funcién Lagrangiana hiperregular L : A — R y una subva-

riedad de ligaduras M de A. Denotaremos por (hy, M) el correspondiente
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sistema Hamiltoniano ligado regular, por hy la restriccién a M de hy, por
M la subvariedad de A" dada por M+ = y=*(M) y por

PhoTAAY - HY v QF i TAAT — (H )M,

los correspondientes proyectores complementarios, para , € M.

Tenemos que M™ es el espacio total de un AV-fibrado sobre M. De hecho,
la proyeccién del fibrado afin es la restriccién ppt : MY — M a M* de la
proyeccién canénica i : AT — V*.

Nétese que la restriccion 7+ : MT — @Q a M™T de la proyeccién 74+ :
AT — @ es una fibracién. Asi, podemos considerar la prolongacién 7 AMF
del algebroide de Lie A mediante Tmt t MT — Q. TAM™ es un algebroide
de Lie sobre M™.

Ahora, supongamos que
R M — MY €T ()
son dos secciones del AV-fibrado piy¢+ : MT — M y que
oW VE— AT e T(p)

son extensiones arbitrarias a V* de h' y h”, respectivamente.
Denotaremos por
Fh/,Fh// : AJF — R
las funciones afines asociadas a las secciones h’' y h”, respectivamente, y
Q5 Q5 . . . :
por H;* vy Hy* sus correspondientes secciones Hamiltonianas. Entonces,
h/ h//

tenemos que

hl(ﬂ(@x)) — Qg = Fh’(@x)lA(x>7 h”(lu(gpz)) — Pz = Fh”(gpx)lA(x)a

. A . A g+
1 Qij:dT 'A-'—thl7 Z’HQ"E Qj: T4A Fh//’

Fyr Fyn

para ¢, € Al
Ademas, probaremos los siguientes resultados.
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Lema 4.20 La funcidn real sobre M™

Q5 Q4
Q./Z<7D+(HF;IA/|M+)7 P+(HF://|M+))

no depende de las extensiones elegidas h' y b de h' y b, respectivamente.
., . Q3z _ ,
Demostracion: Si g, € M entonces QF (H"(p,)) € (H} )My, asi,

Q1(p2) (QF, (M (02)), P (2 (92))) = 0

lo que implica que
Q(PHHA ) PHHIA ) = Qi (KA PHHA ). (4.50)
A Fh’|_/\/l+ ’ Fh”|,/\/l+ —RfA Fh’|_/\/l+7 Fh”|./\/(+ . .

Ahora, sea b : V* — AT otra extensién de i/ : M — M™*. Entonces, estd
claro que
(Frr = Fyy )+ = 0.

0. _
Por tanto, como P} (Hz", (¢.)) € HS, C TA M, obtenemos que

Q5 Q- 0.
= A (PL (M (92) (B — Fiy) = 0.

Esto prueba que

Qi(P* (M (1P ) = (PR ) PHOEE, ).

Consecuentemente, usando que €2 7 es antisimétrica, deducimos el resultado.
CQD

Lema 4.21 La funcion real sobre M™

Q-+ Q5
Qj(’P+(HF}.;4/|M+)’ P+(HF;14//|M+))

es bdsica con respecto a la proyeccion del fibrado afin e : MT — M.
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Demostracion:  Denotamos por 6 la seccién de (T“ZAJF)* — AT definida
por i
Hh/ - dTAA+Fh/.

Entonces, de (4.50), se sigue que

Q

Q5 Q5 T Q5
QX(P—F(HF;; |M+)’P+(HF,‘LA// |M+)) - eh/ ‘M+ (HF;:)/ ‘MJF) - 9h/|./\/t+ (Q—’_(HF;LA// | M+ )) :

Ademads, si II 4+ es la estructura de Poisson lineal sobre A" inducida por el

algebroide de Lie A, tenemos que (véase (1.18))

Q-
O (Hg,) = {Fw, Fir b, -

Por otra parte, el fibrado vertical de la fibracién p : AT — V* estd generado
por el levantamiento vertical 1% de la seccién 14 € I'(74+). Como 14 es un 1-
cociclo de .Z, deducimos que 1% es un automorfismo de Poisson infinitesimal
de II 4+ y, por tanto,

Uy({Fu, Frrdu ) = {19(Fw), Frrdn o+ {Fw, 1y (Fr) b
= —{1,Fwin,, —{Fw,1}u,, =0.

. . - Q5 ‘(- Ny
Esto implica que la funcién 6y (H" ) es bésica con respecto a la fibracién

w: AT — V* Asi) la funcién Qh/(H2§,)|M+ es basica con respecto a la
fibracion g - MY — M.
Ademés, de (4.49), deducimos que
Q5 = Q-
O () Q5 (M5 (£2))) = O (i) (o (T M (02 )
— = Q-
—On;, (1(02))(Quuion) T tt(H iy, (02)))) 0 (02) (B (02))

para @, € M.
Ahora, usando (4.30) y (4.33), se prueba que

Bl (B(e2)) = —1o(0a) (Fr) == (Fuolen) =) =1 (45D

para ¢, € Af.
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Por otra parte, procediendo como en la Seccién 4.3 (véase (4.37)), tenemos

que existe una seccion Ry € F(T}‘V) tal que

Q-
(%m“)(HF,ﬁ/(QOLB)) - _Rhl/(/“’[/<g01:))7 para todo Pz € A;

Por tanto,

O (0:)(Q5, (M () = —ehf<som><<éu<fw><Rh~<u<%>>>>fz>
+0n, (11(02)) Qi) (Bir (1(02)))),

para ¢, € M. )
Consecuentemente, tan sélo queda probar que la funcién 8y, (Q(Rpy))¥ -
MT — R definida por

O (Q(Ri)) ™ (02) = O (02) (Do) (R (11(i02)) ) )

es proyectable mediante pp+ 0, lo que es equivalente, que
A"' =
L5 (0w(Q(Rw)™) = 0.

M+

En efecto, veremos que si Z € F(T;j/) y ZM es la seccién de TAA+ dada por
ZH(%:) = (Z(M(Sﬁm)))fl, entonces

LA (0, (21)) = 0. (4.52)
Noétese que, de (4.51), se sigue que
E%-KA-&-HM _ dTﬂA-&- (CQE'/TA-&-FM) _ deA+ (9},/(E)) —0.

Asi, i
LT (O0w(27)) = 0u (1B, Z7]2).

Ahora, ya que dT’a“‘HHhL =0,0n,(E)=1y 6, (Z") =0, obtenemos que
On, (LB, Z7]5%) = 0. (4.53)

Ademas,

TpeE =0, Tp-Z"=2Z-p
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y el par (T p, 1) es un morfismo entre los algebroides de Lie TAAT — At y
TAV* — V*. Esto implica que

Tue[E,Z"]2" =0. (4.54)

Por tanto, de (4.35), (4.53) y (4.54), deducimos que [F), ZH]]}{4+ =0y, en
consecuencia, la ecuacion (4.52) es cierta.

CQD

De los Lemas 4.20 y 4.21, tenemos que existe una funcién real {h', h"},; €
C>=(M,R) caracterizada por la siguiente condicién

AN Q7 Q7
{h’ 7h‘ }nhOMM+ = QJZ(P—i_(HF}?‘MJr)?P+(HF;4//|M+)) (455)

Esta funcién se denomina el corchete no holdnomo de las secciones h' y h” y
la aplicacion resultante

{+, Fon : Dlpaes) X T(paee) — C(MR)

se denomina el corchete no holonomo asociado al sistema Hamiltoniano liga-

do regular (hr, M).

Teorema 4.22 a) El corchete no holénomo {-, }nn = T+ ) X T(ppg+) —
C>*(M,R) asociado al sistema (hy, M) es un corchete casi af-Poisson sobre
el AV-fibrado pine : MY — M, esto es,

i) {-,}nn €s una aplicacion bi-afin,
ii) {-, }nn es antisimétrica y
iii) Si h' € T'(jagr) entonces
{1, Yo s D(par) — CF(MR), B W W Yo,

es una deriwacion afin.
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b) Si f € C°(M,R) es un observable y {hy,-}% : C°(M,R) — C®(M,R)
es la aplicacion lineal asociada a la aplzcaczon afm {he, Fon @ Tpags) —
C>®(M,R), entonces

= {he, 5,
donde f es la evolucion de f a lo largo de las soluciones de las ecuaciones

de Hamilton ligadas.

Demostracion: a) Esta claro que {-, -}, es antisimétrica.

A continuacién, probaremos que {-, -}, es una aplicacién bi-afin. Suponga-
mos que k' y k" son secciones del AV-fibrado jip+ : MT — My que f' v f"
son funciones reales sobre M. Si b, h” € T'(1) son extensiones arbitrarias de
h'y h", respectivamente, y f', f € C*°(V*,R) son extensiones arbitrarias de
f' v f", respectivamente, entonces podemos considerar las funciones reales
sobre M™ dadas por

Q5 Q5 Q5
Q./Z<HF;}IM+7 (H(fé’ /J, |M+)) Q_A(H(f”o# ‘M+7P+<HF;4/|M+))7
Q5
Q_,Z((H(f/ou)‘ P+(HF;4//|M+)) = Q_A( Fh//|M+7P+(H( OM)|M+))
Q5 Q5 Q5
Qw‘N\(H(ﬁOM )M+’ Pr(H, o frow) |M+)) QA(H (f""op) \M+’,P+(H(f ° ) \M+))’

Ahora, procediendo como en la demostracion del Lema 4.20, deducimos que
estas funciones no dependen de las extensiones elegidas &', h” v f', f" de h', h"
y f', f", respectivamente.

Asi, podemos introducir las aplicaciones lineales

{n, 3 C®(M,R) — C*(M* R)
£ /aa % %
f = {h f nh - QX(HF}?\M'F’P+(H(fvj\'°ll)|_/\/l+))’

m cC®(M,R) — CO®(M*R)

/ /AN Q4
f = {f h‘ }nh_Q (H(f’o \M+77)+(HF;:)’|M+))

f_\_—/l
— _{h//7f/ ?Lh7



4.4. El corchete no holénomo 179

— _ —
y la aplicacién bilineal {-, -}, : C®°(M,R) x C*(M,R) — C*(M*,R) dada
por
Q

il i
L ban = QX(H(f

X Q
Tem)mE’

P*(H(

ff"’Ou)|M+))‘

Usando que
F(h”—i—f”) = Fh“ + (f”ou)7
obtenemos que
INER N/ £ B aNARN/ m
{hvh + f }nhOMM+ - {hah }nhOMM+ + {hvf }nh‘

Esto implica que existe {h/, "} € C*°(M,R) tal que

BI £ al _ W
{ 7f}nh°:u/\/l+_{ 7f nh

y, ademas,
{Bl7 B// + ]E”}nh — {BI’ B”}nh + {Bl’ ]?// Zlh (456)
e - - —
Como {-, "} = — {h",-}%  tenemos que existe { ', h"}!% € C°(M,R) tal
que
7 7l T 3 a
U5 e e = {5 11
y

{Bl+.f/aﬁ,/}nh — {?L/,Bﬂ}nh—f—{fl,l_l” lr?h' (457)

Por otra parte, de (4.56) y (4.57), se sigue que
(W + B+ e paas = ({0 R o+ AR F 5+ L R ) = s
T~
HL S -

Por tanto, existe {f’, "}, € C*°(M,R) tal que

{JF/, f”}Zh cHMF = {mh
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{B/+f/’7ll/+f//}nh — {Bl>ﬁll}nh 4 {Bl,f + {f h” + {f f//

Esto prueba que la aplicacién {-, -}, es bi-afin.
Ademés, la aplicacién lineal asociada a la aplicacién afin {&', -}, es justa-
mente la aplicacién {//,-}% : C°(M,R) — C*®(M,R) y tenemos que

[, Yoo s = =dT 4 (Fo e (PF(HA ),

para f € C°(M,R), donde f € C°°(V* R) es una extensién arbitraria de f.

Asi, como el par (7 u, i) es un morfismo de algebroides de Lie, se sigue que

{0, Y (e (p2)) = —(Tp ) (7Y D) (02) (P (G2 (2)- (4.58)

Por otra parte, procediendo como en la Seccién 4.3 (véase (4.37)), deducimos
que existe una seccion Ry € F(T}‘/) tal que

(Tpo 1) (M (02)) = =R (paes (), para o, € MY, (4.59)

y, usando (4.45), obtenemos que

(T 18) (P (M (02))) = =P (o) (B (hans (92)), (4.60)

para ¢, € M. Por tanto, de (4.58), (4.60) y como TAM es un subalgebroide
de Lie de 74V*, concluimos que

{1, Py = o (P(Rw) (). (4.61)

Consecuentemente, {A’,-}% es un campo de vectores sobre M y {h’,-},.4 es
una derivacion afin.
b) Se prueba usando (4.61) y el hecho de que la solucién de las ecuaciones de
Hamilton ligadas es la seccién 75(RhL| )

CcQD

Ahora, sean h', " dos secciones del AV-fibrado pa+ : MY — My W, KW' €
['(1) dos extensiones arbitrarias a V* de b’ y h”, respectivamente. Entonces,
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podemos considerar el corchete no holénomo {h’, h"},; de las secciones A’
y h" y el corchete af-Poisson {h',h"} de las secciones h' y h” definido en
(2.13). Usando (1.18), (4.31), (4.47), (4.50), (4.55) y (4.59), obtenemos que
{W, "} on vy {R', B} estdn localmente relacionados por la siguiente condicién

(W, 0"} = ({h'7h'/}—C_abécd{@/)bﬂ/’d}/\hL “(Rpr) i (Rp)
—Cap{00%, W' }v i (Ryy) + Cap{0), h'}vﬂb(Rh"))

-

M

donde {-, A"}y : C®°(V*R) — C>(V* R) es la aplicacién lineal asociada a
la aplicacién afin {-,h"} : I'(n) — C°(V*R) (véase (2.14)). Asi, si las ex-
presiones locales de las secciones b’ y h” son b/ (2%, yo) = (z', —H'(27, y5), Ya)
y (2%, ys) = (2", —H"(27,y5),ya), entonces, usando (2.5), (2.9), (2.13),
(2.14), (2.16), (4.26), (4.31) y (4.46), deducimos que

O(H'—H") (8H’6H” 0H’0H”> o @0H”
ox? ort 0y, Oy, Ox' agthy 0Ya Oy

b A, ,d b 9,/ b 9,

bt DPONY | 00O

0x' JyYq 8ya ox’ W Oyz 0yq

{W B =

- go%%*’@bccd[ <

OU° s O(H" = Hy) O

HGV (

H'—Hp) 5 1,00 , /Oy*0OH"
a + Cab |: 0 - = Pa (_ -
Yy dys  Oyo Yy dx' Yo O
oYt OH" oYt N OH" 10V s0(H'—Hy) 5 on®
9x' Oya ) Ya 2(G%a + G s )} Dy " s G [p 0 0z
(O OH" Oy OH' o* N N oYb 15 O(H"— HL)
« ( Yo 0t 0x' Oy ) Mo v (Coat Oﬁ “ys )} 8% Jys

4.5 Caso particular: Sistemas de tipo meca-

nico sujetos a ligaduras afines en afge-
broides de Lie

En esta seccion, analizaremos el caso particular en el que el sistema La-

grangiano no holénomo sea un sistema Lagrangiano de tipo mecanico sujeto
a ligaduras afines.
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Sea (L, M) un sistema Lagrangiano no holénomo sobre un afgebroide de
Lie A con funcién Lagrangiana L : A — R de tipo mecdnico (véase la
Observacién 3.1) y subvariedad de ligaduras M = B un subfibrado afin
de A, es decir, tenemos un fibrado afin 75 : B — () con fibrado vectorial
asociado 7y, : Ug — @ y las correspondientes inclusiones iz : B — Ay

s : Ug — V. Ademads, supongamos que la métrica fibrada G sobre A verifica
que 19 € I'(75). Recordemos que 19 € I'(75) estd definida por 19(z)(¢) =
G.(14(z), ), para todo ¢ € AF. Entonces, A = V& < 19 =e >y
podemos considerar coordenadas locales (z*) en un subconjunto abierto de
Q v {ea,e,} una base local ortonormal de secciones de V' adaptada a la
descomposicion V = Ug® U, é siendo Uy’ 9 el ortogonal a Uy con respecto a
la métrica fibrada G inducida sobre V. Asi, deducimos que {1 L= €0,€4,€q}
es una base ortonormal local de secciones de A adaptada al subfibrado afin
B. Denotamos por (z%,4°, y4,y%) las correspondientes coordenadas locales
inducidas sobre A. En esta situacion, la expresion local de las ecuaciones de
Lagrange-d’Alembert (véase (4.4)) es

%

o =l + phy
dy? oY 4.62
ﬁ Aal (CA0+CABy>D ( )
y' =1, y* =0,

siendo V € C*°(Q, R) la energia potencial.

Por otra parte, como el fibrado bidual B del fibrado afin B es un subfibrado
vectorial de ,Z, podemos considerar la restriccion a B de la métrica fibrada G
sobre A. Asi, tenemos la identificacién entre B y U (respectivamente, entre
Ay V) dada por el isomorfismo de fibrados afines Zp : B — Up (respecti-
vamente, Z : A — V) definido como en (3.10). Entonces, introducimos la
proyeccién Pg : A — B dada por

Ps=1TIg"opr,-Z,

siendo pr; : V = U @ Ué — Upg la proyeccién sobre el primer factor.
Ademas, denotaremos por 7 Pg : T AA — TAB el epimorfismo de algebroides
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de Lie inducido por Py entre los algebroides de Lie T}A L TAA = Ay

T:IB . TAB — B. Entonces, es facil probar que el sistema Lagrangiano no

holénomo (L, B) es regular y que la solucién de la dindmica ligada es
Rop =TPge Ry i,

donde Ry, es la solucién de la dindmica libre.

De hecho, la expresiéon local de la proyeccion Py es
PB(xiu yA7 ya) = (xia yA)7
y, usando (3.9), se sigue que la seccién R, estd dada localmente por

w
oxt

Ahora, consideramos el sistema Hamiltoniano ligado (h, M) asociado al sis-

R = Xy + ?/AXA - (Pil + (Cfx)o + CEByB)yD>VA'

tema Lagrangiano no holénomo (L, B). En este caso, la seccién Hamiltoniana
hy : V* — A" estd dada localmente por hr(x%,y,) = (2, —Hr (2%, Ya), Ya),
siendo (¢, yo, ¥o) (respectivamente, (z°,y,)) las coordenadas locales induci-
das sobre AT (respectivamente, V*) por la base local de secciones {e°, e®} =
{e0 e, e} dual de {eg,ea,eq}. Aqui, Hy es la funcién local definida por
Hp (2", yo) = 3y2 + V(2*) — 3. Por tanto, las ecuaciones de Hamilton ligadas
(véase (4.24)) son

dz’ i i
dya Y 463
T Pagg T (CR + CisyB)yD, (4.63)

Yo = 0.

Ademis, M = B = leg,(B) = (Ug’g>° ~ Uy MY = p ' (B) = BY. Asi,
el AV-fibrado de ligaduras puede ser identificado con el AV-fibrado canénico
pp+ : BT — U,

A continuacién, introduciremos un corchete casi Poisson lineal {-, -} 5+ sobre
BT. Denotemos por I 4+ el 2-vector Poisson canénico sobre A*. Entonces,

definimos
{p.¥}s+ = {peif, ¥oifn,, - Pg, (4.64)
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para ¢, € C°(B*,R), donde i; : AT — BTy P : BY — A" son las
aplicaciones duales de la inclusién ip : B — Ay de la proyeccién Pg : A — B,
respectivamente. Usando que {-, -}, es un corchete de Poisson lineal sobre
AT es facil probar que {-,-}5+ es un corchete casi Poisson lineal sobre BT.
Noétese que {-, -}5+ no satisface, en general, la identidad de Jacobi.

En términos de las coordenadas introducidas anteriormente sobre AT, las

expresiones locales de i y Py son
i%_(Iiayoaya?yA) = (xi7y07y14)7 Pg(‘riay(]?yA) - (xi7y0707y14>‘ (465)
Asi, de (2.16), (4.64) y (4.65), tenemos que
(00 OV Dp OY i (Op O Do OY
{o.v}pr = po< ) A< )

oxt Oyy  Oyg Ozt 0x' Oys  Oyy Ozt
D (W oy Oy 82/}) op . 0 0

OyoOys  Oyaoye) By, 0yp

(4.66)

para ¢, 1) € C*(B* R).
Finalmente, el corchete casi Poisson sobre Bt induce un corchete casi af-
Poisson sobre el AV-fibrado pg+ : Bt — U}

{+;-} - D(us+) x D(usr) — C(Ug, R)
que esta caracterizado por la condicion
{1 0"} g = {Fy, Fyo ey
donde Fj/, F},» € C°°(BT,R) son las funciones afines asociadas con las sec-

ciones h', h" € T'(ug+), respectivamente. Ademds, bajo la identificacién entre
los AV-fibrados pae : MT — My ug+ : Bt — Uy, se tiene que

{'7 } = {'7 '}nh-

4.6 Algunos ejemplos

4.6.1 Sistemas Lagrangianos sujetos a ligaduras no ho-
l6nomas sobre un algebroide de Lie

En esta seccion, aplicaremos los resultados del capitulo al caso particular de

sistemas Lagrangianos sujetos a ligaduras no holénomas sobre un algebroide
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de Lie (véase [24]).

Sea g : ' — () un algebroide de Lie sobre una variedad ) con estructura
de algebroide de Lie ([, ]g, pg). Entonces, el fibrado afin 74 = 7 : A =
E — @ es un afgebroide de Lie sobre ) cuyo fibrado bidual 73 : A — Q
puede identificarse con el algebroide de Lie 7z : F x R — @ (véase Seccién
1.4.3). Ademas, la prolongacién TAA es isomorfa al algebroide de Lie 7.7 :
TPE xR — E. Sea S:TEFE — TPE el endomorfismo vertical sobre 7¥E
(véase (1.8)) y denotemos por Fjy la seccién (0,1) de 7PE x R — E.
Ahora, sea L : E — R una funcién Lagrangiana sobre E'y E; € C*(E,R)
la energfa Lagrangiana (véase (1.23)). Entonces, el fibrado dual de 77 :
TAA — A es isomorfo al fibrado vectorial (7)) : (TPE)* xR — FEy,
bajo esta identificacién, el 1-cociclo ¢q es la seccién (0,1). También, como

ya vimos en la Seccién 3.1.4,
QL =w, +d7 FELA(0,1), (4.67)

donde wy, : E — A*)(TEE)* es la 2-seccién de Poincaré-Cartan asociada al
Lagrangiano L sobre E definida en (1.22).

A continuacién, supongamos que M es una subvariedad de E tal que 7\, =
Tem M — (@ es una fibracién. Entonces, podemos considerar el sistema
Lagrangiano ligado (L, M) sobre A = E. Ademas, si X es una seccién de
77 . TPE x R — F entonces, de (4.67), se sigue que X es una solucién de
las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el sistema no holénomo (L, M)

si y solo si

Y = f/‘M = (f( — Eoy)jm es una SODE en M,
(iwa — dTEEEL)|M € F(TS*(TEM)o), (468)
Yipm € T(m5%).

(4.68) son justamente las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el sistema
no holénomo (L, M) sobre E obtenidas en [24].
Asi, el sistema Lagrangiano ligado (L, M) sobre A es regular si y sélo si el

sistema no holénomo (L, M) sobre E es regular en el sentido de [24].
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Por tanto, usando los hechos probados en la Seccién 4.2, deducimos direc-
tamente algunos resultados, para sistemas no holénomos no lineales sobre
algebroides de Lie, que fueron obtenidos en [24] (véase la Seccién 8 en [24])
y, consecuentemente, también para sistemas no holénomos lineales sobre al-
gebroides de Lie (véase la Seccién 3 en [24]).

Ahora, supondremos que la funcién Lagrangiana L : A = E — R es hiper-
regular (esto es, la transformacion de Legendre legr, : A = F — E* es un
difeomorfismo global) y que el sistema Lagrangiano no holénomo (L, M) es
regular.

Se sabe que el espacio A" puede identificarse con la variedad producto E* x R
y, bajo esta identificacién, tenemos que (véase la Seccion 2.1.5):

i) La fibracién p : AT — V* es la proyeccién candnica pr; : E* x R —
E* sobre el primer factor y, asi, los espacios I'(u) y C*°(E*,R) son

isomorfos.

ii) La seccién Hamiltoniana hy = Legyleg; ' € (i) es la energia Hamil-
toniana H; € C*®°(E*,R) del sistema libre, es decir, H;, = Ep-leg;" :
Er— R.

i1i) El corchete af-Poisson candnico sobre el AV-fibrado trivial pry : E* X
R — E* es justamente el corchete de Poisson lineal sobre £E* inducido

por la estructura de algebroide de Lie de E.

Ahora, sea M la subvariedad de ligaduras Hamiltoniana de E*, esto es,

M = leg(M). Entonces, el AV-fibrado ligado g+ : M*T — M puede
identificarse con el AV-fibrado trivial pr; : M x R — M. Por tanto, el
corchete no holénomo asociado al sistema no holénomo (L, M) es un corchete
casi-Poisson sobre M, esto es, una aplicacién R-bilineal

{ ban : C°(M,R) x C®°(M,R) — C*°(M,R)

que es antisimétrica y que, ademas, es una derivacién en cada argumento con

respecto al producto estdndar de funciones ({-,-},, no satisface, en general,

la identidad de Jacobi).
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Finalmente, como la restriccion de la transformacién de Legendre a M
legm = legripg : M — M

es un difeomorfismo global, podemos considerar el correspondiente corchete
no holénomo sobre M, que también denotaremos por {-,-},s, definido por

{fag}nh = {foleg/:/llagolegx/[l}nholeg/\/la para f>g € COO(MaR)

Este corchete fue introducido en [24] y, en el mismo articulo, se estudiaron
sus propiedades (véase la Seccién 8 en [24]).

4.6.2 Sistemas Lagrangianos no holénomos estandar

Sea 7 : Q — R una fibracién y A = J'7 el fibrado de 1-jets de secciones
locales de 7 : () — R. Entonces, como sabemos, el fibrado afin 74 = 7 :
A = J'7 — @Q es un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de
Lie 7v = (mQ)vs : V = V7 — Q. Ademds, el fibrado bidual A puede
identificarse con el algebroide de Lie estandar 7o : TQ) — @ vy, bajo esta
identificacion, el 1-cociclo 14 de A es justamente la 1-forma cerrada 7*(dt).
Nétese que si (¢, ¢*) son coordenadas locales sobre @ adaptadas a la fibracién
T entonces {%, a%'} es una base local de secciones del algebroide de Lie
Ti=TQ: A= TQ — @ adaptada a 14 = 7%(dt). Entonces, las funciones de
estructura locales de T'Q) estdn dadas por (2.22).

Por otra parte, es facil probar que la prolongacion 7':{‘ L TAA > Ade A
mediante la fibracién 74 : A — @ es isomorfa al algebroide de Lie estandar
wp,  T(J'7) — J'r. Asi, el espacio F(T}A) puede identificarse con el
conjunto de campos de vectores sobre J!7.

Ahora, sea L : J'7 — R una funcién Lagrangiana regular. Si 7 = 7710 :
J'7 — R es la proyeccién canénica entonces, bajo las identificaciones ante-
riores, el 1-cociclo ¢y del algebroide de Lie T;{‘ . TAA — A es la 1-forma
cerrada n = 77 (dt) sobre J'7. Ademds, la 2-seccién de Poincaré-Cartan

asociada a L es justamente la 2-forma de Poincaré-Cartan sobre J'7.
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A continuacién, supondremos que M es una subvariedad de J'7 tal que
™M = Tiom @ M — @ es una fibracién. Entonces, podemos considerar el
sistema Lagrangiano no holénomo dependiente del tiempo (L, M).

Ademss, tenemos que un campo de vectores X sobre J'7 es una solucién de
las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert si y sélo si

(ixQ)m € D(Tsraame)s (ixmm =1, Xjm € X(M). (4.69)

Estas ecuaciones fueron consideradas en [63] (véase también [62] para el caso
en que M es un subfibrado afin de J'7). Nétese que las dos primeras ecua-
ciones implican que X es una SODE en M.

De (4.69), se sigue que el sistema Lagrangiano no holénomo (L, M) sobre
A = J'7 es regular si y sélo si es regular en el sentido de [63]. Asi, usando
los hechos probados en la Seccién 4.2, deducimos directamente algunos re-
sultados, para sistemas Lagrangianos no holénomos estandar, obtenidos en
[63], y, para sistemas Lagrangianos no holénomos sujetos a ligaduras afines,
obtenidos en [62].

Por otra parte, tenemos que el espacio A™ puede identificarse con el fibrado
cotangente T*Q a @ y, bajo esta identificacién, la fibracién p : AT — V*
es justamente la aplicacién dual 4j,. : T*() — V*7 de la inclusiéon canonica
tyr VT —TQ.

Ahora, supondremos que la funcién Lagrangiana L : A = J'7 — R es hiper-
regular y que el sistema Lagrangiano no holénomo (L, M) es regular. En-
tonces, podemos considerar la subvariedad de ligaduras Hamiltoniana M =
legr(M) de V*7 y el AV-fibrado ligado pp+ : MT = (3%, )" Y (M) — M.
Denotemos por hy : V*r — T*Q la seccion Hamiltoniana inducida por el
Lagrangiano hiperregular L (h, = Legy,-leg;') y sean h' y h" dos secciones
del AV-fibrado iy : MY — My B/ B : V*r — T*Q € T'(i},.) extensiones
arbitrarias de A’ v h”, respectivamente. Para obtener la expresién local del
corchete no holénomo de A’ y h”, tomamos coordenadas locales candnicas

(t,q",p:;) (respectivamente, (t,¢’, ps,p;)) sobre V*r (respectivamente, T*Q)
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tales que ' ’ 4
hL(t7q27pi) - (t7qz7_HL(t7qJ7pj)7pi)7
h/(t7qiapi) - (tuqi7_Hl(t7qj7pj)7pi)7
h”(t7qiapi) - (taqiv_H”(tqu7pj)7pi)

y suponemos que las ecuaciones locales definiendo a M como subvariedad de
V*71 son

wa(tJQ’L?pZ) :07 CLE {17"‘7T}‘
Entonces, usando (2.22) y la expresién local general del corchete no holénomo
(véase la Seccién 4.4), deducimos que
- - JO(H'—H") OH'OH" O0OH'0H"
{h/,h”}nh :{ ( )+ . . '
ot dq" Op;  Op; O¢
&pf’ e B ob a@uf’) 3wchj O(H" — Hy) &D‘LHZm@(H’ — Hp)
9q" dp;  Op; 0q'/ Opy, Op;j Ipi Opm
oyt oW OH" oY OH"\100° , O(H — H
ot dq' Opi  Opi O¢’ /1 Opx Ip;
5 [ov® o OH' O OH'\1O°, O(H" — H
_Cab[w +<w' W >] Y i O L)}__
ot dq' Opi  Opi 0q' /1 Opx Ip; M
Finalmente, nétese que la parte lineal-lineal de la aplicacién bi-afin {-, -}, :
T(pag) X D(ppagr) — C°(M,R) es un corchete casi-Poisson sobre M. Este
corchete fue considerado en [11] en el caso particular en el que la fibracién
7:(Q — R es trivial.

+Cabécd<

4.6.3 Una bola homogénea rodando sin deslizamiento
sobre una mesa que rota con velocidad angular
dependiente del tiempo

Consideramos el fibrado vectorial 7 : A— @ donde A=TR? xR} Q=R3y
7 7 es la composicién de la proyeccion sobre el primer factor con la proyeccién
canonica mps : T R3® — R3. Denotamos por (t,z,y) las coordenadas estandar
en . Un base global de secciones de 73 puede construirse como sigue

0 0 0
{602 (=,0),e1=

5% (a—xa()),@: (8_y70)’63: (0,u1),ea= (0,u2), e5= (0,U3)}
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donde wuy,ug,us : R* — R?® son las aplicaciones constantes wu(t,z,7y) =
(1,0,0), us(t,z,y) = (0,1,0) y us(t, z,y) = (0,0, 1). Consideramos la proyec-
cién pj TR? x R* — TR? sobre el primer factor e introducimos un corchete
de Lie en el espacio de secciones I'(73) caracterizado por el hecho de que los
unicos corchetes de Lie basicos no nulos son

les, 64]],1 =e5, [ea, 65]],1 =e3 vy [es, 63]],1 = €&4.

Asi, ([, -] 1, pz) induce una estructura de algebroide de Lie sobre A =TR?x
R?. Denotamos por (t,,y;t,®, 7, W, wy,w.) las coordenadas sobre A in-
ducidas por {eg, €1, €, €3, €4, €5 }.

Ademss, ¢ : TR® x R?* — R dada por ¢(t,z,y;1, 3,9, w,, Wy, w,) =t es un
1-cociclo en la correspondiente cohomologia del algebroide de Lie y, entonces,
induce una estructura de afgebroide de Lie sobre A = ¢~ {1} = RxTR*xR®.
Nétese que la estructura de afgebroide de Lie sobre A = R x TR? x R? es una
estructura de afgebroide de Lie-Atiyah (véase la Seccién 1.4.3). Ademas, el
fibrado afin 74 : R x TR? x R* — R3 est4 modelado sobre el fibrado vectorial
vV =¢"0} =R x TR* x R® — R®. Asi, (t,7,y; 4,9, ws, w,, w.) pueden
considerarse como coordenadas locales sobre A y V.

En este caso particular, la base local de secciones de TAA estd dada por
(véase (3.1))

0 0 0

{XO = (607 a)a Xl = (ela %)a XQ = (627 a_y)a
X3 - (637()) 7‘)(4 - (6470)7 X5 - (6570)7
0 0 0 0 0
V1 = (0, %),Vz = (0, a_y)’v3 = (0, a_z%)’v‘* = (0, 8_wy)’vs = (0, 8_wz>}

Ahora, consideramos el siguiente problema mecénico. Una bola homogénea
de radio » > 0, masa m e inercia mk? alrededor de un eje arbitrario, rueda
sin deslizamiento sobre una mesa horizontal la cual rota con una velocidad
angular dependiente del tiempo €2(¢) sobre un eje vertical a través de uno de
sus puntos. Aparte de la fuerza de gravedad constante, supondremos que no

actian sobre la bola otras fuerzas externas (véase [7, 11, 68, 92]). Por tanto,
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el Lagrangiano del sistema se corresponde con la energia cinética. Ademas,

obsérvese que la energia cinética puede expresarse como un Lagrangiano L :
A — R:

1
L(t,z,y; &, 9, we, wy, w,) = §(m9b2 +my? + mk?(w? + W; +w?)),

donde (w,,wy,w,) son las componentes de la velocidad angular de la bola
(véase [11], para méas detalles).

Después de algunos calculos sencillos, usando (3.6), deducimos que las sec-
ciones de Poincaré-Cartan asociadas a L estan dadas por:

O = —Lgo + miX' + myX? + mkP*w, X* + mk*w,X* + mk*w, X°,
Qr = dTAL A ¢o + mX AV + mX2 AV + mE2X3 AV 4+ mE2X AV
+mE2 X5 AV + mEPw, XA X 4+ mEPw, X0 A X+ mkPw, X% A XY

Como la bola esta rodando sin deslizamiento sobre la mesa entonces el sistema

esta sujeto a las siguientes ligaduras:
Ul =Qt)y + & — rw, =0,
U2 = —Q(t)z + g+ rw, =0,
que definen un subfibrado afin M = B de A. Tenemos que
dTATT = Y (Byey + Q)X+ V! — )
d7AT? = —Q (Hady — QX + V2 41V

Asi, las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el sistema no holénomo

(L, M = B) son:

mr = —)\1,

my = —Ag,
mk?h, = —rlg,
mk2w, rAi,
mk®o, = 0,

y las ligaduras U' = 0 y % = ( (véase (4.4)).
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En este caso, una base de secciones del subfibrado vectorial F' C 7T “ZA\ M
M esta dada por

1
{71=—n+—v. 2= ——v2 - Wi}
y entonces, la matriz C es
/{32 2
el
C= 0 B k% 4 r?
mk?

El proyector P sobre TAM es

mk? TAA Ly mk? TAA 2

P = Id—i—k+ Zi@d k—i— 5o @d" U

Como la solucién de la dindmica libre es
RL = XQ + .ﬁEXl + yXQ + u.)x.)fg + wa4 + wZX5,
entonces la solucién del problema no holénomo serd

Rnh = P(RL) = XO + JTXl + yXQ + WxXS + wa4 + WZXE)

ka / . mk‘2 ’ .
+k2 T2 (Q)y + QY2 — W(Q (t)x + Qb)) Zs.

Asi,

0 0 0 k2
AR = — 4+ r— 4+ y— —
pA< nh) Z yay k2 1+ p2

2,52 (@ + Q@y-)%
k2 . 0 , L 0
+k2—+r2(9 (t)x + Q(t).r)a k2 e (Y (t)r +Q(t)2)

(g + 2A0)3) 5

N r
k2 +r2
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y, por tanto, las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el problema no
holénomo son

(= @ am),
i o= @0+ (),
b = (O + QD). (4.70)
by = @Oy + QD).
Lo, = 0.

Ahora, tomamos coordenadas (t,x, y; pt, Pus Dy» Ta, Ty, T2) sobre AT y las co-
rrespondientes coordenadas (t, x, y; Px, Py, Ta, Ty, T») sobre V*. Entonces, ob-
tenemos que la transformacién de Legendre extendida Legr, : A — AT y la
transformacion de Legendre legy, : A — V* asociadas a L estan dadas por

L69L<t7xay;jjvy.7wx>wy>wz) = (t,x,y; _Lam'jjvmy.7mk2wzamkzwy7mk2wz)a

legL<t7 T,Y; :ta 97 Wy, Wy, wz) - (tv Z,Y; mdv, mya mk’wa, mk2wy7 mk’sz)

Asi, es facil probar que la imagen de M mediante la transformacién de Le-
gendre, que denotamos por M, estd definida por la anulacién de las funciones

1 T
1_
Yt = Q(t)y + E];x — Wﬁy’

r
'(ﬁQ = —Q(t)l’ + Epy + Wﬂ'm.

Ademés, la seccién Hamiltoniana inducida hy, = Legyoleg; ' : V* — A* estd
dada por hL(ta €, y;pxapya Ty Ty, 7Tz) = <t7 z,Y; _HL7px>py> Ty Ty, 71-z)a donde
la funcién Hy es

1

1 1
Hi (b, @, Y Das Py Ty Ty Ts) = §<E(p§ +p,) + —5(m 7+ W?))-

Por tanto, una curva v : I — V* ¢t (t,2(t), y(t); pa(t), py(t), mu(t), my (%),

7,(t)), es una solucién de las ecuaciones de movimiento para el sistema Hamil-
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toniano no holénomo (hy, M) si satisface las ecuaciones

. 1 o1
r = —Pz Y= _pya
m’ m”
pa: = _Al, p.y:—A% (471)
Ty = —TAy, w,=r1N\, 7,=0,
y las ligaduras ¢! = 0 y ¥? = 0. De hecho,
< mk? P
N = —(Q’t O —y),
1 k2 4 r2 ( )y ( )m
- mk? D
o= (e o)
2 k2 4 r2 ( ) ( )m
Finalmente, la expresion del corchete no holénomo es
AN _ O(H'-H") oH' 9H" _ 9H' 9H" OH' 9H" _ 9H' 9H"
{h’h}nh* ot +<6z ops  Opa 8$>+<8_y8py_8py8_y>
- (ﬂﬁi _ ai@H) . (aiaH _ ﬂai) . (aiai _ ai@i)
T\ Om, Omy omy Om, Y\ Omy Om: Or, Omy Z\ Omy Omy Omy Omy
k2 [ 1 9H" oH" oH" oH'\|[o(H'—HL)  8(H-Hy)
— B |0y~ £ U+ ) Y — (. Y, Y || W) )|
k2 [ 8H” 1 aH// 8H” 8H” a(HliH ) B(HlfH )
+kT+r2 _Q/<t>x+Q<t>%+a Ay _IZ_Q( Yor, "% om, >]|: Opy =t o = ]
k2 [ 1 OH' OH' oH' o' \|[o(H"—H, d(H"—H,
e Yy =5 e T2 G, — 1 (T gr, —Tan )M R L)}
K[ OH' | 1 OH' oH' om’\|[o(H"—H, O(H"—H,
— it | (DU G+ ot — i (my G B_)M (B ty) | O m},
para las secciones h' y h”con funciones asociadas H' y H”, respectivamente.

A continuacion, veremos que el sistema anterior es de tipo mecénico y ana-
lizaremos la expresion local de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert y de
Hamilton ligadas con respecto a una base ortonormal (véase la Seccion 4.5).
Esta claro que ey & I'(75). Entonces, consideramos la base de secciones de
A = TR? x R® dada por {ép, €1, €9,€e3,€4,¢5}, donde ey = eg — Qt)ye; +
Q(t)zey € T(75). Sea G la métrica fibrada sobre A definida por

G = (&) +m((e")?+ (%)) + mk*((e?)? + (') + ()?),
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siendo {e% e!,e? €3 e, €5} la base dual de {ey, e1, e, €3, e4,e5}. Asi, el La-

grangiano L es de tipo mecanico para dicha métrica G.

Ahora, vamos a considerar una base local de secciones ortonormal de V' =
R x TR? x R?* adaptada al subfibrado vectorial Uz sobre el que se modela el
fibrado afin B. En primer lugar, no es dificil probar que

U =< e3 —reg, eq +1eq, 65 > .

Asi, una base de secciones ortonormal de Up estd dada por

1 1
€3,€4,€5; = {— es — res), (eq4 +1eq), 65}.
{ ; \/m(fr’z—i-kz)( \/m 7’2+k2 " ky/m
Entonces, completamos la base anterior y obtenemos una base local de sec-
ciones ortonormal de A de la forma {éy, €1, €2, €3, 4, €5 }, donde hemos tomado

1 1
6l = ————— (zeg =+ k€2> , ) = ———— (f€4 — ]{361> .
m(r? + k2) \k m(r2 + k2) \k

Denotaremos por (t,z,y; 4%, 4%, 4%, 7%, y*, °) las coordenadas inducidas sobre
A. Después de algunos calculos sencillos, obtenemos que las funciones de
estructura no nulas del algebroide de Lie A = TR x R® con respecto a la
base de secciones {€&, €1, €3, €3, €4, €5} son
2 ~1 r?
C'12 = 051 = Cy5 = k(2 + kz)\/mv

r
014 = 051 = C'45 = C'32 = 025 = C(523 = _(7"2 + kg)\/mw
k
C3 = C =C5

T+ k) m
po=1, pp=—Ut)y, py=Qt),
k 5 r

_3:—_2:— :—_3:—'
P1 P2 m(r? + k2)7 P4 P3 m(r? + 1)

De (4.62), deducimos que la expresién local de las ecuaciones de Lagrange-

d’Alembert con respecto a estas nuevas coordenadas es
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¢ r
T = —Qt T
1)y m(r2+k2)y
r
= Q(t)x — —73,
Y ®) m(rQ—i—k?)y

7# =0, =0, =0,

(7" = 1, g'=7>=0.
Noétese que estas ecuaciones son mas sencillas que aquellas dadas en (4.70).

2 g3, et e’} dela base {eo, €1, éq,

Si consideramos en A" la base dual {e°, &', &2 e
€3, €4, €5} y denotamos por (¢, x,¥; Yo, U1, Y2, U3, Y4, Us) las correspondientes
coordenadas locales sobre AT, entonces sabemos que M = B es el subfibrado
vectorial de V* definido por las ecuaciones y; = 0, o = 0. Por tanto, de

(4.63), obtenemos que las ecuaciones de Hamilton ligadas son

(. r
i = Q)Y+ ————,
)y m(r? + k:2)y4

r
) = Qt)r — ——T3,
Y (®) m(r2+k2)y3

3j3 = 07 g4:07 ?j5:07

L U1 = Y= 0.

Notese nuevamente que estas ecuaciones son mas sencillas que aquellas dadas
en (4.71).

Finalmente, la expresién del corchete casi Poisson lineal {-,-}z+ que induce

el corchete no holénomo es (véase (4.66))

Do Y Do Y dp O  Op O
- rZr 77 QO Ao T Ao Ao
2 ot 0yp  Oyp Ot (t)y(a?ﬂ Yo Yo 895)

Op O Op O r dp O
" Q(m(ay 90 Dt 8y> m2 1 ) (ay 07
_ @_¢3_¢) N ;(0_@_@@ _ %%)
dys Oy m(r? + k2) \0x gy~ Ofs Ox
k _ Oy O k _ Op O
T PR s 0 (P 4 Ry 05 O
k _ Oy O



CAPITULO B

Sistemas Lagrangianos singulares y mecanica
vakonoma en algebroides de Lie

En este capitulo, estudiaremos sistemas Lagrangianos singulares y mecanica
vakénoma en algebroides de Lie. Para ello desarrollaremos un algoritmo de
ligaduras para algebroides de Lie presimplécticos que generaliza el conocido
algoritmo de Gotay-Nester-Hinds. Ademas, probaremos que un epimorfismo
de algebroides de Lie presimplécticos induce un epimorfismo del mismo tipo
entre los diferentes niveles de los correspondientes algoritmos de ligaduras.

5.1 Algoritmo de ligaduras para algebroides
de Lie presimplécticos

Sea 7 : E — () un algebroide de Lie de rango n sobre la variedad @) de
dimensién m y con estructura de algebroide de Lie ([, ]g, pg). Suponga-
mos que 2 € I'(A*7}). Entonces, podemos definir el morfismo de fibrados
vectoriales bg : F'— E* (sobre la identidad de @)) como sigue

ba(e) =i.Qx), para e€ E,, con z € Q.
Ahora, si x € Q) y F, es un subespacio de E,, podemos introducir el subes-

197
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pacio vectorial F:- de E, dado por
Fi={e€ E,|Qx)(e. f) = 0,Yf € F,}.

Entonces, usando un resultado conocido (véase, por ejemplo, [67]), tenemos
que
dim F;-9 = dim E, — dim F, + dim(E-% N E,). (5.1)

Por otra parte, si bg, = b g, es facil probar que
o, (Fy) € (F-9)°, (5.2)

donde (F;Q)O es el anulador del subespacio F-?. Ademds, usando (5.1),

obtenemos que
dim (F-9)° = dim F, — dim(EF 0 F,) = dim(bq, (Fy)).
Asi, de (5.2), deducimos que
b, (Fe) = (F-9)". (5.3)

A continuacién, supondremos que €2 es una 2-seccién presimpléctica (es decir,
dfQ = 0) y que a € I'(75) es un l-cociclo (es decir, d®a = 0). Ademis,
supondremos que el nticleo de ©Q (E+) es un subfibrado vectorial de E.

La dindmica del sistema presimpléctico definido por (2, «) estd dada por una

seccién X € I'(7g) satisfaciendo la ecuacién dindmica
ixQ=a. (5.4)

Sia=dPH, con H € C®(Q,R), entonces (Q,d?H) se denomina sistema
Hamiltoniano presimpléctico sobre E.

En general, no podremos encontrar una seccién X que satisfaga (5.4) en
todos los puntos de E. En primer lugar, buscaremos los puntos donde (5.4)
tiene sentido. Definimos

Qr={re€eQ|TecE,: i.Qz)=ax)}={reQ|a(x) €bq,(E,)}.
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De (5.3), se sigue que
Qi ={recQla(x)(e) =0, Ve € ker Q(z) = E-}. (5.5)

Si ()1 es una subvariedad embebida de (), entonces deducimos que existe una
seccion X : Q1 — Ede g : F — @ enlos puntos de Q; tal que satisface (5.4).
Pero pp(X) no es, en general, tangente a Q1. Asi, debemos restringirnos a
E, = pEI(TQl). Nétese que, si £y es una variedad y 7 = 7g|g, : £ —
es un fibrado vectorial, entonces 71 : E; — ()1 es un subalgebroide de Lie de
TR E — Q.

Ahora, debemos considerar el subconjunto )5 de )1 definido por

Qo ={z € Qi|a(z) €bo,((E1).) = bo, (p5 (T:Q1))}
={z € Qilalz)(e) =0, Ve € (B1);" = (pp (T:Q1)"}.

Si ()2 es una subvariedad embebida de ()1, entonces deducimos que existe una
seccién X : Qo — Ey de 7y : B} — @1 en los puntos de @)y verificando (5.4).
Sin embargo, pp(X) no es, en general, tangente a Q2. Por tanto, tenemos
que restringirnos a Fy = pgl(TQg). Como antes, si 7 = Tg|g, : s — Q2 es
un fibrado vectorial, se sigue que 75 : Fy — Q9 es un subalgebroide de Lie de
T B — Q.

Consecuentemente, si repetimos el proceso, obtenemos una sucesién de sub-

algebroides de Lie (por suposicién):

,__%Qk+1%Qk;>_‘,<—>Q2<—>Q1<—> QO:Q
TTk+l TTk TT2 Tﬁ TTO =TE
...%Ek+1‘—>Ek;>...‘—>E2‘—>E1;> E():E

donde
Qi1 = {r € Qrla(z)(e) =0, Ve € (p5 (T2Qx) "} (5.6)

By = PEl (TQr41).

Si existe k£ € N tal que Qx = Qky1, entonces decimos que el algoritmo de

ligaduras se estabiliza. En esta situacion, existe una solucion de la dinamica
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bien definida (pero no necesariamente tinica) en la subvariedad de ligaduras
final @ = Q). Denotaremos

Qf = Qi1 = Qk, E; = Ep = By = p(TQy).

Entonces, 77 = 7 : Ef = Ey — Qf = @y es un subalgebroide de Lie de
7 1 B — @ (el algebroide de Lie restriccién de E a Ey). De la construccién
del algoritmo de ligaduras, deducimos que existe una seccién X € I'(7y)
verificando (5.4). Ademds, si X € I'(rf) es una solucién de la ecuacién
(5.4), entonces cualquier otra solucién es de la forma X’ = X + Y, donde
Y € I'(7y) y, adicionalmente, Y (z) € ker Q(z), para todo z € Qy. Por otra
parte, si denotamos por €2y y ay la restriccion de 2 y a, respectivamente, al
algebroide de Lie Ey — Q¢, tenemos que 2; es una 2-seccién presimpléctica y
cualquier seccién X € I'(7y) que verifique la ecuacién (5.4) también satisface
la ecuacion

ix{y = ay (5.7)

pero, en principio, existen soluciones de (5.7) que no son soluciones de (5.4),
pues ker QN Ey C ker (2.

Observacién 5.1 Notese que se puede generalizar el procedimiento descrito
anteriormente al contexto general de ecuaciones diferenciales implicitas en
un algebroide de Lie. Mas detalladamente, si 75 : £ — ) es un algebroide
de Lie y S C E una subvariedad de E, entonces la correspondiente sucesion
de subvariedades de E es

So =8
Si = SoNpE (T1E(S))

Sk+1 =Sk N PEl (TTE(Sk))

En nuestro caso, Sy = p3' (TQ}) (o, lo que es equivalente, Q; = 75(Sk)). <
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5.2 Reduccion de algebroides de Lie presim-
plécticos

Sean (E, [, ]g,pe) y (E', [, ], pe) dos algebroides de Lie sobre las varie-
dades Q y @', respectivamente. Supongamos que 2 € ['(A?75) (respectiva-
mente, ' € T(A?7},)) es una 2-seccién presimpléctica sobre 7 : E — Q (res-
pectivamente, 75 : B — Q') y que « € I'(7};) (respectivamente, o’ € I'(75/))
es un 1-cociclo sobre 75 : E — @ (respectivamente, 75 : E' — @'). Entonces,

podemos considerar las correspondientes ecuaciones dindmicas

ixg = Q, X e F(TE),
ixQ = Cl//, X' e F(TE/).

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras al primer problema, obtenemos la
siguiente sucesion de subalgebroides de Lie de 75 : E — Q)

---‘_>Qk+1‘_>Qk‘_>~-‘_’Q2c_>Q1‘_> QO:Q
TTkH TTk TTQ Tﬁ TTO =TE
o= E—FE,— ... —FE—=FE—FE=FE

De forma similar, si aplicamos nuestro algoritmo de ligaduras al segundo
problema, obtenemos una sucesion de subalgebroides de Lie de 7z : B/ — @’
/ / / / !/ /

o Qo Qo Q= Q1= Q=@
/ / / / /

/ / ! / /! __ /
"'%Ek-‘rl(HEk‘(—)"'(—)Ezc—)El(—)EO_E

Por otra parte, esta claro que la restriccion €y (respectivamente, 2)) de €2
(respectivamente, ') al algebroide de Lie 74, : Ej, — @, (respectivamente, 77, :
E, — @) es una seccién presimpléctica de 7, : B — @ (respectivamente,
7.+ B, — Q). Ademas, si oy (respectivamente, ) es la restricciéon de
a (respectivamente, o') a 7, : Ey — Q) (respectivamente, 7 : E; — Q}),

podemos considerar el problema dinamico

iXka = g, X, € F(Tk),
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(respectivamente, ix, () = a;, X € I'(1y)) sobre 7 : By, — Qy (respectiva-
mente, 77, : B — Q}).
Ahora, supongamos que el par (II, 7)

E 1l - F/
TE TE!
Q B - Q)

es un epimorfismo dindmico de algebroides de Lie presimplécticos entre E y
E'. Esto significa que:

i) El par (I, 7) es un morfismo de algebroides de Lie,

it) m: Q — @ es una sumersién sobreyectiva y Iljp, : E, — E;T(x) es un

epimorfismo lineal, para todo z € Q), y
i) (ILm)*Y =Qy (I, 7) = a.

Entonces, veremos que los subalgebroides de Lie de las dos sucesiones ante-
riores estan relacionados por epimorfismos dinamicos de algebroides de Lie

presimplécticos. Primero, probaremos el resultado para k = 1.

Lema 5.2 Si (II, ) es un epimorfismo dindmico de algebroides de Lie pre-

sitmplécticos, tenemos que:
i) m(Q1) = Q) y I(Ey) = E7.
it) Six € Qy, entonces m ' (m(x1)) € Q1 y ker(Iljg,, ) € (E)e, -

i) Sim o Q1 — Q) y1ly : By — Ej son las restricciones a Q1 y Ey de
T:Q — Q yll: E— FE' respectivamente, entonces el par (I1,m) es

un epimorfismo dindamico de algebroides de Lie presimplécticos.

Demostracion: Si x € @ entonces, usando que (II, 7)*Q" = Q y el hecho de
que Iljg, : B, — B! () €S uD epimorfismo lineal, deducimos que

(ker Q(x)) = ker Q' (7 (x)). (5.8)
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Asi, de (5.5), (5.8) y como (II, 7)*/ = «, se sigue que
m(Q1) C Q.

Reciprocamente, si ¥ € Q) y z € 7 (2}) entonces, usando de nuevo (5.5),
(5.8) v el hecho de que (II, 7)*/ = «, obtenemos que = € (1. Esto prueba
que

Q1 C m(Q1)

y el siguiente resultado

v € Q) = 1 (n(11)) € Q1. (5.9)

Ahora, veremos que 7 : Q; — @ es una sumersion.
) 1
En efecto, si 1 € Q1 vy 2}, = m1(21) entonces existen un subconjunto abierto
) 1

U' de @, ) € U', y una seccién local diferenciable s’ : U' — @ de la
sumersion 7 @ Q — @ tal que §'(x}) = z;. Nétese que, usando (5.9),
concluimos que la restriccién s} de s al subconjunto abierto U] = U’ N Q]
de Q) toma valores en (0;. Por tanto, s} : U] C ()} — ) es una aplicacién

1 y S1 U 1
diferenciable, §|(z}) = x; y §jom = Id. Esto implica que, m : Q1 — Q] es
una sumersion.

A continuacion, probaremos que

H<<E1>z1) = H(pgl(Tle)) = pE}(Tw(ml)Qll) = (EDW(QH)? para ¥ S Q1~
Ya que
(per 1), = (T7opE)iE,, , (5.10)

se sigue que
H((El):c1) - (Ei)ﬂ(l’l)'

Reciprocamente, supongamos que €, € (E}) ) = pp (Tr@)@})- Entonces,

podemos elegir e € E,, tal que II(e) = €]. Asi, de (5.10), tenemos que

(Tﬂ-) (pE(6>> € Tﬂ(m)Qll'
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Ahora, usando que m : @)1 — @] es una sumersion, deducimos que existe
vy € T, @y tal que

(Tm)(v1) = (T'm)(pe(e)),
esto es,

vi = pp(e) € Ty (7 (m(21))) € T, Q1.

Por lo tanto, pp(e) € T,, Q1 y

ec p;Jl(Tlel) = (El)xr

Por otra parte, si e € ker(Il|g, ), entonces
0 =TI(e) € (EV)r(er),

y, procediendo como antes, concluimos que e € (Ey),,.

Finalmente, usando que el par (I, 7) es un epimorfismo dindmico de alge-
broides de Lie presimplécticos, obtenemos que el par (Il;, m) es también un
epimorfismo dinamico de algebroides de Lie presimplécticos.

cQD

Ahora, probaremos el resultado para cualquier valor de k.

Teorema 5.3 Sea (II, 1) un epimorfismo dindmico entre los algebroides de

Lie presimplécticos E y E'. Entonces, tenemos que:
i) T(Qr) = Q) y II(Ey) = E}, para todo k.

i) Si vp € Q, entonces 7 (w(xy)) C Qr y ker(H|Ezk) C (Ek)a,, para
todo k.

iii) Si g 2 Qp — Qy y Iy : By — Ej. son las restricciones a Qi y Ey de
T:Q — Q yll: E— E' respectivamente, entonces el par (Ily,m)
es un epimorfismo dindmico de algebroides de Lie presimplécticos, para

todo k.
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Demostracion: El resultado se verifica para £k = 0, 1. Entonces, procedere-
mos por induccién.

Supongamos que el resultado se verifica para k € {0,1,..., N}. Entonces, lo
probaremos para k = N + 1.

Noétese que si k € {0,1,..., N} y x; € @ entonces, usando los siguientes
hechos

(Haﬂ-)*Q/ =, H<<Ek>m) = (E]/C)F(Z‘k) y H(Emk> =[]

m(wk)?

obtenemos que

M((Ex)y) = (B, (5.11)

Th m(xg)
Asi, procediendo como en la demostracién del Lema 5.2, deducimos el resul-

tado.
cQD

Obsérvese que el comportamiento de los dos algoritmos de ligaduras es el
mismo. De hecho, si obtenemos un subalgebroide de Lie final 74 = 73, : Ef =
E; — Qf = Qy, para el primer problema (es decir, si @, = Qx+1) entonces, del
Teorema 5.3, se sigue que @}, = Q0 y tenemos un subalgebroide de Lie final
T =1, By = B — Q) = @), para el segundo problema. Reciprocamente,
si el segundo algoritmo de ligaduras se estabiliza para un cierto k (esto es,
Q}, = Q},,,) entonces, usando (5.6) y (5.11), deducimos que Q = Qp41, €s
decir, el primer algoritmo de ligaduras también se estabiliza en el nivel k.
Ahora, supongamos que X : Qr — FEj es una seccién del algebroide de Lie
Tk By — Qp tal que
ixQg, = Ao,

y que X es (Ilj, 7 )-proyectable, es decir, existe X’ € I'(7]) satisfaciendo que
X/ o = Hk o X.
Entonces, usando que (II, 7)*Q2 = Q y que (II, 7)*a’ = a, obtenemos que

. r
ixrfig = g
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En otras palabras, X’ es una solucién (en los puntos de @)) del segundo
problema dinamico.
Reciprocamente, si X’ € I'(7},) es una solucién de la ecuacién dindmica

. r
ixrg; = gy

entonces podemos elegir X € I'(7;) tal que
XIOT('k == Hk o X

y, como (I, 7)*QY = Q y (I, 7)*a’ = «, concluimos que

iXQ|Qk = Q|Qy-

5.3 Sistemas Lagrangianos singulares sobre
algebroides de Lie

En esta seccién estudiaremos los sistemas Lagrangianos singulares sobre al-
gebroides de Lie y abordaremos el problema de que la solucion de la dindmica
sea una ecuacion diferencial de segundo orden.
Sea (E, |-, |g, pg) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad

) ) )
de dimensiéon m y con proyeccion 75 : £ — ). Consideramos sobre E una
funcion Lagrangiana L : EF — R.
Denotamos por wy y Ep la 2-seccién de Poincaré-Cartan y la energia La-
grangiana, respectivamente, asociadas a L. Entonces, wy no es, en general,

una seccién simpléctica y, asi, la ecuacién dindmica
. E
IxWy = dT EEL

no tiene, en general, solucién (véase Seccién 1.2.1). Ademds, si existe una
solucion de la ecuacion anterior, en general, no es una ecuacion diferencial de
segundo orden y, en general, no es inica. En otras palabras, (wp, dTEEEL)
es un sistema Hamiltoniano presimpléctico sobre 7T E.

Noétese que la transformacién de Legendre legy, : E — E* asociada a L (véase

(1.31)) no es, en general, un difeomorfismo local.
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Definicién 5.4 La funcion Lagrangiana L se dice que es casi regular si se

verifican las siguientes condiciones:

i) El subconjunto My = legr(E) de E* es una subvariedad embebida de
Ex.

ii) La aplicacion leg, : E — M inducida por la transformacion de Legen-

dre es una sumersion con fibras conexas.

En lo que sigue, supondremos que L es un Lagrangiano casi regular. En-

tonces, podemos probar el siguiente resultado.

Proposicién 5.5 La energia Lagrangiana Ep es una funcion bdsica con res-
pecto a la sumersion leg; : E — My, es decir, existe una funcion Hamulto-
niana H sobre My tal que

Holeg, = Ey.

Demostracidn: Supongamos que e es un punto de F y que (¢, y*) son coor-

denadas locales fibradas en un subconjunto abierto de E que contiene a e.

0 0
. A — T.E
81’2 le * 8y0‘ le < o

vertical con respecto a la sumersiéon leg, : E — M siy solo si
0*L
ayaayﬁ le

Entonces, usando (1.32), deducimos que X = X*

X'=0y )\ =0, para todo i, (.

Asi, si X es vertical, de (1.26), se sigue que

oL 0?L oL
X(EL) =X=— 4+ X% —X=—= =0
(E1) Y . ( )8@/0‘81/3 e Y .
Esto termina la prueba del resultado.

Ahora, como 7y, = TR - M; — (@ es una fibracién, podemos considerar
la prolongacién 7FM; del algebroide de Lie 75 : E — Q mediante Ty, O, €n
otras palabras, el fibrado E-tangente a M.

Entonces, la seccién simpléctica canénica Qp sobre 7P E* — E* induce una

seccién presimpléctica €2 sobre el algebroide de Lie 7*M; — M,;. Ademsés,
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la sumersién leg; : E — M induce, de forma natural, un epimorfismo de
algebroides de Lie
T leg : TYE — TP M,

sobre leg; dado por
(T legi) (e, Xer) = (e, (Telegr)(Xe)),

para (e, X)) € 7.F E. Usando el Teorema 1.7 y la Proposicién 5.5, obtenemos

que
T legy,leg)* () = wy, (T legy,leg) (dT " EEL) =d7 "M Q.
g1,leg ) g1, leg
Por tanto, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 5.6 FEl par (7 legy,legy) es un epimorfismo dindmico de alge-
broides de Lie entre los algebroides de Lie presimplécticos (TP E, wy, dTEEEL)
Yy (TEM17 Ql, dTEMlﬂ).

El siguiente diagrama ilustra la situacion anterior.

TErp— 0 ey
lega
E > M1
R Al
Q

Ahora, consideramos las siguientes ecuaciones dinamicas

ixw, =d7 PE,, con X e I(1F) (5.12)

*

iy =d”"MH, con Y e D(rp"). (5.13)
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En general, no se podra encontrar una seccién X € I'(1.7) (respectivamente,
Y e F(r;;“)) satisfaciendo (5.12) (respectivamente, (5.13)) en todos los pun-
tos de E (respectivamente, M;). Asi, debemos aplicar el algoritmo de liga-
duras general desarrollado en la Seccién 5.1 para un sistema presimpléctico
arbitrario.

Supongamos que este algoritmo finaliza en el nivel k para la primera ecuacién
dindmica, es decir, que existe un subalgebroide de Lie (TFE); de T¥E sobre
una subvariedad Ej, de E y una seccién Xy de (TFE), — Ej, tal que

(ikaL)|Ek = (dTEEEL)\Ek'

Nétese que (TEE);, = (pi?) " (TE}), donde pif : TP E — TF es la aplicacién
ancla del algebroide de Lie TP E — E. Ademés, usando la Proposicién 5.6
y los resultados de la Seccion 5.2, deducimos que el algoritmo de ligaduras
también finaliza en el nivel k para la segunda ecuacion. De hecho, tenemos

que:

i) legi(Ex) = My es una subvariedad de M y
(TEMy)y, = (T legn)(TPE)y) = (pF) ™ (T M)

es un algebroide de Lie sobre My, siendo p? : TFE* — TE* la

aplicacién ancla del algebroide de Lie TFE* — E*.

ii) Si ey € Ej entonces leg; ' (legi(ex)) C Ey v ker(7;,legy) C (’];fE)k
Nétese que, de (1.25) y (1.34), se sigue que

ker(Ze,leg) = kerwy (ex) N (ZFE)Y. (5.14)

iii) Si legps1 @ By — My vy (Tleg)psr : (TEE), — (TEM,;); son las
restricciones a Ey y (TPE), deleg : E=FEy— M,y T leg, : TFE —
TEM;, respectivamente, entonces el par ((7 leg)si1,legrs1) €s un epi-
morfismo dindmico de algebroides de Lie presimplécticos.
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) Si X}, es unaseccién de (TFE);, — Ej tal que (ix,wr) g, = (dTEEEL)‘Ek
y Xk es ((7 leg)k+1, legrr1)-proyectable, esto es, existe una seccién Yy,
de (TP M), — M, satisfaciendo

Yielegeir = (7 leg)pir o Xk,

entonces
. _ (aTEM,
(v Q) vy = (7 H) gy -
v) Si Y) es una seccién de (T7PM,;), — M, solucién de la ecuacién
dinamica
. _ (JTEM,
(v ), = (A7 H) gy,

entonces podemos elegir una secciéon Xj, de (TE E) — Ej tal que
Yielegiin = (Tleg)rsro Xk v (ixowi)im, = (A7 FPEL) g,

Ahora, supongamos que la seccién X de (7P E), — Ej es una solucién de la
ecuaciéon dindmica

(iXWL)lEk = (dTEEEL>|Ek
y que X es ((7 leg)xi1,legry1)-proyectable sobre la seccién Y de (7F M), —
M. 1. Entonces,

GOV (dTEMlH)IMk+1' (5.15)

El siguiente diagrama ilustra la situacion anterior.

(TEE); Ex
T leg: (Tleg)kﬂl legria lega
(TPM)k My 1




5.3. Sistemas Lagrangianos singulares sobre algebroides de Lie 211

Siplt : (TP FE) — TEj es la aplicacién ancla del algebroide de Lie (TP E);, —
E), entonces las curvas integrales del campo de vectores p (X) no satisfacen,
en general, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L. La razén es que
la seccion X no es, en general, una SODE sobre la subvariedad Ej de E. En
otras palabras, X no satisface, en general, la ecuacién

A continuacién, presentaremos algunos resultados que nos permiten resolver

el problema anterior.
Teorema 5.7 i) El subconjunto S~ de E} definido por
SX ={ec E,|(SX)(e) = Ale)}

es una subvariedad de Ej,.

i) Existe un subalgebroide de Lie AX de (TFE), — Ej (sobre SX) tal que
si (T leg)qx : AN — (TPMy)y, ylegsx : S* — My, son las restricciones de
(T leg)rsa : (TEE)k - (TEM1>I<: ylegprr : By — My a A% ) SX; respecti-
vamente, entonces el par ((7T leg) ax,legsx) es un isomorfismo de algebroides
de Lie.

Teorema 5.8 Eziste una tnica seccién &5 de AX — SX satisfaciendo las

siguientes condiciones

TE

(iexwp)sx = (7 PEL)sx,  S(EY) = Apgx.

Teorema 5.9 Si pyx : AX — T'SX es la aplicacion ancla del algebroide de
Lie AX — S entonces las curvas integrales del campo de vectores p x (%)

sobre S* son soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

Demostracion del Teorema 5.7: Denotamos por Wy : E, — FE la aplicacién

diferenciable definida por

Wx(e) = pry(X(e)),
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donde pr, : TPE — E es la restriccién a TPE de la proyeccién candnica,
pr; : E x TE — E sobre el primer factor.
Ahora, procederemos en varios pasos.

Primer paso: Probaremos que
S* Nlegy ! (legiri(e)) = {Wx(e)}, para todo e € Ej. (5.16)
Si e € Ej, entonces, usando (1.9), (1.25), (1.26) y el hecho de que
(ixwr)|B, = (dTEEEL)|Ek7

deducimos que
(SX — A)(e) € kerwy(e).

Por otra parte, esta claro que
(SX —A)(e) € (I7E)".
Asi, de (5.14), obtenemos que
(SX — A)(e) € ker(Z.legy).

Por tanto, si pi¥ : TPE — TEFE es la aplicacién ancla del algebroide de Lie
TPE, entonces

pp ((SX —A)(e)) € ker(T.legr) = ker(Tlegii1).

Esto implica que X* = p7(SX — Ajg,) es un campo de vectores sobre Ej,
que es vertical con respecto a la sumersion legxyq1 @ By — M.
Supongamos que la expresion local de la seccién X es

X = XX, + VoV, (5.17)

Entonces,
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Ademads, como X es ((7 leg)yi1,legri1)-proyectable, las funciones X* son
constantes sobre las fibras de legy, 1. Consecuentemente, si e = (i), y) € E,
se sigue que la curva integral de X* que pasa por el punto e es

s 0(s) = (2, X +e7*(yf — X7)).
En particular,
o(s) = (xf, X* + e (yg — X)) € leg; ! (legrii(e)), para todo s € R,
lo que implica que
lim o(s) = (ah, X% € legiy (legis (€).
Ahora, de (5.17), tenemos que
Wy(e) = pry(X(e)) = (ah, X°). (5.19)
Ademés, usando (5.18) y (5.19), deducimos que
X*(Wx(e)) = 0.

Por otra parte, si € € S¥ Nleg; ) (legii1(e)) entonces, estd claro que

y, asf, ¢ = (2, y*(¢/)). Ademds, como ¢’ € S, obtenemos que

0

0= X ()= (X =y g

lo que implica que
e = (xf, X*) = Wx(e).
Sequndo paso: Probaremos que
SY = Wy (M),

donde Wx : Myi1 — Ej es una seccion de la sumersion legy1 @ Ey — Mgiq.

Por tanto, S¥ es una subvariedad de Ej, y dim S* = dim M.
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En efecto, supongamos que e, e’ € Ey y
legii(e) = legia(€).
Entonces,
(T leg)ir1(X(€)) = Y(legr(e)) =Y (legsr(€) = (T leg)rar (X(€))
¥y, COmMo consecuencia,
Wi (e) = pri(X(e)) = pry (X(e')) = Wx(e).

Asi, tenemos que existe una aplicacién diferenciable Wx : My, — FEj tal
que el siguiente diagrama es conmutativo
Wx

Ek Ek

legrir

—

Wx

Mpa
Ademas, usando (5.16), deducimos que W : My1 — Ej es una seccién de

la sumersién legy 1 @ By — Miiq1 y
SX = WX(Mk+1).

Tercer paso: Probaremos la segunda parte del teorema.
La seccion Wy : M1 — FEj induce una aplicacion

TWX : (TEMl)k = (IO;E>71(TMR+1> - (TEE)k = (PTEE)fl(TEk)

de tal forma que el par (7 WX, WX) es un monomorfismo de algebroides de
Lie. Denotaremos por A% la imagen de (7% M), mediante la aplicacién
T/V[7X. Entonces, estd claro que A% es un subalgebroide de Lie (sobre SX) y
el par (7 WX, WX) es un isomorfismo entre los algebroides de Lie (7% M), —
M1y AX — S¥X. De hecho, el morfismo inverso es el par ((7 leg) ax, leggx),
donde (7 leg)ax = (T legy)ax y legsx = (legy)|sx.

cQD
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Demostracién del Teorema 5.8: Consideramos la seccién £X de AX — S¥

definida por
X =T WxoYoleggx.

Usando (5.15) y el hecho de que
(T leg) ax - €% =Y oleggx, (5.20)

se sigue que
(igXWL)‘SX - (dTEEEL)‘SX.

Ahora, de (5.20), tenemos que
(&* — X)(e) € ker((T leg)i+1)|(zrm), = ker(Z.leg;), para todo e € S*,
lo que implica que (véase (5.14))
(%) (e) = (SX)(e) = A(e), paratodo e e S¥.

A continuacién, supongamos que 7 es otra seccion del algebroide de Lie
AX — SX tal que

(tywr)jsx = (dTEEEL)|SX7 Sn = Ajgx.
Entonces, esta claro que
(n—&%)(e) € kerwr(e) N (TFE)Y, paratodo ec S¥,
y, usando (5.14), deducimos que
(n—&%)(e) € ker(T.legr) = ker((T leg)ks)|(72 k), para todo e € S¥.

Asi, (Tleg)ax((n — €X)(e)) = 0, paratodoe € SX, vy, como (7 leg)sx :
AX — (TEM,); es un isomorfismo de fibrados vectoriales, concluimos que

n=¢&v.

CQD
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Demostracién del Teorema 5.9: La seccién £X es una SODE a lo largo de la

subvariedad S*. Por tanto, de (1.10), tenemos que la expresién local de £X
es

fX = ana|SX + favawx. (521)
Por otra parte, usando (1.25), (1.26), (5.21) y el hecho de que (igxwr)gx =

(d7"FEL) sx, se sigue que

- 0L
— P, =0, para todo «.

ort

PL 5, PL 0L .,

B -
¢ Oy*oyP TV Oz Oy~ + oy oy

Ahora, la expresién local del campo de vectores p,x(£X) sobre S es

; 0 0
X\ _ i,« «
pax(€7) = pay 55+ oy

Por tanto, las curvas integrales de p,x (&%) satisfacen las siguientes ecua-
ciones

dx’ , d /0L oL - 0L

— b g (= vy B8 i S tod .
dt PoY dt(aya> asY Dy p"‘é)xl , paratodo 7 y «,

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange para L (véase (1.27)).
cQD

Observacién 5.10 Si aplicamos los resultados obtenidos en esta seccién al
caso particular en el que el algebroide de Lie E es T'Q), recuperamos los resul-
tados probados en [34, 36] para sistemas Lagrangianos singulares estandar.

&

Ejemplo 5.11 Para ilustrar la teoria consideraremos una variacion de un
ejemplo de Lagrangiano singular con simetrias. Este ejemplo se corresponde
con un modelo mecénico de teoria de campos debido a Capri y Kobayashi
(véase [13, 14]).

Consideramos el espacio de configuracion @ = R* con coordenadas locales

(z1,y1, T2, y2) v la funcién Lagrangiana sobre @ = R* cuya expresién local es

1 . . . .
L= gmy (i3 +43) + dare — iy — 7 — i — 23 — 3.
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Es obvio que el Lagrangiano es singular. De hecho, la 2-seccién de Poincaré-
Cartan asociada a L esta dada por

Wy, = mgd[BQ A ditg + mzdyz N dy2 + 2d’y2 VAN dSEQ

y entonces

ker w;, = span 0 9 90 9
LT Oxy Oy, 0y Oy )
Ademds, el sistema es invariante por la accién de S*

SIX@ — @

(047 (3717341,33273/2)) — (331,191,552 COS (v — Yo SEN (¢, T SEN & + Yo COS@)-

Nétese que la accién de S! sobre el subconjunto abierto @ = R* x (R* —
{(0,0)}) es libre y entonces podemos considerar el espacio reducido @/S*
y el algebroide de Lie-Atiyah mg|St : TQ/S' — Q/S* (véase Seccién 1.3).
Tomando coordenadas polares xo9 = pcosf, ys = psenf, tenemos que la
proyeccién canénica p: Q — M = Q/S* estd dada por

p($17y17p7 0) = (!L‘1,y1,p)'

Esta claro que el algebroide de Lie-Atiyah es isomorfo al fibrado vectorial
TM xR — M.

Por otra parte, una base local de campos de vectores S'-invariantes sobre Q
esta dada por

{ o o 0 0 }
Oxy Oy, Op 90
Estos campos de vectores inducen una base local de secciones {eg, ez, €3, €p}
del algebroide de Lie-Atiyah mg|S' : TQ/S' — M = Q/S'. Ademss,

si ([-,-lrqyst, prosst) es la estructura de algebroide de Lie sobre mg|S! :
TQ/S' — M =Q/5", se sigue que [e;, e;]rg st =0, para todo iy j, y

0 0 0
pTQ/S1(€1> = 8_:701’ PTQ/51(€2) = 8_y1’ PTQ/51(€3) = a_pu pTQ/Sl(e()) = 0.
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Ahora, si (z1,91, p; T1, 91, p,7) son las coordenadas locales sobre TQ/S! in-
ducidas por la base local {eq, e, e3,€p}, entonces el Lagrangiano reducido

€S
1 )
L= gma (5" + (pr)’) +p’r =2t —yi = p".

Asi, las ecuaciones de Euler-Lagrange para [ son:

mop — (mar +2)pr +2p = 0,

marp* + p* = constante,
ry = O,
n = 0.

La base local {ey, €2, €3, e} de T'(mg|S') induce una base local
{Xb X27 X37 XO7 Vlv V27 V37 VO}

de secciones del algebroide de Lie prolongacién T7@/5"(TQ/S') — TQ/S".
La expresion de la 2-seccién presimpléctica w; es

wp = maX? AV? 4+ map? XO AV — p(magr +2)X3 A X°.
La funcién de energia E; : TQ/S* — R esté dada por
1 -9 2 2, .2, 2
Ey = 5ma (5° + (pr)°) + @i+ yi +p
y, por tanto,
1
A7 TRIS B = o pVP + pPmar V0 + p(mar® + 2)X° + 221 X1 + 2 X2

Asi, si aplicamos el algoritmo de ligaduras, kerw;, = {AX), Xy, Vi, Vo) y la
primera subvariedad de ligaduras £y C E = Fy = TQ/S' est4 definida por
los puntos donde se anulan las funciones de ligadura:

r1 =0, y1 =0.

Ademas ((p;%‘}g;l)*l(TEl))L,wl = kerwy, y, por tanto, Ey = Ej, es decir, el

algoritmo se estabiliza en el primer nivel .
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En este caso, cualquier seccién X de (TP FE); — E; solucién de la ecuacién

dinamica
1 1
(ixw)m = (d 7 T E) (5.22)
es de la forma
. ~ 5 mor +2) — 2 20(mor + 1
X:pX3+TX0+fV1+gV2+( 2 ) pV3—MV0,
ma map

donde f y § son funciones arbitrarias sobre E.
La transformacién de Legendre leg; : TQ/S' — T*Q/S* viene dada por

legl(xbyl’/); jjluz‘/bp? T) = (x17y17p;0707m2p7 m2p2r + p2)

Por tanto, la subvariedad M; = leg;(T'Q/S") de T*Q /S esté definida por las
ligaduras p,, = 0y p,, = 0, siendo (21, Y1, p; Par, Pyrs Pp, Pr) las coordenadas
locales sobre T*Q/S*.

La expresién de la funcién Hamiltoniana H : M; — R (véase Proposicién
5.5) con respecto a las coordenadas inducidas (x1, 1, p; p,, pr) sobre My es

1, 1

H(x X ) = ——
(T1,Y1, 05 Pps r) 2l T S

(pr — P°)° + 2t + i + P

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras al algebroide de Lie presimpléctico
1 ; ! ) 2
(TEM,, Q,,dT " H), deducimos que la subvariedad de ligaduras final M;

esta determinada por
My = {(x1,y1, pi Py pr) € My | 21 =0, y1 = 0}
donde existe una solucién bien definida de la ecuacion
(iy ) s, = (A7 H)j

Ahora, consideramos de nuevo el sistema Lagrangiano y estudiamos el pro-
blema de que la seccién solucion sea una SODE. Notese en primer lugar que
las soluciones X de la ecuacién (5.22) son ((7 leg)a, legs)-proyectables. Si

ademds imponemos la condiciéon SX = Ag,, esto es,

pVs+rVo=aV1 + Vo + pVs+ 1V
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en los puntos de E, obtenemos que la subvariedad SX C E; est4 definida de

forma 1inica como
S* ={(0,0,p;0,0,p,7) € TQ/S'},

y, por tanto, la seccién ¥ es la SODE dada por

(mar +2) — 2p 2p(mar + 1)
V3|SX -

&X = pXyjex + rXppsx +
mo map

V0|5x.

A

5.4 Mecanica vakénoma en algebroides de Lie

En esta seccion desarrollaremos una descripcion geométrica de la mecénica
vakonoma en algebroides de Lie. Obtendremos las ecuaciones vakénomas
usando el algoritmo de ligaduras descrito anteriormente y estudiaremos el
caso particular en el que el algoritmo se estabiliza en el primer nivel. En
estas condiciones, si la restriccion de la 2-secciéon presimpléctica al subalge-
broide de Lie ligado final es simpléctica, introduciremos el corchete vakénomo
que nos permitird dar la evolucién de un observable. Por otra parte, obten-
dremos también las ecuaciones vakonomas en un algebroide de Lie mediante

la aplicacién de un principio variacional ligado.

5.4.1 Ecuaciones vakénomas y corchete vakénomo

Sean 75 : £ — (@ un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad @)
de dimension m y L : E — R una funcién Lagrangiana sobre E. Ademas,
consideramos M C F una subvariedad embebida, denominada la subvariedad
de ligaduras, de dimensiéon n +m — m tal que Ty = Tgpm : M — @ es una
sumersion sobreyectiva.

Ahora, supongamos que e es un punto de M, 7y(e) = x € Q, que (z°) son
coordenadas locales en un subconjunto abierto U de @, z € U, y que {e,} es

una base local de I'(7g) en U. Denotamos por (z',y®) las correspondientes
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coordenadas locales para E en el subconjunto abierto 7, (U). Supondremos
que

MO (U) ={(a"y*) € 75" (U) | (2", y*) = 0, A=1,....m}

donde ®4 son las funciones locales de ligadura independientes para la sub-

variedad M. El rango de la matriz de orden (m X (n + m))
<8®A 8®A>
oxt’ Oy
es maximo, es decir, m. Por otra parte, como 7 : M — (@ es una sumersion,

0

deducimos que existe v; € T, M tal que (T'7u)(v;) = 57, Para todo i €
T’ |z

{1,...,m}. Asi,

0 L 0
V; = - (.
axl\e @ya‘e
lo que implica que
0PA oA
o = —vz‘-"a—yak, para A€ {l,....,m} e i€ {l,...,m}.

Por tanto, el rango de la matriz

()
0y°‘ le A=1,...m;a=1,...n

es m. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que la matriz de orden

(m x m)

(5 )
(‘)ya le A=1,...m;a=1,....m

es regular. Entonces, usaremos la siguiente notacion
o A a
y ="y,

pral<a<n Il<A<mym+1<a<n.
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Ahora, utilizando el teorema de la funciéon implicita, obtenemos que existen
un subconjunto abierto V de 75" (U), un subconjunto abierto W C R™"~™
y funciones reales diferenciables

AW SR, A=1,...,m
tales que
Mﬂvz{(xi,yo‘) €I7|yA:\I/A(xi,y“), A=1,...,m}.

Consecuentemente, (z°,y®) son coordenadas locales sobre M. Denotaremos
por L la restriccién de L a M.

A continuacion, desarrollaremos una descripcién geométrica de la mecanica
vakénoma sobre algebroides de Lie la cual es una generalizacion de los resul-
tados obtenidos en [25]. Ademés, para el caso M = E obtenemos también
una generalizacion a algebroides de Lie generales de la formulacién dada por
Skinner y Rusk [103, 104] para Lagrangianos singulares estdndar.
Consideramos la suma de Whitney de £* y E, E* ®¢ E, y las proyecciones
canonicas pr; : E* @9 E — E* y pry : E* ©g £ — E. Ahora, sea W la
subvariedad Wy = pry /(M) = E* ©g M y las restricciones m; = DTy, ¥
Ty = Ply)yy,- Denotemos también por v : Wy — @ la proyeccién canoénica. El

siguiente diagrama ilustra esta situacion
E*®q E =FE"$og M
py \prz / \
E* E

Ahora, consideramos la prolongacion T;E : TEE* — E* (respectivamente,
v« TEW, — W) del algebroide de Lie F mediante 75 : E* — Q (res-
pectivamente, v : Wy — ). Ademads, podemos prolongar m : Wy — E*
a un morfismo de algebroides de Lie 7w : TEW, — TPE* definido por
T?Tl = ([d, T7T1>.

Si (2%, y,) son las coordenadas locales sobre E* asociadas a la base local {e,}

de T'(7g), entonces (x',y,,y*) son coordenadas locales en Wy y podemos
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considerar la base local {V,, P*, V,} de I'(7},) definida por

Vale'sd) = (ealo).php: 0

0
P(ere) = (05— 0),
( ) a?/a le*
0

a *7 2 = 07 07 a . )

Va(e*, é) ( aya,é>

donde (e*,¢) € Wy yv(e*,é) =x. Si([-,]%, p) es laestructura de algebroide
de Lie sobre T¥W,, tenemos que

[D)a’yﬁ]]% = ngyw

y el resto de los corchetes de Lie fundamentales son cero. Ademss,

v 7 a v o _
PR = g PE(P?) = 5o (V) =

El Hamiltoniano de Pontryagin Hyy, es una funciéon en Wy, = E* ©o M dada
por
Hy,(e*,¢) = (e*, &) — L(é),

0, en coordenadas locales,
Hyw,y (2", Yo, y*) = tay® + ya ¥ (2, y*) — L(a', y) . (5.23)

Por otra parte, podemos considerar sobre el algebroide de Lie 7% : T¥W, —
Wy la 2-seccién presimpléctica Qg = (771, m)*Qg, donde Qf es la seccién
simpléctica canénica sobre TP E* definida en (1.15). De (1.17), deducimos
que la expresion local de € es

1
Qo =YV* AP, + 50,;5%32“ AYP, (5.24)

donde {Y“ P,,V*} es la base dual de {Y,, P* V,}. Por tanto, la terna
(TEWy, Qo, d”"Wo Hy,) es un sistema Hamiltoniano presimpléctico.
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Definicién 5.12 El problema vakénomo (L, M) en el algebroide de Lie E
consiste en encontrar las soluciones de la ecuacion

ixQ = d7 Vo Hy,, (5.25)
es decir, resolver el algoritmo de ligaduras para (TFWy, Qo, dTEWOHWO).

En coordenadas locales, tenemos que
ovA  OL ovA ai>va
ozt Oz’ oye oyl

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras deducimos que la primera subvariedad

dTEWOHWO = <Z/A >pf1y°‘+\IlAPA+y“”Pa+ <ya+yA

de ligaduras esté definida como
Wy = {w e E* @g M| d”" "o Hy, (w)(Y) =0, VY € ker Qo(w)}.

Como ker Qy = span{V,}, deducimos que W; estd localmente caracterizada

por las ecuaciones

ovA O

o = AT Hy (V) = va - — =0,
SO WO( ) y + yA aya 8:&/“
0, equivalentemente,
OL w4 l<a<
o = — -, m sSaxsn.
Y By Ya Dy

Nétese que la restriccion de v a Wi es una fibracion. Ademés, un calculo
directo prueba que la expresion local de cualquier seccién X satisfaciendo la

ecuacién (5.25) es de la forma

oL  ou4
X =y Y+ UAVs+ [(81‘1 YA

Por tanto, las ecuaciones vakéonomas son
(

)p&—%ﬂCﬁﬂw-—WAcﬁuw PE+TV,.

i =y'p, + U0,

_ oL dWBY .
%r=<5;-—ws&ﬂ)pA—yﬂyCﬁa+ﬁﬁCﬁB%
d (oL ouA __<az amA>i

dt \ oye Y4 oye | \ox Yaggi ) Pa

\ - yﬁ(ybC’fb + \IlAcfA):
paratodo 1 <i<m,1<A<mym+1<a<n.
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Observaciéon 5.13 En la Seccion 5.4.2 mostraremos que las ecuaciones va-
kénomas se pueden obtener desde un principio variacional ligado. %

Entonces, sabemos que existen secciones X de 7 Wow, — W satisfaciendo
(5.25), pero, en general, no son secciones de (p%) H(TW;) = TFW,. Asi,
siguiendo el proceso desarrollado en la Seccién 5.1, obtenemos una sucesién

de subvariedades embebidas
o Wi = W — s Wy = W, — Wy = E" @g M.

Si el algoritmo se estabiliza, entonces obtenemos una subvariedad final de li-
gaduras W; y, al menos, una secciéon X del algebroide de Lie (p) " (TW;) —
Wy que satisface la ecuacion

(ixQo = d” EWOHWO)Wf.

Como en [25], analizaremos el caso en que el algoritmo se estabiliza en el
primer nivel, esto es, W; = Wj. En este caso, consideramos la restriccién §2;
de Qg a TEW, y probamos el siguiente resultado.

Proposicién 5.14 €, es una seccion simpléctica del algebroide de Lie T*W,

si y sélo si para cualquier sistema de coordenadas (x',ya,y”*) sobre Wy tene-

mos que
L 0?4
det | ——=— —ya=——=— 0, en todo punto de Wj.
Demostracion: Esta claro que A7, = 0.
Por otra parte, si w € W, entonces, como los elementos (dTEWOgoa)(w) son

independientes en (7.XW;)*, tenemos que
(T2Wh)° =< (d"" ") (w) >
(nétese que dim(Z,FW;)° = n —m). Ademds, usando un resultado conocido
(véase, por ejemplo, [67]), deducimos que
dim(ZEW) % = dim(T.EW,) — dim(Z.EW,)

(5.26)
+ dlm(ker Qg(w) N ZUEW1>
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Ahora, supongamos que §; es una 2-seccién no degenerada sobre 7EW,; —
Wi. Entonces, esta claro que

ker Qo(w) N T,EW, = {0}.

Asi, la matriz (d7" "o, )(w)(Vs(w)) es regular, es decir,

0*L 0*u
et <0y“3ybw - yA(w>8y“8yb|w> 7

Reciprocamente, supongamos que la matriz (d7° "Vog, ) (w)(V,(w)) es regular.
Entonces,
ker Qo(w) N Z.EW, = {0}.

Esto implica que (véase (5.26))
dim(ZEW) 5% = dim(T.FWo) — dim(Z.2W,) = dim(ker Qg (w)).
Por tanto, como ker Qq(w) C (Z.FW;)+5% | se sigue que
ker Qo(w) = (T,7 W)+,
y, consecuentemente,
(T2 W) N (T W)= = {0},

es decir, ;(w) es una 2-seccién no degenerada. CcQD

En lo que sigue, utilizaremos la siguiente notacion

2L 024

Ra = 3 a5 a a0
P yedy ya dyoyb

para todo a y b.

Observacién 5.15 Supongamos que la subvariedad M es un subfibrado
vectorial real D (sobre Q) de E (nétese que 7p = 7gp : D — @Q es una
sumersién sobreyectiva). Entonces, podemos considerar coordenadas locales

(2') en un subconjunto abierto U de @) y una base local {e,} = {ea,e,} de
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['(7g) en U tal que {e,} es una base local de T'(7p). Asfi, si (2%, y4,y%) son
las correspondientes coordenadas locales sobre 7, 1(U), tenemos que

75 (U) =D Nrg'(U) ={(«",y"y") € 75 (U) |y* = 0}

En otras palabras, la funcién local U4 es la funcién cero, para todo A. Por

tanto, en este caso,

2L
Rab = By

2L
det <M> 70

implica que el correspondiente problema no holénomo determinado por el

para todo a y b.

Notese que la condicion

par (L, D) tiene una tnica solucién (véase [24]). &

Observacion 5.16 Obsérvese que la condicién det (R,p) # 0 implica que la

. (0 .

matriz (%) es regular. Asi, usando el teorema de la funcion
ay a,b=m-+1,....n )

implicita, deducimos que (', y,,y") son coordenadas locales para Wy en un

subconjunto abierto 4y C Wy vy existe un subconjunto abierto W C R™™ y

funciones reales diferenciables
W —R, a=m+1,...,n,
tales que
Wi N Ay = {(2", yay*) € Ao |y* = p*(2',ys), a=m+1,...,n}. (5.27)

Por tanto, una base local de secciones de 7*W; — W, est4 dada por

a N N alua
Va)\WN,Pl = (P + 8_%1211)\‘/%}'

o’
ox’

{yal - (ya + Pfl

Esto implica que

{yal» P?7 (Va)|W1}
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es una base local de secciones de T"Woy, — Wi. Nétese que, de (5.27),
se sigue que (xi,ya) son coordenadas locales en Wi. Si vy : W7 — @ es la
proyeccién canénica y ([-, ]2, pia) es la estructura de algebroide de Lie sobre
T TEW, — Wy, tenemos que

Va1, V1] = Ciﬁym

y el resto de los corchetes de Lie fundamentales son cero. Ademés,

" (o 9
PE (Pl ) = @ (5-28)

V1 i a
PE (yal) = paaxia

Ahora, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 5.17 Su€); es una 2-seccion simpléctica sobre el algebroide de Lie
T TEW, — W, entonces existe una unica seccion & € L(14) cuyas cur-
vas integrales son soluciones de las ecuaciones vakonomas para el sistema
(L, M). De hecho, si Hy, es la restriccion a Wy del Hamiltoniano de Pon-
tryagin Hy,, entonces & es la seccion Hamiltoniana de Hyy, con respecto
a la seccion simpléctica €21, es decir, & estd caracterizada por la siguiente
condicion

ie, 4 = d7 "W Hyy,

Demostracion: Tenemos que (véase (5.23))

. OHy,
(@71 Hg ) (Va) = plp (V) (Ha) = =5 5 = 2u

Por tanto, de (5.24), se sigue que

(Q)w, (&1, V) = (@™ Hiy) Vo), = 0.

Esto implica que
ie, (), = (a7 Hyy, ),



5.4.1. Ecuaciones vakénomas y corchete vakénomo 229

y, como consecuencia, las curvas integrales de &; son soluciones de las ecua-
ciones vakénomas para el sistema (L, M).
Ademds, si otra seccién & de TEW; — W, es solucién de la ecuacion

ie; (Qo)w, = (d”" " Hyy, ),
entonces también es solucién de la ecuacion
Qg = d” " Hyy,
lo que implica que & = &. cQD

Supongamos que (z¢,y,) son coordenadas locales en W; como en la Ob-
servacion 5.16 y que {Va1,P{'} es la correspondiente base local de I'(77').
Entonces, si {Vf, Pa1} es la base dual de {Va1, P}, tenemos que (véase
(5.24))

1
D = VA Par + 50058, 1 A V> (5.29)
Por otra parte, de (5.28), se sigue que
- OHyy, OHy,
dTEWlH — ‘1 « 1 N
Wh Pa Oz yl + —aya P
y asi
_ OHyy, N

OHyw, ; OHw, >

“ s P o

Va1 — (C;ﬁyv

OYa L

Noétese que

81'—‘[1/[/1 . 0 8#“ 0
8$i - ((aajz + 81’1 aya)(HWO))WVla

o (o = D))

Yo Oya Oy° w
lo que implica que
&2 ys) = p(27,yp)Var + (27, n*(27, y5)) Vo
—(Chayn® (@, ya) + CLap A (@7, 1o (@, )

oA oL N
e )P
0T (a9 po (a7 yp)) 0T |(ad o (a9 yp))

+pi(Ya

Los resultados anteriores nos sugieren introducir la siguiente definicion.
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Definicién 5.18 El sistema vakénomo (L, M) sobre el algebroide de Lie
T B — @ se dice que es regular si ) es una 2-seccion simpléctica del
algebroide de Lie i+ : TEW, — Wh.

Supongamos que (L, M) es un sistema vakénomo regular y que F; € C*°(W7q,
R). Entonces, la seccion Hamiltoniana de Fy con respecto a €); es la seccién

H%ll del algebroide de Lie 7*W, — W, caracterizada por la condicién

. E
7 91Q1 = dT WlFl.
HFl

/ . 91
Nétese que &, = Hy,, -
Usando las secciones Hamiltonianas, se puede introducir un corchete de fun-

clones

{.’ '}(L,M) : COO(W17R) X OOO(WlaR) - OOO(leR)
como sigue
{F1 Gl = 4(HE L HE) = o (HED(F),

para Fy, Gy € C*(Wi,R). La aplicacion {-, -} m) se denomina el corchete
vakénomo asociado al sistema (L, M).

Teorema 5.19 FEl corchete de funciones {-, -} ) asociado a un sistema
vakonomo reqular es un corchete de Poisson sobre Wy. Ademds, si F| €

C>®(W1, R) entonces la evolucion temporal de Fi, Fy, estd dada por
Fl = {Fh HW1}(L,M)'

Demostracidn:  Sea bg, : TEW, — (TFW,)* el isomorfismo canénico in-
ducido por €2y definido por

bQI(X1> = inQl(wl), para X, € ZUE1W1 y wy € Wj.

Entonces, se puede introducir la seccién A; del fibrado vectorial A>T EW,; —

W7 como sigue

Ai(ay, ) = Q1(b§11°0417 b§11°51)7 para ap, 1 € ['((75')").
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Si [+, ]2 es el corchete de Schouten-Nijenhuis asociado al algebroide de Lie
Tt TEW, — W) entonces, usando que AT, = 0, se puede probar que

[[AI; Al]]g = 0

Asi, A; es una matriz triangular, el par (7 ¥Wy, (TEW;)*) es un bialgebroide
de Lie triangular en el sentido de Mackenzie y Xu (véase la Seccién 4 en [72])
v {-,-}.m) es un corchete de Poisson sobre W, (véase Proposicién 3.6 en
[72]).

Por otra parte, si F; € C*°(W1,R) y p es la aplicacién ancla del algebroide
de Lie T¥W,; — W entonces

By = g (6)(Fy) = o (MG, () = (@7 R) (R, ).
Por tanto,
P = {F, Hyw, }o,m)-
cQD

Supongamos que (z,7,) son coordenadas locales sobre W como en la Ob-
servacion 5.16 y que {V,1, P} es la correspondiente base local de I'(74'). Si
Fy € C(W1,R) entonces, de (5.28), se sigue que

- OF, 1 oF 1
dTEW1F — 0 : « Pa )
1= Pagr Vi + B 1
Consecuentemente, usando (5.29), deducimos que

OF oF, - OF
Q _ Y41 N ¥ vi1 i 1 el
HFI - aya yal (Caﬁy’y 8yﬂ + Pa Ot )Pl :

Esto implica que

aﬂy’Y aya ayﬁ .

- (O0F, 0G, 0F; 0G;
F.G _ i (959G 1) _
{F, Gidam = i (8351 Neo o 8361)

Ahora, consideramos la estructura de Poisson lineal

(5.30)

{, g : CF(E",R) x C*(E*,R) — C*(E*,R)

sobre E* inducida por la estructura de algebroide de Lie de E (véase la
Seccién 1.1.1).
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Corolario 5.20 Si (L, M) es un sistema vakénomo regular sobre un alge-
broide de Lie E entonces la restriccion (mi)w, : Wi — E* de m : Wy — E*
a Wi es un isomorfismo de Poisson local. Ademds, si T (m)w, : T*W;—
TEE* es la correspondiente prolongacién entonces el par (T (71w, (1) w,)
es un simplectomorfismo local entre los algebroides de Lie simplécticos (TEW],
M) y (TPE*, Qp).

Demostracion: De la Observacién 5.16, obtenemos que (1), : Wi — E*
es un difeomorfismo local. Ademds, usando (1.4) y (5.30), deducimos que

{FO(W1)|W1, G°(7T1)\W1}(L,M) = {F, G}HE* °(7T1)\W17

para F,G € C*(E*,R). Esto prueba la primera parte del corolario. La
segunda parte se obtiene a partir de la primera y usando el hecho de que
(T(W1>\W17 (77-1)|W1)*QE - Ql- cQD

Observacién 5.21 Si (m)w, : Wi — E* es un difeomorfismo global en-
tonces podemos considerar la funcién real H sobre E* definida por
—1
H = HW1 O(ﬂ-l)\Wf
Asf, si HPE € F(T;E ) es la seccién Hamiltoniana de H con respecto a la
seccién simpléctica Qg entonces & v HEP estan (T (1) w,» (1) w, )-relacio-
nadas, es decir,
Q
T (m)jws =& = Hy® o (m)jw

5.4.2 El punto de vista variacional

Como es bien conocido, la dindmica de un sistema vakonomo estandar se
obtiene aplicando un principio variacional ligado [2]. De forma més precisa,
sea () la variedad de configuracién, L : T() — R la funcién Lagrangiana

y M C TQ la subvariedad de ligaduras. Entonces, se puede considerar el
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conjunto de curvas diferenciables de clase C? que unen dos puntos arbitrarios
x,y € @ como

C¥(z,y) ={a:[to,t1] = Qla es C? a(ty) =2 y a(t;) =y}.

Este conjunto es una variedad diferenciable de dimensiéon infinita y, dada

a € C*(z,y), el espacio tangente de C%(z,y) se describe como
T,C%(z,y) ={X :[to, 1] = TQ| X es C, X (t) € Toy@, X (to) = 0, X (t1) = 0}.

Los elementos de T,C?(z,y) pueden verse como variaciones infinitesimales de
la curva a. Asi, se puede introducir el funcional accién 65 : C?(x,y) — R
definido por a — dS(a) = til L(a(t))dt. Entonces, el problema vakénomo
asociado (@, L, M) consiste en calcular los extremos del funcional 0.5 res-

tringido al subconjunto 52(1’, y) dado por
52(x,y) ={a € C*(x,y)|a(t) € Muypy = MnN Wél(a(t)), Vit € [to, 1]},

es decir, a € 52(x, y) es una solucién del sistema vakénomo si a es un punto
critico de (5S|52(x’y). En el caso particular de no tener ligaduras, esto es,
M = T(Q), entonces recuperamos el formalismo variacional para obtener las
ecuaciones de Euler-Lagrange clasicas.

Ahora, consideramos un algebroide de Lie 7 : F — Q@ y L : E — R
una funcién Lagrangiana sobre E. En [86] se muestra como obtener las
ecuaciones de Euler-Lagrange (sobre un algebroide de Lie) desde un punto
de vista variacional. Recordemos algunos aspectos de dicha formulaciéon. En

primer lugar, se define el conjunto de E-caminos como

d
Adm([to,tl],E) = {a: [tO;tl] — E|pan = a(Tan)},

esto es, como el conjunto de curvas admisibles en F. Este conjunto es una
subvariedad de Banach del conjunto de caminos de clase C! en E cuyo camino
base es de clase C?. Dos E-caminos ag v a; se dice que son E-hométopos si
existe un morfismo de algebroides de Lie

d:TIxTJ— E,
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donde I = [0,1], J = [to, t1], a(s,t) = @(2 )y b(s,t) = (ID(2 ), tal

Ot |(s,t) 05 (s.t)
que
a(0,t) = ap(t), b(s,te) =0,
a(l,t) = al(t), b(S,tl) =0.

Las clases de E-homotopia inducen una estructura de variedad de Banach
diferenciable de clase C? sobre Adm([to,t1], E). El conjunto de E-caminos
admisibles con dicha estructura de variedad lo denotaremos por P([to, t1], E).
Ademas, en cada curva admisible a sobre F, el espacio tangente esta dado

en términos de levantamientos completos de secciones. De hecho,
T.P([to, 11, E) = {n° € ToAdm([to, ], E) | n(to) = 0y n(t1) = 0}.

(para mas detalles, véase [30, 86]). Recordemos que si {e,} es una base local
de secciones de E y 7 es una seccién dependiente del tiempo localmente dada
por

n=1n"€a
entonces 7, el levantamiento completo de 7, es el campo de vectores sobre
FE dado por

P A
oxt + (P oz Can)y oy’

Con la estructura de variedad introducida sobre el espacio de F-caminos, es

e =110,

posible formular el principio variacional de manera estandar. Sean z,y € @)
dos puntos fijos y consideramos el conjunto P([to,t1], £)Y de E-caminos con
puntos base inicio y final fijos en x e y, respectivamente, esto es,

P(lto, ta], B) = {a € P([to, 1], B) | Te(alte)) = = v 7u(alt)) = y}-

En este contexto, para el funcional accién S : P([to, t1], £) — R dado por

5&@:/3@@%,

to

los puntos criticos de §.S en P([to,t1], £)Y son las curvas a € P([ty, 1], E)Y

xT

que satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.27) (véase [86]).
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Ahora, sea (L, M) un sistema vakénomo sobre el algebroide de Lie 75 : £ —
Q). Denotaremos por P([to, 1], M)¥ el conjunto de E-caminos en M con

puntos base inicio y final fijos = e y, respectivamente, esto es,
P([to,tl], M)g = {a € P([to, tl], E)g ‘ a(t) S M, YVt € [to,tl]}.

En este caso consideramos variaciones infinitesimales (es decir, levantamien-
tos completos 7°) tangentes a la subvariedad de ligaduras M y supondremos
que existen suficientes variaciones de este tipo (es decir, estudiamos las de-
nominadas soluciones normales del problema vakénomo). Como M esta lo-
calmente definida por las ecuaciones y* — U4 (2%, y*) = 0, para A = 1,...,m,
deducimos que las variaciones infinitesimales permitidas deben satisfacer que

Nyt = A y") =0, n(te) =0, n(t)=0.
Nétese que si a € P([to, t1], M)Y entonces
n(y" = I’ y"))ea =0
si y solo si

g, 004 N dn® oU4 o 5 o00"
at ~ Pell o dt Oy® gad 1l oy®

— Chyn™. (5.31)

En este caso, buscamos los puntos criticos del funcional accion
5S . P([to,tl], E)g — R
t1
a(t) — / L(a(t))dt.
t

0

Si consideramos nuestras variaciones infinitesimales entonces,

d f QL oL 0L 0UA oL o0U4
— L(as(t))dt = -7)¢ et ——n+ —— “)dt
_ /t (as( )) /to (axl le + aya T’a + 8yA 833’ 771 + 8yA 8ya T’a)

- |, Gaor+ g

_/t1<8i % A_|_8E 7 a_l_@ C)dt
- t axz pAT] axl pan aya 770,
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Sea y4 la solucion de las ecuaciones diferenciales
, oL oUb .
Yya = ( S~ YB )PA Cfxayﬁ - \I’BCZBW’
Ox ox?
donde B
oL owA
- Oye oy’

Ya (5.32)

De (5.31), tenemos que

d . .
ﬁ@m)==mﬁ+mﬁ

oA dn® 94 oA B
= yapin® + + yaC 1 0" —— — yaChy’n"
ox it oy G Dy

oL
+ozoan” =y Chayy = " WP Clipy.

Usando esta ultima igualdad, deducimos que

d t1 t1 ai A 8i
- L < t dt — : 7 ,Q AO
ds |s=0 /to (2:() /to <8:U’p‘m * Jy 2Ma T Y Caat

0wt d ow4
A\I/Bcvb . i,Q : _( ) a
+n ABYo = YAPN 5 + 7 \UA D n

ovA oA
—yaC% Pt — — yaClpy’n®—
B a d BB 8yd

Finalmente, usando (5.32) y el hecho de que
c __ d_nd Cd b C a Cd a\I]B Cd A\I’B
Ma= gy T\Cwlly + Canyt + Chan + Cpan )

obtenemos que

N A I [

—ybC YU — vAC Ay[g] adt.
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Como las variaciones n® son libres, concluimos que las ecuaciones son

(@' =y, + V),

i = <6fl owB

— - ) oy — ¥ Clhays — TPCH sy,
axz YB 8:):1 )pA Yy Aayﬂ AByﬁ

d (0L ovA oL VAN . B
dt (6y“ — YA oy ) N <8:ﬂ ~ YA )p“ — ¥ Cays =V Coals,

oL ovA _ ,
Sy ya——, esto es, obtenemos las ecuaciones vakéonomas para
Y

oy’
el sistema vakénomo (L, M) sobre el algebroide de Lie 75 : E — Q.

con y, =

5.4.3 Algunos ejemplos

1.-Formalismo de Skinner-Rusk en algebroides de Lie. Consideramos sobre
un algebroide de Lie 75 : F — @ un sistema vakénomo (L, M) donde M =

E es decir, un sistema libre. En este caso particular,
Wo=FE"®qgE,
el Hamiltoniano de Pontryagin Hy,, : E* ®©g £ — R estd localmente dado
por
Huw, (2", Yo, ¥*) = Y Yo — L(2", y")
y la 2-seccién presimpléctica €y sobre 7 W, esté definida por

QO = (Tﬂ'l, 7T1>*QE.

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras, como ker Qy = span{V, }, entonces la
primera subvariedad de ligaduras W, esta localmente caracterizada por

_ 9oL
Yo = Gy

que es la definicién del momento. Asi, W; es isomorfa a E y las ecuaciones

(5.33)

vakénomas se reducen a

7' =Y e
i(@_L) _ 9L o8 (5:34)
dt \ Oy~ ~ Loy ag¥ Y-
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Usando (5.33), se sigue que las ecuaciones (5.34) son justamente las ecua-
ciones de Euler-Lagrange asociadas a L (véase (1.27)). Nétese que si E =
TQ, este procedimiento es la formulacién de Skinner-Rusk para la mecanica
Lagrangiana (véase [103, 104]). Por otra parte, usando la Proposicién 5.14,
deducimos que el sistema vakénomo es regular si y sélo si la funcién La-

grangiana L es regular.

2.-FEl fibrado tangente de una variedad. Sea E el algebroide de Lie estandar
TR = 7  TQ — Q, M C TQ una subvariedad de ligaduras tal que
Tom : M — @ es una sumersion sobreyectiva y L : T'() — R una funcién La-
grangiana estandar. Supongamos que (z%, %) = (2%, 4, 4%) son coordenadas
fibradas locales en T'Q) y que la subvariedad M esta localmente descrita por
ecuaciones de la forma

it = WA (2 ).

Como sabemos, las funciones de estructura del algebroide de Lie 7 : T'Q) —

Q con respecto a las coordenadas locales (%, &%) son
ko_ i < .
Ci; =0y p/ =0, para 4,5,k € {1,...,m}.

Asi, si aplicamos los resultados de las Secciones 5.4.1 y 5.4.2 a este caso
particular, recuperamos la formulacion geométrica de la mecanica vakénoma

desarrollada en [25]. En particular, las ecuaciones vakénomas son

(4 = uA
7 7 A A A
() o v ol () - 5]

.
pA_a.fCA pBaxA'

\

3.-Algebms de Lie. Sea g un algebra de Lie real de dimensién n. Entonces,
g es un algebroide de Lie sobre un punto.
Ahora, supongamos que € es un subespacio afin de g modelado sobre el

espacio vectorial C de dimension n — m y que eg € €, ¢y # 0. Consideramos
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una base {e,} = {eo, ea,ea} = {ea,e.} de g tal que {e,} es una base de C y

[eom 65]9 = 02{567.

Denotamos por (y°,y%,y*) = (y*,4%) las coordenadas lineales sobre g in-
ducidas por la base {eg, €5, €.} = {ea,e.}. Entonces, € esta definido por las
ecuaciones

W' =1, 3y"=0.

Sea L : g — R una funcién Lagrangiana y denotemos por L : € — R la
restriccion de L a €. Entonces, una curva

ot (y7(1),y"(1),y" (1) = (1,0,...,0,y"(%))

en € es una solucion de las ecuaciones vakénomas para el sistema ligado
(L,€) siy sélo si

d /0L oL
dt (a ) = —ﬁ(ybfﬁb +¢h) — yB(y’cl, + ¢k,

’ oL ’ (5.35)
Ya = _3_yd(ybcfl4b + cho) — y(y'chy + cho)-

Ahora, consideramos la curva « en g* cuyas componentes con respecto a la

base dual {e“} son )
oL
1) = (yalt), 5= ),
Y 1o t)

esto es, v es la suma de la curva — y la curva

dy
t— A\(t)ecC®

cuyas componentes son A(t) = (ya(t),0). Aqui, C° C g* es el anulador del
subespacio C. Entonces, un cdlculo directo, usando (5.35), prueba que 7

satisface las ecuaciones de Euler-Poincaré

%(2—5+A> :ad§<g—§+)\>.
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Este resultado es justamente “FEl Teorema de Optimizacion para sistemas no
holénomos en grupos de Lie” que fue probado en [56] (véase Teorema 5.1 en
[56]).

4.- Algebroides de Lie-Atiyah y reduccion en geometria subriemanniana. Sea
p: (Q — M un fibrado principal con grupo estructural G. La dimension de
@ (respectivamente, M) es n (respectivamente, m).

Sea D una distribucion en @) tal que
T,QQ = D, + V,p, paratodo ¢ € @,

donde Vp es el fibrado vertical de p.

Supongamos que tenemos en D una métrica fibrada ( , )p y que, ademds, D
y (, )p son invariantes bajo la accién de G. Entonces, se puede construir la
conexién no holénoma como sigue (véase [7]).

Supongamos que el espacio
Sq=D,NVyp

tiene dimension constante r, para todo g € (). Bajo esta condicidn, el espacio
horizontal de la conexiéon no holénoma en el punto g es SqL, donde SqL es el
complemento ortogonal de S, en D, con respecto a la métrica fibrada ( , )p.
Denotaremos por w™ : T'QQ — g la correspondiente 1-forma con valores en el
algebra de Lie g de G.

Asi, podemos definir una funcién Lagrangiana sobre D dada por L(v,) =
+{vg,v) p, donde v, € D,.

Ahora, consideramos el algebroide de Lie-Atiyah 7o|G : TQ/G — M = Q/G
asociado al fibrado principal p : Q@ — M = @Q/G. Noétese que el espacio de
érbitas D/G de la accién de G sobre D es un subfibrado vectorial (sobre M)
del algebroide de Lie-Atiyah.

A continuacién, obtendremos una base local de I'(mg|G) adaptada al subfi-
brado vectorial D/G.

Para construirla, elegimos una trivializacion local U x G del fibrado principal
p:Q — M = Q/G, donde U es un subconjunto abierto de M, y sea e el
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elemento neutro de G. Supongamos que () son coordenadas locales en U.

0 0
Si (—Z)h es el levantamiento horizontal del campo de vectores — en U

ox oxt

entonces (W)h es un campo de vectores G-invariante y {(
x

oxt
una base local de S*.

Por otra parte, consideramos una familia de aplicaciones diferenciables
o :U—9g, a=1,....n—m,

tal que, para todo x € U, {€,(x)} es una base de g y {€.(x)}a=1

.....

base del espacio vectorial

g7 = {€ € gl&o(a,¢) € Dy}

Aqui, &g es el generador infinitesimal de la accién libre de G sobre ) asociado

aeg.
Ahora, introducimos los campos de vectores verticales sobre U x G dados

por
Vo: UxG — TUXxG)=TUXxTG

(2,9) — ca(®)(g),

—
donde €, () es el campo de vectores invariante a la izquierda sobre G inducido
por el elemento é,(x) de g. Entonces, estd claro que

(o) Vad = {5 Voo Vi)

es una base local de campos de vectores G-invariantes sobre () y que

(V)

es una base local del espacio de las secciones del subfibrado vectorial D — Q).

Asi, tenemos la correspondiente base local de secciones

{ei7 ea} - {eia €a, eA}

del algebroide de Lie-Atiyah |G : TQ/G — M = /G adaptada al subfi-
brado vectorial D/G — M = Q/G.
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Denotamos por (¢, @%, y?, y*) las coordenadas locales sobre TQ/G inducidas
por la base {e;, e,,e4}. Entonces D/G estd localmente caracterizado por las

ecuaciones

Por otra parte, si

0
nh : — I« ~a
™ (i) = T @),
95

para todo x € U, se sigue que
leis ejlrqia = Bjiey,  [eieslrqic = wigers  [easeslrqia = clgey,

donde .o
arz J apB @ o
MZ@ = XZﬁ - F?Cgﬁ'
Ademas, si prg/c : TQ/G — TM es la aplicacién ancla del algebroide de
Lie-Atiyah |G : TQ/G — M = Q/G, tenemos que

0
projalei) = EyeE pro/c(eq) = 0.

Como la métrica fibrada (, )p es invariante bajo la accién de G, ésta induce
una métrica fibrada (, )p,q sobre D/G, con funcién Lagrangiana asociada

[: D/G — R. Por tanto, deducimos que una curva
ot (20(), &' (1), 5 (8), y (1) = (2'(t), (1), y*(t),0)

en D/G es una solucién de las ecuaciones vakénomas para el sistema ligado
(I,D/G) siy sélo si

(d (0l ol i ol
dt (3331) T or (2B + yb#ib)a—ya — (:BJB;‘. + 3P )pa,
d s 0l v ol »

E <8ya> = ("L‘]/‘L?a - ybcgb)a_yd + (ijuﬁl — ybcfb)pA,
) i u ol g .
pa= (& N?A -y Cia)(‘?_yb + (& ,uiBA -y cfa)pB,
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Noétese que si la base de secciones del subfibrado vectorial D/G — M = Q/G,
{e;,e.}, es ortonormal entonces

Ut 7) = S+ (4°)?)

y las ecuaciones vakénomas son

i = (@B + y )y — (7B + v g )pa,

e

9t = (@5, — v )y + (@ g, — yPen)pa,
Pa = (@' 4 — y o)y’ + (@' iy — y°cha)pp.
Esta claro que también es posible estudiar soluciones abnormales tomando

el Lagrangiano [ = 0.

A continuacion mostraremos un ejemplo simple pero ilustrativo.

Ejemplo 5.22 (Véase [51, 91]). Consideremos R* con la distribucién defi-

nida por D = kerw, donde w es la 1-forma de Martinet, esto es,

1\2

w=dx®—

Los siguientes campos de vectores sobre R® generan la distribucién D

{ 0 +(3:1)2 g 0 }
0z 2 Ox3 0zt )

Denotemos por ( , )p la métrica fibrada que hace que dichos campos de
vectores sean una base ortonormal de D.

Ahora, tomamos la acciéon por traslaciones siguiente:

RZx R} — R?
((a,0), (&', 2% %) +— (', 2% +a,2° +D) .

Entonces, tenemos una estructura de fibrado principal p : R® — R*/R? = R

con la distribucién D y la métrica fibrada ( , )p invariantes bajo la accién

de R?,
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Notese que

Vp = span{ 0 9 },

da?’ 9’

1\2
S = DﬂVp:span{Vl: 0 +(x) 0 },

0x? 2 0x3
St = span{ 0 }

dxt
Asi, en el algebroide de Lie-Atiyah TR?/R* = R x R* — R, tenemos la base
de secciones inducida e; : R - R x R? i =1,2,3:

er(z) = (x;(1,0,0)),
er(r) = (2;(0,1,
es(z) = (x;(0,0,1)).

Esta base induce coordenadas (z,, %", y?) sobre TR*/R? y, en este caso, el

subfibrado vectorial D/R? esta caracterizado por la ecuacién y? = 0.

Ademas, tenemos que

[[61, 62]]TR3/R2 - 1’63, [[61, 63]]TR3/R2 - O, [[62, 63]]TR3/R2 — 0’
Y 1
las") = 5((2 + (0')?)

Consecuentemente, las ecuaciones vakénomas son:

pQ = 07
T = _ylmp27
gt = dxpy.

En otras palabras, ps = k constante y las ecuaciones resultantes son

i = —kylw,
b= kax.

Como (22+(y")?) es una constante de movimiento, entonces podemos tomar
(t) = rsend(t) y y'(t) = rcosf(t), donde 6(t) verifica la ecuacién del
péndulo A(t) = —krsen(t) (véase también el Ejemplo 5.23).
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5.-Sistemas de control optimo en algebroides de Lie como sistemas vakono-
mos. (Véase [26, 83]). Sea 7r : E — @ un algebroide de Lie y C' una variedad
fibrada sobre la variedad de estados 7 : C' — (). Consideramos también una
seccién o : C' — F alo largo de 7 y una funcién [ : C' — R.

Si la seccién o : €' — FE a lo largo de m es un embebimiento, entonces la
imagen M = ¢(C') es una subvariedad de F. Ademds, como ¢ : C — M
es un difeomorfismo, podemos definir el Lagrangiano L : M — R por L =
loo~!. Por tanto, en este caso, es equivalente analizar el problema de control
6ptimo definido por (I, 0) (aplicando el principio de méximo de Pontryagin)
que estudiar el problema vakénomo sobre el algebroide de Lie 7 : E — @
definido por (L, M).

De forma mads general (sin suponer la condicién de embebimiento), podemos
considerar la prolongacién 7% : T72C — (' del algebroide de Lie 75 : E — Q

mediante la fibracion 7 : C' — @), esto es,
T°C = {(e.X,) € Engy x T,C| pie) = Tr(X,)}.
Ademas, tenemos la subvariedad de ligaduras M caracterizada por
M= {(e.X,) € TFC|o(p) = ¢}

y la funcién Lagrangiana L : 7PC — R dada por L = l-75. Asi, (L, M) es
el sistema vakonomo asociado con el sistema de control optimo.

Si E = TQ es el fibrado tangente al espacio de estados (), es facil probar
que la prolongacién de T'Q) mediante 7 : C' — () es precisamente el fibrado
tangente T'C'. Bajo esta identificacién, la subvariedad de ligaduras es

M = {X € TC|Tr(X) = o(rc(X))}.

Asi, recuperamos la construccién desarrollada en [26] (véase Seccién 4 en
[26]).

Ejemplo 5.23 Consideremos el siguiente problema mecanico (véase [24, 54,
56]). Una esfera (homogénea) de radio r = 1, masa m e inercia k* alrededor

de un eje arbitrario, rueda sin deslizamiento sobre una mesa horizontal la cual
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rota con una velocidad angular constante €2 sobre el eje 23. Las coordenadas
del punto de contacto de la esfera con el plano son (z!,2?). El espacio de
configuracién de la esfera es Q@ = R? x SO(3) y el Lagrangiano del sistema

se corresponde con la energia cinética
1 1 . .
Kz, 2% 2 3%, wor, w2, wes) = 5(m(xl)2 +m(i?)? + mk* (W2 4w +wh)),

donde (w,1, w,2, w,s) son las componentes de la velocidad angular de la esfera.
Como la esfera rueda sin deslizamiento sobre una mesa que gira, entonces el

sistema esta sujeto a las ligaduras afines:

jjl — Wg2 = —QxQ,
% + Wyl = Ql‘l,

siendo € constante. Ademds, estd claro que @ = R? x SO(3) es el espacio
total de un fibrado principal trivial sobre R? con grupo estructural SO(3)
y la proyeccioén fibrada p : Q — R? es precisamente la proyeccién canénica
sobre el primer factor. Por tanto, podemos considerar el correspondiente
algebroide de Lie-Atiyah TQ/SO(3) sobre R

Como el algebroide de Lie-Atiyah T'QQ/SO(3) es isomorfo a la variedad pro-
ducto TR*xs0(3) = TR*xR?, entonces una seccién de mg|SO(3) : TQ/SO(3)
>~ TR? x R* — R? es un par (X, u), donde X es un campo de vectores sobre
R? y v : R* — R? es una aplicacién diferenciable. En consecuencia, una base
global de secciones de TR? x R* — R? es

0 0

@,0), ey = (@,0)7 e3 = (0, E1), es = (0, Es), e5 = (0, E3),

€1 = (
donde {E}, E,, E3} es la base canénica de R®.
La aplicacion ancla prg/so) : TR? x R* — TR? es la proyeccién sobre
el primer factor y si [-,-]rg/so) es el corchete de Lie sobre el espacio
I'(mg|SO(3)) entonces los unicos corchetes de Lie fundamentales no nulos

SOo1

[es, 64]]TQ/50(3) =e5, [es, 65]]TQ/50(3) =e3 y [es, 63]]TQ/50(3) = éy4.



5.4.3. Algunos ejemplos 247

Esté claro que el Lagrangiano y las ligaduras no holénomas estan definidas
en el algebroide de Lie-Atiyah T'QQ/SO(3) (ya que el sistema es invariante
bajo la accién de SO(3)). De hecho, tenemos un sistema no holénomo en el
algebroide de Lie-Atiyah TQ/SO(3) = TR? x R®. Esta clase de sistemas ha
sido recientemente considerada por J. Cortés et al [24] (en particular, este
ejemplo ha sido cuidadosamente estudiado).

Se comprueba que las ecuaciones de movimiento para este sistema no holo-

nomo son
it —w,e = —Q2?,
% 4 Wyl = Q.Il, (536)
Wg3d = C,

donde ¢ es una constante, junto con

&+ s i? =
1+ k25 7
kE2Q)

=2 .1

xXr —1+k2$

A continuacion, consideraremos un problema de optimizacién. Supongamos
)

que tenemos control total sobre el movimiento del centro de la esfera y con-

sideremos la funcién de coste

1
L(z', 2% 3, 3%, wo, wee, wes) = 3 (&) + (&)%)

y el siguiente problema de control éptimo:

”Problema de la bola y el plato” [56]. Dados dos puntos qo, ¢ € @, encontrar
una curva de control éptimo (x'(t),z?(t)) en el espacio reducido que una
los puntos qq y ¢ y minimice fol S (') + (4%)?) dt sujeta a las ligaduras
definidas por las ecuaciones (5.36).

Notese que este problema es equivalente al problema de control 6ptimo
definido por la seccién o : R? x R? — TR? x R? a lo largo de TR? x R* — R?

dada por
ozt 2% ut u?) = (2, 2% ut u?, —u® 4+ Qb ut + Qa? o)

y la funcién I(z!, 2% u', v?) = 2((u')? + (v?)?). Como o es claramente un

embebimiento, deducimos la equivalencia entre ambos problemas.
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Una condiciéon necesaria de optimizacion del problema estd dada por las
correspondientes ecuaciones vakonomas. En este caso, denotaremos por

1 _ -1 2 _ -2 3 __ 4 5 _ .
Yy =T, Y =T, Y =Wz, Y = Wg2, Y = Wys.

Por tanto, el problema vakénomo esta dado por el Lagrangiano

y la subvariedad M definida por las ligaduras
P o= Wl 2yl ) = — + Qal,
yto= Uil 22yt ?) =yt + Qa?,
yoo= Uty y?) =
Asi, obtenemos que las ecuaciones vakénomas son:

(

ps = cps— (y' + Qa?) ps,

P = —cps — (y* — Qa') ps,

ps = (y'+Qa?) ps + (v* — Qat) pa,
d

i (y —p4) = —Qps,
d
dt (y +p3) - _Qp47

| y=dt, Y=t

Ademas, como la matriz

( i 82\1#‘> B ( 1 o)
Oy 0y’ A=3 8ya8yb 1<a,b<2 01

es regular, tenemos que el sistema vakénomo es regular. En consecuencia,
existe una unica solucién de las ecuaciones vakénomas en la subvariedad Wy

que esta determinada por las ecuaciones

0L owA L
P = 8y — YA Dyl =Y — D4,
oL owA
P2 = o2 yA82—y+p3
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Asi, se sigue que (x!, 22 p1, p2, p3, pa, ps) son coordenadas locales sobre W,
(0, del Corolario 5.20, sobre E*).
Ademds, sobre W, tenemos un corchete de Poisson bien definido { , } 1)

Para las funciones coordenadas los términos no nulos son los siguientes

{e' o1}y =1, {22 p2tmy =1,
{P3>P4}(L,M) = D5, {P3>P5}(L,M) = P4, {p4,p5}(L,M) = —DPs3.

La expresién local del Hamiltoniano Hyy, es

1 1
Hyy, (451, 372,]?1,272,2?3711472?5) = 5(291 +p4)2 + 5(172 —p3)2 +cps + p3Qa’! +p49932

y las ecuaciones vakénomas son

(

P = {pu, Hw }am = —ps,

P2 = A{p2, Hw, Yoy = —Qpa,

ps = {ps, Hw, }om) = cps — (D1 + pa + Qa?) ps,

pae = {pa, Hw, bom) = —cps — (p2 — p3 — Q') ps,

ps = Aps, HwiYwam = (01 + pa+ Qa?) p3 + (pa — ps — Q') py,

jjl = {xlv HW1}(L,M) =D +p4a

\ :tZ - {x27HW1}(L7M) = P2 — P3.

Uno de los casos mas estudiados es cuando ¢ = 0 (es decir, la esfera rueda
de forma que su velocidad angular es siempre paralela al plano horizontal) y

2 =0 (la mesa no rota). En este caso, las ecuaciones se reducen a

Ps=—Y'ps, Pa=—Y*ps, D5 =Y'DP3s + y*pa,

d , d
— (4t = =0, — (¢? =0
dt (y p4) Tt (y +p3) )
yl — j,’l, y2 — j}2,
Asi, es facil comprobar que
d

(W) + @) =o.
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Por tanto, y'(t) = cosf(t) e y*(t) = senf(t), cuando 1 = /(y1)? + (y2)2.
Ademas, se deduce que p5 = 0.

Ahora, como y' = py + ki e y> = —p3 + ko, con ki, ko € R constantes,
considerando k; = rcosy y ke = rseny, entonces, de la ecuacion ps =
Yy ps + y?ps, obtenemos que

0 = rcosfsen p —rsenf cosp = —rsen (6 — ),

es decir, el angulo € verifica la ecuacion del péndulo, mientras que las coor-
denadas del punto de contacto satisfacen las EDOs: @! = cosf y 42 = sen .
El resultado notable es que estas ecuaciones garantizan que el punto de con-
tacto de la esfera rodando de manera éptima describe una elastica de Euler
(véase [50]). A



CAPITULO 6

Sistemas Lagrangianos singulares y mecanica
vakénoma en afgebroides de Lie

En este capitulo estudiaremos los sistemas Lagrangianos singulares sobre un
afgebroide de Lie. Para ello, desarrollaremos previamente un algoritmo de
ligaduras para algebroides de Lie precosimplécticos. Ademas, presentare-
mos una descripcion geométrica de la mecanica vakénoma en afgebroides de
Lie usando también dicho algoritmo. Finalmente, introduciremos para un
sistema vakonomo regular un corchete af-Poisson cuya parte afin-lineal nos

permitira dar la evolucion de un observable.

6.1 Algoritmo de ligaduras para algebroides
de Lie precosimplécticos

Sea 7 : E — (@ un fibrado vectorial de rango n sobre una variedad () de
dimensién m y con estructura de algebroide de Lie ([, ] g, pr). Supongamos
que 2 € T(A*75) y que n € T'(75) es una seccién no nula en todo punto de
Q.

Ahora, consideramos una seccién arbitraria Y € I'(1g) tal que iyn = 1.

251
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Entonces, podemos introducir la seccién Qy € I'(A?75) dada por
Qy =0 - n VAN ZyQ

Ademas, tenemos que iy§2y = 0 y es facil probar que e € E, satisface las
condiciones
ieQx) =0y i.n(r)=1

si y solo si
e Qy () = —iy, Q) v den(z) = 1.

Por otra parte, definimos el morfismo de fibrados vectoriales b, ) : £ — E*
(sobre la identidad de Q) como sigue

by m)(€) = e Qy () + 1()(e)n (),

para e € E,, con x € ().
Ahora, si z € @ y F, es un subespacio de E,, podemos introducir el subes-
pacio vectorial £ g E, dado por

Fp 0 = {e € By | (~ie Qy () +n(x)(e)n(@))(f) = 0,V f € F}.

Nétese que Ex ™" = ker Qy (x) Nkern(z).

Como en la Seccion 5.1, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 6.1 Sibq, (2)n) = Py m)|E. entonces
@y (Fr) = (F 7 7)° (6.1)
Demostracion: En primer lugar, probaremos que
dim F-" = dim E, — dim F, + dim(E-®7 0 F,). (6.2)

En efecto, consideramos la aplicacion lineal I;(,Qy(x)m(x)) : B, — I dada por

D~y @) (€) = (—icly (z) + n(x)(e)n(z)) k., para e € E,.
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Es facil probar que

o

kerb(-ay @@y = F7 O, Imb gy @) S (B2 NE)
Asi, se sigue que
dim E, — dim F> %" < dim F, — dim(E-®" 0 F,).

Por otra parte, se puede ver que

ker(bay @) m@yir) = Er " A Fy, Im (O @me@)ie) © (F )7
Por tanto,
dim F, — dim(Ej’(QY’”) N F,) < dim E, — dim Fjv(QYan).

En consecuencia, deducimos que la igualdad (6.2) es cierta.
Ahora, es obvio que

6y ()@ (Fi) © ()

y, va que dimb(qy (z) () (Fx) = dim (FIL’(QY’")> (véase (6.2)), se tiene el
resultado. CQD

A continuacién, supondremos que €2 es una 2-seccién presimpléctica (es decir,
dfQ = 0) y que n € I'(7}) es un 1-cociclo (es decir, d¥n = 0). Diremos
entonces que la terna (E, 2, n) es un sistema precosimpléctico.

La dinamica del sistema precosimpléctico estd dada por una seccion X €

['(7g) que satisfaga las ecuaciones

En general, no se podra encontrar una seccién X que satisfaga las ecuaciones
(6.3) en todos los puntos de (). Asi, en primer lugar, buscaremos los puntos
donde (6.3) tiene sentido. Definimos
Q1 = {z€Q|FecE,: i.Qx)=0y i.n(x)=1}
= {z € Qn(z) —ix,Qx) € dioy @) () (Ex)}-
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De (6.1), se sigue que
Q1= {z € Q|(n(z) —iy,x))(e) = 0,V e € ker Qy (z) Nkern(z) = ELvm},

Si ()1 es una subvariedad embebida de @), entonces deducimos que existe
una seccion X de 7 : EF — (@ en los puntos de ()1 que satisface las ecua-
ciones (6.3). Pero pg(X) no es, en general, tangente a ;. Asi, debe-
mos restringirnos a E; = p.' (TQ;). Nétese que, si E; es una variedad y
T = Tpe, : £ — @1 es un fibrado vectorial, entonces 7 : B} — @1 es un
subalgebroide de Lie de 75 : £ — Q.

Ahora, debemos considerar el subconjunto )> de ), definido por
Q2 ={z € Q1|n(z) —iv,Az) € by @)n) ((E1)s)
= Dy )@ (P5 (ToQ1))}

= {z € Q1| (n(z) — i, 2x))(e) =0, Ve € (E)x ™"},
Si ()> es una subvariedad embebida de (), entonces deducimos que existe
una secciéon X de 7 : E; — @1 en los puntos de ()2 que satisface las
ecuaciones (6.3). Sin embargo, pg(X) no es, en general, tangente a Q.
Por tanto, tenemos que restringirnos a Fy = pEI(TQg). Como antes, si
Ty = Tg|E, - E2 — Q2 es un fibrado vectorial, se sigue que 75 : Ey — ()3 es
un subalgebroide de Lie de 71 : By — Q.

Consecuentemente, si repetimos el proceso, obtenemos una sucesion de sub-
algebroides de Lie (por suposicién):

...‘—>Qk+1'—>Qk%---(_>Q2f_)Q1HQO:Q

Tk41 Tk T2 T1 To =TE
o= —FE—.. . —FE—FE—F=FE

donde

Qrer = {2 € Qi| (n(2) — iy, Q) (€) = 0, Ve € (pg"(TQw) "} (6.4)

Eji1 = pg (TQrs1)-
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Si existe k € N tal que Qr = Qk41, entonces decimos que el algoritmo de
ligaduras se estabiliza. En esta situacion, existe una solucién bien definida de
la dindmica (pero no necesariamente tnica) en la subvariedad de ligaduras
final Q¢ = Q). Denotaremos por

Qs = Qi1 = Qk, E; = Ep1 = Ep = p (TQy).

Entonces, 7 = 7, : £y = B — @ = @i es un subalgebroide de Lie de
75+ B — @ (el algebroide de Lie restriccién de E a Ef). De la construccion
del algoritmo de ligaduras, deducimos que existe una seccion X € I'(7y)
que verifica las ecuaciones (6.3). Ademas, si X € I'(7y) es una solucién de
las ecuaciones dinamicas, entonces cualquier otra solucion es de la forma
X'=X+Z,donde Z € I'(ry) y Z(x) € ker Q(x) Nkern(z), para todo
x € Q5. Por otra parte, si denotamos por {0y y 7y la restricciéon de 2 y
7, respectivamente, al algebroide de Lie Ef — (), tenemos que {2y es una
2-seccién presimpléctica, 1y es un l-cociclo y cualquier seccion X € I'(7y)
que verifique las ecuaciones (6.3) también satisface las ecuaciones

ngfZO y anle, (65)

pero, en principio, existen soluciones de (6.5) que no son soluciones de (6.3),
pues ker Q@ Nkern N E; C ker Q¢ N kerny.

Observacion 6.2 Notese que el algoritmo de ligaduras previo y la descrip-
cion de las subvariedades de ligaduras generalizan algunos resultados obteni-
dos en [60] (véase también [21]) . O

6.2 Reduccién de algebroides de Lie preco-
simplécticos

Sean (E, [, |g,pe)y (E', [, ], pr) dos algebroides de Lie sobre las varie-
dades Q y @', respectivamente. Supongamos que 2 € I'(A?7%) (respectiva-
mente, ' € T'(A?7},)) es una 2-seccién presimpléctica sobre 75 : E — Q (res-

pectivamente, 75 : E' — Q') y que n € I'(1;) (respectivamente, ' € I'(7},))
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es un l-cociclo sobre 75 : E — @ (respectivamente, 7g : E' — @) no nulo
en todo punto de @) (respectivamente, @)'). Entonces, podemos considerar

las correspondientes ecuaciones dinamicas
ixQY=0y ixn=1 X e€l'(rp),
ixQ =0y ixn =1 X e€Tl(rp).
Si aplicamos el algoritmo de ligaduras desarrollado en la seccién anterior al

primer problema, obtenemos la siguiente sucesion de subalgebroides de Lie
de TE - F — Q

2 Q1= Q= .= Q= Q1= Qo =Q

Tk41 Tk TTQ T1 To =TE
o= —E,— ... = FE—=FE—=FE=F

De forma similar, si aplicamos nuestro algoritmo de ligaduras precosimpléc-
tico al segundo problema, obtenemos una sucesién de subalgebroides de Lie
de 7 : B — Q'

<—>Q;€+1t—>Q;€<—><—>Q’2% Q’1<—>Q6 = Q'
AL n 17 %=

=B —E—. . —E—>FE —E/=F
Nétese que la restriccidn (€2, my) (respectivamente, (€2, 7)) de (€2,1) (res-
pectivamente, (2',7')) al algebroide de Lie 7 : Ey — Qj (respectivamente,
7. : B, — @) es una estructura precosimpléctica sobre 7, : Ep — Q
(respectivamente, 7, @ E; — Q).
Ahora, supongamos que el par (II, 7)

E 11 - F/

TE TE'

T
Q - Q
es un epimorfismo dindmico de algebroides de Lie precosimplécticos entre E

y E’. Esto significa que:
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i) El par (IT, ) es un morfismo de algebroides de Lie,

it) m: @ — @' es una sumersion sobreyectiva y Ilp, : £, — E;(x) es un

epimorfismo lineal, para todo z € @), y
i) (ILm)*QY =Qy (I, 7)*n =n.

Entonces, como en la Seccién 5.2, veremos que los subalgebroides de Lie de
las dos sucesiones anteriores estan relacionados por epimorfismos dindamicos
de algebroides de Lie precosimplécticos.

De hecho, procediendo de forma similar que en la prueba del Lema 5.2, se
puede deducir el siguiente resultado.

Lema 6.3 Si (II, ) es un epimorfismo dindmico de algebroides de Lie pre-
cosimplécticos, tenemos que:

i) m(@Q) = @y y I(Ey) = E.
i) Six1 € Q1, entonces m (w(x1)) € Q1 y ker(Ijg,, ) C (E1)y, -

i) Sim o Qr — Q) y 1y« By — EY son las restricciones a Q1 y Ey de
m:Q — Q yll: E— FE', respectivamente, entonces el par (Il,m) es
un epimorfismo dindmico de algebroides de Lie precosimplécticos.

Ahora, podemos probar el resultado para cualquier valor de k.

Teorema 6.4 Sea (II, ) un epimorfismo dindmico entre los algebroides de

Lie precosimplécticos E y E'. Entonces, tenemos que:
i) m(Qr) = Q) y I(Ey) = Ej, para todo k.

i) Si vy € Qx, entonces 7' (m(xx)) C Qk y ker(g,, ) C (Ek)a,, para
todo k.

iii) Si g 2 Qp — Q) y g : Ey — Ej. son las restricciones a Qi y Ej de
7:0Q — Q yll: E— E', respectivamente, entonces el par (I, m) es
un epimorfismo dinamico de algebroides de Lie precosimplécticos, para

todo k.
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Demostracion: Sea Y’ una seccién de 75 1 B/ — Q' tal que
n(Y') =1
y sea Q. € T'(A*1},) definida por
v = =0 Niy Q.

Ya que el par (II, 7) es un epimorfismo de algebroides de Lie, se puede elegir
Y € I'(7g) tal que
MY =Y'om.

Ademas, usando que (I, 7)*Q) = Q y (II, 7)*n’ = n, deducimos que
(H,ﬂ'>* g// :Q—T]/\in:Qy. (66)
Ahora, de (6.6) y el Lema 6.3, se sigue que

1,090,
(B 5@ 7)) = (B ™ para 2, € Q,

y, en general,

I ((Ep)z ) = (E,’C)l’(ﬂy”n), para xj € Q. (6.7)

m(wk)

Entonces, procediendo por inducciéon sobre k y como en la demostracién
del Lema 5.2, se prueba el resultado (nétese que el Teorema es cierto para
k=0,1).

Por tanto, también en el caso precosimpléctico, el comportamiento de los dos
algoritmos de ligaduras es el mismo. De hecho, si obtenemos un subalgebroide
de Lie final 7y = 7, : Ey = E}, — Qy = @, para el primer problema (es decir,
si Qr = Qr41) entonces, del Teorema 6.4, se sigue que @, = @}, y tenemos
un subalgebroide de Lie final 7p = 7 : E} = B — @} = Q) para el
segundo problema. Reciprocamente, si el segundo algoritmo de ligaduras se

estabiliza para un cierto k (esto es, @, = @Q},) entonces, usando (6.4) y
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(6.7), deducimos que Q) = Qp41, es decir, el primer algoritmo de ligaduras
también se estabiliza en el nivel k.
A continuacién, supongamos que X : @), — FEj, es una seccién del algebroide

de Lie 1, : B, — Q) tal que
ixQ, =0y ixng, =1
y que X es (IIj, 7 )-proyectable, es decir, existe X’ € I'(7]) satisfaciendo que
X' o, =1 X.
Entonces, usando que (II, 7)*2 = Q y que (II, 7)*n’ = n, obtenemos que
iX/Q"Q;C =0y Z'X/nl'% = 1.

En otras palabras, X’ es una solucién (en los puntos de Q}) del segundo
problema dinamico.
Reciprocamente, si X’ € I'(7{) es una solucién de las ecuaciones dindmicas

Z'X/Q‘,Q;C =0 y ’L'X/nl,Q;C == 1,

entonces, ya que (IIg, ) es un epimorfismo de fibrados vectoriales, podemos
elegir X € I'(1,) tal que
X "o T — Hk o X.

Ademas, usando que (I, 7)*Q = Q y (II, 7)*n’ = n, concluimos que
ixo, =0y ixne, =1.
6.3 Sistemas Lagrangianos singulares sobre

afgebroides de Lie

En esta seccion estudiaremos los sistemas Lagrangianos singulares sobre afge-
broides de Lie y abordaremos el problema de que la solucién obtenida median-

te la aplicaciéon del algoritmo de ligaduras precosimpléctico sea una SODE.
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Sea (T4 : A — Q,7v : V. — Q,([,]v, D, pa)) un afgebroide de Lie sobre
una variedad (). Entonces, el fibrado bidual 75 : A — @ de A admite una
estructura de algebroide de Lie ([-,-] 7, p7) tal que la seccién 14 del fibrado
dual A" es un 1-cociclo. Sea T}A : TAA — A el fibrado A-tangente a A, esto
es, la prolongacién del algebroide de Lie A mediante la fibracién T A= Q.
Consideramos sobre A una funcién Lagrangiana L : A — R. Denotamos
por Qy la 2-seccién de Poincaré-Cartan asociada a L (véase (3.5)) y por ¢g
el 1-cociclo de 77 TAA — A definido en (3.3). Entonces, (21, ¢o) no es,
en general, una estructura cosimpléctica sobre 7° AA y, asi, las ecuaciones
dindmicas
ixQ =0y ixpo =1

no tienen, en general, solucién (véase Seccién 3.1.3). Ademds, si existe
solucién de las ecuaciones anteriores no es, en general, una ecuacion diferen-
cial de segundo orden y no es, en general, Unica.

Por otra parte, sean Legy : A — A% y legy, : A — V* la transformacién
de Legendre extendida y la transformacién de Legendre, respectivamente,
asociadas a L. Notese que, en general, leg;, no es un difeomorfismo local.
Tenemos asi el siguiente diagrama

Legr,

M, = Leg(A) At

A H1 H

M\

M1 = legL(A) . V*

legr,

donde pq = i, = HiLegr(A) Y legy (respectivamente, Leg) es la restriccion
de legy, (respectivamente, Legy ) a suimagen M; = legy (A) (respectivamente,
My = Legr(A)).
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Definicién 6.5 La funcion Lagrangiana L sobre el afgebroide de Lie A se

dice que es casi regular si se verifican las siguientes condiciones:

i) El subconjunto M, = Legy,(A) de At es una subvariedad embebida de
At

ii) La aplicacion Legy, : A — M, inducida por la transformacién de Le-

gendre extendida es una sumersion con fibras conezas.

iii) El subconjunto leg;*(legr(a)) de A es conexo, para todo a € A.

Observacién 6.6 Notese que la Definicion 6.5 generaliza la nociéon de La-

grangiano casi regular auténomo (respectivamente, no auténomo) dada en
[34, 35, 36] (respectivamente, [20, 21, 59, 60]). O

Proposicién 6.7 Si L : A — R es un Lagrangiano casi reqular sobre el

afgebroide de Lie A, entonces se verifican las siguientes propiedades:
i) leg;(legr(a)) = Leg; '(Legr(a)), para todo a € A.
ii) La aplicacion py : Ml — M es biyectiva.

iii) Existe una unica estructura diferenciable sobre My tal que iy : Ml —

My es un difeomorfismo.
iv) My es una subvariedad de V*.

v) La aplicacion legy : A — M es una sumersion con fibras conezxas.

Demostracién: i) Sea a € A. Entonces, es obvio que Leg;'(Legr(a)) C
leg; '(legr(a)). Por tanto, sélo tenemos que probar que leg;'(legr(a)) C
Legr'(Legr(a)).

Como las fibras de Leg; : A — M son conexas, entonces Leg; ' (Legr(a)) es
la hoja de la distribucién completamente integrable ker(7"Leg; ) que contiene
al punto a, siendo T'Leg; : TA — T A" la aplicacién tangente de Legy, :

A— AT,
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Por otra parte, ya que rang (Legy) = dim My, tenemos que rang (Legy) es
constante. Asi, usando que rang (legy) = rang (Legy) (véase la Observacién
3.2), deducimos que rang (legy) es también constante y asf leg; ' (leg(a)) es
una subvariedad regular y cerrada de A cuyo espacio tangente en cada punto
b es justamente ker(Tylegy).

Ahora, puesto que ker(Tleg;) = ker(T'Legy) (véase la Observacion 3.2),
se sigue que leg;'(legr(a)) es una subvariedad integral de ker(TLeg;) en
el punto a. Finalmente, como leg;'(legr(a)) es conexa, deducimos que
leg; (legi(a)) € Leg; (Legy (a).

i1) En primer lugar, probaremos que p es sobreyectiva. Sea a; € M; =
legr,(A). Entonces sabemos que existe a € A tal que legr(a) = a;. Denote-
mos por a; = Leg(a) € M, = Legr(A). Asi, tenemos que

p1(a1) = pi(Legi(a)) = legi(a) = ar.

Ahora, veamos que j; es inyectiva. Sean 1,b; € M, tales que pi(ag) =
p1(by). Consideramos a,b € A tales que Legi(a) = &, y Legi(b) = by.
Entonces, obtenemos que

legi(a) = p(Legi(a)) = p (1) = p(b1) = pa (Legi (b)) = legi(b).
Asi, usando i), deducimos que
Leg,(a) = Leg(b),

es decir, a; = f)l.

iii) Se obtiene directamente de i1).

iv) Probaremos que i : M; — V* es una inmersién de lo que deducimos el
resultado. Como i = pojopu; ", tenemos que i es diferenciable. Ahora, sean
a; € My y vy € T, My tal que (T,,7)(v;) = 0. Usando que Leg; : A — M es
una sumersién, podemos considerar a € Ay v € T, A tales que

Legi(a) = py ' (a1) v (TaLegi)(v) = (T, iy )(v1).

Entonces,

(Tt ) Tau 17 (1)) = (T3 ) (TaLegs (0) = (TaLegn)(v)
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y, por tanto, 0 = (7,,4)(v1) = (Tulegr)(v). Asi,
v € ker(T,legy) = ker(T, Legy).
Esto implica que

0 = (TaLegs)(0) = (T, o) Tautii 01).

Como T/ pand Y T,, 1y * son monomorfismos, concluimos que v; = 0. Esto
prueba que i es una inmersion.

v) Se obtiene como consecuencia directa de los resultados anteriores. [CQD

Observacién 6.8 Notese que L es un Lagrangiano casi regular localmente si
o . . . 0?L
y sélo si la matriz Wy, = (W,3) tiene rango constante, siendo W, 5 = W

y (2%, y*) coordenadas locales en A.

En lo que sigue, supondremos que L : A — R es un Lagrangiano casi regular.
Asi, de la Proposicién 6.7, tenemos que j; : My — M, es un difeomorfismo
y, por tanto, podemos considerar la aplicacion

hy = puyt: M, — M,.

Por otra parte, como 7'{'}‘ a2 My — @Q es una fibracién, podemos considerar
la prolongaciéon 7M; del algebroide de Lie A mediante T{;‘ A, que sabemos
es un algebroide de Lie sobre M; con proyeccion T;V‘Ml : ’T“ZMl — M;.
A continuacién, construiremos una estructura precosimpléctica (£2,,71) so-
bre el algebroide de Lie TAM; — M;.
En primer lugar, consideramos la prolongacién 7 (johy) : TAM; — TAAT
de la aplicacién johy : M — At

T(joh)

TAM, TAAT
Vi, Tat
i i
Jeh

M, - AT
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En otras palabras, 7 (johy) = (Id,T(johy)), siendo T(johy) : TMy; — T A"
la aplicacién tangente de johy : My — AT, )
Entonces, definimos la 2-seccién Qp,, € F(/\Q(T;V‘Ml)*) como

th = (T<j°h1>>j°h1>*9ﬂ7

donde €2 7 es la seccion simpléctica candnica asociada al algebroide de Lie A
Como (7 (johy),jehy) es un morfismo de algebroides de Lie, tenemos que
(2, es una 2-seccién presimpléctica sobre 7 “ZMl — M.

Por otra parte, consideramos la seccién 7 de (T“E.AJF)* — AT definida en
(4.36). Notese que si pry : TAA+ — A es la proyeccién canénica sobre el
primer factor, entonces (pry, 74+) es un morfismo entre los algebroides de Lie
7'1{” CTAAT — AT YTi: A— Q@ y, ademas, se verifica que

(pry, 7a+) 1a =17
Asf, como 14 es un 1-cociclo de 75 : A— @, se deduce que 77 es un 1-cociclo

de 7':{” . TAA+ — A*. Ahora, definimos el 1-cociclo 7, € F((T;V‘Ml)*) por

m = (7 (joh),johi)".
Entonces, tenemos las siguientes relaciones:
o () = (TL€91, Legl)*((ijj)*Qj> = (Tl€917l€91)*9h1,

o ¢o = (T Legy, Leg1)*((T4,5)*n) = (T legy, legr)™m,

siendo 7 Leg; : TAA — TAM, (respectivamente, 7j : TANM, — TAA+ y
T legy : TAA — T“ZMI) la prolongacién de Leg; : A — M, (respectiva-
mente, j: My — Aty leg; : A — Mj).

Usando la Proposicion 6.7 y las relaciones anteriores, deducimos el siguiente

resultado.

Proposicién 6.9 FEl par (7 legy,legy) es un epimorfismo dindmico entre los
algebroides de Lie precosimplécticos (T4A, Qr, ¢o) y (TAMy, Qp,,m1).
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El siguiente diagrama ilustra la situacion anterior

TA4 T leg, _ Tle
leg:
A - M,
TA T‘t'Ml
Q

Ahora, consideramos las siguientes ecuaciones dinamicas

ixQ =0y ixgpg=1, con X € F(Tj{‘) (6.8)
y *
iyQp, =0y iymp =1, con Y € F(T}V'Ml). (6.9)

En general, no podremos encontrar una secciéon X € F(TIZA) (respectivamente,

Y el (T?‘Ml)) que satisfaga las ecuaciones (6.8) (respectivamente, (6.9))
en todos los puntos de A (respectivamente, M;). Asi, debemos aplicar el
algoritmo de ligaduras general desarrollado en la Seccién 6.1 para un sistema
precosimpléctico arbitrario.

Supongamos que este algoritmo se estabiliza en el nivel k para el primer
problema dindmico, es decir, que existe un subalgebroide de Lie (T“‘N‘A)k de
TAA sobre una subvariedad A de A y una seccion Xy de (7 “ZA) » — A tal

que

(ix,20)ja, =0y (ix, P04, = 1.

Nétese que (TAA), = (p}“)_l(T.Ak), donde p%* TAA — TA es la apli-
cacién ancla del algebroide de Lie TAA — A Ademsds, usando la Proposicion
6.9 y los resultados de la Seccion 6.2, deducimos que el algoritmo de ligaduras
también acaba en el nivel k para el segundo problema dindmico. De hecho,

como en la Seccién 5.3, tenemos que:
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i)

i)

iii)

iv)

legi(Ay) = My es una subvariedad de M; y
(TAM) = (T leg) (TAA)) = (pF) (T M)

es un algebroide de Lie sobre My, siendo p}*’ L TAV* = TV* la

aplicacion ancla del algebroide de Lie TAV* 5 V=,

Si aj, € Ay entonces leg;  (legi(ar)) € Ay v ker(T,, legr) C (ﬁfA)k.
Noétese que, de (3.6) y (3.15), se sigue que

ker(7,,legr) = ker Qp(ax) N (7;“3«4)",
siendo (7 “‘T.A)" el subfibrado vectorial de 744 — A definido por

(TAA)Y = {(0,v) € TAA| (T74)(v) = 0}.

Silegitr @ Ar — Mgy (Tleg)ksr - (T“Z.A)k — (T“ZMl)k son las
restricciones a Ay y (T“Z.A)k de legy : A = Ay — My y Tlegy :
TAA — T“Z‘Ml, respectivamente, entonces el par ((7 leg)gi1, legri1) es
un epimorfismo dindamico entre los algebroides de Lie precosimplécticos
(T “Z.A) kY (T“K]\/[l) k- Obsérvese que la estructura precosimpléctica (€2,
¢o) (respectivamente, (€2p,,,71)) sobre TAA (respectivamente, 7 AN
induce, de forma natural, una estructura precosimpléctica sobre el sub-
algebroide de Lie (’T“‘TA);C (respectivamente, (T“ZMl) k)-

Si X} es una seccién de (T“Z‘A)k — Ay, verificando que (ix, )4, =0,
(ix,00)4, = 1y, ademds, es ((7 leg)pt1, legrs1)-proyectable, es decir,
existe una secciéon Yy de (T4AM,), — My satisfaciendo

Yieolegri1 = (7 leg)rr1° Xk,

entonces

(iYthl)‘Mk+1 - O y (iYkTh)‘Mk+l - 1
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v) Si Y} es una seccién de (T“KMl)k — M1 solucién de las ecuaciones
dindmicas
(i), =00y (i) vy, =1
entonces podemos elegir una seccién X, de (’T“‘T.A)k — Ay tal que

Yiolegry1 = (T leg)k-i-loXk? (iXkQL)|Ak =0y (iXk¢0)\Ak =1

Ahora, supongamos que la seccion X de (T“‘IA)k — A;. es una solucién de

las ecuaciones dindmicas

(ixQr)ja, =0, (ixdo)a, =1

y que, ademds, X es ((7 leg)kt1,legri1)-proyectable sobre la seccién Y de
(TAM,), — Myy1. Entonces,

(iYQh1)|Mk+1 =0, (iYnl)\Mk+1 =L

El siguiente diagrama ilustra la situacion anterior

T ftA\ - A=A
(TAA), A
Tlegi| (Tleg)rn \legk—i-l legy
(TAM,), My
T“ZMl Ml

Nétese que si p}“ (T “ZA);‘C — TAy es la aplicacién ancla del algebroide

de Lie (T'Z.A)k — Ay, entonces las curvas integrales del campo de vectores
Tk

Pa
a L (véase (3.7)). La razén es que la seccién X no es, en general, una SODE

(X)) no satisfacen, en general, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas

en la subvariedad A, de A. De hecho, X satisface la primera condicién para
ser SODE (ix¢o)4, = 1, pero, en general, no satisface la segunda condicién

(SX>\Ak =0.
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Un método para resolver el problema anterior es descrito en los siguientes
teoremas. La demostracion de estos resultados es similar a la de los Teoremas
5.7, 5.8 v 5.9 y por esta razén la omitiremos.

Teorema 6.10 i) El subconjunto S de Ay definido por
SX ={a€ A, |(SX)(a) =0}

es una subvariedad de Aj.

ii) Eziste un subalgebroide de Lie BX de (T“Z.A)k — Ay (sobre SX) tal que
si (T leg)px : BX — (Tle)k yleggx : S — My son las restricciones de
(Tleg)iyr : (TX-A)k - (T;\Ml)k ylegitr : Ay — Miqq a B* Y S, respec-
tivamente, entonces el par (T legpx,leggx) es un isomorfismo de algebroides
de Lie.

Observacién 6.11 Sea WX : M1 — Ay la aplicacién dada por
Wy (a) = pry(X(a)), para a € M.,

con a € Ay v legpr1(a) = «, donde pr; : (T“ZA)k — A es la restriccién
a (T“ZA) ¢ de la proyeccion candnica sobre el primer factor. Entonces, pro-
cediendo como en la demostracion del Teorema 5.7, se puede probar que
Wy estéd bien definida y que es una seccion diferenciable de la fibracion
legri1 : A — My . Ademads, se tiene que

W (Myr) = 5%, BX = (TWx)((TM),),

donde TWX (T “‘I]\/[l)k — (T’ZA)k es la prolongacién de la seccién WX :
M1 — Ag. %

Teorema 6.12 Existe una tnica seccion (X de BX — SX satisfaciendo las

siguientes condiciones

(iex Q) isx = 0, (igxdo)isx =1 y (S¢¥)sx =0.
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Teorema 6.13 Si ppx : BX — T'SX es la aplicacién ancla del algebroide de
Lie BX — SX entonces las curvas integrales del campo de vectores pgx (¢X)
sobre SX son soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

Observacion 6.14 Si aplicamos los resultados de esta seccion al caso parti-
cular en el que A es el fibrado de 1-jets 7o : J'7 — @ de secciones locales de
una fibracion 7 : Q — R, entonces obtendremos algunos resultados probados
en [59, 60, 110]. O

6.4 Mecanica vakénoma en afgebroides de Lie

En esta seccion desarrollaremos una descripcion geométrica de la mecanica
vakonoma en afgebroides de Lie. Obtendremos las ecuaciones vakonomas
usando el algoritmo de ligaduras descrito en la Seccién 6.1 y estudiaremos el
caso particular en el que el algoritmo se estabiliza en el primer nivel. En esta
situacion, veremos que hay que restringirse a una cierta subvariedad de la
subvariedad final de ligaduras para que el sistema vakénomo tenga una tnica
solucién. Introduciremos entonces la nocién de sistema vakéonomo regular y,
en este caso, podremos definir un corchete af-Poisson que nos permitira dar
la evolucién de un observable.

6.4.1 Ecuaciones vakénomas y corchete vakénomo

Sea (T4: A— Q,7v:V — Q,([,-]v, D, pa)) un afgebroide de Lie de rango
n sobre una variedad () de dimensién m. Consideramos una subvariedad
embebida M C A, denominada la subvariedad de ligaduras, de dimension
n+m —m tal que Ty = T4nm 1 M — @ es una sumersion sobreyectiva.

Ahora, supongamos que b es un punto de M, con 7(b) = z, que (x') son
coordenadas locales en un subconjunto abierto U de @, x € U, y que {eq, €4 }
es una base local de I'(7;) en U adaptada al 1-cociclo 14. Denotamos por
(2%, 9%, y*) (resp., (x%,9y%)) las correspondientes coordenadas locales para A

(resp., A) en el subconjunto abierto le(U) (resp., 71" (U)). Supondremos
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que
M ﬂle(U) = {(xi,ya) € Tzl(U) | @A(xi,ya) =0, A=1,...,m}

donde ®“ son las funciones locales de ligadura independientes para la subva-
riedad M. Como en la Seccion 5.4.1, se puede probar que existen un subcon-
junto abierto V de 731 (U), un subconjunto abierto W C R™"~™ y funciones
reales diferenciables

AW SR, A=1,...,m,
tales que
MOV ={(y*) e Vgt =04y, A=1,...,m},
donde estamos usando la siguiente notacion
v = ("),

paral <a<n,1<A<mym+1<a<n. Consecuentemente, (z*,y)
son coordenadas locales sobre M.

A continuacién, consideramos la suma de Whitney de A" y A, esto es,
AT g A

y las proyecciones canénicas pry : AT @g A — AT y pry : AT B A — A
Sea W, la subvariedad de A" @¢ A dada por

Wo = pry {(M) = AT &g M

y las restricciones m = pryy, ¥ T2 = pryy,. Denotemos también por v :
Wy — @ la proyeccion candnica. El siguiente diagrama ilustra esta situacién

At ®g A Wy =A" o M

N N\
At A

At M
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Ahora, consideramos la prolongacién T}” L TAAY 5 A* (respectivamente,
T TAW, — Wy) del algebroide de Lie A mediante Tar 2 AT — Q (res-
pectivamente, v : Wy — Q). Ademads, podemos prolongar m : Wy — AT
a un morfismo de algebroides de Lie 7 : T“ZWU — TAA* definido por
Tm = (Id, Tm).

Si (2%, Yo, Yo ) son las coordenadas locales sobre A inducidas por la base dual
{e?, e} de la base local {eg, e } de I'(73), entonces (2", Yo, Ya, y*) son coorde-
nadas locales en T, y podemos considerar la base local {)y, Va, P°, P*, V. }
de I'(7%) definida por

(o) = (ea(o). s 0) Valeu) = (eala): i 0).

Pop,a) = <0, aiyt)w,()), P p,a) = (O,a;zav,O»
0

Valer) = (0,055 ),

para (p,a) € Wy y v(p,a) = z, siendo p) y pl, las componentes de la apli-
cacién ancla pz con respecto a la base local {eo,eq}. Si ([, -]% p%) es la

estructura de algebroide de Lie sobre T“ZWO, tenemos que

[[y[)? yﬁﬂ} = gﬁy’w [[ya, yﬂ]]i/z = C;//@y'y’ (610)

y el resto de los corchetes de Lie fundamentales son cero. Aqui, C’gﬁ y C’gﬁ
son las funciones de estructura locales del corchete de Lie [-,-] 7. Ademds,

-0 o, 0
P5(Vo) = po e Pi(Va) = p:xax,p p5(PY) = a’
5 5 0 (6.11)
p(P) = oy p(Va) = oy

A continuacion, consideramos sobre el algebroide de Lie 7'% CTAW, — W la

2-seccion presimpléctica
Q= (TTFI, Wl)*Qj,
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donde €2 7 es la seccién simpléctica candnica sobre TAAY. De (1.17), deduci-

mos que la expresién local de €2 es
1
Q=Y"APy+V*APo+ Chy, Y° ANV + écgﬁywya AP, (6.12)

siendo {)°, Y%, Py, Pa, V*} la base dual de la base local {)y, Vo, P°, P*, V, }.
Por otra parte, si pr; : 7AW, — A es la proyeccién canénica sobre el primer
factor, entonces podemos introducir la seccién 7 € I'((7%)) definida por

n = (pr,v)"14.

Como 14 es un 1-cociclo de A= (@, deducimos que 7 es un 1l-cociclo de

TANWO — Wy. Ademss, es facil probar que
n=2J" (6.13)

Ahora, consideramos una funcién Lagrangian L : A — R sobre A y deno-
taremos por L la restriccién de L a la subvariedad M.

El Hamiltoniano de Pontryagin Hy, es la funcién real sobre Wy = AT ®&g M
dada por

Hyy, (¢, 2) = ¢(a) — L(a),

y, en coordenadas locales,
Hyw, (2", Y0, Yor ") = Yo + yay* +ya¥ (2", y*) — L(z",y") . (6.14)

Asi, podemos considerar la 2-seccién presimpléctica €y, sobre T“IWO defini-
da por i
Qu, = Q4+ d7 o Hy, A,

En coordenadas locales, usando (1.1), (6.10), (6.11) y (6.14), tenemos que

ovA  HL ovA  HL

dTﬁWOHWO =/ (yAW a 8xi>y0 Pa <yA dri (9xi>ya N
FUAP 4y Py + (ya +Ya %\ijj - gj‘l)V“
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y, como consecuencia, usando (6.12) y (6.13), obtenemos que la expresién
local de Qyy, es
ov4 L

ox’ ay)pg + CZOy'y] YA

QW() — ya/\Pa+ [(?JA
1
+#%%WAVMWMMAw+¢EAw (6.15)

vt 9L
oy® oy®

+<ya+yA )V“/\yo.

Por tanto, la terna (T“‘TWO, Qw,,n) es un sistema precosimpléctico.

Definicién 6.15 El problema vakénomo (L, M) en el afgebroide de Lie A

consiste en encontrar las soluciones de las ecuaciones

ixQw, =0 y ixn=1, con X €I'(1Y), (6.16)
es decir, resolver el algoritmo de ligaduras precosimpléctico para (T “EWO, Qwys
n).

A continuacion, obtendremos la definicion local de la primera subvariedad de

ligaduras. De los resultados de la Seccién 6.1, se sigue que
Wy = {w € AT@BoM | (n(w)—iy, Qw, (0))(Z) =0,V Z € (TAWy) = @wo)vm ).

donde Y es una seccion arbitraria del algebroide de Lie T“ZWO — Wy tal que
iyn =1y (Qw,)y = Qw, —n NiyQuy,. Ya que la descripcién serd local y no
depende de la seccion Y elegida podemos suponer que Y = ). Asi,

(T“ZWO)L’((QWO)Y’”) = span{P°, V,}. (6.17)

Por tanto, deducimos que Wj esta localmente caracterizada por las ecuaciones

. ou4 0L
SOa - ya yA aya aya -

Y

0, lo que es equivalente,

oL oUA i l<a<
— —_— m a n.
By Ya By’ Sax

Ya =
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Ademas, un célculo directo, usando (6.13) y (6.15), prueba que la expresién
local de cualquier seccién que satisfaga las ecuaciones (6.16) es de la forma

oL B 8\11’4)
ozt Ya ox’
1 (Cl + WACT, +y°C) | P + TV,

Xroray = Yo+ U4Vu+y* Vo + TP + [p&(

con Yoy T* funciones arbitrarias. En consecuencia, las ecuaciones vakono-
mas son
(i i A i a i
T = py+ VP + Y o
. oL owB
Ya =

e wa)Pix —y,(Cho + TP Clhp +y"Cha),

d (oL out) <@ B aqu> ;
dt \ oye ya oye | \Oz Ya gz )Pa
L ~y,(Coy + PO +4°C),

paratodo 1 <i<m,1<A<mym+1<a<n.

(6.18)

Observacién 6.16 Las ecuaciones de movimiento para la mecanica vako-

noma también pueden expresarse de la siguiente manera

(

¥ = 0y + Y Pa;

d [ 0L oL d 1008\ . 06N . O

Rl ) I - W s o) s

dt (8ya) Po i A[dt(@y“) O‘@:p’} A Dy (6.19)
—yw(c;/oﬂLyﬁCgﬁ)

A _
\ ¢ - 07
conl<i<m,1<a<nyl<A<m, donde ¢* = y4 — ¥4y \y =
oL
Ya — A Noétese que en contraste con las ecuaciones (6.18), las ecuaciones
Y

(6.19) estan expresadas en términos de la funcién Lagrangiana global L :
A — R. Asi, las ecuaciones (6.18) muestran que la informacién dada por el
Lagrangiano L fuera de la subvariedad de ligaduras M es irrelevante para
obtener las ecuaciones vakénomas. Esto estda en contraposicién a lo que

ocurre en mecanica no holénoma (véase Seccion 4.1). &
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Entonces, sabemos que existen secciones X de T“ZW0|W1 — W satisfaciendo
(6.16), pero, en general, no son secciones de (p”AT)_l(Tl/Vl) = TAW,. Asi,
siguiendo el proceso desarrollado en la Seccién 6.1, obtenemos una sucesion

de subvariedades embebidas
.‘—>Wk+1%Wk<—>...%Wg%Wl%WngJFEBQM.

Si el algoritmo se estabiliza, entonces obtenemos una subvariedad final de

ligaduras Wy y existe, al menos, una secciéon X de 7 “ZWf — Wy que satisface

(ixQwy)w, =0y (ixn)w, = L.

A continuacion, analizaremos el caso en que el algoritmo se estabiliza en el
primer nivel, esto es, W; = Wj.

Primero, procederemos localmente. De (6.17), se deduce que la restriccién a
Wi de Xy, e es una seccion de T“‘TW1 — W7 siy sélo si

Y(dT" W0 0) (V) = (A7 o0 (TVs — Xy va))|jwn> V.

Tenemos entonces un sistema de (n — m) ecuaciones con (n — m) incognitas

(las funciones Y*). Asi, si denotamos por R, ¥y 1 las funciones

1 2L 92 uA
_ JT*Wo _ _
Rab [( Spb) (Va)]lwl <5y“8yb yA ayagyb> |W
= [([@dT 00 (YVe — Xeroore))liwn»

se sigue que el sistema anterior admite alguna solucién T si el rango de las
matrices R = (Ra) ¥ Ry = (Rap; 1) €s el mismo. Esta es justamente la
condicién (local) para que el algoritmo finalice en el primer nivel, es decir,
W; = Wi. Noétese que aunque el sistema anterior admita solucién tnica
(esto sucede si y sélo si la matriz R = (Rg) es regular), la seccién solucién
(X (TOVTa))‘Wl no serd unica (ya que la funcién (Yo)w, continta siendo arbi-
traria).

Para resolver el problema anterior, consideramos una subvariedad adecuada
W{ de W; cuya definicién intrinseca es

Wll = {w e | HWl(w) = O}v



276 Capitulo 6. Sistemas singulares y mecénica vakénoma en afgebroides de Lie

donde Hy, : W7 — R es la restriccién a Wy del Hamiltoniano de Pontryagin
Hy,. W/ es una subvariedad de codimension 1 de W; definida por la funcién
de ligadura Hy, = 0. En coordenadas locales, la subvariedad W] estd dada

por la ecuacién
yo + ya¥ (@', y") + yay® — L(z',y") = 0. (6.20)

Sea Qyy; (respectivamente, nyy;) la restriccion de Qyy, (respectivamente, 1) a
TAW]. Obsérvese que la restriccién v} : W) — Q de v : Wy — Q a W] es
una fibracién y, por tanto, sabemos que la prolongacion T“ZW{ del algebroide
de Lie A mediante v) esta bien definida y que es un algebroide de Lie sobre
W/ cuya proyeccién la denotamos por Tj%. Ademas, tenemos el siguiente

resultado.

Proposicion 6.17 (QW{,UW{) es una estructura costmpléctica sobre el al-
gebroide de Lie TAW/ si y sélo si para cualquier sistema de coordenadas
(2%, Y0, Yo, y*) s0bre Wy tenemos que

02L 02 pA

det(Rgp) = det (W — yAW) #0, en todo punto de Wy.

Demostracion: FEsta claro que de\WllQW{ =0y de\Wlan{ = 0.
A continuacién, supongamos que la matriz (R,;) es regular.
Ya que el rango del algebroide de Lie 7AW, — W/ es impar (2n+1), debemos
probar que
ker Qur (w)) Nker nyr (wy) = {0}, Ywy € W1,

Ahora, sea Z € ker Qu(w)) N ker ny; (wy). De (6.15), se sigue que
(12w, (w))) (P (wy)) = (120w, (w}))(Va(w})) =0, para todo a.
Por otra parte,

(V0 Hy ) () (PO(w)) = 1, (0 Vo) () (Va(w])) = R (i),
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para todo b. Asi,

PO(wh) & THWT, Va(wh) & Ty

Z € ker Qu, (w)) Nker n(wy).

Esto implica que (véase (6.17))
Z = PO (wy) + XV (wy).
Por tanto, como Z € %’?W{, se tiene que

0 = Ao(dTWouy) (w))(PO(w})) + A%(dT* Wogy) (w}) (Va(uw}))
= MNRu(w)), paratodo b,

y, en consecuencia, \* = 0, para todo a. Asi, Z = \gP°(w}) y
0 = No(d” ™ gy ) (1) (P°(1})) = o,

es decir, Z = 0.
Reciprocamente, supongamos que el par (Qy, ) es una estructura cosim-
pléctica sobre 7AW] v que

A" Rap(wy) =0, para todo b,
con wy € W{. Entonces, estd claro que
(dewogpb)(w’l)()\“Va(w'l)) =0, para todo b.
Por otra parte, usando (6.20), se sigue que
(@7 Hiy ) () (XVa(h)) = Nipa(w]) = 0.
Asi, XV, (w)) € %’?W{ y, de (6.15), concluimos que
AV (wy) € ker Qur(wy) Nker nyy (wy) = {0}.

Esto implica que A* = 0, para todo a. CQD



278 Capitulo 6. Sistemas singulares y mecénica vakénoma en afgebroides de Lie

Observacién 6.18 Supongamos que la subvariedad M es un subfibrado afin
B de A, es decir, tenemos un fibrado afin 75 : B — @ con fibrado vectorial
asociado 7y, @ Up — @ y las correspondientes inclusiones ig : B — Ay
ivs : Ug — V. Entonces, podemos considerar coordenadas locales (x') en
un subconjunto abierto U de @ y una base local {eg, e} = {eo,ea,e,} de
['(77) en U adaptada a 14 tal que {e,} es una base local de I'(7y,). Asi,
si (2%, 90,4, y?) son las correspondientes coordenadas locales sobre Til(U ),

tenemos que
75 (U) = BN (U) = {(a',y",y") € 73" (U) |y = 0}.

En otras palabras, la funcién local ¥4 es la funcién cero, para todo A. Por

tanto, en este caso,

2l
o Oyeoyt’

O*L
det <8y“8yb> #0

implica que el correspondiente problema no holénomo determinado por el

Rab para todo a y b.

Notese que la condicion

par (L, B) sobre A tiene una tnica solucién (véase el Capitulo 4). &

Observacién 6.19 Obsérvese que la condicion det (R,;) # 0 implica que la

oyb
implicita, deducimos que existen subconjuntos abiertos W, C W, W C

I
matriz ( “ es regular. Asi, usando el teorema de la funciéon
a,b=m+1,....,n
Rm+n
y funciones reales diferenciables
W =R, a=m+1,...,n,

tales que Wi N W, estd localmente definido por las ecuaciones

a

v = p (1 va), a=m+1,... n.

Por tanto, podemos considerar (z, %, %,) como coordenadas locales en W

y, en consecuencia, de (6.20), deducimos que (z*,y,) son coordenadas locales
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en W{. Asi, una base local de secciones de T4W, — W/ estd dada por

{ o1y Varr, P3}, donde

o 0
Yor = (%a+ pg(ngi - y“‘%q;yjo * pggl;:j]}“)wv{’
Ph = (PA-wipt 4 g—gjva) '

- o),

Esto implica que

{Dors Yarr, Pi, P, Va)wi}
es una base local de secciones de T“ZWOW{ — W{. Ademis, si ([, -]]}i,p}i)

es la estructura de algebroide de Lie sobre 7';% : T“‘N‘Wl’ — W/, tenemos que

[You, Vo] = CosVst, [Vor, Vo] 2 = CS Vs
y el resto de los corchetes de Lie fundamentales son cero. Finalmente,

v a 0

v i 0 v i
pj(yoy) = Po%, Pj(yalf) = pa@xi’

Ahora, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 6.20 Si (w7, mw;) es una estructura cosimpléctica sobre el alge-
broide de Lie T%i : T“ZW{ — W] entonces existe una unica seccion (; € F(szi)
cuyas curvas integrales son soluciones de las ecuaciones vakonomas para
el sistema (L, M). De hecho, (i es la seccion de Reeb de la estructura
cosimpléctica (QW{,nW{), es decir, (1 esta caracterizada por las siquientes

condiciones

iC1QW1’ =0y iCan{ =L
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Demostracion: Procediendo como en la primera parte de la demostracion

de la Proposicion 6.17, deducimos que

ic(Qw)wy =0y i (Mwy =1

y, como consecuencia, las curvas integrales de (; son soluciones de las ecua-
ciones vakénomas para el sistema (L, M).

. . 174 ., .
Ademds, si ¢ € I'(7') es otra solucién de las ecuaciones

i (Qwo)wy =0y dg(m)w; =1

entonces también es solucion de las ecuaciones
i Qur =0y dgnw =1,

lo que implica que ] = (3.

Los resultados anteriores nos sugieren introducir la siguiente definicién.

Definicién 6.21 El sistema vakénomo (L, M) sobre el afgebroide de Lie
T4 A — Q se dice que es regular si el par (Qyw;,mwr) es una estructura

cosimpléctica sobre el algebroide de Lie szi L TAW] — W,

Sea (L, M) un sistema vakénomo regular sobre el afgebroide de Lie 4. En-
tonces, del Teorema 6.20, tenemos que el problema vakénomo tiene una
Unica solucién que es la seccion de Reeb (; de la estructura cosimpléctica
(Qwr, mwy). A continuacién daremos la expresién local de la seccién solucién
G-

Supongamos que (¢, y,) son coordenadas locales en W/ como en la Obser-
vacién 6.19 y que {Vor, Varr, P{1} es la correspondiente base local de F(T;:é).
Entonces, si {0, V5, Parr} es la base dual de {Vor, Varr, PS5}, tenemos que
(véase (6.15))

1
Qw; = VI APar + 50%%37105 Ay + U4 Pa A DY,

ovt oL

ox’ oxt

P A+ [ (94 ) + Clows | 95 A Y.
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Asi, obtenemos que
G ys) = Yo+ p (27, yp) Var + U427, p (27, yp)) Vav
—_ [y7 (Cgo + U (27, p (27, y5))Co g + (2, yﬁ)02a> (6.22)

owA oL )} pa
o

DT (a9 o (2 ) OT|(a9 10 (a9 )

+ (yA

En lo que sigue supondremos que (L, M) es un sistema vakénomo regular
sobre A. En estas condiciones, probaremos que la evoluciéon de un observable
estd dada por la parte afin-lineal de un cierto corchete af-Poisson definido en
el AV-fibrado determinado por las subvariedades de ligaduras Wy y W7.

En primer lugar, introducimos la aplicacién py : Wi — W] dada por

:ul(gpa a) = (90 — Hw, (90’ a)lA(:L‘% a),

para (p,a) € W3 C Wy = AT g M, con v1(p,a) =z € Q.
Si (2%, Yo, Ya) (resp., (2, ya)) son coordenadas locales en W, (resp., W]) como
en la Observacion 6.19, deducimos que la expresién local de py : Wy — W/
es

(2", Yo, Ya) = (2, Ya)-

Ademaés, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.22 Si (L, M) es un sistema vakénomo reqular sobre el afge-
broide de Lie 74 : A — @, entonces uy : Wy — W/ es un AV-fibrado que
admite una estructura af-Poisson.

Demostracion:  Es fécil probar que py : Wp — W/ es un fibrado afin mo-
delado sobre el fibrado vectorial trivial pr; : W] x R — W/, es decir, que
py 2 Wy — W, es un AV-fibrado (véase Seccién 2.1.4). De hecho, si w =
(p,a) € (Wy),, con z € @,y t € R entonces

w+t=(p,a)+t=(p+tla(x),a).

Para definir un corchete af-Poisson sobre p; usaremos la correspondencia

probada en [39] segiin la cudl nos basta con introducir un corchete de Poisson



282 Capitulo 6. Sistemas singulares y mecénica vakénoma en afgebroides de Lie

sobre Wj que sea invariante con respecto a Xy,. Aqui, Xy, es el generador
infinitesimal de la accién principal de R sobre Wj.

Consideramos entonces la prolongacion 7 (1), : TAW, — TAAY de la
restriccion (my)w, : Wi — AT a Wi de la aplicacién m = pryw, : Wo — At
Esta claro que (7 (m1)w,, (m1)w,) es un morfismo de algebroides de Lie y,
por tanto, podemos introducir la 2-seccién Qu, € T'(A%(7 ”1) ) definida por

Qw, = (T (), (), )" Qg

siendo €27 la 2-seccién simpléctica candnica sobre TAA*. Es obvio que
A7 Qe = 0.

Si (2°, Yo, Ya) son coordenadas locales sobre W, como en la Observacién 6.19,
podemos considerar la base local de secciones { Vo1, Va1, PY, PO} de T“ZVVl —
W1 dada por

a a

Yor = (yO‘FPB%Va)lWl, Var = (ya‘f‘Pg%Va)'Wla
Py = (PO, Py = (P“+25: )W

Si {}, V&, Po1, Par} es la base dual de {Vo1, Va1, PY, P}, usando (1.17),

obtenemos que
QW1 = y? /\7)01 + yl Apal + C'Y y7y1 /\yl + Cwﬁyyyl /\yl

Asi, deducimos que Qyy, es una seccién simpléctica de 7AW, — W, y, por

tanto, induce un corchete de Poisson sobre W, que denotaremos por
{', '}Wl : COO(Wl,R) X Coo(Wl,R) — Coo(Wl,]R)
Recordemos que dicho corchete esta definido como sigue

Qw, Qw, vy Qw,
{Fv G}Wl QWI (H H ) = pj (HGW )(F)7

Qw Qw : e . :
donde H; ' vy H ' son las secciones Hamiltonianas asociadas a las funciones

F y G, respectivamente, respecto de la estructura simpléctica yy, .
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Ademas, el 2-vector de Poisson Ty, determinado por el corchete {-, -}y, es

invariante con respecto a Xy, . De hecho, tenemos que Xy, = Em y
Yo
I ph=— A 9 + 0 9
W = 0 i el i
oxt 0 oxt 0y,
vg v (6.23)

y v
CanvéyO & 53/(1 QCa'By’Yéya 4 5Z/ﬁ

Asi, concluimos que p; : W; — W] admite una estructura af-Poisson que
denotaremos por

{ Fvaw : T(pn) X D) — O (W, R).
Dicha estructura esta caracterizada por la condicion

{hll)hlll}vakolul = {Fh/la Fh/l/}le para hlla hlll S F(,ul)7

siendo Fy, Fiy las funciones reales sobre W asociadas a las secciones hy, hY
y que satisfacen las relaciones XW1(Fh’1) =—1y XW1(Fh’1’) =—1.
CQD

El corchete af-Poisson sobre el AV-fibrado uy : Wy — W7,
{, Foar : T() x T(pa) — C(W1,R),

definido en el Teorema 6.22, se denomina el corchete vakéonomo asociado al
sistema regular (L, M).

Por otra parte, nétese que la restriccion Hy, a W; del Hamiltoniano de
Pontryagin Hyy, verifica que

Xw, (—Hw,) = —1.
Por tanto, existe hy € I'(u1) tal que
Fy, = —Hy,.

De hecho, hy es la inclusién de W{ en Wj.

Ademas, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 6.23 Si F| € C*(W|,R) entonces la evolucion temporal de FY,
Fl’, estd dada por
Fll = {h'bFll gflk?

siendo {-,-}. la parte afin-lineal del corchete bi-afin {-, }vax. En otras pa-
labras, el campo Hamiltoniano asociado a hy respecto del corchete vakonomo
coincide con p} (¢1).

al

o de hy respec-

Demostracion: Sabemos que el campo Hamiltoniano {h, -}

to del corchete vakéonomo estd dado por

{h1, Yoo (@) e s = {Fn,, 0o tw,, para o € C(W],R). (6.24)

Ahora, supongamos que (¢, yo, yo) (resp., (z%,y4)) son coordenadas locales
sobre Wy (resp., W}) como en la Observacién 6.19. Entonces, tenemos que

Fi (2,90, Ya) = —yo — ya U (2", 1 (27, ya)) — vt (', ya) + L2, 1P (27, ).
oL owA

Asi, de (6.23), (6.24) y ya que y, = il el concluimos que el campo
ye ye

de vectores Hamiltoniano asociado a la seccion h; estd dado localmente por

. . L0 [ Ut OL 0
7 \I/A 7 a 1 _ |: 7 ( __ ) C’y ‘IJAC’Y aO'y
(ot W Pt 1) = | Pa\Va g — 5 ) T (Caot W Caa+1°CRa) | 5 -
que coincide con la expresién local de pﬁ((l) (véase (6.21) y (6.22)).

A continuacién, sean hf, h] dos secciones del AV-fibrado p; : Wy — W]y

supongamos que sus expresiones locales son

hll(‘rZ)ya) = (xia _H{(Ijvyﬂ)ayoc) y hlll('rz)ya) = (xia _H{/(xjayﬁ>7ya)-

Entonces, usando (6.23), tenemos que

o g OWHI—HY) o (OH OHY  OH] OHY
{h17 hl }Uak - pO axl + a( 81” aya 8ya axZ )
o(H; — HY) OH, OHY

O ) o .
0% B Dy Dy

(6.25)
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Ya que A es un afgebroide de Lie, tenemos que A" es el espacio total de
un AV-fibrado sobre V* con proyeccién fibrada p : AT — V* y, ademds, la
estructura de Poisson lineal II 4+ sobre A" (inducida por la estructura de
algebroide de Lie de A) define un corchete af-Poisson {-,-} : I'(u) x D(i) —
C>°(V* R) sobre el AV-fibrado u: AT — V* (véase Teorema 2.3).

Por otra parte, podemos considerar las aplicaciones (m )y, : Wi — A"y

e (m)wy : Wi — V* y esté claro que el siguiente diagrama es conmutativo

Wy (M
H1 ©
Wll :U“O<7T1)\W1’ .

De hecho, podemos probar el siguiente resultado.

Corolario 6.24 Si (L, M) es un sistema vakénomo regular sobre A, en-
tonces el par ((m1)jw,, e (m1)jw;) es un isomorfismo local af-Poisson de AV-

fibrados, es decir:
i) po(m)wr : Wi — V™ es un difeomorfismo local;

i) La restriccion de (m1)w, a cada fibra de p, : Wy — W{ es un isomor-

fismo afin sobre la correspondiente fibra de p: AT — V* y
iii) Sihi, by € T'(uy) y W', h" € T'(u) son tales que
(m)ywy oy = h'epe (T) iy, (T)jwy o by = B e pe (1),
entonces
(71 )jwy o {1, Y Foak = LR, B} o e (701 oy

Demostracién: Supongamos que (z°, Yo, o) (respectivamente, (z°,,)) son
coordenadas locales sobre W, y AT (respectivamente, W{ y V*) como en
la Observacion 6.19. Entonces, las expresiones locales de las aplicaciones

(m0)jwy ¥y e (1) wy son

(7T1)|W1<J]i,y0,ya) = (Ii7y07ya>7 (N°(71)|W{)(xi7ya) = (xi7ya)' (626)
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Esto prueba i) y 7).
Por otra parte, de (2.16), (6.23) y usando de nuevo (6.26), deducimos que
(m1)jw, es un morfismo de Poisson entre las variedades de Poisson (W1, 1y, )
y (AT, T 4+). Esto prueba iii).

cQD

Observacién 6.25 Si po(m)w; : Wi — V* es un difeomorfismo global
entonces podemos definir la seccién h € I'(i) dada por

h = (m1)jw, o by (e (m) ) ™

y estd claro que (m)w, °h1 = hepe(m)w;. Esto implica que los campos
Hamiltonianos de hy y h estan ((m1)jw,, gt (71)w;)-relacionados. Por tanto,
si 41 : I — W] es una solucién de las ecuaciones vakénomas para el sistema
(L, M), entonces pio(mi)jwrev; : I — V* es una solucién de las ecuaciones
de Hamilton para h. Reciprocamente, si v : I — V* es una solucién de las
ecuaciones de Hamilton para h entonces (g (my)w:) " ey : I — W] es una

solucién de las ecuaciones vakénomas para el sistema (L, M).

&

6.4.2 El punto de vista variacional

Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie
Tv:V —=QyL:A— Runa funcién Lagrangiana sobre A. En primer lugar,
veremos cémo obtener las ecuaciones de FEuler-Lagrange sobre el afgebroide
de Lie A desde un punto de vista variacional.

Definimos el conjunto de A-caminos como

d
Adm([t07t1]7"4) - {a‘ : [toatl] - A|pAoa - E(TAOa‘)}7

esto es, como el conjunto de curvas admisibles en A. Entonces, para dos
puntos fijos x,y € @, denotaremos por Adm([t,t1],.A)Y el conjunto de A-
caminos tales que su punto base inicial y final estan fijos en x e y, respecti-

vamente. En otras palabras,

Adm([tg, t1], A)Y = {a € Adm([to, t1], A) | Ta(alte)) =z v Ta(altr)) = y}.
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Ahora, siiy : V' — A es la inclusién candnica, consideramos como variaciones
infinitesimales los levantamientos completos de secciones de 7 : V — @ que

se anulan en los puntos x e y, esto es,
{(ive X)f4| X € T(rv), X(2) =0y X(y) = 0}.

Nétese que si {eg, €, } es una base local de I'(7;) y X € I'(7) est4 localmente
dada por X = X%, entonces (iVOX)TA es el campo de vectores sobre A

dado por

- -. 0 . O
e X)e, = X024 xe L
(ZV )|.A Lot + aaya>

donde

_ )
Xe=Xph, Xo=—"—
(A pa? [0 axz

(b + 9 ply) — X7 (CS +y7CS),

para todo 7 y a.
Por otra parte, introducimos el funcional accién 0.5 : Adm([to, 1], A) — R
dado por t
5S(a) = / " L(a(t))dt.

to
Con esta definicion no es dificil probar que los puntos criticos de 4S5 en
Adm([to, t1], A)Y son las curvas a € Adm([to, t1], A)Y que satisfacen las ecua-
ciones de Euler-Lagrange (3.7).
A continuacién, sea (L, M) un sistema vakénomo sobre el afgebroide de Lie
74+ A — Q. Denotaremos por Adm([to, 1], M)Y el conjunto de A-caminos
en M con puntos base inicio y final fijos = e y, respectivamente, esto es,

Adm([to, t1], M)? = {a € Adm([to, 1], A)Y |a(t) € M, YVt € [to, t]}.

En este caso consideramos variaciones infinitesimales (es decir, levantamien-
tos completos del tipo (iy*X)iy, con X € I'(7v)) tangentes a la subvarie-
dad de ligaduras M y supondremos que existen suficientes variaciones de
este tipo (es decir, estudiamos las denominadas soluciones normales del pro-

blema vakénomo). Como M estd localmente definida por las ecuaciones
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yA — UA(2?,9y%) = 0, para A = 1,...,m, deducimos que las variaciones in-
finitesimales permitidas deben satisfacer que

(v X)ialy" = ¥(a",y") =0, X(x) =0, X(y)=0.
Nétese que si a € Adm([to,t1], M)¥ entonces
(v + VAl — TAGE, 7)) s = 0
si y solo si

dX4 S OUA X ouA _0vA
— = pXe— — (C% + Cly”) X7
dt o gy * dt Oy® (Cho + C5s9") dy® (6.27)

+(C4 + Cgy”) X7

Asi, si consideramos nuestras variaciones infinitesimales tenemos que

d%s:o /: L(as(t))dt = /: (%Xﬁ gyLA %\I;XH gy[; X¢
+%%§jf(§)dt
= /t:l (gfi)‘(f + %Xg)dt
[ Gl G G

Sea y4 la solucién de las ecuaciones diferenciales

. (0ﬁ ous

ot —YB or’ )pAZA - y’Y(Oz;O + \IJBCZXB + yaOZa)7

donde
oL ouA
Ya = 8ya Ya 8ya :

(6.28)
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De (6.27), tenemos que

S (yaXY) = gaXKt 4 yaXa
oA n dX®ouA
oz g y*
__ouA
—ya(Cl + VECo, + P Co) X7 o +ya(Ciy + VB,

+yccl§?;)Xb - yb(C’fZ‘O + \IJBCZB + yac,bqa)XA-

E Ve i va
S Pa X+ yanX

Usando esta ultima igualdad, deducimos que

d t hod o oL .. 0L
— La,(t))dt = —(ya XN + =t X Xe
ds|s:o/tO (8s(1)) /to (dt (yaX) + dri’a * dye

owA B dXeov4
ozt dy*

—yap, X*
oA
oy®
+yp(Cho + VP Chp +yCh,) XA

~ya(Cih + WPy + G X0 )t

Finalmente, usando (6.28) y el hecho de que

" C an a a [N
Xo=—7r - (Co + TACe, +y°Co) X7,

obtenemos que

R A (R P

to
—y,(CTy + WECT, + ybcgb)] Xedt,
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Como las variaciones X“ son libres, concluimos que las ecuaciones son

(' = ph+ W+l
_ OL A .
Ja = ( —)pA — 4, (Cho + VP Chp +4°C,),

ori oz
d (oL  ovt) <az B apr> .
dt \ oy® va oyr | \ox YA i )P
( —y(Coo + UEC), 4+ 4°C,),
L A
para todo 1 <14 < m, 1SASmym—l—lgagn,conya:g—ya—yAaa?,

esto es, obtenemos las ecuaciones vakénomas para el sistema vakénomo

(L, M) sobre el afgebroide de Lie 74 : A — @ (véase (6.18)).

6.4.3 Algunos ejemplos

1.-Formalismo de Skinner-Rusk en afgebroides de Lie. Consideramos sobre
un afgebroide de Lie 74 : A — @ un sistema vakénomo (L, M) donde M =
A, es decir, un sistema libre. En este caso particular,

Wo=A" ®g A
y el Hamiltoniano de Pontryagin Hy, : A™ &g A — R estd definido por
Hy, (p,a) = ¢(a) — L(a).
Ademas, la estructura precosimpléctica (€y,,n) sobre T“KWO esta dada por
Quy, = (Tpry,pry) Qg+ d7 o Hyy Ay n = (5, 0) 1,

siendo pry : AT &g A — AT la proyeccién canénica sobre el primer factor,
Tpry : ’T“‘T(AJr ®g A) — TAA* su prolongacién y pry : T“Z(.AJr B A) — A
la restriccién de la proyeccién sobre el primer factor A x T(AT ®g A) — A
a la prolongacion TA(AT @ A).
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En coordenadas locales, tenemos que

Hyw,o (2", Y0, Yo Y*) = Yo + Yay™ — L(z',y%),

- 0L 1
Qu, = VAP, + ((Jgoy7 - 8xi)ya AV + écgﬁyvya %
oL
le' 0 o « 0
+ Y Pa NV’ + <ya aya)v AY
y
n=)°

Entonces, tomando Y = ) se sigue que (T“ZWO)L((QWO)Y’”) = span{P% V,}.

Asi, la primera subvariedad de ligaduras W, C A" ¢ A del algoritmo esté
localmente caracterizada por
oL

a5 - = 0
Y 9y°

y las ecuaciones vakonomas se reducen a

o= P+ Y P
dooLy L OL . . . 0L
(o) = g~ (ot o

Asi, si (pry)w, : Wi — A es la restriccién a Wy de la proyeccién candnica
sobre el segundo factor y 71 : I — Wj es una solucién de las ecuaciones
vakénomas, entonces (pry)jw, °y1 es una solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para L.

Noétese que en el caso estandar, esto es, si A = J7, este procedimiento es la
formulacién de Skinner-Rusk para mecénica dependiente del tiempo (véase
3, 28]).

Por otra parte, usando la Proposicién 6.17, deducimos que el sistema vako-
nomo es regular si y sélo si la funcién Lagrangiana L es regular. En estas
condiciones, obtenemos que existe una unica seccion ¢; de ’T“KW{ — W1 tal

que i¢, Quywy = 0y i¢g,mwy = 1y verificando que

(IZV(SOva)prQ)(Cl(QO’ a)) = RL(a)7 para (907 a) € Wll g W17
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donde Ry, es la seccién de Euler-Lagrange para L, pry, : AT &g A — A la
proyeccién sobre la segunda componente y 7pry, : 74(A* &g A) — T4 A su
prolongacion.

2.-Fl fibrado de 1-jets de secciones locales de una fibracion. Sea 7 : ) — R
una fibraciéon y 719 : J'7 — @ el fibrado de 1-jets de secciones locales de
T:Q — R. 719 : J'7 — @ es un afgebroide de Lie modelado sobre el
fibrado vectorial m = (mg)v- : V7 — @ y su algebroide de Lie bidual es
7o : TQ — @ con la estructura estdndar. Supongamos que M C J'7 es
una subvariedad de ligaduras tal que 7 gp : M — @ es una sumersion
sobreyectiva y que L : J'7 — R es una funcién Lagrangiana.

Sean (t,q',q") coordenadas locales fibradas sobre J'7 como en la Seccién
2.3.2, que denotaremos ahora por (t,¢', ") = (t,q%, ¢*, ¢*) y supongamos que
la subvariedad de ligaduras M esta definida localmente por las ecuaciones

¢ =t ¢, q").

Asi, si aplicamos la formulacion desarrollada en la Seccion 6.4.1 a este caso
particular, recuperamos algunos de los resultados obtenidos en [3]. En par-
ticular, usando (2.22) y (6.18), se sigue que las ecuaciones vakénomas se

reducen a
(. 0L oUB
pa = DA —PB dgA
d /0L oUAN 0L ovA
%(aqa ~ P4 ) o o
[ ¢* = VAt ¢, ¢%).

Si estas ecuaciones son escritas usando los multiplicadores de Lagrange (véase
(6.19)) coinciden con las ecuaciones obtenidas en [111].
Por otra parte, si (L, M) es un sistema vakénomo regular sobre 7 : J'7 —
@, entonces el AV-fibrado py : W7 — W/ esta dado localmente por

:ul(t7 qzap7pz) = (ta ql7pz)

Asi, si b, h] : W] — W son dos secciones de puq : Wi — W,

Wit q' pi) = (t,q¢",—H(t, ¢, p;), pi)
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hlll(t7 ql7p’L) = <t7 qiv _Hi/(t7 qjapj)7pl)7
entonces, de (6.25), deducimos que el corchete vakénomo {-, - }yar : I'(11) X

['(py) — C®(W],R) estd dado localmente por

O(H; — HY) n OH{ 0HY B OH{ 0HY
ot 9q" Op; opi Oq

{h/b hlll}vak =

3.-Mecdnica vakonoma en algebroides de Lie. Sea 7 : E — () un algebroide
de Lie sobre una variedad (). Entonces, 7z : F — () es un fibrado afin
y la estructura de algebroide de Lie induce una estructura de afgebroide
de Lie sobre 75 : E — @ (véase la Seccién 1.4.3). De hecho, el fibrado
dual de E, como fibrado afin, es el fibrado vectorial 77 : E* xR — Q vy
el algebroide de Lie bidual es el fibrado vectorial 7z : EF X R — @ con
la estructura ([, ]pxr, pexr) definida en (1.41). Veamos que aplicando la
formulacion descrita en la Seccion 6.4.1 sobre el afgebroide de Lie 75 : F — @
recuperamos los resultados de la Seccion 5.4.1.

Sea L : E — R la funciéon Lagrangiana y M C E la subvariedad de ligaduras
tal que 7o = Tgpm 1 M — @ es una sumersion sobreyectiva y supongamos

que M estéd definida localmente por las ecuaciones
yt =0y, A=1,..., m.

En este caso, Wy = (E* X R) &g M = WF x R, siendo WF = E* g M,
y el Hamiltoniano de Pontryagin Hy, : Wy — R (considerando sobre E
la estructura de afgebroide de Lie) esta relacionado con el Hamiltoniano
de Pontryagin Hyr : WE — R (considerando sobre E la estructura de

algebroide de Lie) de la siguiente forma
Hw, = Hy e °pryg + prs,

donde pry; : Wy — WE y pry : Wy — R son las proyecciones canénicas.
Ademés, la prolongacién 7AW, = TP*RIW; es isomorfa a T¥WE x R x TR

y, bajo esta identificacion, tenemos que

Quw, = Qo +d” " Hyye A (0,1,0) ¥ 7 =(0,1,0).



294 Capitulo 6. Sistemas singulares y mecénica vakénoma en afgebroides de Lie

Asi, la subvariedad W7 que obtenemos al aplicar el algoritmo de ligaduras

precosimpléctico es

ngleXR,

siendo W la subvariedad obtenida al aplicar el algoritmo de ligaduras al
sistema presimpléctico (TFWE, Qq, dTwe HWOE). Asi, concluimos que W/ =
WE. Ademsés, la condicién de regularidad del sistema vakénomo es equiva-
lente en ambos casos.

Ahora, si suponemos que el sistema vakénomo (L, M) es regular entonces,
bajo las identificaciones Wy = WF x R y W] = W[, tenemos que el
AV-fibrado u; : Wy — W/ es el fibrado trivial pr; : WP xR — Wf y
el corchete de Poisson sobre W[ es exactamente la parte lineal-lineal del
corchete vakénomo sobre el AV-fibrado uy : Wy — W1.

4.-Sistemas de control optimo en afgebroides de Lie como sistemas vakdéno-
mos. Sea 74 : A — @ un afgebroide de Lie y C' una variedad fibrada sobre
la variedad de estados w : C' — (). Consideramos también una seccién
o:C — Aalolargo de 7 y una funcién [ : C' — R.

De forma andloga a lo que ocurre en algebroides de Lie, cuando la seccion
o:C — A alolargo de m es un embebimiento, la imagen M = o(C) es
una subvariedad de A. Ademds, como o : C — M es un difeomorfismo,

podemos definir el Lagrangiano L : M — R por L = loo™ 1.

Por tanto,
en este caso, es equivalente analizar el problema de control éptimo definido
por (I,0) (aplicando el principio de méximo de Pontryagin) que estudiar el
problema vakénomo sobre el afgebroide de Lie 74 : A — @ definido por
(L, M).

En general, consideramos el subconjunto JAC' del producto cartesiano A4 x
TC definido por

TJAC = {(a,v) € Ax TC | pa(a) = (T)(v)}.

A continuacién, veremos que JAC admite una estructura de afgebroide de
Lie.
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Consideramos la prolongacion T TAC — C del algebroide de Lie bidual

TR A— @ de A mediante la fibracion 7 : C — @, esto es,

TAC = | {0, X,) € Avgy x T,C | p5(8) = Tr(X,)}.

peC

T TAC — C es un algebroide de Lie sobre C.
Por otra parte, sea ¢ : TAC — R la seccién de (T7)" (T“ZC)* — (' definida
por

¢(a, Xp) = 1a(a),

para (&,X,) € 7;;16’, con p € C. Notese que si pry : TAC — Aes la
proyeccién canoénica en el primer factor entonces (pry,7) es un morfismo
entre los algebroides de Lie 7% TAC — Cy 77+ A — @y, ademds, se
verifica que

(b1, 7)" (14) = 6.

Asi, como 14 es un 1-cociclo de 75 : A— @, se deduce que ¢ es un 1-cociclo
del algebroide de Lie T TAC — C. Usando el hecho de que (1,4)'& # 0,
para todo x € @), tenemos que ¢|Tf\c # 0, para todo p € C.

p

Ademas, se sigue que
071} = {(a.X,) € TC|1a(8) = 1} = JAC.

Por otra parte, sea 7V C' la prolongacién del algebroide de Lie (V, [+, -]v, pv)
mediante la fibracién 7 : C — . Sabemos que 7V C es un algebroide de
Lie sobre C' con estructura ([, -], p%) y proyeccién fibrada 775 : 7V C' — C.
Entonces, es facil probar que

o 0}y =TVC.

Por tanto, concluimos que J*C es un fibrado afin sobre C' con proyeccién
Th JAC — C definida por

Tj(av U) - WC(U>’
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donde wo : TC' — C' es la proyeccion canénica. Ademas, el fibrado afin
Thoo T AC — C admite una estructura de afgebroide de Lie tal que su
algebroide de Lie bidual es justamente (7AC, [-, 1% p7) (véase Seccién 1.4.1).
Finalmente, el afgebroide de Lie 73 : JAC — C estd modelado sobre el
algebroide de Lie (TVC, [, -]%, pT).

Asi, podemos considerar la subvariedad de ligaduras M del afgebroide de Lie
JAC definida por

M= (e X,) € Z'Clolp) = a}

peC

y la funcién Lagrangiana L : JAC — R dada por L = lo77%. Asf, (L, M) es
el sistema vakonomo asociado con el sistema de control optimo.

Si A = J'7 es el fibrado de 1-jets de secciones locales de una fibracién
7T : Q — R, es facil probar que la prolongacion de Jir =T ) mediante
7 : C — Q es precisamente TC. Asf, 74C =2 {X € TC |dt(X) = 1}, siendo
t la coordenada usual en R. Bajo estas identificaciones, la subvariedad de
ligaduras es

M ={X € TC|Tr(X) = o(rnc(X))}.

Asi, recuperamos la construccién desarrollada en [3].

Ejemplo 6.26 Consideremos el problema mecanico planteado en la Seccién
4.6.3, esto es, una bola homogénea de radio r > 0, masa m e inercia mk?
alrededor de un eje arbitrario, rueda sin deslizamiento sobre una mesa hori-
zontal la cual rota con una velocidad angular dependiente del tiempo Q(t)
sobre el eje vertical a través de uno de sus puntos. Aparte de la fuerza de
gravedad constante, supondremos que no actiian sobre la bola otras fuerzas
externas (véase [7, 11, 68, 92]). El espacio de configuracién de la esfera es

Q = R? y el Lagrangiano del sistema se corresponde con la energfa cinética
K(t . L ») E2 (02 2 2
( 7x7y>x7y>wxawy7w2) - §(m$ +my +m (wx+wy+wz))7

donde (w,,wy,w,) son las componentes de la velocidad angular de la bola.
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Como ya vimos en la Seccién 4.6.3, las ecuaciones dinamicas para este pro-
blema no holénomo pueden escribirse como

T—rw, = —Qt)y,
y+rw, = Qt)x, (6.29)
w, = ¢,

donde ¢ es una constante, junto con

y k? , .
T+ m(g (t)y +Q2t)y) =0,
k‘2

- 3 (@O + QD) =0

i
Ahora, consideraremos el siguiente problema de optimizacién. Supongamos
que tenemos control total sobre el movimiento del centro de la esfera, con-
sideremos la funcién de coste
L(t,x,y; &, 4w, wy,w2) = 5 (@) + (9)°)

y el problema de control éptimo: Dados dos puntos qg,q; € @, encontrar
una curva de control éptimo (t,x(t),y(t)) en el espacio reducido que una los
puntos qo y q; y minimice fol 3 ((2)? + (9)?) dt sujeta a las ligaduras definidas
por las ecuaciones (6.29).

Notese que este problema es equivalente al problema de control 6ptimo
definido por la seccién o : R® x R?> — R x TR? x R? a lo largo de R x
TR? x R* — R* dada por

1 1
o(t,z,y;ut u?) = (2, y;u', 0, ;(—uQ + Q(t)z), ;(ul + Q(t)y), )

y la funcion I(t, z, y;u', u?) = $((u')?* + (u?)?). Ya que o es claramente un
embebimiento, deducimos la equivalencia entre ambos problemas.
Una condicién necesaria de optimizaciéon del problema estd dada por las

correspondientes ecuaciones vakonomas. En este caso, denotaremos por

y' =i, =9, ¥ =w, v =w, ¥’ =w,.
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Por tanto, el problema vakénomo esta dado por el Lagrangiano
1
Ltz g9 9% 0" 0" y) = 5 (01" + (°)°)
y la subvariedad M definida por las ligaduras
1
yo= Blhryyhy?) = -y + b)),

1
yto= Uit a9t y?) = ;(y1 + Q(t)y),

5 _ b 1,2y _
y = V(tayyyY) =
Para este caso particular, obtenemos que las ecuaciones vakonomas son:

( ys = —%(?/1+Q(t)y)y5+cy47
T
) b= O — 1 (7 + Q)
%(ryl—m) = —9Q(t)ys,
S tw) = 0w
( yl=d, Y=y,

Ademas, como la matriz

( i 02U ) B ( 10 )
Oy dy" A=3 8ya8yb 1<a,b<2 01

es regular, tenemos que el sistema vakénomo es regular. Por tanto, existe
una tunica solucién de las ecuaciones vakénomas en la subvariedad W] que
esta determinada por las ecuaciones

0L owt 1
N MR

r
B aL vt 2, 1
a ]' ]' 2
Yo = L— yA‘If — Yoy = —§(y1 + ;y4)
1 1 5 Q(t)

(zys + yya) — cys.
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Asi, se sigue que (¢, @,y;y1,Y2,Ys, Y, Y5) (respectivamente, (t,z,y; 0, Y1, 2,
Y3, Y4, Ys)) son coordenadas locales sobre W] (respectivamente, sobre W7).
Entonces, la expresion local del Hamiltoniano Hyy, es

1 1 1

1
Hy, (t, 2,95 Y0, Y1, Y2, Y3, Y1, Ys) = —Yo — §(y1 + ;y4)2 - 5(3/2 — ;3/3)2

Q(t)

—T(xys + yya) — cys

y, en términos del corchete vakénomo {-,-},. asociado al sistema regular

(L, M), las ecuaciones vakénomas son

(. Q¢
o =1{h1, 1}k, = _¥y37
: Q¢
Yo = {hlva}gik = _¥y4a

) 1 1
Uz = {h1,y3}%, = — (yl + ;94 + Q@)?J) Ys + CYq,

gs = {h1,ys %, =

. 1 1
i = Uhns o)t = [ (o 2o+ 2000 )+ (12 = 2= 20002 ]

r

1
—Y2 + ;y:’, + Q(t)$> Ys — CY3,

— X

. 1
xr = {hla x}gék =" + ;947

. ] 1
Y= {h17 y}vfzk = Y2 — Y3,
\ T

al

@ . la parte afin-lineal del corchete bi-afin {-,-},q-

siendo {-, -
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Investigaciones futuras

A continuacién, comentamos algunos posibles temas, relacionados con los
contenidos de esta Memoria, sobre los que estamos investigando en la actua-
lidad o pretendemos hacerlo en un futuro préximo.

e Nos proponemos completar el trabajo realizado por los autores en [24] sobre
la reduccion de sistemas no holénomos con simetrias en algebroides de Lie.
Para ello dirigiremos nuestra atencién sobre los pasos seguidos en [7, 10] para
el caso estandar. Por otra parte, también nos planteamos la extension de este
tema a afgebroides de Lie (de esta forma completaremos el Capitulo 4 de esta
Memoria). La idea es estudiar la reduccién de la dindamica no holénoma con
simetrias en afgebroides de Lie y obtener la versiéon para afgebroides de Lie
de la ecuacién momento no holénoma introducida en [24] en el contexto de

algebroides de Lie.

e Con la idea de profundizar en la teoria de Hamilton-Jacobi propuesta en
el Capitulo 2 de esta Tesis, pretendemos desarrollar una teoria de Hamilton-
Jacobi para sistemas mecénicos no holénomos en afgebroides de Lie. Esta

teorfa debe ser una generalizacién de los resultados obtenidos en [44] para

301



302 Investigaciones futuras

sistemas no holénomos (auténomos) estandar y de los resultados de [64] para
sistemas no holénomos sobre algebroides de Lie.

e Otro tema interesante sobre el que nos proponemos investigar es la teoria
de Hamilton-Jacobi para problemas variacionales ligados, dando asi una in-
terpretacion geométrica de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman para sis-
temas de control éptimo. Este desarrollo se pretende abordar dentro del con-
texto de algebroides de Lie, siguiendo la aproximacion descrita en el Capitulo
5 de esta Tesis, y dentro del contexto de afgebroides de Lie, usando la for-

mulacién contenida en el Capitulo 6 de esta Memoria.

e En otra direccion, nos planteamos introducir la nocién de afgrupoide de Lie,
de tal forma que los afgebroides de Lie sean los invariantes infinitesimales de
dichos objetos (de la misma manera que los algebroides de Lie pueden ser con-
siderados como los objetos infinitesimales asociados a los grupoides de Lie).
Entonces, el siguiente paso seria desarrollar una teoria de mecanica discreta
sobre un afgrupoide de Lie como la versién discreta de la teoria de mecanica
generalizada sobre un afgebroide de Lie. Los resultados obtenidos deben ser
una generalizacion de aquellos probados en [74] sobre mecanica discreta y
grupoides de Lie y de aquellos contenidos en [79] para sistemas mecanicos
discretos auténomos. Ademads, se deben dar evidencias de que dichos re-
sultados pueden ser aplicados a la hora de construir nuevos integradores

geométricos para sistemas mecénicos no auténomos con o sin simetrias.

Como continuacién de la tarea anterior, nos proponemos desarrollar también
una teorfa de mecéanica discreta no holénoma sobre afgrupoides de Lie. Esta
teoria debe permitir la contruccién de nuevos integradores geométricos para
sistemas mecanicos no auténomos (con o sin simetrias) sujetos a ligaduras
no holénomas . Al mismo tiempo debe ser una generalizacion del formalismo
desarrollado en [45] para sistemas discretos Lagrangianos no holénomos sobre

grupoides de Lie.

e Finalmente, como la mecanica dependiente del tiempo puede ser conside-
rada como una teoria clasica de campos especial, seria interesante definir la

nocion de multialgebroide de Lie como una generalizacion de la nocion de
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afgebroide de Lie, de manera que estos objetos matematicos contengan la
estructura geométrica necesaria para desarrollar teorias clasicas de campos.
De forma mas precisa, pretendemos extender a teorias cldsicas de campos
las investigaciones desarrolladas en esta Tesis para afgebroides de Lie. Para
ello seguiremos los pasos dados por Martinez en [84, 85] en el contexto de
algebroides de Lie.
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