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4.2.2 La 2-sección de Poincaré-Cartan ligada . . . . . . . . . 159

4.3 Sistemas Hamiltonianos ligados en afgebroides de Lie . . . . . 161

4.4 El corchete no holónomo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

4.5 Caso particular: Sistemas de tipo mecánico sujetos a ligaduras

afines en afgebroides de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

4.6 Algunos ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

4.6.1 Sistemas Lagrangianos sujetos a ligaduras no holóno-
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Notación

Todas las variedades que vamos a considerar en esta memoria serán conexas.

Además, si Q es una variedad diferenciable, usaremos la siguiente notación:

• C∞(Q,R) es el álgebra de funciones reales C∞ sobre Q.

• X(Q) es el álgebra de Lie de los campos de vectores sobre Q.

• Ωk(Q) es el espacio de las k-formas sobre Q.

• Vk(Q) es el espacio de los k-vectores sobre Q.

• [·, ·] es el corchete de Schouten-Nijenhuis sobre V∗(Q) = ⊕kVk(Q).

• d0 es la diferencial exterior sobre Ω∗(Q) = ⊕kΩk(Q).

• L0 es la derivada de Lie usual.





Introducción

Los algebroides de Lie constituyen una generalización natural de las álgebras

de Lie y de las distribuciones (regulares) completamente integrables sobre una

variedad. De forma más precisa, un algebroide de Lie sobre una variedad Q

es un fibrado vectorial τE : E → Q sobre Q con una estructura de álgebra

de Lie sobre el espacio Γ(τE) de secciones de E y una aplicación fibrada,

ρE, (el ancla del algebroide) de E al fibrado tangente TQ satisfaciendo cierta

condición de compatibilidad (véase [71]). Ejemplos de algebroides de Lie son:

el fibrado tangente de una variedad Q donde el corchete de Lie es el corchete

usual de campos de vectores y la aplicación ancla es la identidad; las álgebras

de Lie reales de dimensión finita como fibrados vectoriales sobre un punto y

con ancla nula; el algebroide de Lie-Atiyah πQ|G : TQ/G→ M = Q/G aso-

ciado a una G-fibración principal p : Q→ M , con aplicación ancla inducida

por la aplicación tangente Tp : TQ → TM de p (nótese que el espacio de

secciones de πQ|G : TQ/G→M = Q/G se puede identificar con el conjunto

de campos de vectores sobre Q que son G-invariantes y que el corchete de Lie

de dos campos G-invariantes es un un campo G-invariante); y, finalmente, los

algebroides de Lie acción del tipo pr1 : M × g → M , donde g es un álgebra

de Lie que actúa (infinitesimalmente) sobre la variedad M , con el corchete
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2 Introducción

de Lie sobre el espacio de secciones inducido por la estructura de álgebra de

Lie de g y cuya aplicación ancla es la acción de g sobre M . La importancia,

a nivel matemático, de los algebroides de Lie está fuera de cualquier tipo de

duda y además, en los últimos años, se ha puesto de manifiesto el carácter

relevante de esta teoŕıa para aplicaciones en otras Ciencias y, en particular,

en F́ısica. Más concretamente, en Mecánica Lagrangiana y Hamiltoniana.

Aśı, Weinstein [112] (véase también [69]) desarrolla una teoŕıa general para

la Mecánica Lagrangiana sobre algebroides de Lie y obtiene las ecuaciones

de Euler-Lagrange para un Lagrangiano L sobre un algebroide de Lie E,

usando la estructura de Poisson lineal sobre E∗ y una aplicación tipo Le-

gendre de E en E∗ asociada a L, suponiendo que L sea regular. En [112],

Weinstein también plantea el problema de si es posible desarrollar un forma-

lismo geométrico sobre algebroides de Lie similar al formalismo de Klein en

Mecánica Lagrangiana ordinaria. Mart́ınez [80] (véase también [81, 94]) da

una respuesta positiva a este problema usando la noción de prolongación de

un algebroide de Lie mediante una aplicación diferenciable introducida por

Higgins y Mackenzie en [42]. Una noción más general, la prolongación de

un fibrado vectorial anchorado τE : E → Q mediante la proyección de otro

fibrado vectorial τR : R→ Q con la misma variedad base Q, fue también con-

siderada por Popescu en [95, 96]. Al fibrado vectorial resultante le denominó

el E-fibrado tangente de R.

Una de las caracteŕısticas principales de los algebroides de Lie es su natu-

raleza inclusiva. Dentro de la misma categoŕıa, se pueden considerar situa-

ciones muy diferentes como sistemas con simetŕıas, sistemas sobre productos

semidirectos, sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos sobre álgebras de Lie

y ecuaciones de las Teoŕıas Clásicas de Campos.

En la misma dirección seguida por Mart́ınez [80], en [65] (véase también

[81]) los autores desarrollan una descripción Hamiltoniana para la mecánica

en algebroides de Lie y prueban que la dinámica se obtiene resolviendo una

ecuación de la misma naturaleza que en Mecánica Clásica. Además, la trans-

formación de Legendre legL : E → E∗ asociada con un Lagrangiano L in-

duce un morfismo de algebroides de Lie que, en el caso regular, nos da la



Introducción 3

equivalencia entre los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano. También,

se introduce la ecuación de Hamilton-Jacobi para una función Hamiltoniana

H : E∗ → R sobre el dual de un algebroide de Lie E y se prueba que conocer

una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi simplifica la búsqueda de las

trayectorias para el correspondiente campo de vectores Hamiltoniano. Por

otra parte, se extiende a algebroides de Lie la construcción del triple de Tul-

czyjew para la Mecánica Clásica y se introduce la noción de subalgebroide

de Lie Lagrangiano de un algebroide de Lie simpléctico. Entonces, se prueba

que las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton sobre un algebroide de

Lie E son justamente las ecuaciones locales que definen ciertas subvariedades

Lagrangianas de algebroides de Lie simplécticos asociados con E. Estos re-

sultados son aplicados al caso particular en el que E es el algebroide de

Lie-Atiyah asociado a un fibrado principal. Como consecuencia, se deduce

que las ecuaciones de Lagrange-Poincaré para un Lagrangiano G-invariante

L : TQ→ R (respectivamente, las ecuaciones de Hamilton-Poincaré para un

Hamiltoniano G-invariante H : T ∗Q → R) son precisamente las ecuaciones

locales que definen algunas subvariedades Lagrangianas de algebroides de Lie

simplécticos.

En otra dirección, es de sobra conocido que algunos sistemas mecánicos pre-

sentan ciertos problemas que dan lugar a la presencia de ligaduras. Estas

ligaduras pueden ser de dos tipos:

• Las ligaduras internas que surgen de la naturaleza singular del propio sis-

tema e indican que la evolución del problema no está bien planteada. El

estudio de este tipo de problemas es interesante ya que muchos sistemas

dinámicos están dados por formas no simplécticas (véase [34, 35, 36, 37]),

en contraposición al caso estándar en el que vienen definidos por formas

simplécticas. Este tipo de sistemas aparecen frecuentemente en el forma-

lismo Lagrangiano de sistemas mecánicos estándar singulares que surgen en

muchas teoŕıas f́ısicas (como por ejemplo en las teoŕıas de Yang-Mills, gravi-

tación, etc). También, en sistemas que se presentan como un ĺımite (como es

el caso de Lagrangianos de Chern-Simons). En otras situaciones, es necesario

considerar un nuevo Lagrangiano singular en un espacio extendido ya que el
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Lagrangiano original no está bien definido.

• El segundo tipo de ligaduras son las aśı denominadas externas que expresan

restricciones sobre los estados del sistema y son impuestas tanto por argu-

mentos f́ısicos como por condiciones externas. Estos sistemas tienen una gran

aplicación en diferentes áreas: ingenieŕıa, teoŕıa de control óptimo, economı́a

matemática (teoŕıa del crecimiento económico), geometŕıa subriemaniana,

movimiento de microorganismos, etc. Podemos diferenciar dos tratamientos

para este tipo de sistemas:

- Los sistemas con ligaduras externas tratados mediante la aplicación de un

principio variacional ligado, esto es, la mecánica vakónoma estándar (véase

[2, 25, 56]). Conviene señalar que el cálculo variacional ligado tiene una rica

estructura geométrica y que muchos de estos sistemas son invariantes bajo

la acción de un grupo de Lie de simetŕıas y, aśı, pueden ser simplificados

reduciendo los grados de libertad del problema original.

- Por otra parte, otros sistemas de interés son los sistemas sujetos a ligaduras

que involucran a las velocidades, es decir, la mecánica no holónoma estándar.

Este tópico es un tema clásico en Matemáticas y en Mecánica desde los tiem-

pos de Lagrange. Desde el trabajo pionero de Koiller [53] se ha producido un

renovado interés en el estudio de sistemas mecánicos no holónomos desde un

punto de vista geométrico-diferencial. En particular, en los últimos años di-

versos autores han aplicado las ideas y técnicas del tratamiento geométrico de

sistemas mecánicos autónomos sin ligaduras al estudio de sistemas mecánicos

autónomos con ligaduras no holónomas (véase, por ejemplo, las monograf́ıas

[6, 22]). El tema se ha abordado desde puntos de vista diferentes: formulación

simpléctica [15, 61, 66], aproximaciones Lagrangiana [31, 55] y Hamiltoniana

[108], formulación en términos de estructuras casi-Poisson [12, 57, 108] y

usando la teoŕıa de reducción y simetŕıas de la dinámica [4, 7, 9, 10, 23, 73].

Recientemente, como una continuación de las investigaciones anteriores, al-

gunos autores han iniciado el estudio de sistemas Lagrangianos no holónomos

sobre algebroides de Lie. Esta clase de sistemas fueron introducidos en [27]

y, en [90], los autores presentan un enfoque para sistemas mecánicos suje-
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tos a ligaduras lineales en algebroides de Lie. Posteriormente, en [24], se ha

desarrollado un tratamiento exhaustivo de los sistemas no holónomos en alge-

broides de Lie. En particular, se ha caracterizado la condición de regularidad

para tales sistemas de diferentes formas y se ha visto que bajo dicha condición

se obtiene la dinámica ligada desde la no ligada por proyección. Además, se

ha introducido el corchete casi-Poisson no holónomo y se ha comprobado que

la evolución de un observable puede medirse calculando su corchete con la

enerǵıa del sistema. Por otra parte, en [24], también se estudia el proce-

dimiento de reducción para este tipo de sistemas. Una importante ventaja

de trabajar con sistemas Lagrangianos sobre algebroides de Lie es que la

reducción puede tomarse de manera natural considerando morfismos de al-

gebroides de Lie. Destacar también la importancia de esta formulación ya

que proporciona una interpretación natural para el uso de técnicas con cuasi-

coordenadas y permite la reducción de sistemas no holónomos con simetŕıas.

Además, como cabŕıa esperar, una gran variedad de sistemas no holónomos

pueden ser tratados mediante el formalismo sobre algebroides de Lie desa-

rrollado en [24] tal y como se indica en la siguiente tabla:

Sistema Lagran-
giano no holó-
nomo

Algebroide de
Lie

Dinámica Ejemplo

Estándar Fibrado tan-
gente

Lagrange-
d’Alembert

Disco rodando
[92]

Sobre un álgebra
de Lie

Álgebra de Lie Euler-Poincaré-
Suslov

Trineo de Cha-
plygin [19]

Sistemas no
holónomos LR

Algebroide de
Lie acción (por
la derecha)

Poincaré-Chetaev
reducida

Problema de
Veselova [109]

Sistemas no
holónomos con
un producto
semidirecto de
simetŕıas

Algebroide de
Lie acción (por
la izquierda)

Euler-Poincaré no
holónoma con un
parámetro añadido

Giroscopio de
Chaplygin [106]

Invariante por
simetŕıas

Algebroide de
Lie-Atiyah

Lagrange-Poincaré
no holónoma

Snakeboard [7]
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Recientemente, en [38, 87] los autores introducen una posible generalización

del concepto de estructura de algebroide de Lie para una fibrado af́ın A. El

objeto geométrico resultante se denomina estructura de afgebroide de Lie

sobre A, en la terminoloǵıa de [38]. Las estructuras de afgebroides de Lie

pueden ser usadas para desarrollar una versión dependiente del tiempo de

las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton sobre algebroides de Lie

(véase [39, 82, 87, 99]). De hecho, se pueden obtener dichas ecuaciones sobre

afgebroides de Lie usando un formalismo cosimpléctico. En el contexto de

los afgebroides de Lie, las ecuaciones de Hamilton también pueden deducirse

utilizando la noción de estructura de af-Poisson sobre un AV-fibrado (véase

[39]). Un AV-fibrado es un fibrado af́ın de rango 1 modelado sobre el fibrado

vectorial trivial y un corchete af-Poisson puede considerarse como la versión

af́ın de un corchete de Poisson sobre una variedad (véase [38]).

Si A+ y Ã denotan el fibrado dual af́ın y el fibrado bidual, respectivamente,

de A y 1A es la sección de A+ inducida por la función constante 1 sobre A,

entonces se tiene que existe una correspondencia biyectiva entre las estruc-

turas de afgebroide de Lie sobre A y las estructuras de algebroide de Lie

sobre Ã para las que 1A es un 1-cociclo en el complejo de cohomoloǵıa de Ã
con coeficientes triviales.

El ejemplo estándar de afgebroide de Lie es el fibrado J1τ → Q de 1-jets de

secciones locales de una fibración τ : Q → R. Para este ejemplo, el fibrado

bidual es justamente el algebroide de Lie estándar TQ → Q y el 1-cociclo

1J1τ es la 1-forma exacta τ ∗(dt) sobre Q, donde t es la coordenada usual

sobre R. Si aplicamos la teoŕıa general anterior a este ejemplo, se recuperan

muchos resultados obtenidos por otros autores sobre sistemas Lagrangianos

y Hamiltonianos dependientes del tiempo (véase, por ejemplo, [20, 21, 32,

59, 60]).

Como en el caso de algebroides de Lie, esta aproximación presenta bastantes

ventajas de carácter metodológico. En particular, nos permite tratar los

sistemas mecánicos no autónomos estándar con o sin simetŕıas dentro de la

misma categoŕıa. Además, proporciona un contexto adecuado para el análisis

de sistemas mecánicos dependientes o independientes del tiempo sujetos a
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ligaduras no holónomas afines en las velocidades.

En estas direcciones, hay que señalar que algunos autores han realizado

diferentes estudios sobre los sistemas Lagrangianos dependientes del tiempo

(estándar) singulares o sujetos a ligaduras no holónomas. De hecho, en [59],

se extiende el algoritmo de Gotay-Nester-Hinds para Lagrangianos autóno-

mos a Lagrangianos singulares dependientes del tiempo definidos sobre el

espacio de 1-jets de secciones locales de una fibración τ : Q→ R y, además,

se estudia el problema de que la solución de la dinámica sea una ecuación

diferencial de segundo orden (véase también [60, 110]). Por otra parte, en [62]

(véase también [88, 89, 98, 101, 102]) se presenta una descripción geométrica

de los sistemas Lagrangianos no holónomos dependientes del tiempo en los

que las funciones de ligaduras son afines en las velocidades y, posteriormente,

en [63], para ligaduras arbitrarias. También, se ha abordado el estudio de los

sistemas Lagrangianos no autónomos estándar con ligaduras desde un punto

de vista variacional. Aśı, en [111], los autores desarrollan una aproximación

geométrica de fibrados Lagrangianos y Hamiltonianos que utilizan para estu-

diar la Mecánica vakónoma estándar dependiente del tiempo. Además, en [3],

se estudian los sistemas vakónomos estándar no autónomos como problemas

de control óptimo dependientes del tiempo.

Como ya se indica en el t́ıtulo, el objetivo de esta Memoria es realizar

la descripción geométrica de diversos aspectos relacionados con Mecánica

Geométrica utilizando la noción de afgebroide de Lie.

Un esquema general de esta Memoria es el siguiente:

• Caṕıtulo 1: Formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano sobre algebroides de

Lie. Afgebroides de Lie

Este es un caṕıtulo introductorio que contiene algunas generalidades

sobre algebroides de Lie y afgebroides de Lie, tales como su definición,

algunos ejemplos y propiedades que van a ser útiles a lo largo de la

Memoria. También se recuerda una descripción geométrica de los for-

malismos Lagrangiano y Hamiltoniano sobre algebroides de Lie.

• Caṕıtulo 2: Formalismo Hamiltoniano y ecuación de Hamilton-Jacobi sobre
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afgebroides de Lie

En la primera parte de este caṕıtulo presentamos dos métodos geomé-

tricos que permiten obtener las ecuaciones de Hamilton asociadas a una

sección Hamiltoniana sobre un afgebroide de Lie. Además, introduci-

mos la ecuación de Hamilton-Jacobi para una sección Hamiltoniana

sobre un afgebroide de Lie y probamos que conocer una solución de la

ecuación de Hamilton-Jacobi simplifica la búsqueda de las soluciones

de las correspondientes ecuaciones de Hamilton.

• Caṕıtulo 3: Subvariedades Lagrangianas y dinámica Hamiltoniana (La-

grangiana) sobre afgebroides de Lie

Después de desarrollar una descripción geométrica que permite obtener

de forma intŕınseca las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a una

función Lagrangiana sobre un afgebroide de Lie, estudiamos la equi-

valencia entre los formalismos Hamiltoniano y Lagrangiano sobre un

afgebroide de Lie. Además, construimos la involución canónica aso-

ciada a un afgebroide de Lie A y el triple de Tulczyjew asociado a

A y a una sección Hamiltoniana. También introducimos la noción

de afgebroide de Lie simpléctico y de subvariedad Lagrangiana de un

afgebroide de Lie simpléctico, de tal forma que la dinámica Lagrangiana

y Hamiltoniana en este contexto puede ser expresada en términos de

subvariedades Lagrangianas de afgebroides de Lie simplécticos.

• Caṕıtulo 4: Sistemas mecánicos no holónomos sobre afgebroides de Lie

Desarrollamos en este caṕıtulo una teoŕıa de mecánica no holónoma

generalizada sobre un afgebroide de Lie A. Definimos la noción de

sistema ligado no holónomo sobreA y caracterizamos las condiciones de

regularidad que garantizan que la dinámica del sistema puede obtenerse

mediante proyección de la dinámica libre. Además, introducimos el

corchete no holónomo sobre el AV-fibrado de ligaduras que juega un

papel importante en la descripción de la dinámica no holónoma.
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• Caṕıtulo 5: Sistemas Lagrangianos singulares y mecánica vakónoma en

algebroides de Lie

En este caṕıtulo, estudiamos los sistemas Lagrangianos singulares y la

mecánica vakónoma en algebroides de Lie. En particular, desarrolla-

mos un algoritmo de ligaduras para algebroides de Lie presimplécticos

que generaliza el conocido algoritmo de Gotay-Nester-Hinds. Además,

obtenemos las ecuaciones vakónomas aplicando dicho algoritmo de li-

gaduras y también aplicando un principio variacional ligado.

• Caṕıtulo 6: Sistemas Lagrangianos singulares y mecánica vakónoma en

afgebroides de Lie

Finalizamos la Memoria estudiando los sistemas Lagrangianos singu-

lares y la mecánica vakónoma sobre un afgebroide de Lie. Para ello,

desarrollamos un algoritmo de ligaduras para algebroides de Lie pre-

cosimplécticos. Además, presentamos una descripción geométrica de la

mecánica vakónoma en afgebroides de Lie usando dicho algoritmo. Por

último, introducimos para un sistema vakónomo regular un corchete

af-Poisson cuya parte af́ın-lineal nos permite dar la evolución de un

observable.

A continuación, comentaremos de forma más precisa el contenido de cada

uno de los caṕıtulos inclúıdos en esta Memoria.

Comenzamos esta memoria con el Caṕıtulo 1, donde recordamos algunas

definiciones y resultados sobre estructuras de algebroides de Lie y afgebroides

de Lie. En primer lugar, recordamos la definición de estructura de algebroide

de Lie en un fibrado vectorial E sobre una variedad Q y la definición de dos

operadores importantes asociados con cualquier algebroide de Lie: el corchete

de Schouten de dos multi-secciones de E y la diferencial de una sección del

fibrado ∧rE∗ → Q. La diferencial es un operador de cohomoloǵıa e induce el

aśı llamado complejo de cohomoloǵıa del algebroide de Lie con coeficientes

triviales. Además, introducimos coordenadas locales sobre el algebroide de

Lie E y definimos las funciones de estructura locales del algebroide de Lie.
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Otro objeto importante asociado a un algebroide de Lie E es la estructura

de Poisson lineal ΠE∗ que la estructura de algebroide de Lie induce sobre E∗

(véase Sección 1.1.1). Los conceptos de morfismo de algebroides de Lie y de

subalgebroide de Lie de un algebroide de Lie son recordados en la Sección

1.1.2.

La noción de prolongación de un algebroide de Lie mediante una fibración

es muy útil para la descripción de la Mecánica Lagrangiana y Hamiltonia-

na tanto sobre algebroides de Lie como sobre afgebroides de Lie. Por esta

razón, en la Sección 1.1.3, presentamos la construcción de la estructura de

algebroide de Lie sobre la prolongación de un algebroide de Lie mediante

una fibración y analizamos dos casos particulares relevantes: la prolongación

T EE de un algebroide de Lie E mediante su proyección fibrada τE : E → Q

y la prolongación T EE∗ de E mediante su fibración dual τ ∗E : E∗ → Q. Otra

clase interesante de algebroides de Lie, los algebroides de Lie acción, son

considerados en la Sección 1.1.4.

En la Sección 1.2, usando las herramientas introducidas anteriormente, pre-

sentamos algunos resultados acerca de la descripción geométrica de la mecá-

nica Lagrangiana y Hamiltoniana sobre algebroides de Lie. También recor-

damos la definición de la transformación de Legendre legL : E → E∗ asocia-

da con una función Lagrangiana L : E → R y la equivalencia entre ambos

formalismos en el caso hiperregular. Para finalizar esta primera parte del

Caṕıtulo 1, mostramos varios ejemplos de fibrados vectoriales sobre los que

se puede definir una estructura de algebroide de Lie y analizamos en cada

uno de ellos las ecuaciones de la dinámica que se obtienen.

En la última sección del Caṕıtulo 1, la Sección 1.4, recordamos las definiciones

de estructura de afgebroide de Lie en un fibrado af́ın A sobre una variedad Q

y de morfismo de afgebroides de Lie. Además, mostramos la correspondencia

uno a uno existente entre estructuras de afgebroides de Lie en un fibrado af́ın

A y estructuras de algebroides de Lie sobre el fibrado bidual Ã de A para las

que la sección distinguida 1A del fibrado dual af́ın A+ de A (correspondiente

con la función constante 1 sobre A) es un 1-cociclo. Finalmente, presentamos

otros resultados sobre morfismos de afgebroides de Lie y algunos ejemplos de
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fibrados afines sobre los cuales es posible definir una estructura de afgebroide

de Lie.

En la primera parte del Caṕıtulo 2 de esta Memoria, presentamos dos méto-

dos geométricos para obtener las ecuaciones de Hamilton asociadas a una

sección Hamiltoniana h : V ∗ → A+ sobre un afgebroide de Lie A. El primer

método consiste en un formalismo cosimpléctico que se basa nuevamente en

el uso del concepto de prolongación de un algebroide de Lie mediante una

fibración. En particular, la descripción se realiza sobre la prolongación T ÃV ∗

del algebroide de Lie Ã bidual de A mediante la fibración dual del fibrado

vectorial τV : V → Q sobre el que se modela el fibrado af́ın τA : A →
Q. El segundo método está basado en el uso de la noción de estructura

af-Poisson sobre un AV-fibrado, es decir, sobre un fibrado af́ın de rango

1 modelado sobre el fibrado vectorial trivial. En este caso el AV-fibrado

sobre el que se define la estructura af-Poisson es la proyección canónica µ :

A+ → V ∗. En la Sección 2.1, describimos los dos métodos ya que ambos

son de gran interés y serán utilizados posteriormente. En la segunda parte

del caṕıtulo (Sección 2.2), introducimos la ecuación de Hamilton-Jacobi para

una sección Hamiltoniana h : V ∗ → A+ sobre un afgebroide de Lie A y

probamos que conocer una solución de dicha ecuación simplifica la búsqueda

de las soluciones de las ecuaciones de Hamilton. Finalmente, aplicamos la

teoŕıa presentada en el caṕıtulo a diversos ejemplos. En particular, cuando

consideramos un algebroide de Lie como un afgebroide de Lie recuperamos

los resultados conocidos sobre algebroides de Lie.

Comenzamos el Caṕıtulo 3 presentando una descripción geométrica que per-

mite obtener, de una forma intŕınseca, las ecuaciones de Euler-Lagrange aso-

ciadas a una función Lagrangiana L sobre un afgebroide de Lie A. Esta

descripción está basada de nuevo en el uso del concepto de prolongación

de un algebroide de Lie mediante una fibración. De forma más precisa, la

descripción se realiza sobre la prolongación T ÃA del algebroide de Lie Ã
mediante la fibración af́ın τA : A → Q. En el caso regular, se puede intro-

ducir una estructura cosimpléctica sobre T ÃA cuya sección de Reeb da la

dinámica. En la Sección 3.2, definimos la transformación de Legendre ex-
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tendida LegL : A → A+ y la transformación de Legendre legL : A → V ∗

asociadas a la función Lagrangiana L : A → R. Estas aplicaciones inducen los

morfismos de algebroides de Lie T LegL : T ÃA → T ÃA+ y T legL : T ÃA →
T ÃV ∗ entre las correspondientes prolongaciones. Entonces, probamos que la

función Lagrangiana L es regular si y sólo si la transformación de Legendre

legL es un difeomorfismo local. Además, en el caso hiperregular, es decir,

si legL es un difeomorfismo global, podemos considerar la sección Hamilto-

niana hL = LegL ◦ leg−1
L y obtenemos la equivalencia entre los formalismos

Lagrangiano y Hamiltoniano. Por otra parte, introducimos la noción de

sección Hamiltoniana hiperregular y probamos que si h : V ∗ → A+ es una

sección de este tipo entonces existe una función Lagrangiana L : A → R
hiperregular tal que hL = h.

En las Secciones 3.3 y 3.4, extendemos la construcción del triple de Tulczyjew

al contexto de afgebroides de Lie. De forma más precisa, para un afgebroide

de Lie τA : A → Q consideramos el subconjunto J AA del producto cartesiano

A× TA dado por

J AA = {(a, v) ∈ A× TA | ρA(a) = (TτA)(v)},

donde ρA : A → TQ es la aplicación ancla de A. Entonces, probamos que

J AA admite dos estructuras de afgebroide de Lie. Estas estructuras son

isomorfas mediante la denominada involución canónica σA : J AA → J AA
asociada al afgebroide de Lie A. Además, si h : V ∗ → A+ es una sección

Hamiltoniana entonces definimos un isomorfismo af́ın [Ωh
(sobre la identi-

dad de V ∗) entre los fibrados afines ρ∗A(TV ∗) → V ∗ y (T V V ∗)∗ → V ∗.

Aqúı, ρ∗A(TV ∗) es el pull-back del fibrado vectorial Tτ ∗V : TV ∗ → TQ me-

diante ρA y T V V ∗ es la prolongación del algebroide de Lie V mediante la

fibración τ ∗V . La aplicación [Ωh
junto con un isomorfismo de fibrados vecto-

riales AA : ρ∗A(TV ∗) → (T VA)∗ (definido en términos de σA) forman el de-

nominado triple de Tulczyjew asociado al afgebroide de Lie A y a la sección

Hamiltoniana h : V ∗ → A+.

A continuación, en la Sección 3.5, introducimos la noción de afgebroide de

Lie simpléctico como un afgebroide de Lie τA : A → Q modelado sobre un
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algebroide de Lie τV : V → Q simpléctico (es decir, un algebroide de Lie que

admite un 2-cociclo no degenerado). Entonces, probamos que si τA : A → Q

es un afgebroide de Lie simpléctico, su prolongación J AA es también un

afgebroide de Lie simpléctico. Para ello, es necesario considerar previamente

los conceptos de levantamiento vertical y levantamiento completo de una

multi-sección del fibrado vectorial τ ∗V : V ∗ → Q a T VA. La noción de

subafgebroide de Lie Lagrangiano de un afgebroide de Lie simpléctico es

presentada, de forma natural, en la Sección 3.6.

Usando los resultados de la Sección 3.6, en la Sección 3.7, introducimos la

definición de subvariedad Lagrangiana de un afgebroide de Lie simpléctico.

Entonces, si h : V ∗ → A+ es una sección Hamiltoniana, deducimos que Sh =

Rh(V
∗) es una subvariedad Lagrangiana del afgebroide de Lie simpléctico

ρ∗A(TV ∗) y que, además, existe una biyección entre las curvas admisibles en

Sh y las soluciones de las ecuaciones de Hamilton para h. Aqúı, Rh es la

sección de Hamilton asociada a h. De forma similar, dada una función La-

grangiana L : A → R, probamos que SL = (A−1
A ◦dT

V AL)(A) también es una

subvariedad Lagrangiana de ρ∗A(TV ∗) y que existe una biyección entre las

curvas admisibles en SL y las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange

para L. Cuando L es hiperregular y hL es la correspondiente sección Hamil-

toniana, obtenemos que SL = ShL
.

Finalmente, en la última sección del Caṕıtulo 3 (Sección 3.8), describimos

algunas aplicaciones de los resultados obtenidos. En particular, probamos

que si el afgebroide de Lie A es un algebroide de Lie recuperamos los re-

sultados obtenidos en [65] sobre la relación entre la dinámica Lagrangiana y

Hamiltoniana sobre algebroides de Lie y ciertas subvariedades Lagrangianas

de algebroides de Lie simplécticos.

El objetivo del Caṕıtulo 4 es desarrollar una descripción geométrica de sis-

temas mecánicos no holónomos sobre afgebroides de Lie. Comenzamos el

caṕıtulo, en la Sección 4.1, estudiando los sistemas Lagrangianos sobre un

afgebroide de Lie A sujetos a ligaduras no holónomas generales descritas

por una subvariedad M de A. Introducimos las ecuaciones de Lagrange-

d’Alembert asociadas a un sistema Lagrangiano ligado no holónomo (L,M)
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sobre A y, en la Sección 4.2, realizamos un análisis global de la existencia

y unicidad de soluciones de dichas ecuaciones. Además, en el caso regular,

probamos que la dinámica no holónoma puede obtenerse mediante diferentes

proyecciones de la dinámica libre.

En la Sección 4.3, desarrollamos una descripción Hamiltoniana de los sistemas

no holónomos sobre un afgebroide de Lie y estudiamos la equivalencia entre

los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano. En el caso regular (y como

en el formalismo Lagrangiano) probamos que es posible obtener la solución

de las ecuaciones de Hamilton ligadas por diferentes proyecciones desde la

solución de las ecuaciones de Hamilton para la dinámica libre. Una de dichas

proyecciones es de gran utilidad para introducir, en la Sección 4.4, el corchete

no holónomo sobre el AV-fibrado de ligaduras µM+ : M+ → M̄, siendo

M̄ = legL(M) y M+ = µ−1(M̄). Este corchete da la evolución de un

observable para la dinámica no holónoma. El corchete no holónomo es un

corchete casi af-Poisson sobre el AV-fibrado de ligaduras (es decir, un corchete

af-Poisson que no satisface, en general, la “identidad de Jacobi”).

Una clase particular de sistemas no holónomos en afgebroides de Lie son

los sistemas de tipo mecánico sobre un afgebroide de Lie sujetos a ligaduras

afines. En la Sección 4.5 estudiamos esta clase de sistemas y mostramos

que, en este caso, podemos definir el corchete no holónomo de manera más

sencilla.

Para finalizar el Caṕıtulo 4, aplicamos los resultados obtenidos en el mismo

a diversos ejemplos. En particular, consideramos el caso de sistemas La-

grangianos sujetos a ligaduras no holónomas sobre un algebroide de Lie y

recuperamos algunos resultados probados en [24]. Además, analizamos el

ejemplo de una bola homogénea rodando sin deslizamiento sobre una mesa

que rota con velocidad angular dependiente del tiempo.

Si una función Lagrangiana L : E → R sobre un algebroide de Lie E es

regular entonces la ecuación dinámica iξωL = dEL tiene una única solución:

la sección de Euler-Lagrange (aqúı ωL es la 2-sección de Poincaré-Cartan

asociada a L y EL es la enerǵıa Lagrangiana). Sin embargo, si L es singular

o degenerado entonces ωL no es una sección simpléctica y la anterior ecuación
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no tiene, en general, solución y en caso de existir tal solución no será, en gene-

ral, única. Motivados por este hecho, desarrollamos en la primera sección del

Caṕıtulo 5, la Sección 5.1, un algoritmo de ligaduras para algebroides de Lie

presimplécticos que generaliza el conocido algoritmo de Gotay-Nester-Hinds.

Además, en la Sección 5.2, probamos que un epimorfismo de algebroides de

Lie presimplécticos induce un epimorfismo del mismo tipo entre los diferentes

niveles de los correspondientes algoritmos de ligaduras.

A continuación, aplicamos los resultados obtenidos en las dos secciones ante-

riores a sistemas Lagrangianos singulares sobre algebroides de Lie. Ade-

más, abordamos el problema de que la solución de la dinámica sea una

ecuación diferencial de segundo orden. De hecho, dado un algebroide de

Lie τE : E → Q y una función Lagrangiana singular L : E → R, encon-

tramos una solución ξX del sistema presimpléctico (T EE, ωL, EL) que es una

SODE en una subvariedad de la subvariedad final de ligaduras.

En la última sección del Caṕıtulo 5 (la Sección 5.4), desarrollamos una des-

cripción geométrica de la mecánica vakónoma sobre algebroides de Lie. En

este contexto, dado un algebroide de Lie τE : E → Q, tenemos un par (L,M)

donde L es una función Lagrangiana sobre E yM⊆ E es una subvariedad de

ligaduras. En la Sección 5.4.1, deducimos las ecuaciones vakónomas usando

el algoritmo de ligaduras presimpléctico introducido anteriormente y estu-

diamos el caso particular en el que el algoritmo se estabiliza en el primer

nivel. En estas condiciones, si la restricción de la 2-sección presimpléctica

al primer nivel es simpléctica, introducimos el corchete vakónomo que per-

mite dar la evolución de un observable. Por otra parte, es bien conocido que

las ecuaciones dinámicas para un sistema vakónomo clásico pueden obtener-

se mediante la aplicación de un principio variacional ligado. Esto también

es posible para sistemas vakónomos en algebroides de Lie, como mostramos

en la Sección 5.4.2. En el caso particular de que no tengamos ligaduras,

nuestra aproximación puede verse como la formulación de Skinner-Rusk en

algebroides de Lie. Estudiamos también, en la Sección 5.4.3, otras aplica-

ciones en las que el algebroide de Lie base del sistema vakónomo es un álgebra

de Lie o un algebroide de Lie-Atiyah (este último caso guarda relación con la
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reducción en geometŕıa subriemanniana). En dicha sección, consideramos los

sistemas de control óptimo en algebroides de Lie como sistemas vakónomos.

En el último caṕıtulo de esta Memoria, el Caṕıtulo 6, generalizamos los

resultados obtenidos para algebroides de Lie en el Caṕıtulo 5 a afgebroides

de Lie. Para ello, comenzamos desarrollando un algoritmo de ligaduras para

algebroides de Lie precosimplécticos (Sección 6.1). Además, probamos que un

epimorfismo de algebroides de Lie precosimplécticos induce un epimorfismo

del mismo tipo entre los diferentes niveles de los correspondientes algoritmos

de ligaduras precosimplécticos.

En la Sección 6.3, estudiamos los sistemas Lagrangianos singulares sobre

un afgebroide de Lie y analizamos el problema de que la solución obtenida

mediante la aplicación del algoritmo de ligaduras precosimpléctico sea una

ecuación diferencial de segundo orden. A continuación, en la Sección 6.4,

introducimos la noción de problema vakónomo en un afgebroide de Lie A y

presentamos una descripción de la mecánica vakónoma en A. Para ello, apli-

camos el algoritmo de ligaduras al sistema precosimpléctico (T ÃW0,ΩW0 , η),

donde W0 = A+ ⊕QM, siendo M ⊆ A la subvariedad de ligaduras. Aśı,

usando de nuevo dicho algoritmo, obtenemos las ecuaciones vakónomas y en-

tonces estudiamos el caso particular en el que el algoritmo se estabiliza en el

primer nivel, esto es, Wf = W1. En esta situación, mostramos que hay que

restringirse a una cierta subvariedad W ′
1 de la subvariedad final de ligaduras

W1 para que el sistema vakónomo tenga una única solución. Introducimos

entonces la noción de sistema vakónomo regular sobre un afgebroide de Lie

y, en este caso, definimos un corchete af-Poisson sobre el AV-fibrado de liga-

duras µ1 : W1 → W ′
1 cuya parte af́ın-lineal da la evolución de un observable.

Como es de esperar, la dinámica vakónoma en un afgebroide de Lie puede

obtenerse mediante la aplicación de un principio variacional ligado. Esta des-

cripción la mostramos en la Sección 6.4.2. Por último, aplicamos esta teoŕıa

general a algunos ejemplos (véase la Sección 6.4.3).

Para finalizar esta Memoria hemos incluido, en primer lugar, un apartado

donde comentamos algunos posibles temas, relacionados con los contenidos de

esta Memoria, sobre los que se pretende investigar en el futuro y, en segundo
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lugar, una Bibliograf́ıa. Comentar que en dicha Bibliograf́ıa están recogidos

los trabajos de investigación citados a lo largo de la Memoria y algunos otros

realizados por la autora de la Tesis, en colaboración con otros investigadores,

que no han sido citados pero que recogen resultados contenidos en la Memoria

o estrechamente relacionados con ellos.
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CAṔITULO 1

Formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano sobre
algebroides de Lie. Afgebroides de Lie

1.1 Algebroides de Lie

Esta primera sección del Caṕıtulo 1 contiene algunas construcciones alge-

braicas en la categoŕıa de algebroides de Lie.

1.1.1 Algebroides de Lie. Definiciones

Sea Q una variedad diferenciable de dimensión m y τE : E → Q un fibrado

vectorial sobre Q de rango n. Denotaremos por Γ(τE) el C∞(Q,R)-módulo

de las secciones de τE : E → Q.

Una estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]E, ρE) sobre E es un corchete de Lie

[[·, ·]]E : Γ(τE)×Γ(τE)→ Γ(τE) sobre el espacio Γ(τE) y una aplicación fibrada

ρE : E → TQ, llamada aplicación ancla, tal que, si denotamos también por

ρE : Γ(τE) → X(Q) el homomorfismo de C∞(Q,R)-módulos inducido por la

aplicación ancla, entonces

[[X, fY ]]E = f [[X, Y ]]E + (ρE(X)(f))Y,

19
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para cualesquiera X, Y ∈ Γ(τE) y f ∈ C∞(Q,R). A la terna (E, [[·, ·]]E, ρE)

se le denomina algebroide de Lie sobre Q (véase [71, 97]).

Observación 1.1 Si (E, [[·, ·]]E, ρE) es un algebroide de Lie sobre Q entonces

la aplicación ancla ρE : Γ(τE)→ X(Q) es un homomorfismo entre las álgebras

de Lie (Γ(τE), [[·, ·]]E) y (X(Q), [·, ·]). ♦

Si (E, [[·, ·]]E, ρE) es un algebroide de Lie, el corchete de Lie sobre Γ(τE) se

puede extender al corchete de Schouten [[·, ·]]E sobre el espacio Γ(∧∗τE) =

⊕kΓ(∧kτE) de las multisecciones de E de forma que (⊕kΓ(∧kτE),∧, [[·, ·]]E)

es un álgebra de Lie graduada. De hecho, el corchete de Schouten satisface

las siguientes propiedades:

[[P,R]]E ∈ Γ(∧p+r−1τE),

[[X, f ]]E = ρE(X)(f),

[[P,R]]E = (−1)pr[[R,P ]]E,

[[P,R ∧ S]]E = [[P,R]]E ∧ S + (−1)r(p+1)R ∧ [[P, S]]E,

(−1)ps[[[[P,R]]E, S]]E+(−1)rs[[[[S, P ]]E, R]]E+(−1)pr[[[[R,S]]E, P ]]E= 0,

para X ∈ Γ(τE), f ∈ C∞(Q,R), P ∈ Γ(∧pτE), R ∈ Γ(∧rτE) y S ∈ Γ(∧sτE)

(véase [107]).

Observación 1.2 La definición del corchete de Schouten que hemos dado

aqúı imita la considerada en [107] para el corchete de Schouten-Nijenhuis de

multivectores sobre una variedad (véase también [5, 70]). Algunos autores,

véase por ejemplo [58], definen el corchete de Schouten de otra forma. De

hecho, la relación entre el corchete de Schouten [[·, ·]]′E en el sentido de [58] y

el corchete de Schouten [[·, ·]]E en el sentido de [107] es la siguiente:

[[P,R]]′E = (−1)p+1[[P,R]]E,

para todo P ∈ Γ(∧pτE) y R ∈ Γ(∧∗τE). ♦
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Por otra parte, se define la diferencial del algebroide de Lie E, dE : Γ(∧kτ ∗E)

→ Γ(∧k+1τ ∗E), como sigue:

dEµ(X0, . . . , Xk) =
k∑
i=0

(−1)iρE(Xi)(µ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk))

+
∑
i<j

(−1)i+jµ([[Xi, Xj]]E, X0, . . , X̂i, . . , X̂j, . . , Xk),

(1.1)

para µ ∈ Γ(∧kτ ∗E) y X0, . . . , Xk ∈ Γ(τE). Se prueba que (dE)2 = 0, con lo que

tenemos los correspondientes espacios de cohomoloǵıa. Esta cohomoloǵıa es

la cohomoloǵıa del algebroide de Lie con coeficientes triviales (véase [71]).

Usando las definiciones anteriores, se sigue que una 1-cocadena φ0 ∈ Γ(τ ∗E)

es un 1-cociclo si y sólo si dEφ0 = 0 o, lo que es equivalente,

φ0[[X, Y ]]E = ρE(X)(φ0(Y ))− ρE(Y )(φ0(X)),

para todo X, Y ∈ Γ(τE).

Por otro lado, si X ∈ Γ(τE), entonces se puede introducir la derivada de Lie

con respecto a X, como el operador LEX : Γ(∧kτ ∗E)→ Γ(∧kτ ∗E) dado por

LEX = dE ◦ iX + iX ◦dE,

donde iX denota la contracción por X.

Para un algebroide de Lie (E, [[·, ·]]E, ρE) sobre una variedad Q podemos con-

siderar la distribución generalizada FE sobre Q cuyo espacio caracteŕıstico

en un punto x ∈ Q está dado por

FE(x) = ρE(Ex),

donde Ex es la fibra de E que contiene al punto x. La distribución FE está

finitamente generada y es involutiva. Aśı, FE define una foliación generali-

zada sobre Q en el sentido de Sussmann (véase [105]). FE se denomina la

foliación del algebroide de Lie sobre Q asociada a E.

Nótese que si f ∈ C∞(Q,R) entonces dEf = 0 si y sólo si f es constante

sobre las hojas de FE.



22 Caṕıtulo 1. Dinámica sobre algebroides de Lie. Afgebroides de Lie

Si tomamos coordenadas locales (xi) en un subconjunto abierto U deQ y {eα}
es una base de secciones del fibrado vectorial τ−1

E (U)→ U , entonces tenemos

las correspondientes coordenadas locales (xi, yα) sobre τ−1
E (U), donde yα(e)

es la α-ésima coordenada de e ∈ τ−1
E (U) en la base dada. Tales coordenadas

determinan las funciones locales Cγ
αβ y ρiα sobre Q las cuales contienen la

información local de la estructura de algebroide de Lie, y por ello se denomi-

nan funciones de estructura del algebroide de Lie. Dichas funciones locales

vienen definidas por

[[eα, eβ]]E = Cγ
αβeγ y ρE(eα) = ρiα

∂

∂xi
.

De las propiedades del corchete de Lie y de la aplicación ancla, se obtiene

que estas funciones satisfacen las siguientes relaciones

ρjα
∂ρiβ
∂xj
− ρjβ

∂ρiα
∂xj

= ρiγC
γ
αβ,∑

cyclic(α,β,γ)

[
ρiα
∂Cν

βγ

∂xi
+ Cν

αµC
µ
βγ

]
= 0,

que usualmente se denominan ecuaciones de estructura.

Si f ∈ C∞(Q,R), tenemos que

dEf =
∂f

∂xi
ρiαe

α,

donde {eα} es la base dual de {eα}. Por otra parte, si θ ∈ Γ(τ ∗E) y θ = θγe
γ

se sigue que

dEθ =
(∂θγ
∂xi

ρiβ −
1

2
θαC

α
βγ

)
eβ ∧ eγ.

En particular,

dExi = ρiαe
α, dEeα = −1

2
Cα
βγe

β ∧ eγ.

Ahora, sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie sobre Q y E∗ el fibrado dual

de E. Entonces, E∗ admite una estructura de Poisson lineal ΠE∗ , esto es,

ΠE∗ es un 2-vector sobre E∗ tal que

[ΠE∗ ,ΠE∗ ] = 0
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y si f y f ′ son funciones lineales sobre E∗, tenemos que ΠE∗(d0f, d0f
′) es

también una función lineal sobre E∗. Si (xi) son coordenadas locales en Q,

{eα} es una base local de Γ(τE) y (xi, yα) son las coordenadas locales sobre

E∗ inducidas por las coordenadas (xi) y la base dual {eα} de {eα}, entonces

la expresión local de ΠE∗ es

ΠE∗ = ρiα
∂

∂xi
∧ ∂

∂yα
− 1

2
Cγ
αβyγ

∂

∂yα
∧ ∂

∂yβ
, (1.2)

donde Cγ
αβ y ρiα son las funciones de estructura de E con respecto a las

coordenadas (xi) y a la base {eα}. La estructura de Poisson ΠE∗ induce un

corchete de Poisson lineal {·, ·}ΠE∗ sobre E∗, esto es, una aplicación R-bilineal

{·, ·}ΠE∗ : C∞(E∗,R)× C∞(E∗,R)→ C∞(E∗,R)

satisfaciendo

• Antisimetŕıa: {F,G}ΠE∗ = −{G,F}ΠE∗ ,

• La regla de Leibniz: {FF ′, G}ΠE∗ = F{F ′, G}ΠE∗ + F ′{F,G}ΠE∗ ,

• La identidad de Jacobi:

{F, {G,H}ΠE∗}ΠE∗ + {G, {H,F}ΠE∗}ΠE∗ + {H, {F,G}ΠE∗}ΠE∗ = 0,

para F, F ′, G,H ∈ C∞(E∗,R) y, además, si L,L′ son funciones lineales sobre

E∗ entonces {L,L′}ΠE∗ es una función lineal sobre E∗. De hecho, si F,G ∈
C∞(E∗,R) entonces

{F,G}ΠE∗ = ΠE∗(d0F, d0G). (1.3)

Aśı, la expresión local del corchete de Poisson de F y G es

{F,G}ΠE∗ = ρiα

(
∂F

∂xi
∂G

∂yα
− ∂F

∂yα

∂G

∂xi

)
− Cγ

αβyγ
∂F

∂yα

∂G

∂yβ
, (1.4)

(para más detalles, véase [29, 65]).
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1.1.2 Morfismos de algebroides de Lie

Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) (respectivamente, (E ′, [[·, ·]]E′ , ρE′)) un algebroide de Lie

sobre una variedad Q (respectivamente, Q′) y supongamos que F : E → E ′ es

un morfismo de fibrados vectoriales sobre la aplicación f : Q→ Q′. Entonces,

el siguiente diagrama es conmutativo

Q
f - Q′

τE

?

τE′

?

E
F

- E ′

El par (F, f) es un morfismo de algebroides de Lie si

dE((F, f)∗φ′) = (F, f)∗(dE
′
φ′), (1.5)

para φ′ ∈ Γ(∧kτ ∗E′) y para todo k, siendo (F, f)∗φ′ la sección del fibrado

vectorial ∧kE∗ → Q definida por

((F, f)∗φ′)x(a1, . . . , ak) = φ′f(x)(F (a1), . . . , F (ak)),

para x ∈ Q y a1, . . . , ak ∈ Ex. Destacar que (1.5) se satisface si y sólo si

dE(g′ ◦f) = (F, f)∗(dE
′
g′), para g′ ∈ C∞(Q′,R),

dE((F, f)∗α′) = (F, f)∗(dE
′
α′), para α′ ∈ Γ(τ ∗E′).

Si (F, f) es un morfismo de algebroides de Lie, f es una inmersión inyectiva

y FEx : Ex → E ′
f(x) es inyectiva, para todo x ∈ Q, entonces se dice que

(E, [[·, ·]]E, ρE) es un subalgebroide de Lie de (E ′, [[·, ·]]E′ , ρE′) (véase [42]).

En el caso particular de que Q = Q′ y f = id : Q → Q entonces, es fácil

probar que el par (F, id) es un morfismo de algebroides de Lie si y sólo si

F [[X, Y ]]E = [[FX,FY ]]E′ , ρE′(FX) = ρE(X),

para X, Y ∈ Γ(τE).

Otras definiciones equivalentes de morfismo de algebroides de Lie pueden

encontrarse en [42].
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1.1.3 Prolongación de un algebroide de Lie mediante
una fibración

A continuación, vamos a recordar la definición de la estructura de algebroide

de Lie sobre la prolongación de un algebroide de Lie mediante una fibración

(véase [42, 65]).

Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad Q de

dimensión m con proyección τE : E → Q y sea π : P → Q una fibración, esto

es, una sumersión sobreyectiva.

Consideramos el subconjunto T EP de E×TP definido por T EP =
⋃
p∈P

T Ep P ,

donde

T Ep P = {(e, v) ∈ Eπ(p) × TpP | ρE(e) = (Tpπ)(v)}

y Tπ : TP → TQ es la aplicación tangente a π. Denotaremos por τπE :

T EP → P la aplicación dada por

τπE(e, v) = πP (v),

para (e, v) ∈ T EP, siendo πP : TP → P la proyección canónica. Entonces,

si m′ es la dimensión de P , se puede probar que

dim T Ep P = n+m′ −m.

Aśı, concluimos que τπE : T EP → P es un fibrado vectorial sobre P de rango

n+m′ −m.

Una sección X̃ de τπE : T EP → P se dice que es proyectable si existe una

sección X de τE : E → Q y un campo de vectores U sobre P proyectable

mediante π al campo de vectores ρE(X) y tales que

X̃(p) = (X(π(p)), U(p)),

para todo p ∈ P . Para una sección X̃ proyectable usaremos la notación

X̃ ≡ (X,U). Es fácil probar que se puede elegir una base local de secciones

proyectables del espacio Γ(τπE).
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Además, el fibrado vectorial τπE : T EP → P admite una estructura de alge-

broide de Lie ([[·, ·]]πE, ρπE) caracterizada por

[[(X,U), (Y, V )]]πE = ([[X, Y ]]E, [U, V ]), ρπE(X,U) = U,

para todo X,Y ∈ Γ(τE) y U , V campos de vectores proyectables mediante

π a ρE(X) y ρE(Y ), respectivamente. El algebroide de Lie (T EP, [[·, ·]]πE, ρπE)

se denomina la prolongación del algebroide de Lie E mediante la fibración π

o el fibrado E-tangente a P .

Nótese que si pr1 : T EP → E es la restricción de la proyección canónica

sobre el primer factor a T EP , entonces el par (pr1, π) es un morfismo entre

los algebroides de Lie (T EP, [[·, ·]]πE, ρπE) y (E, [[·, ·]]E, ρE) (para más detalles,

véase [42, 65]).

A continuación presentamos dos casos particulares de la anterior construcción

que serán utilizados posteriormente.

Ejemplo 1.3 Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una

variedad Q de dimensión m y τE : E → Q la proyección del fibrado vectorial.

Consideramos la prolongación T EE de E mediante la fibración τE, es decir,

T EE = {(e, v) ∈ E × TE | ρE(e) = (TτE)(v)}.

T EE es un algebroide de Lie sobre E de rango 2n con estructura de algebroide

de Lie ([[·, ·]]τEE , ρ
τE
E ) y proyección τ τEE : T EE → E.

Por otra parte, si X es una sección de E, entonces podemos considerar el

levantamiento vertical de X como el campo de vectores sobre E dado por

Xv(e) = X(τE(e))ve , para e ∈ E,

donde v
e : EτE(e) → Te(EτE(e)) es el isomorfismo canónico entre los espacios

vectoriales EτE(e) y Te(EτE(e)).

Además, existe un único campo de vectores Xc sobre E, el levantamiento

completo de X, verificando las siguientes condiciones:

i) Xc es proyectable mediante τE sobre ρE(X) y
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ii) Xc(α̂) = LEXα,

para todo α ∈ Γ(τ ∗E) (véase [40, 41]). Aqúı, si β ∈ Γ(τ ∗E) entonces β̂ es la

función lineal sobre E definida por

β̂(e) = β(τE(e))(e), para todo e ∈ E.

Tenemos que (véase [40, 41])

[Xc, Y c] = [[X, Y ]]cE, [Xc, Y v] = [[X, Y ]]vE, [Xv, Y v] = 0,

para X,Y ∈ Γ(τE).

Aśı, podemos introducir el levantamiento verticalXv y el levantamiento com-

pleto Xc de una sección X ∈ Γ(τE) como las secciones de τ τEE : T EE → E

dadas por

Xv(e) = (0, Xv(e)), Xc(e) = (X(τE(e)), Xc(e)), (1.6)

para todo e ∈ E.

Si (xi) son coordenadas locales sobre Q y {eα} es una base local de secciones

de E, entonces {evα, ecα} es una base local de Γ(τ τEE ) (véase [80]) y para X ∈
Γ(τE) dada localmente por X = Xαeα, se tiene que

Xv = Xαevα y Xc = ρiβ
∂Xα

∂xi
yβevα +Xαecα,

siendo (xi, yα) las correspondientes coordenadas locales en E y ρiα las com-

ponentes de la aplicación ancla ρE con respecto a la base local {eα}. A partir

de esta base podemos definir otra base local {Xα,Vα} de secciones de T EE
tal que

[[Xα,Xβ]]τEE = Cγ
αβXγ, [[Xα,Vβ]]τEE = 0, [[Vα,Vβ]]τEE = 0,

ρτEE (Xα) = ρiα
∂

∂xi
, ρτEE (Vα) =

∂

∂yα
,

para todo α y β, donde Xα = ecα + Cγ
αβy

βevγ y Vα = evα, donde Cγ
αβ son las

correspondientes funciones de estructura del corchete de Lie de E.
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Nótese que

Xα(e) =
(
eα(τE(e)), ρiα

∂

∂xi |e

)
, Vα(e) =

(
0,

∂

∂yα |e

)
. (1.7)

Usando la base local de secciones {Xα,Vα} se introducen, de manera natural,

coordenadas locales (xi, yα; zα, vα) en T EE. Además, si {X α,Vα} es la base

dual de {Xα,Vα}, se tiene que

dT
EEf = ρiα

∂f

∂xi
X α +

∂f

∂yα
Vα, para f ∈ C∞(E,R),

dT
EEX γ = −1

2
Cγ
αβX

α ∧ X β, dT
EEVγ = 0.

El subfibrado vectorial (T EE)v de T EE cuya fibra en un punto e ∈ E es

(T Ee E)v = {(0, v) ∈ E × TeE | (TeτE)(v) = 0}

se denomina el subfibrado vertical. (T EE)v está localmente generado por las

secciones {Vα}.
Por otra parte, sobre T EE se definen dos objetos canónicos: la sección de

Euler ∆ y el endomorfismo vertical S. ∆ es la sección de T EE → E dada

por

∆(e) = (0, eve), para todo e ∈ E,

y S es la sección del fibrado vectorial (T EE) ⊗ (T EE)∗ → E caracterizada

por las siguientes condiciones

S(Xv) = 0, S(Xc) = Xv, (1.8)

para X ∈ Γ(τE). Las expresiones locales de ∆ y S, en términos de la base

introducida anteriormente, son

∆ = yαVα, S = X α ⊗ Vα. (1.9)

Finalmente, una sección ξ de T EE → E se dice que es una ecuación dife-

rencial de segundo orden (SODE) sobre E si S(ξ) = ∆. De (1.9), se deduce
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que una sección ξ de T EE es una SODE si y sólo si la expresión local de ξ

es de la forma

ξ = yαXα + ξαVα, (1.10)

donde ξα son funciones locales arbitrarias sobre E (para más detalles, véase

[80]). 4

Ejemplo 1.4 Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una

variedad Q de dimensión m y τ ∗E : E∗ → Q la proyección del fibrado vectorial

dual E∗ de E.

Consideramos ahora la prolongación T EE∗ de E mediante τ ∗E, esto es,

T EE∗ = {(e, v) ∈ E × TE∗ | ρE(e) = (Tτ ∗E)(v)}.

T EE∗ es un algebroide de Lie sobre E∗ de rango 2n con estructura de alge-

broide de Lie ([[·, ·]]τ
∗
E
E , ρ

τ∗E
E ).

Si (xi) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q, {eα} es

una base de secciones del fibrado vectorial τ−1
E (U) → U y {eα} es la base

dual de {eα}, entonces {Yα,Uα} es una base de secciones del fibrado vectorial

(τ
τ∗E
E )−1((τ ∗E)−1(U)) → (τ ∗E)−1(U), donde τ

τ∗E
E : T EE∗ → E∗ es la proyección

del fibrado vectorial T EE∗ y

Yα(e∗) =
(
eα(τ

∗
E(e∗)), ρiα

∂

∂xi |e∗

)
, Uα(e∗) =

(
0,

∂

∂yα |e∗

)
, (1.11)

para e∗ ∈ (τ ∗E)−1(U). Aqúı, ρiα son las componentes de la aplicación an-

cla con respecto a la base {eα} y (xi, yα) son las coordenadas locales sobre

E∗ inducidas por las coordenadas locales (xi) y la base {eα}. Usando la

base local {Yα,Uα} se introducen, de manera natural, coordenadas locales

(xi, yα; z
α, vα). Además, se tiene que

[[Yα,Yβ]]
τ∗E
E = Cγ

αβYγ, [[Yα,Uβ]]
τ∗E
E = [[Uα,Uβ]]

τ∗E
E = 0,

ρ
τ∗E
E (Yα) = ρiα

∂

∂xi
, ρ

τ∗E
E (Uα) =

∂

∂yα
,

(1.12)
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para todo α y β, siendo Cγ
αβ las funciones de estructura del corchete de

Lie [[·, ·]]E con respecto a la base {eα}. Aśı, si {Yα,Uα} es la base dual de

{Yα,Uα} entonces

dT
EE∗f = ρiα

∂f

∂xi
Yα +

∂f

∂yα
Uα,

dT
EE∗Yγ = −1

2
Cγ
αβY

α ∧ Yβ, dT
EE∗Uγ = 0,

(1.13)

para f ∈ C∞(E∗,R).

Ahora definiremos una sección canónica λE del fibrado vectorial (T EE∗)∗

→ E∗ como sigue. Si e∗ ∈ E∗ y (e′, v) es un punto de la fibra de T EE∗ en

e∗, entonces

λE(e∗)(e′, v) = e∗(e′). (1.14)

λE se denomina la sección de Liouville de (T EE∗)∗.

Usando la sección de Liouville introducimos la sección simpléctica canónica

ΩE definida por

ΩE = −dT EE∗λE. (1.15)

ΩE es una sección simpléctica del algebroide de Lie (T EE∗, [[·, ·]]τ
∗
E
E , ρ

τ∗E
E ), es

decir, ΩE es una 2-sección no degenerada y dT
EE∗ΩE = 0.

Si (xi) son coordenadas locales en Q, {eα} es una base de secciones de E,

(xi, yα) son las correspondientes coordenadas locales de E∗ y {Yα,Uα} es la

base local de secciones de T EE∗ definida en (1.11), entonces, usando (1.14),

se sigue que

λE = yαYα, (1.16)

donde {Yα,Uα} es la base dual de {Yα,Uα}. Aśı, de (1.13), (1.15) y (1.16),

se obtiene que

ΩE = Yα ∧ Uα +
1

2
Cγ
αβyγY

α ∧ Yβ, (1.17)

siendo Cγ
αβ las funciones de estructura del corchete de Lie [[·, ·]]E con respecto

a la base {eα} (véase [65]). 4

Observación 1.5 El corchete de Poisson lineal {·, ·}ΠE∗ sobre E∗ inducido

por la estructura de algebroide de Lie de E (véase (1.3)) puede definirse
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también en términos de la sección simpléctica canónica ΩE. De hecho, para

F,G ∈ C∞(E∗,R) se tiene que

{F,G}ΠE∗ = ΩE(HΩE
F ,HΩE

G ), (1.18)

donde HΩE
F y HΩE

G son las secciones Hamiltonianas asociadas a las funciones

F y G, respectivamente, con respecto a la estructura simpléctica ΩE, esto es,

HΩE
F ,HΩE

G ∈ Γ(τ
τ∗E
E ) están caracterizadas por

iHΩE
F

ΩE = dT
EE∗F y iHΩE

G

ΩE = dT
EE∗G.

♦

1.1.4 Algebroides de Lie acción

Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie sobre una variedad Q y π : P → Q

una aplicación diferenciable. Entonces, el pull-back de E mediante π, esto

es,

π∗E = {(p, e) ∈ P × E |π(p) = τE(e)}

es un fibrado vectorial sobre P con proyección la restricción a π∗E de la

proyección canónica pr1 : P × E → P sobre el primer factor. Sin embargo,

π∗E no es, en general, un algebroide de Lie.

Ahora, supongamos que Ψ : Γ(τE) → X(P ) es una acción de E sobre π, es

decir, Ψ es una aplicación R-lineal que satisface las siguientes condiciones

i) Ψ(fX) = (f ◦π)ΨX,

ii) Ψ[[X, Y ]]E = [ΨX,ΨY ],

iii) ΨX(f ◦π) = ρE(X)(f) ◦π,

para X, Y ∈ Γ(τE) y f ∈ C∞(Q,R). Entonces, se puede definir una es-

tructura de algebroide de Lie (([[·, ·]]E)Ψ, (ρE)Ψ) sobre el fibrado vectorial

π∗E → P la cual está caracterizada por las siguientes condiciones

([[X ◦π, Y ◦π]]E)Ψ = [[X, Y ]]E ◦π, (ρE)Ψ(X ◦π) = Ψ(X), (1.19)
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para X, Y ∈ Γ(τE). El algebroide de Lie resultante se denota por E n π y se

denomina algebroide de Lie acción (para más detalles, véase [42, 65]).

A continuación aplicaremos la construcción anterior a un caso particular.

Ejemplo 1.6 Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie sobre una variedad

Q. Es bien conocido (véase, por ejemplo, [33]) que el fibrado tangente a E,

TE, es un fibrado vectorial sobre TQ con proyección la aplicación tangente

a τE, TτE : TE → TQ. Además, dada una sección X ∈ Γ(τE), la aplicación

tangente a X, TX : TQ → TE, es una sección del fibrado vectorial TτE :

TE → TQ. Podemos considerar también la sección X̂ : TQ → TE de

TτE : TE → TQ definida por

X̂(u) = (Tx0)(u) +X(x)v0(x), (1.20)

para u ∈ TxQ, donde 0 : Q → E es la sección nula de E y v
0(x) : Ex →

T0(x)(Ex) es el isomorfismo canónico entre Ex y T0(x)(Ex).

Si {eα} es una base local de Γ(τE) entonces {Teα, êα} es una base local de

Γ(TτE).

El fibrado vectorial TτE : TE → TQ admite una estructura de algebroide de

Lie con aplicación ancla ρTE dada por

ρTE = σTQ ◦TρE,

siendo σTQ : T (TQ) → T (TQ) la involución canónica del fibrado tangente

doble. Recordemos que σTQ es un isomorfismo entre los fibrados vectoriales

πTQ : T (TQ) → TQ y TπQ : T (TQ) → TQ (para más detalles, véase

[33, 52]). El corchete de Lie [[·, ·]]TE sobre el espacio Γ(TτE) está caracterizado

por las siguientes igualdades

[[TX, TY ]]TE = T [[X, Y ]]E, [[TX, Ŷ ]]TE = [[X, Y ]]E, [[X̂, Ŷ ]]TE = 0, (1.21)

para X, Y ∈ Γ(τE) (véase [65, 72]).

Además, existe una única acción Ψ : Γ(TτE) → X(E) del algebroide de Lie

(TE, [[·, ·]]TE, ρTE) sobre la aplicación ρE : E → TQ tal que

Ψ(TX) = Xc y Ψ(X̂) = Xv,
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para X ∈ Γ(τE), siendo Xc y Xv el levantamiento completo y el levan-

tamiento vertical, respectivamente, de la sección X (véase Ejemplo 1.3). Aśı,

el fibrado vectorial ρ∗E(TE) → E es un algebroide de Lie con estructura de

algebroide de Lie (([[·, ·]]TE)Ψ, (ρ
T
E)Ψ) caracterizada como en (1.19). 4

1.2 Formalismos Lagrangiano y Hamiltonia-

no sobre algebroides de Lie

1.2.1 Formalismo Lagrangiano

En esta sección, recordaremos algunos resultados sobre la descripción geo-

métrica de la mecánica Lagrangiana sobre algebroides de Lie obtenidos por

Mart́ınez en [80].

Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad Q de

dimensión m y τE : E → Q la proyección del fibrado vectorial.

Consideramos una función Lagrangiana L : E → R sobre E. Entonces,

se introduce la 1-sección de Poincaré-Cartan θL ∈ Γ((τ τEE )∗) asociada a L

definida por

θL(e)(e′, Xe) = (dT
EEL(e))(Se(e

′, Xe)) = ρτEE (Se(e
′, Xe))(L),

para e ∈ E y (e′, Xe) ∈ T Ee E, siendo T Ee E la fibra de T EE → E que contiene

al punto e y Se : T Ee E → T Ee E el endomorfismo vertical (véase (1.8)) en el

punto e.

Aśı, se define la 2-sección de Poincaré-Cartan ωL asociada a L como

ωL = −dT EEθL. (1.22)

Por otra parte, se introduce la función enerǵıa EL asociada a L como

EL = LT EE
∆ L− L, (1.23)

donde LT EE
∆ es la derivada de Lie en el algebroide T EE con respecto a la

sección de Euler ∆.
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Si (xi, yα) son coordenadas locales en E, Cγ
αβ y ρiα las correspondientes fun-

ciones locales de estructura de E y {Xα,Vα} la base local de Γ(τ τEE ) definida

en (1.7), entonces

θL =
∂L

∂yα
X α, (1.24)

ωL =
∂2L

∂yα∂yβ
X α ∧ Vβ +

(1

2

∂L

∂yγ
Cγ
αβ − ρ

i
α

∂2L

∂xi∂yβ

)
X α ∧ X β, (1.25)

EL =
∂L

∂yα
yα − L, (1.26)

siendo {X α,Vα} la base dual de {Xα,Vα}.
Ahora, sea γ : I ⊆ R → E una curva en E. Entonces, γ es una solución de

las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L si y sólo si:

• γ es admisible, es decir, (γ(t), γ̇(t)) ∈ T Eγ(t)E, para todo t.

• i(γ(t),γ̇(t))ωL(γ(t)) = (dT
EEEL)(γ(t)), para todo t.

Si γ(t) = (xi(t), yα(t)), entonces γ es una solución de las ecuaciones de Euler-

Lagrange para L si y sólo si

dxi

dt
= ρiαy

α,
d

dt

( ∂L
∂yα

)
= ρiα

∂L

∂xi
− Cγ

αβy
β ∂L

∂yγ
, (1.27)

para i ∈ {1, . . . ,m} y α ∈ {1, . . . , n}.
En particular, si ξ ∈ Γ(τ τEE ) es una SODE y

iξωL = dT
EEEL (1.28)

entonces las curvas integrales de ξ, es decir, las curvas integrales del campo

de vectores ρτEE (ξ), son las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange

asociadas al Lagrangiano L.

Si L es regular, esto es, si ωL es una sección no degenerada, entonces existe

una única solución ξL de la ecuación (1.28) y, además, ξL es una SODE. En

este caso, ξL se denomina la sección de Euler-Lagrange asociada a L .
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Aśı, el Lagrangiano L es regular si y sólo si la matriz (Wαβ) =
( ∂2L

∂yα∂yβ

)
es

regular. En tales condiciones, la sección de Euler-Lagrange ξL asociada a L

está dada localmente por

ξL = yαXα +Wαβ
(
ρiβ
∂L

∂xi
− ρiγyγ

∂2L

∂xi∂yβ
+ yγCν

γβ

∂L

∂yν

)
Vα,

donde (Wαβ) es la matriz inversa de (Wαβ).

1.2.2 Formalismo Hamiltoniano

En esta sección, recordaremos algunos resultados acerca de la descripción

geométrica de la mecánica Hamiltoniana sobre algebroides de Lie (véase [65]).

Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad Q de

dimensión m y τ ∗E : E∗ → Q la proyección del fibrado vectorial dual E∗ de

E.

Ahora, consideramos una función Hamiltoniana H : E∗ → R. Entonces,

como ΩE es una sección simpléctica de (T EE∗, [[·, ·]]τ
∗
E
E , ρ

τ∗E
E ) y dT

EE∗H ∈
Γ((τ

τ∗E
E )∗), existe una única sección ξH ∈ Γ(τ

τ∗E
E ) satisfaciendo

iξHΩE = dT
EE∗H. (1.29)

Supongamos que (xi) son coordenadas locales en Q, que {eα} es una base

local de secciones de E con base dual {eα} y denotamos por (xi, yα) las

correspondientes coordenadas locales inducidas sobre E∗. Con respecto a la

base local {Yα,Uα} de Γ(τ
τ∗E
E ) definida en (1.11), la expresión local de ξH es

la siguiente

ξH =
∂H

∂yα
Yα −

(
Cγ
αβyγ

∂H

∂yβ
+ ρiα

∂H

∂xi

)
Uα.

Aśı, el campo de vectores ρ
τ∗E
E (ξH) sobre E∗ está dado por

ρ
τ∗E
E (ξH) = ρiα

∂H

∂yα

∂

∂xi
−
(
Cγ
αβyγ

∂H

∂yβ
+ ρiα

∂H

∂xi

) ∂

∂yα
.

Por tanto, ρ
τ∗E
E (ξH) es justamente el campo de vectores Hamiltoniano de H

con respecto a la estructura de Poisson lineal ΠE∗ sobre E∗ inducida por la
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estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]E, ρE), es decir,

ρ
τ∗E
E (ξH) = −id0HΠE∗ .

En consecuencia, las curvas integrales de ξH (es decir, las curvas integrales del

campo de vectores ρ
τ∗E
E (ξH)) satisfacen las ecuaciones de Hamilton asociadas

a H,
dxi

dt
= ρiα

∂H

∂yα
,

dyα
dt

= −
(
Cγ
αβyγ

∂H

∂yβ
+ ρiα

∂H

∂xi

)
, (1.30)

para i ∈ {1, . . . ,m} y α ∈ {1, . . . , n}.

1.2.3 Transformación de Legendre y equivalencia entre
los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano

En esta sección, recordaremos la definición de la transformación de Legendre

asociada a una función Lagrangiana sobre un algebroide de Lie y la equiva-

lencia entre el formalismo Lagrangiano y el formalismo Hamiltoniano en el

caso hiperregular (véase [65]).

Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad Q de

dimensión m y τE : E → Q la proyección fibrada. Consideremos L : E → R
una función Lagrangiana y θL ∈ Γ((τ τEE )∗) la 1-sección de Poincaré-Cartan

asociada a L.

Se introduce la transformación de Legendre asociada a L como la aplicación

diferenciable legL : E → E∗ definida por

legL(e)(e′) = θL(e)(z), (1.31)

para e, e′ ∈ Ex y z ∈ T Ee′ E tal que pr1(z) = e′, siendo pr1 : T EE → E la

restricción a T EE de la proyección sobre el primer factor.

La aplicación legL está bien definida y su expresión local en coordenadas

fibradas sobre E y E∗ es

legL(xi, yα) =
(
xi,

∂L

∂yα

)
. (1.32)
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Además, la transformación de Legendre induce una aplicación T legL : T EE
→ T EE∗ definida por

(T legL)(e,Xe′) = (e, (Te′legL)(Xe′)), (1.33)

para e, e′ ∈ E y (e,Xe′) ∈ T Ee′ E, donde T legL : TE → TE∗ es la aplicación

tangente a legL.

Usando (1.32), se deduce que la expresión local de T legL en las coordenadas

sobre T EE y T EE∗ introducidas, respectivamente, en los Ejemplos 1.3 y 1.4

es

T legL(xi, yα; zα, vα) =
(
xi,

∂L

∂yα
; zα, ρiβz

β ∂2L

∂xi∂yα
+ vβ

∂2L

∂yα∂yβ

)
. (1.34)

Usando dicha expresión local, (1.16), (1.17), (1.24) y (1.25), se deduce el

siguiente resultado.

Teorema 1.7 El par (T legL, legL) es un morfismo entre los algebroides de

Lie (T EE, [[·, ·]]τEE , ρ
τE
E ) y (T EE∗, [[·, ·]]τ

∗
E
E , ρ

τ∗E
E ). Además, si θL y ωL (respecti-

vamente, λE y ΩE) son la 1-sección y la 2-sección de Poincaré-Cartan aso-

ciadas a L (respectivamente, la sección de Liouville y la sección simpléctica

canónica sobre T EE∗), entonces

(T legL, legL)∗λE = θL, (T legL, legL)∗ΩE = ωL.

Además, de (1.32), se tiene el siguiente resultado.

Proposición 1.8 El Lagrangiano L es regular si y sólo si la transformación

de Legendre legL : E → E∗ es un difeomorfismo local.

A continuación, supondremos que la función Lagrangiana L es hiperregu-

lar, es decir, que legL es un difeomorfismo global. Entonces, de (1.33) y del

Teorema 1.7, se concluye que el par (T legL, legL) es un isomorfismo de alge-

broides de Lie. Aśı, podemos considerar la función HamiltonianaH : E∗ → R
definida por

H = EL ◦ leg−1
L ,

siendo EL : E → R la función enerǵıa asociada a L (véase (1.23)). Entonces,

en [65] los autores obtienen el siguiente resultado.
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Teorema 1.9 Si el Lagrangiano L es hiperregular entonces la sección de

Euler-Lagrange ξL asociada a L y la sección Hamiltoniana ξH asociada a H

están relacionadas de la siguiente forma

ξH ◦ legL = T legL ◦ ξL.

Además, si γ : I → E es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange

asociadas a L, entonces µ = legL ◦γ : I → E∗ es una solución de las ecua-

ciones de Hamilton asociadas a H y, rećıprocamente, si µ : I → E∗ es una

solución de las ecuaciones de Hamilton para H entonces γ = leg−1
L

◦µ es una

solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

1.3 Ecuaciones dinámicas sobre algunos alge-

broides de Lie

En esta sección mostraremos algunos fibrados vectoriales sobre los que se

puede definir una estructura de algebroide de Lie y analizaremos en cada

uno de ellos las ecuaciones de la dinámica que se obtienen.

1.- El fibrado tangente de una variedad. Sea Q una variedad diferenciable de

dimensión m. Las secciones del fibrado tangente τE = πQ : E = TQ → Q

se identifican con los campos de vectores sobre Q, el corchete de Lie sobre

Γ(τE) = X(Q) es el corchete de Lie usual de campos de vectores y la aplicación

ancla es la identidad en TQ. Entonces, la terna (TQ, [·, ·], Id) es un algebroide

de Lie sobre Q. En este caso, la diferencial (respectivamente, el corchete de

Schouten) de TQ es justamente la diferencial de De Rham d0 sobre Ω∗(Q) =

⊕kΩk(Q) (respectivamente, el corchete usual de Schouten-Nijenhuis sobre

V∗(Q) = ⊕kVk(Q)).

Si (xi) son coordenadas locales en Q, entonces
{ ∂

∂xi

}
es una base local

de X(Q) y tenemos aśı las coordenadas fibradas locales (xi, ẋi) sobre TQ.

Las correspondientes funciones de estructura locales del algebroide de Lie

πQ : TQ→ Q son

Ck
ij = 0 y ρji = δji , para i, j, k ∈ {1, . . . ,m}.
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En este caso, la prolongación T EE = T (TQ) y la estructura de algebroide

de Lie ([[·, ·]]τEE , ρ
τE
E ) sobre el fibrado vectorial T (TQ) → TQ es la descrita

anteriormente como fibrado tangente de una variedad. Además, la sección ∆

es el campo de vectores de Euler sobre TQ y la sección S es el endomorfismo

vertical sobre TQ.

Dada una función Lagrangiana L : TQ → R, la 1-sección θL (respectiva-

mente, la 2-sección ωL y la función EL) es la 1-forma de Poincaré-Cartan

usual (respectivamente, la 2-forma de Poincaré-Cartan usual y la enerǵıa La-

grangiana) asociada a L. Aśı, las ecuaciones (1.27) son las ecuaciones de

Euler-Lagrange clásicas asociadas a L, es decir,

d

dt

( ∂L
∂ẋi

)
=
∂L

∂xi
, para i ∈ {1, . . . ,m},

(véase [1]). Además, si L : TQ → R es regular, ξL es el campo de vectores

de Euler-Lagrange asociado a L.

Por otra parte, el algebroide de Lie (T EE∗, [[·, ·]]τ
∗
E
E , ρ

τ∗E
E ) es el algebroide de

Lie estándar (T (T ∗Q), [·, ·], Id). Además, λE = λTQ (respectivamente, ΩE =

ΩTQ) es la 1-forma de Liouville usual (respectivamente, la 2-forma simpléctica

canónica) sobre T ∗Q.

Aśı, dada una función Hamiltoniana H : T ∗Q→ R, entonces ξH es el campo

de vectores Hamiltoniano asociado a la funciónH con respecto a la estructura

simpléctica de T ∗Q y las ecuaciones (1.30) son las ecuaciones de Hamilton

clásicas asociadas a H, es decir,

ẋi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂xi
, para i ∈ {1, . . . ,m},

donde (xi, pi) son las coordenadas locales sobre T ∗Q inducidas por las coor-

denadas locales (xi) de Q y la base local {dxi} de T ∗Q (véase [1]).

2.- Álgebras de Lie reales de dimensión finita. Sea (g, [·, ·]g) un álgebra de

Lie real de dimensión finita. Entonces, se considera el fibrado vectorial τ :

g → { un punto }. Las secciones de este fibrado pueden identificarse con

los elementos de g y, por tanto, podemos considerar como corchete de Lie la

estructura de álgebra de Lie [·, ·]g sobre g y como ancla ρ la aplicación nula.
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Aśı, (g, [·, ·]g, 0) es un algebroide de Lie sobre un punto. La diferencial (res-

pectivamente, el corchete de Schouten) sobre g es justamente la diferencial

algebraica (respectivamente, el corchete de Schouten algebraico) sobre g.

Si {eα} es una base de g y cγαβ son las constantes de estructura del álgebra

de Lie con respecto a dicha base, entonces las funciones de estructura del

algebroide de Lie g con respecto a la base {eα} son

Cγ
αβ = cγαβ y ρiα = 0.

Denotemos por (yα) las correspondientes coordenadas en g y por (µα) las

coordenadas en g∗ inducidas por la base dual {eα} de {eα}.
En este caso, la fibra de la prolongación T gg que contiene al elemento ξ ∈ g

es g×Tξg. En otras palabras, T gg =
⋃
ξ∈g

(g×Tξg) y la estructura de algebroide

de Lie ([·, ·]τg , ρτg) sobre T gg está caracterizada por las siguientes condiciones

[(ξ,X), (η, Y )]τg = ([ξ, η]g, [X, Y ]),

ρτg(ξ,X) = X,

para ξ, η ∈ g y X,Y ∈ X(g).

Dada una función Lagrangiana L : g → R sobre g, entonces una curva

y : I → g es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L si y sólo si

d

dt
(dL ◦y) = ad∗y(dL ◦y),

donde ad∗ : g×g∗ → g∗ es la representación coadjunta infinitesimal, es decir,

(ad∗ξ(α))(η) = α([ξ, η]g), para ξ, η ∈ g y α ∈ g∗.

Usando la notación más clásica dL ≡ ∂L

∂y
, las ecuaciones anteriores pueden

escribirse como sigue
d

dt

(∂L
∂y

)
= ad∗y

(∂L
∂y

)
que son justamente las ecuaciones de Euler-Poincaré para L (véase, por

ejemplo, [8]).
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Por otra parte, la fibra de la prolongación T gg∗ que contiene a un elemento

α ∈ g∗ es g× Tαg∗. Aśı, T gg∗ =
⋃
α∈g∗

(g× Tαg∗) y la estructura de algebroide

de Lie ([·, ·]τ∗g , ρ
τ∗
g ) sobre T gg∗ está definida de forma análoga a ([·, ·]τg , ρτg).

Además, dada una función Hamiltoniana H : g∗ → R, las ecuaciones de

Hamilton para H son

µ̇ = ad∗(dH ◦ µ)µ

o, usando una notación más clásica,

µ̇ = ad∗∂H
∂µ

µ

que son las ecuaciones de Lie-Poisson para H (véase, por ejemplo, [8]).

3.-Algebroide de Lie-Atiyah. Sea p : Q→M un fibrado principal con grupo

estructural G. Denotamos por Φ : G × Q → Q la acción libre de G sobre

Q y por TΦ : G× TQ → TQ la acción tangente de G sobre TQ. Entonces,

podemos considerar el fibrado vectorial cociente πQ|G : TQ/G→M = Q/G

cuyas secciones se identifican con los campos de vectores sobre Q que son in-

variantes bajo la acción Φ. Usando que todo campo de vectores G-invariante

es proyectable mediante p y que el corchete usual de campos de vectores G-

invariantes es también un campo de vectores G-invariante, podemos inducir

una estructura de algebroide de Lie sobre TQ/G. Este algebroide de Lie se

denomina algebroide de Lie-Atiyah asociado al fibrado principal p : Q → M

(véase [65, 71]).

Ahora, sea g el álgebra de Lie de G y A : TQ → g una conexión sobre el

fibrado principal p : Q→ M . Esta conexión permite determinar un isomor-

fismo entre los fibrados vectoriales TQ/G → M y TM ⊕ g̃ → M , donde

g̃ = (Q× g)/G es el fibrado adjunto asociado al fibrado principal p : Q→M .

De hecho, este isomorfismo está definido como sigue

IA : TQ/G→ TM ⊕ g̃, [uq] 7→ (Tqp)(uq)⊕ [(q, A(uq))].

Usando la conexión principal A y su curvatura B : TQ⊕ TQ→ g, podemos

obtener una base local de Γ(πQ|G) ∼= Γ(τTM⊕g̃) ∼= X(M) ⊕ Γ(τg̃). Para ello,
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elegimos una trivialización local U × G del fibrado principal p : Q → M ,

donde U es un subconjunto abierto de M , y sea e el elemento neutro de G.

Supongamos que (xi) son coordenadas locales en U y que {ξa} es una base de

g. Denotamos por {ξLa } los correspondientes campos de vectores invariantes

por la izquierda sobre G, esto es,

ξLa (g) = (TeLg)(ξa), para g ∈ G,

donde Lg : G→ G es la traslación a la izquierda por g. Además supongamos

que

A
( ∂

∂xi |(x,e)

)
= Aai (x)ξa, para i ∈ {1, . . . ,m},

B
( ∂

∂xi |(x,e)

,
∂

∂xj |(x,e)

)
= Ba

ij(x)ξa, para i, j ∈ {1, . . . ,m},

y x ∈ U . Entonces, el levantamiento horizontal del campo de vectores
∂

∂xi

sobre U es el campo de vectores
( ∂

∂xi

)h
sobre p−1(U) ∼= U ×G dado por

( ∂

∂xi

)h
=

∂

∂xi
− Aai ξLa .

Por lo tanto, los campos de vectores sobre U ×G

{ei =
∂

∂xi
− Aai ξLa , eb = ξLb }

son invariantes bajo la acción Φ y definen una base local {e′i, e′b} de Γ(πQ|G)∼=
X(M)⊕Γ(τg̃). Denotaremos por (xi, yi, ȳb) las correspondientes coordenadas

fibradas sobre TQ/G. Entonces, si ([[·, ·]]TQ/G, ρTQ/G) es la estructura de

algebroide de Lie sobre TQ/G, se deduce que

[[e′i, e
′
j]]TQ/G = −Bc

ije
′
c, [[e′i, e

′
a]]TQ/G = ccabA

b
ie
′
c, [[e′a, e

′
b]]TQ/G = ccabe

′
c,

ρTQ/G(e′i) =
∂

∂xi
, ρTQ/G(e′a) = 0,

siendo {ccab} las constantes de estructura de g con respecto a la base {ξa}. Aśı,

las funciones de estructura locales del algebroide de Lie πQ|G : TQ/G→M
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con respecto a una trivialización local son cero excepto las siguientes

Ca
ij = −Ba

ij, Cc
ia = −Cc

ai = ccabA
b
i , Cc

ab = ccab,

ρij = δij.

Ahora, consideramos la prolongación T TQ/G(TQ/G) del algebroide de Lie-

Atiyah TQ/G mediante la fibración πQ|G : TQ/G→M . La acción tangente

TΦ deG sobre TQ es libre y, aśı, TQ es el espacio total de un fibrado principal

sobre TQ/G con grupo estructural G. La proyección de dicho fibrado es

justamente la proyección canónica pTQ : TQ → TQ/G. Denotaremos por

T ∗(TΦ) : G × T ∗(TQ) → T ∗(TQ) el levantamiento cotangente de la acción

tangente TΦ : G× TQ→ TQ. Tenemos que (véase Teorema 9.1. en [65]):

i) El algebroide de Lie T TQ/G(TQ/G) → TQ/G y el algebroide de Lie-

Atiyah πTQ|G : T (TQ)/G→ TQ/G asociado al fibrado principal pTQ :

TQ→ TQ/G son isomorfos.

ii) El fibrado vectorial dual de T TQ/G(TQ/G) es isomorfo al fibrado vec-

torial cociente de π∗TQ : T ∗(TQ) → TQ por la acción T ∗(TΦ) de G

sobre T ∗(TQ).

Aśı, dada una función Lagrangiana l : TQ/G → R sobre el algebroide de

Lie-Atiyah πQ|G : TQ/G → M , entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange

asociadas a l son
∂l

∂xj
− d

dt

( ∂l
∂yj

)
=

∂l

∂ȳa
(Ba

ijy
i + cadbA

b
j ȳ
d), para todo j,

d

dt

( ∂l
∂ȳb

)
=

∂l

∂ȳa
(cadbȳ

d − cadbAdi yi), para todo b,

que son justamente las ecuaciones de Lagrange-Poincaré asociadas al La-

grangiano G-invariante L = l ◦pTQ : TQ→ R (véase [18, 65]).

Por otra parte, sea T TQ/G(TQ/G)∗ la prolongación del algebroide de Lie-

Atiyah πQ|G : TQ/G → M mediante la proyección π∗Q|G : T ∗Q/G →
M . Nótese que el fibrado vectorial dual del algebroide de Atiyah πQ|G :

TQ/G→ M es isomorfo al fibrado vectorial cociente del fibrado cotangente
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π∗Q : T ∗Q → Q por la acción cotangente T ∗Φ de G sobre T ∗Q, es decir,

los fibrados vectoriales (πQ|G)∗ : (TQ/G)∗ → M y π∗Q|G : T ∗Q/G → M

son isomorfos. Como T ∗Φ es una acción libre, T ∗Q es el espacio total de

un fibrado principal sobre T ∗Q/G con grupo estructural G. La proyección

canónica pT ∗Q : T ∗Q → T ∗Q/G es la proyección de dicho fibrado. Tenemos

que (véase Teorema 9.3. en [65]):

i) El algebroide de Lie T TQ/G(TQ/G)∗ → (TQ/G)∗ y el algebroide de

Lie-Atiyah πT ∗Q|G : T (T ∗Q)/G → T ∗Q/G asociado con el fibrado

principal pT ∗Q : T ∗Q→ T ∗Q/G son isomorfos.

ii) El fibrado vectorial dual de T TQ/G(TQ/G)∗ es isomorfo al fibrado vec-

torial cociente de π∗T ∗Q : T ∗(T ∗Q)→ T ∗Q por la acción T ∗(T ∗Φ) de G

sobre T ∗(T ∗Q).

Aśı, dada una función Hamiltoniana h : T ∗Q/G → R y el correspondiente

Hamiltoniano G-invariante H = h ◦pT ∗Q : T ∗Q→ R sobre T ∗Q, se tiene que

las ecuaciones de Hamilton para h son

dxi

dt
=

∂h

∂pi
,

dpi
dt

= − ∂h
∂xi

+Ba
ij p̄a

∂h

∂pj
− ccabAbi p̄c

∂h

∂p̄a
,

dp̄a
dt

= ccabA
b
i p̄c

∂h

∂pi
− ccabp̄c

∂h

∂p̄b
,

que son justamente las ecuaciones de Hamilton-Poincaré para H, siendo

(xi, pi, p̄b) las coordenadas fibradas locales sobre T ∗Q/G (véase [17]).

4.- Algebroide de Lie acción. Sea (g, [·, ·]g) un álgebra de Lie real de di-

mensión finita que sabemos que es un algebroide de Lie sobre un punto.

Consideramos además una variedad diferenciable M y suponemos que Φ :

g→ X(M) es una acción infinitesimal de g sobre M . Entonces, es fácil pro-

bar que pr1 : M × g → M es un algebroide acción (véase Sección 1.1.4).

Basta considerar la proyección canónica π : M → { un punto } y la acción
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Ψ = Φ. Aśı, tenemos que la estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]M×g, ρM×g)

sobre pr1 : M × g→M está caracterizada por

[[y, y′]]M×g = [y, y′]g, ρM×g(y) = Φ(y),

para y, y′ ∈ g.

Ahora, supongamos que V es un espacio vectorial y que tenemos una re-

presentación lineal de g sobre V que denotaremos por φ : g × V → V ,

(y, u) 7→ yu. Entonces, g también actúa sobre V ∗. De hecho tenemos la

representación lineal de g sobre V ∗ dada por φ∗ : g× V ∗ → V ∗, (y, ξ) 7→ yξ,

donde (yξ)(u) = −ξ(yu), para todo u ∈ V . En consecuencia, obtenemos la

correspondiente acción infinitesimal g→ X(V ∗) y que el fibrado vectorial pr1 :

V ∗ × g→ V ∗ es un algebroide de Lie acción del tipo descrito anteriormente

donde M = V ∗.

Sea {eα} una base de g tal que [eα, eβ]g = cγαβeγ y {ζ i} una base de V ∗.

Entonces, tenemos las correspondientes coordenadas sobre V ∗ × g (respecti-

vamente, V ∗ × g∗) que denotaremos por (ξi, y
α) (respectivamente, (ξi, µα)).

A continuación, supongamos que L : V ∗×g→ R es una función Lagrangiana

sobre el algebroide de Lie pr1 : V ∗ × g → V ∗ y que c : I → V ∗ × g es una

curva sobre V ∗× g, c(t) = (ξ(t), y(t)). c es una solución de las ecuaciones de

Euler-Lagrange para L si y sólo si

ξ̇ = −yξ, d

dt

(∂L
∂y

)
= ad∗y

(∂L
∂y

)
+
∂L

∂ξ
� ξ, (1.35)

donde � : V × V ∗ → g∗ está definida como (u � ξ)(y) = −(yξ)(u) = ξ(yu).

Nótese que si (ξ, y) ∈ V ∗ × g se tiene que dL(ξ, y) ∈ T ∗(ξ,y)(V ∗ × g) ∼= V × g∗

y, entonces, estamos usando la siguiente notación

dL(ξ, y) =
(∂L
∂ξ |(ξ,y)

,
∂L

∂y |(ξ,y)

)
∈ V × g∗.

Las ecuaciones (1.35) se denominan las ecuaciones de Euler-Poisson-Poincaré

sobre V ∗ × g para L (véase [16]).

Por otra parte, dada una función Hamiltoniana H : V ∗× g∗ → R, una curva

c∗ : I → V ∗ × g∗ en V ∗ × g∗, c∗(t) = (ξ(t), µ(t)), es una solución de las
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ecuaciones de Hamilton para H si y sólo si

ξ̇ = −∂H
∂µ

ξ, µ̇ = ad∗∂H
∂µ

µ− ∂H

∂ξ
� ξ,

que son justamente las ecuaciones de Lie-Poisson sobre el dual del producto

semidirecto de las álgebras de Lie g y V (véase [43]).

1.4 Afgebroides de Lie. Ejemplos

Esta última sección del Caṕıtulo 1 contiene algunas generalidades sobre afge-

broides de Lie: definiciones, propiedades y ejemplos.

1.4.1 Afgebroides de Lie

Sea τA : A → Q un fibrado af́ın con fibrado vectorial asociado τV : V → Q.

Denotaremos por τA+ : A+ = Aff(A,R)→ Q el fibrado dual af́ın cuya fibra

en un punto x ∈ Q consiste de las funciones afines en la fibra Ax. Nótese que

este fibrado tiene una sección distinguida 1A ∈ Γ(τA+) inducida por la función

constante 1 sobre A. Consideramos también el fibrado bidual τÃ : Ã → Q

cuya fibra en un punto x ∈ Q es el espacio vectorial Ãx = (A+
x )∗. Entonces,

A puede identificarse con un subfibrado af́ın de Ã de corango 1 mediante la

inclusión iA : A → Ã dada por iA(a)(ϕ) = ϕ(a), la cual es una aplicación af́ın

e inyectiva cuya aplicación lineal asociada denotaremos por iV : V → Ã. Aśı,

V puede identificarse con un subfibrado vectorial de Ã de corango 1. Usando

estos hechos, se puede probar que existe una correspondencia biyectiva entre

las funciones afines sobre A y las funciones lineales sobre Ã. Por otra parte,

está claro que existe una correspondencia biyectiva entre las funciones afines

sobre A y las secciones de A+.

Una estructura de afgebroide de Lie ([[·, ·]]V , D, ρA) sobre un fibrado af́ın τA :

A → Q consiste de una estructura de álgebra de Lie [[·, ·]]V sobre el espacio

Γ(τV ) de las secciones de τV : V → Q, una acción R-lineal D : Γ(τA) ×
Γ(τV ) → Γ(τV ) de las secciones de A sobre Γ(τV ) y una aplicación af́ın



1.4.1. Afgebroides de Lie 47

ρA : A → TQ, denominada la aplicación ancla, satisfaciendo las siguientes

condiciones:

• DX [[Ȳ , Z̄]]V = [[DX Ȳ , Z̄]]V + [[Ȳ , DXZ̄]]V ,

• DX+Ȳ Z̄ = DXZ̄ + [[Ȳ , Z̄]]V ,

• DX(fȲ ) = fDX Ȳ + ρA(X)(f)Ȳ ,

para X ∈ Γ(τA), Ȳ , Z̄ ∈ Γ(τV ) y f ∈ C∞(Q,R). La terna (A, V, ([[·, ·]]V , D,
ρA)) se denomina afgebroide de Lie sobre Q (véase [38, 87]).

Observación 1.10 Si ([[·, ·]]V , D, ρA) es una estructura de afgebroide de Lie

sobre un fibrado af́ın A entonces (V, [[·, ·]]V , ρV ) es un algebroide de Lie, donde

ρV : V → TQ es la aplicación lineal asociada a la aplicación af́ın ρA : A →
TQ. ♦

Una estructura de afgebroide de Lie sobre un fibrado af́ın τA : A → Q induce

una estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]Ã, ρÃ) sobre el fibrado bidual Ã tal

que la sección 1A ∈ Γ(τA+) es un 1-cociclo en la correspondiente cohomoloǵıa,

es decir, dÃ1A = 0. De hecho, si X0 ∈ Γ(τA) entonces para toda sección X̃

de Ã existen una función f ∈ C∞(Q,R) y una sección X̄ ∈ Γ(τV ) tales que

X̃ = fX0 + X̄ y

[[fX0 + X̄, gX0 + Ȳ ]]Ã = (ρV (X̄)(g)− ρV (Ȳ )(f) + fρA(X0)(g)

−gρA(X0)(f))X0 + [[X̄, Ȳ ]]V + fDX0Ȳ − gDX0X̄,

ρÃ(fX0 + X̄) = fρA(X0) + ρV (X̄).

(1.36)

Rećıprocamente, sea (U, [[·, ·]]U , ρU) un algebroide de Lie sobre Q y φ : U →
R un 1-cociclo de (U, [[·, ·]]U , ρU) tal que φ|Ux 6= 0, para todo x ∈ Q. En-

tonces, A = φ−1{1} es un fibrado af́ın sobre Q que admite una estructura de

afgebroide de Lie de tal forma que (U, [[·, ·]]U , ρU) puede identificarse con el

algebroide de Lie bidual (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) de A y, bajo dicha identificación, el

1-cociclo 1A : Ã → R es justamente φ. Además, el fibrado af́ın τA : A → Q
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está modelado sobre el fibrado vectorial τV : V = φ−1{0} → Q. De hecho, si

iV : V → U y iA : A → U son las inclusiones canónicas, entonces

iV ◦ [[X̄, Ȳ ]]V = [[iV ◦ X̄, iV ◦ Ȳ ]]U ,

iV ◦DX Ȳ = [[iA ◦X, iV ◦ Ȳ ]]U ,

ρA(X) = ρU(iA ◦X),

(1.37)

para X̄, Ȳ ∈ Γ(τV ) y X ∈ Γ(τA).

Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de

Lie τV : V → Q. Supongamos que (xi) son coordenadas locales en un

subconjunto abierto U de Q y que {e0, eα} es una base local de secciones de

τÃ : Ã → Q en U que está adaptada al 1-cociclo 1A, esto es, tal que

1A(e0) = 1 y 1A(eα) = 0, para todo α. (1.38)

Nótese que si {e0, eα} es la base dual de {e0, eα} entonces e0 = 1A. Aśı,

usando que 1A es un 1-cociclo, tenemos que las correspondientes funciones

de estructura locales del algebroide de Lie bidual Ã son las siguientes

[[e0, eα]]Ã = Cγ
0αeγ, [[eα, eβ]]Ã = Cγ

αβeγ,

ρÃ(e0) = ρi0
∂

∂xi
, ρÃ(eα) = ρiα

∂

∂xi
.

(1.39)

Denotaremos por (xi, y0, yα) las correspondientes coordenadas locales sobre

Ã. Aśı, la ecuación local que define a A (respectivamente, V ) como sub-

fibrado af́ın (respectivamente, vectorial) de Ã es y0 = 1 (respectivamente,

y0 = 0). Por tanto, (xi, yα) pueden considerarse como coordenadas locales

en A y en V .

1.4.2 Morfismos de afgebroides de Lie

Ahora, sea τA : A → Q (respectivamente, τA′ : A′ → Q′) un fibrado af́ın con

fibrado vectorial asociado τV : V → Q (respectivamente, τV ′ : V ′ → Q′) y sea

F : A → A′ un morfismo de fibrados afines sobre la aplicación f : Q → Q′
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con morfismo lineal asociado (F l, f) entre los fibrados vectoriales τV : V → Q

y τV ′ : V ′ → Q′. Tenemos aśı los siguientes diagramas conmutativos

Q
f - Q′

τA

?

τA′

?

A F - A′

Q
f - Q′

τV

?

τV ′

?

V
F l

- V ′

Un cálculo directo prueba que la aplicación F̃ : Ã → Ã′ definida por

F̃ (ã)(ϕ′) = ã(ϕ′ ◦F|Ax), (1.40)

para ã ∈ Ãx y ϕ′ ∈ (A′)+
f(x), con x ∈ Q, define un morfismo entre los fibrados

vectoriales Ã y Ã′ sobre f y, además,

(F̃ , f)∗1A′ = 1A.

Rećıprocamente, supongamos que τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′ son fibrados

vectoriales y que φ y φ′ son secciones de los fibrados vectoriales τ ∗U : U∗ → Q

y τ ∗U ′ : (U ′)∗ → Q′ tales que φ(x) 6= 0, para todo x ∈ Q, y φ′(x′) 6= 0, para

todo x′ ∈ Q′. Supongamos también que el par (F̃ , f) es un morfismo entre

los fibrados vectoriales τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′ tal que (F̃ , f)∗φ′ = φ

y denotemos por A y V (respectivamente, A′ y V ′) los subconjuntos de U

(respectivamente, U ′) definidos por A = φ−1{1} y V = φ−1{0} (respectiva-

mente, A′ = (φ′)−1{1} y V ′ = (φ′)−1{0}). Entonces, es sencillo probar que

F̃ (A) ⊆ A′ y F̃ (V ) ⊆ V ′. Aśı, el par (F, f) es un morfismo entre los fibrados

afines τA = (τU)|A : A → Q y τA′ = (τU ′)|A′ : A′ → Q′, donde F : A → A′

es la restricción de F̃ a A. Además, el correspondiente morfismo entre los

fibrados vectoriales τV = (τU)|V : V → Q y τV ′ = (τU ′)|V ′ : V ′ → Q′ es el par

(F l, f), siendo F l : V → V ′ la restricción de F̃ a V .

Ahora, sean (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) y (τA′ : A′ → Q′,

τV ′ : V ′ → Q′, ([[·, ·]]V ′ , D′, ρA′)) dos afgebroides de Lie y ((F, f), (F l, f)) un

morfismo entre los fibrados afines (τA : A → Q, τV : V → Q) y (τA′ :
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A′ → Q′, τV ′ : V ′ → Q′). Entonces, el par ((F, f), (F l, f)) se dice que es un

morfismo de afgebroides de Lie si:

i) El par (F l, f) es un morfismo entre los algebroides de Lie (V, [[·, ·]]V ,
ρV ) y (V ′, [[·, ·]]V ′ , ρV ′),

ii) Tf ◦ρA = ρA′ ◦F y

iii) Si X (respectivamente, X ′) es una sección de τA : A → Q (respecti-

vamente, τA′ : A′ → Q′) e Ȳ (respectivamente, Ȳ ′) es una sección de

τV : V → Q (respectivamente, τV ′ : V ′ → Q′) tales que X ′ ◦f = F ◦X

y Ȳ ′ ◦f = F l ◦ Ȳ entonces F l ◦DX Ȳ = (D′
X′Ȳ ′) ◦f.

Ahora, usando (1.36), se deduce el siguiente resultado.

Proposición 1.11 Sean (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) y (τA′ :

A′ → Q′, τV ′ : V ′ → Q′, ([[·, ·]]V ′ , D′, ρA′)) dos afgebroides de Lie. Si ((F, f),

(F l, f)) es un morfismo de afgebroides de Lie y F̃ : Ã → Ã′ es el corres-

pondiente morfismo entre los fibrados vectoriales biduales Ã y Ã′, definido

como en (1.40), entonces el par (F̃ , f) es un morfismo entre los algebroides

de Lie (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) y (Ã′, [[·, ·]]Ã′ , ρÃ′).

Finalmente, usando (1.37), puede probarse el siguiente resultado.

Proposición 1.12 Sean τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′ dos algebroides de Lie

y φ ∈ Γ(τ ∗U) y φ′ ∈ Γ(τ ∗U ′) dos 1-cociclos de τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′,

respectivamente, tales que φ(x) 6= 0, para todo x ∈ Q, y φ′(x′) 6= 0, para

todo x′ ∈ Q′. Entonces, si el par (F̃ , f) es un morfismo de algebroides de

Lie entre los algebroides de Lie τU : U → Q y τU ′ : U ′ → Q′ satisfaciendo

que (F̃ , f)∗φ′ = φ, tenemos que el correspondiente morfismo ((F, f), (F l, f))

entre los afgebroides de Lie (τA = (τU)|A : A = φ−1{1} → Q, τV = (τU)|V :

V = φ−1{0} → Q) y (τA′ = (τU ′)|A′ : A′ = (φ′)−1{1} → Q′, τV ′ = (τU ′)|V ′ :

V ′ = (φ′)−1{0} → Q′) es un morfismo de afgebroides de Lie.
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1.4.3 Ejemplos de afgebroides de Lie

En esta sección mostraremos algunos fibrados afines sobre los cuales es posible

definir una estructura de afgebroide de Lie.

1.-Algebroides de Lie. Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n

sobre una variedad Q de dimensión m y denotemos por τE : E → Q la

proyección fibrada. En este caso, τA = τE : A = E → Q puede considerarse

como un fibrado af́ın con fibrado vectorial asociado τV = τE : V = E → Q.

Entonces, su fibrado dual τA+ : A+ → Q puede identificarse con el fibrado

vectorial τ̃ ∗E : E∗ × R → Q y, por tanto, su fibrado bidual τÃ : Ã → Q es

justamente τ̃E : E×R→ Q. Bajo estas identificaciones, la sección distinguida

1E ∈ Γ(τA+) ∼= Γ(τ ∗E) × C∞(Q,R) es la sección (0, 1) ∈ Γ(τ ∗E) × C∞(Q,R)

inducida por la función constante 1 sobre Q.

Nótese que el fibrado vectorial τÃ
∼= τ̃E : Ã ∼= E × R → Q admite una

estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]E×R, ρE×R) definida como sigue

[[(X, f), (Y, g)]]E×R = ([[X, Y ]]E, ρE(X)(g)− ρE(Y )(f)),

ρE×R(X, f) = ρE(X),
(1.41)

para (X, f), (Y, g) ∈ Γ(τE) × C∞(Q,R) ∼= Γ(τ̃E). Además, es claro que la

sección (0, 1) ∈ Γ(τ ∗E)×C∞(Q,R) ∼= Γ(τ̃ ∗E) es un 1-cociclo para el algebroide

de Lie τÃ
∼= τ̃E : Ã ∼= E × R→ Q. Aśı, tenemos inducida una estructura de

afgebroide de Lie ([[·, ·]]V , D, ρA) sobre el fibrado af́ın τA = τE : A = E → Q

dada por

[[X, Y ]]V = [[X, Y ]]E, para X, Y ∈ Γ(τV ) = Γ(τE),

DXY = [[X, Y ]]E, para X ∈ Γ(τA) = Γ(τE) y Y ∈ Γ(τV ) = Γ(τE),

ρA(X) = ρE(X), para X ∈ Γ(τA) = Γ(τE).

Por otra parte, una base local {e0, eα} de secciones de Ã ∼= E ×R adaptada

al 1-cociclo 1E = (0, 1) puede construirse como sigue

e0 = (0, 1) ∈ Γ(τ̃E) ∼= Γ(τE)× C∞(Q,R),

eα = (e′α, 0) ∈ Γ(τ̃E) ∼= Γ(τE)× C∞(Q,R),
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donde {e′α} es una base local de secciones de E.

Ahora, supongamos que (xi) son coordenadas locales en un subconjunto

abierto U de Q. Denotaremos por (xi, yα, y0) las correspondientes coorde-

nadas locales sobre Ã ∼= E × R inducidas por {e0, eα}. La ecuación local

que define a E como subfibrado af́ın (respectivamente, como subfibrado vec-

torial) de E × R es y0 = 1 (respectivamente, y0 = 0). Aśı, (xi, yα) pueden

considerarse como coordenadas locales en E.

En este caso, las expresiones locales del corchete de Lie y de la aplicación

ancla sobre Ã ∼= E × R son las siguientes:

[[e0, eα]]E×R = 0, [[eα, eβ]]E×R = Cγ
αβeγ,

ρE×R(e0) = 0, ρE×R(eα) = ρiα
∂

∂xi
,

(1.42)

siendo Cγ
αβ y ρiα las funciones locales de estructura del algebroide de Lie E

con respecto a las coordenadas (xi) y la base local de secciones {e′α}.

2.-El fibrado de 1-jets de secciones locales de una fibración. Sea τ : Q → R
una fibración y τ1,0 : J1τ → Q el fibrado de 1-jets de secciones locales de

τ : Q→ R. Es bien conocido que τ1,0 : J1τ → Q es un fibrado af́ın modelado

sobre el fibrado vectorial π = (πQ)|V τ : V τ → Q, donde πQ : TQ → Q es la

proyección canónica y V τ es el fibrado vertical de τ : Q → R. Además, si

t es la coordenada usual en R y η es la 1-forma cerrada sobre Q dada por

η = τ ∗(dt), entonces tenemos la siguiente identificación

J1τ ∼= {v ∈ TQ | η(v) = 1}

(véase, por ejemplo, [100]). Nótese que V τ = {v ∈ TQ | η(v) = 0}. Aśı, el

fibrado bidual J̃1τ del fibrado af́ın τ1,0 : J1τ → Q puede identificarse con

el fibrado tangente TQ a Q y, bajo esta identificación, la sección 1J1τ es la

1-forma η. Aśı, el fibrado bidual J̃1τ es un algebroide de Lie y la sección 1J1τ

es un 1-cociclo para dicho algebroide de Lie. En consecuencia, el fibrado af́ın

τ1,0 : J1τ → Q admite una estructura de afgebroide de Lie.

3.-Áfgebras de Lie. Sea A un espacio af́ın modelado sobre el espacio vectorial

V . Una estructura de áfgebra de Lie ([·, ·]V , D) sobre el espacio af́ınA consiste
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de una estructura de álgebra de Lie [·, ·]V sobre V y una acción lineal por

derivación de A en V . En otras palabras,

D : A× V → V, (a, v) 7→ Dav,

es una aplicación tal que Da : V → V es lineal, para todo a ∈ A, y

• Da[v, w]V = [Dav, w]V + [v,Daw]V ,

• Da+vw = Dav + [v, w]V ,

para a ∈ A y v, w ∈ V .

Está claro entonces que toda áfgebra de Lie A es un afgebroide de Lie sobre

un punto. Aśı, el espacio bidual Ã de cualquier áfgebra de Lie es un álgebra

de Lie.

Las áfgebras de Lie fueron consideradas en [38].

4.-Afgebroide de Lie-Atiyah. Sea p : Q→M un fibrado principal con grupo

estructural G. Denotamos por Φ : G×Q→ Q la acción libre de G sobre Q y

por TΦ : G× TQ→ TQ la acción tangente de G sobre TQ. Como ya vimos

en la Sección 1.3, el fibrado vectorial cociente πQ|G : TQ/G→M = Q/G es

un algebroide de Lie que se denomina algebroide de Lie-Atiyah asociado al

fibrado principal p : Q→M .

Ahora, supongamos que ν : M → R es una fibración de M sobre R. Denota-

mos por τ : Q→ R la composición τ = ν ◦p. Entonces, Φ induce una acción

J1Φ : G× J1τ → J1τ de G sobre J1τ tal que

J1Φ(g, j1
t γ) = j1

t (Φg ◦γ),

para g ∈ G y γ : I ⊂ R → Q una sección local de τ , con t ∈ I. Además, la

proyección

τ1,0|G : J1τ/G→M, [j1
t γ] 7→ p(τ1,0(j

1
t γ)) = p(γ(t))

define un fibrado af́ın sobre M que está modelado sobre el fibrado vectorial

cociente

π|G : V τ/G→M, [uq] 7→ p(q), para uq ∈ Vqτ,
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siendo π : V τ → Q el fibrado vertical de la fibración τ : Q → R. Aqúı, la

acción de G sobre V τ es la restricción a V τ de la acción tangente TΦ de G

sobre TQ.

Además, el fibrado bidual de J1τ/G→M se puede identificar con el fibrado

vectorial πQ|G : TQ/G→M .

Por otra parte, si t es la coordenada usual en R, la 1-forma τ ∗(dt) es invariante

bajo la acción de G y define un 1-cociclo nu nulo φ : TQ/G → R sobre el

algebroide de Lie-Atiyah TQ/G. Nótese que φ−1{1} ∼= J1τ/G y, por tanto,

podemos considerar la correspondiente estructura de afgebroide de Lie sobre

J1τ/G. El fibrado af́ın J1τ/G dotado con dicha estructura se denomina el

afgebroide de Lie-Atiyah asociado con el fibrado principal p : Q → M y la

fibración ν : M → R (véase [87]).

5.-Afgebroide de Lie acción. Sea A un espacio af́ın modelado sobre el espacio

vectorial V de dimensión finita y supongamos que A admite una estructura

de áfgebra de Lie. Una acción infinitesimal de A sobre una variedad M es

una aplicación af́ın Φ : A → X(M) tal que la aplicación lineal Φl : V → X(M)

asociada a Φ es una acción infinitesimal (estándar) de V sobre M y, además,

Φl(Dav) = [Φ(a),Φl(v)], para a ∈ A y v ∈ V.

Ahora, consideramos el fibrado af́ın trivial pr1 : M × A → M . Está claro

que el fibrado bidual de pr1 : M × A → M es el fibrado vectorial trivial

pr1 : M × Ã → M , donde Ã es el espacio bidual de A. Además, si Φ̃ :

Ã → X(M) es la aplicación lineal inducida por Φ, se tiene que Φ̃ es una

acción infinitesimal del álgebra de Lie Ã sobre la variedad M . Aśı, el fibrado

vectorial pr1 : M × Ã → M admite una estructura de algebroide de Lie

acción.

Por otra parte, si 1A : A → R ∈ A+ es la función (af́ın) constante e igual a 1

sobre A, se sigue que 1A es un 1-cociclo del álgebra de Lie Ã. Esto implica

que la sección constante 1M×A del fibrado vectorial pr1 : M ×A+ →M dada

por

1M×A(x) = (x, 1A(x)), para todo x ∈M,

es un 1-cociclo del algebroide de Lie acción pr1 : M × Ã →M .
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Por tanto, el fibrado af́ın trivial pr1 : M ×A →M admite una estructura de

afgebroide de Lie. Al afgebroide de Lie resultante se le denomina afgebroide

de Lie acción inducido por la acción infinitesimal Φ : A → X(M).
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CAṔITULO 2

Formalismo Hamiltoniano y ecuación de
Hamilton-Jacobi sobre afgebroides de Lie

2.1 Formalismo Hamiltoniano

En esta sección, presentaremos una descripción geométrica que nos permitirá

obtener las ecuaciones de Hamilton asociadas a una sección Hamiltoniana

sobre un afgebroide de Lie (véase [82]).

2.1.1 La prolongación T ÃV ∗

Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide de Lie sobre

una variedad Q. Sabemos entonces que el fibrado bidual τÃ : Ã → Q de

A admite una estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]Ã, ρÃ) (véase (1.36)).

Denotemos por τ ∗V : V ∗ → Q la proyección fibrada de V ∗ (el fibrado dual

de V ). Entonces, podemos considerar la prolongación T ÃV ∗ del algebroide

de Lie Ã mediante τ ∗V : V ∗ → Q. T ÃV ∗ es un algebroide de Lie sobre V ∗

con estructura ([[·, ·]]τ
∗
V

Ã
, ρ

τ∗V
Ã

) y proyección τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗ (véase Sección

1.1.3).

57
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Sean (xi) coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q y {e0, eα}
una base de secciones del fibrado vectorial τ−1

Ã
(U)→ U adaptada a 1A (véase

(1.38)) respecto a la cual las funciones de estructura del algebroide de Lie

Ã vienen dadas como en (1.39). Denotaremos por (xi, y0, yα) las corres-

pondientes coordenadas locales sobre Ã y por (xi, y0, yα) las coordenadas

duales sobre el fibrado vectorial dual τA+ : A+ → Q de Ã. Entonces, (xi, yα)

son coordenadas locales en V ∗ y {Y0,Yα,Uα} es una base local de secciones

del fibrado vectorial τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗ , donde

Y0(ψ) =
(
e0(τ

∗
V (ψ)), ρi0

∂

∂xi |ψ

)
, Yα(ψ) =

(
eα(τ

∗
V (ψ)), ρiα

∂

∂xi |ψ

)
,

Uα(ψ) =
(
0,

∂

∂yα |ψ

)
,

(2.1)

para todo ψ ∈ (τ ∗V )−1(U). Usando esta base local se pueden introducir,

de manera natural, coordenadas locales (xi, yα; z
0, zα, vα) sobre T ÃV ∗. Un

cálculo directo prueba que

[[Y0,Yβ]]
τ∗V
Ã

= Cγ
0βYγ, [[Yα,Yβ]]

τ∗V
Ã

= Cγ
αβYγ,

[[Y0,Uα]]
τ∗V
Ã

= [[Yα,Uβ]]
τ∗V
Ã

= [[Uα,Uβ]]
τ∗V
Ã

= 0,

ρ
τ∗V
Ã

(Y0) = ρi0
∂

∂xi
, ρ

τ∗V
Ã

(Yα) = ρiα
∂

∂xi
, ρ

τ∗V
Ã

(Uα) =
∂

∂yα
,

para todo α y β. Aśı, si {Y0,Yα,Uα} es la base dual de {Y0,Yα,Uα}, entonces

tenemos que

dT
ÃV ∗f = ρi0

∂f

∂xi
Y0 + ρiα

∂f

∂xi
Yα +

∂f

∂yα
Uα,

dT
ÃV ∗Yγ = −Cγ

0βY
0 ∧ Yβ − 1

2
Cγ
αβY

α ∧ Yβ,

dT
ÃV ∗Y0 = dT

ÃV ∗Uγ = 0,

(2.2)

para f ∈ C∞(V ∗,R).
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2.1.2 Una estructura cosimpléctica sobre T ÃV ∗

Sea µ : A+ → V ∗ la proyección canónica dada por

µ(ϕ) = ϕl, para ϕ ∈ A+
x y x ∈ Q,

donde ϕl ∈ V ∗
x es la aplicación lineal asociada a la aplicación af́ın ϕ y sea

h : V ∗ → A+ una sección Hamiltoniana de µ, esto es, µ ◦h = Id.

Ahora, consideramos el algebroide de Lie T ÃA+ prolongación del algebroide

de Lie Ã mediante τA+ : A+ → Q y cuya proyección denotamos por τ
τA+

Ã
:

T ÃA+ → A+ (véase Ejemplo 1.4). Entonces, podemos introducir la apli-

cación T h : T ÃV ∗ → T ÃA+ definida por

T h(ã, Xψ) = (ã, (Tψh)(Xψ)),

para (ã, Xψ) ∈ T Ãψ V ∗, con ψ ∈ V ∗, siendo T Ãψ V ∗ la fibra de T ÃV ∗ → V ∗ que

contiene al punto ψ. Es fácil probar que el par (T h, h) es un morfismo entre

los algebroides de Lie τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗ y τ
τA+

Ã
: T ÃA+ → A+.

Aśı, denotaremos por λh y Ωh las secciones de los fibrados vectoriales (T ÃV ∗)∗

→ V ∗ y Λ2(T ÃV ∗)∗ → V ∗ dadas por

λh = (T h, h)∗(λÃ), Ωh = (T h, h)∗(ΩÃ), (2.3)

donde λÃ y ΩÃ son, respectivamente, la sección de Liouville y la sección

simpléctica canónica asociadas al algebroide de Lie Ã (véase (1.14) y (1.15)).

Nótese que, de (1.15) y del hecho de que (T h, h) es un morfismo de alge-

broides de Lie, tenemos que Ωh = −dT ÃV ∗λh.
Por otra parte, sea η : T ÃV ∗ → R la sección de (T ÃV ∗)∗ → V ∗ definida por

η(ã, Xψ) = 1A(ã), (2.4)

para (ã, Xψ) ∈ T Ãψ V ∗, con ψ ∈ V ∗. Nótese que si pr1 : T ÃV ∗ → Ã es la

restricción a T ÃV ∗ de la proyección canónica sobre el primer factor entonces

(pr1, τ
∗
V ) es un morfismo entre los algebroides de Lie τ

τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗ y

τÃ : Ã → Q y, además, se verifica que

(pr1, τ
∗
V )∗(1A) = η.
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Aśı, como 1A es un 1-cociclo de τÃ : Ã → Q, se deduce que η es un 1-cociclo

del algebroide de Lie τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗.

Supongamos ahora que la sección Hamiltoniana h : V ∗ → A+ viene dada

localmente por

h(xi, yα) = (xi,−H(xj, yβ), yα)

y que {Y0,Yα,Uα} es la base dual de la base local {Y0,Yα, Uα} definida en

(2.1). Entonces η = Y0 y, usando (1.17), (2.3) y la definición de la aplicación

T h, se sigue que

Ωh = Yα ∧ Uα +
1

2
Cγ
αβyγY

α ∧ Yβ

+
(
ρiα
∂H

∂xi
− Cγ

0αyγ

)
Yα ∧ Y0 +

∂H

∂yα
Uα ∧ Y0.

(2.5)

Aśı, se prueba fácilmente que el par (Ωh, η) es una estructura cosimpléctica

sobre el algebroide de Lie τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗, esto es,{
Ωh ∧ . . . ∧ Ωh︸ ︷︷ ︸

(n

∧η
}

(ψ) 6= 0, para ψ ∈ V ∗,

dT
ÃV ∗Ωh = 0 y dT

ÃV ∗η = 0.

Observación 2.1 Sea T V V ∗ la prolongación del algebroide de Lie V me-

diante la fibración τ ∗V : V ∗ → Q. Denotamos por λV (respectivamente, ΩV )

la sección de Liouville (respectivamente, la sección simpléctica canónica) de

V y por (iV , Id) : T V V ∗ → T ÃV ∗ la inclusión canónica. Entonces, usando

(1.14), (2.3), (2.4) y que µ ◦h = Id, obtenemos que

(iV , Id)
∗(λh) = λV , (iV , Id)

∗(η) = 0. (2.6)

Aśı, como (iV , Id) es un morfismo de algebroides de Lie, también deducimos

que

(iV , Id)
∗(Ωh) = ΩV . (2.7)

♦
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Ahora, dada una sección γ del fibrado vectorial τ ∗V : V ∗ → Q, podemos

considerar el morfismo (T γ, γ) entre los fibrados vectoriales τÃ : Ã → Q y

τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗

Q
γ -

V ∗

τÃ

?

τ
τ∗V
Ã

?

Ã
T γ - T ÃV ∗

definido por

T γ(ã) = (ã, (Txγ)(ρÃ(ã))),

para ã ∈ Ãx y x ∈ Q. Entonces,

Teorema 2.2 El par (T γ, γ) es un morfismo entre los algebroides de Lie

(Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) y (T ÃV ∗, [[·, ·]]τ
∗
V

Ã
, ρ

τ∗V
Ã

). Además,

(T γ, γ)∗λh = h ◦γ, (T γ, γ)∗(Ωh) = −dÃ(h ◦γ).

Demostración: Supongamos que (xi) son coordenadas locales sobre Q, que

{e0, eα} es una base local de Γ(τÃ) adaptada a 1A y que

γ = γαe
α,

donde γα son funciones locales reales sobre Q y {e0, eα} es la base dual de

{e0, eα}. Denotamos por {Y0,Yα,Uα} la correspondiente base local de Γ(τ
τ∗V
Ã

).

Entonces, usando (2.1), se sigue que

T γ ◦e0 =
(
Y0 + ρi0

∂γν
∂xi
Uν
)
◦γ, T γ ◦eα =

(
Yα + ρiα

∂γν
∂xi
Uν
)
◦γ,

para α ∈ {1, . . . , n}, siendo ρi0, ρ
i
α las componentes de la aplicación ancla de

Ã con respecto a las coordenadas locales (xi) y la base {e0, eα}. Aśı, tenemos

que
(T γ, γ)∗(Y0) = e0, (T γ, γ)∗(Yα) = eα,

(T γ, γ)∗(Uα) = ρi0
∂γα
∂xi

e0 + ρiβ
∂γα
∂xi

eβ = dÃγα,
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donde {Y0,Yα,Uα} es la base dual de {Y0,Yα,Uα}.
Por lo tanto, de (1.1), (1.39) y (2.2), obtenemos que el par (T γ, γ) es un

morfismo entre los algebroides de Lie Ã → Q y T ÃV ∗ → V ∗.

Por otra parte, si x es un punto de Q y ã ∈ Ãx entonces, usando (1.14),

tenemos que

((T γ, γ)∗λh)(x)(ã) = ((T γ, γ)∗(T h, h)∗λÃ)(x)(ã)

= ((T (h ◦γ), h ◦γ)∗λÃ)(x)(ã)

= λÃ(h(γ(x)))(ã, T (h ◦γ)(ρÃ(ã))) = (h ◦γ)(x)(ã)

esto es,

(T γ, γ)∗λh = h ◦γ.

Consecuentemente, como Ωh = −dT ÃV ∗λh y (T γ, γ) es un morfismo entre los

algebroides de Lie Ã y T ÃV ∗, concluimos que

(T γ, γ)∗(Ωh) = −dÃ(h ◦γ).

CQD

2.1.3 Ecuaciones de Hamilton

Ahora, sea Rh ∈ Γ(τ
τ∗V
Ã

) la sección de Reeb de la estructura cosimpléctica

(Ωh, η) caracterizada por las siguientes condiciones

iRh
Ωh = 0 y iRh

η = 1. (2.8)

Con respecto a la base {Y0,Yα,Uα} de Γ(τ
τ∗V
Ã

), la expresión local de Rh es

Rh = Y0 +
∂H

∂yα
Yα −

(
Cγ
αβyγ

∂H

∂yβ
+ ρiα

∂H

∂xi
− Cγ

0αyγ

)
Uα. (2.9)

Aśı, el campo de vectores ρ
τ∗V
Ã

(Rh) viene dado localmente por la expresión

ρ
τ∗V
Ã

(Rh) =
(
ρi0 +

∂H

∂yα
ρiα

) ∂

∂xi
+
(
− ρiα

∂H

∂xi
− yγ(Cγ

α0 +Cγ
αβ

∂H

∂yβ
)
) ∂

∂yα
(2.10)
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y las curvas integrales de Rh (es decir, las curvas integrales del campo de

vectores ρ
τ∗V
Ã

(Rh)) verifican las siguientes ecuaciones

dxi

dt
= ρi0 +

∂H

∂yα
ρiα,

dyα
dt

= −ρiα
∂H

∂xi
− yγ

(
Cγ
α0 + Cγ

αβ

∂H

∂yβ

)
, (2.11)

para i ∈ {1, . . . ,m} y α ∈ {1, . . . , n}. Estas ecuaciones se denominan ecua-

ciones de Hamilton para h (véase [82]) y la sección Rh se denomina la sección

de Hamilton asociada a h.

2.1.4 Una estructura af-Poisson sobre µ : A+ → V ∗

A continuación, presentaremos un método alternativo para obtener las ecua-

ciones de Hamilton. Para este propósito, usaremos la noción de estructura

af-Poisson sobre un AV-fibrado introducida en [38] (véase también [39]).

Sea τZ : Z → Q un fibrado af́ın de rango 1 modelado sobre el fibrado vectorial

trivial τQ×R : Q × R → Q, esto es, τZ : Z → Q es un AV-fibrado en la

terminoloǵıa de [39].

Entonces, tenemos una acción de R sobre las fibras de Z. Esta acción induce

un campo de vectores XZ sobre Z que es vertical con respecto a la proyección

τZ : Z → Q.

Por otra parte, existe una correspondencia biyectiva entre el espacio Γ(τZ)

de secciones de τZ : Z → Q y el conjunto

{F ∈ C∞(Z,R) |XZ(F ) = −1}.

De hecho, si h ∈ Γ(τZ) y (xi, s) son coordenadas locales fibradas sobre Z

tales que XZ =
∂

∂s
entonces h puede considerarse como una función local H

sobre Q, xi 7→ −H(xi), y la función Fh sobre Z está dada localmente por

Fh(x
i, s) = −H(xi)− s, (2.12)

(para más detalles, véase [39]).

Ahora, una estructura af-Poisson sobre el AV-fibrado τZ : Z → Q es una

aplicación bi-af́ın

{·, ·} : Γ(τZ)× Γ(τZ)→ C∞(Q,R)
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satisfaciendo las siguientes propiedades:

i) Antisimetŕıa: {h1, h2} = −{h2, h1}.

ii) La identidad de Jacobi:

{h1, {h2, h3}}V + {h2, {h3, h1}}V + {h3, {h1, h2}}V = 0,

donde {·, ·}V es la parte af́ın-lineal del corchete bi-af́ın.

iii) Si h ∈ Γ(τZ) entonces

{h, ·} : Γ(τZ)→ C∞(Q,R), h′ 7→ {h, h′},

es una derivación af́ın.

Nótese que la condición iii) implica que la parte lineal {h, ·}V : C∞(Q,R)→
C∞(Q,R) de la aplicación af́ın {h, ·} : Γ(τZ) → C∞(Q,R) define un campo

de vectores sobre Q, que se denomina el campo de vectores Hamiltoniano

asociado a h (véase [39]).

En [39], los autores probaron que existe una correspondencia biyectiva entre

los corchetes af-Poisson {·, ·} sobre τZ : Z → Q y los corchetes de Poisson

{·, ·}Π sobre Z que son invariantes con respecto a XZ , es decir, aquellos

cuyo 2-vector Poisson asociado Π sobre Z verifica que LXZ
Π = 0. Esta

correspondencia está determinada por

{h, h′} ◦ τZ = {Fh, Fh′}Π, para h, h′ ∈ Γ(τZ).

Nótese que, como el 2-vector Poisson Π es invariante mediante XZ , la función

{Fh, Fh′}Π sobre Z es proyectable mediante τZ , esto es,

LXZ
{Fh, Fh′}Π = 0.

Usando esta correspondencia, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 2.3 Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el fi-

brado vectorial τV : V → Q. Denotamos por τA+ : A+ → Q (respectivamente,

τ ∗V : V ∗ → Q) el fibrado vectorial dual de A (respectivamente, de V ) y por

µ : A+ → V ∗ la proyección canónica. Entonces:
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i) µ : A+ → V ∗ es un AV-fibrado que admite una estructura af-Poisson.

ii) Si h : V ∗ → A+ es una sección Hamiltoniana (es decir, h ∈ Γ(µ))

entonces el campo de vectores Hamiltoniano asociado a h con respecto a

la estructura af-Poisson es un campo de vectores sobre V ∗ cuyas curvas

integrales son justamente las soluciones de las ecuaciones de Hamilton

para h.

Demostración: i) Está claro que µ : A+ → V ∗ es un AV-fibrado. De hecho,

si a+ ∈ A+
x , con x ∈ Q, y t ∈ R entonces

a+ + t = a+ + t1A(x).

Aśı, el campo de vectores XA+ sobre A+ vertical con respecto a µ es jus-

tamente el levantamiento vertical 1vA de la sección 1A ∈ Γ(τA+). Además,

podemos considerar el algebroide de Lie τÃ : Ã = (A+)∗ → Q y el co-

rrespondiente 2-vector Poisson lineal ΠA+ sobre A+ (véase Sección 1.1.1).

Entonces, usando que 1A es un 1-cociclo de τÃ : Ã → Q, se sigue que el

2-vector Poisson lineal ΠA+ es invariante con respecto a XA+ . Por tanto,

ΠA+ induce una estructura af-Poisson {·, ·} sobre µ : A+ → V ∗ la cual está

caracterizada por la condición

{h, h′} ◦µ = {Fh, Fh′}ΠA+ , para h, h′ ∈ Γ(µ). (2.13)

También se puede probar esta primera parte del teorema usando la relación

entre estructuras de afgebroides de Lie especiales sobre un fibrado af́ın A′ y

estructuras af-Poisson sobre el AV-fibrado AV ((A′)]) (véase Teorema 23 en

[39]).

ii) De (2.12) y (2.13), deducimos que la aplicación lineal {h, ·}V : C∞(V ∗,R)

→ C∞(V ∗,R) asociada a la aplicación af́ın {h, ·} : Γ(µ) → C∞(V ∗,R) (esto

es, el campo de vectores Hamiltoniano asociado a h) está dada por

{h, ·}V (ϕ) ◦µ = {Fh, ϕ ◦µ}ΠA+ , para ϕ ∈ C∞(V ∗,R). (2.14)

Ahora, supongamos que la expresión local de h es

h(xi, yα) = (xi,−H(xj, yβ), yα). (2.15)
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Por otra parte, usando (1.2) y (1.39), tenemos que

ΠA+ = ρi0
∂

∂xi
∧ ∂

∂y0

+ ρiα
∂

∂xi
∧ ∂

∂yα

−Cγ
0αyγ

∂

∂y0

∧ ∂

∂yα
− 1

2
Cγ
αβyγ

∂

∂yα
∧ ∂

∂yβ
.

(2.16)

Aśı, de (2.14), (2.15) y (2.16), concluimos que el campo de vectores Hamil-

toniano asociado a h está dado localmente por(
ρi0 +

∂H

∂yα
ρiα

) ∂

∂xi
+
(
− ρiα

∂H

∂xi
− yγ(Cγ

α0 + Cγ
αβ

∂H

∂yβ
)
) ∂

∂yα

lo que prueba nuestro resultado (véase (2.10)). CQD

2.1.5 Caso particular: Ecuaciones de Hamilton en al-
gebroides de Lie

A continuación, veremos que cuando consideramos un algebroide de Lie como

un afgebroide de Lie y aplicamos los resultados obtenidos en esta sección,

recuperamos las construcciones vistas en la Sección 1.2.2.

Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad Q

de dimensión m. Entonces, τA = τE : A = E → Q puede considerarse

como un fibrado af́ın con fibrado vectorial asociado τV = τE : V = E →
Q. Además, este fibrado af́ın admite una estructura de afgebroide de Lie

(véase Sección 1.4.3). De hecho, el fibrado bidual de A = E, τÃ : Ã → Q,

puede identificarse con el fibrado vectorial τ̃E : E × R → Q y, bajo esta

identificación, la estructura de algebroide de Lie sobre Ã es dada por (1.41).

Por otra parte, la prolongación T ÃV ∗ del algebroide de Lie bidual Ã ∼= E×R
mediante la proyección τ ∗V = τ ∗E : V ∗ = E∗ → Q es justamente el fibrado

vectorial producto τ̃
τ∗E
E : T EE∗ × R→ E∗. Aśı, el espacio de las secciones de

T ÃV ∗ puede identificarse con Γ(τ
τ∗E
E )× C∞(E∗,R).

Como la aplicación µ : A+ = E∗ × R → V ∗ = E∗ es la proyección canónica

sobre el primer factor, una sección Hamiltoniana h : E∗ → E∗ × R puede

identificarse con una función Hamiltoniana H : E∗ → R de forma que

h(β) = (β,−H(β)), para β ∈ E∗. (2.17)
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Además, la estructura cosimpléctica (Ωh, η) sobre el algebroide de Lie T ÃV ∗

∼= T EE∗×R puede expresarse en términos de la sección simpléctica canónica

de T EE∗, ΩE, y la sección (0, 1) ∈ Γ(τ
τ∗E
E )× C∞(E∗,R) como sigue

Ωh = ΩE + dT
EE∗H ∧ (0, 1), η = (0, 1). (2.18)

Aśı, la expresión local de la sección de Reeb de (Ωh, η), Rh ∈ Γ(τ̃
τ∗E
E ) ∼=

Γ(τ
τ∗E
E )× C∞(E∗,R), es

Rh = (ξH , 1), (2.19)

siendo ξH la única sección de Γ(τ
τ∗E
E ) satisfaciendo (1.29). Esto implica que los

campos de vectores ρ
τ∗E
E×R(Rh) y ρ

τ∗E
E (ξH) sobre E∗ coinciden. Por tanto, se de-

duce que las ecuaciones de Hamilton asociadas a h sobre E (como afgebroide

de Lie) son justamente las ecuaciones de Hamilton asociadas a la función

Hamiltoniana H sobre el algebroide de Lie E (véase (1.30)).

Además, el corchete af-Poisson sobre el AV-fibrado trivial µ = pr1 : E∗×R→
E∗ es justamente el corchete de Poisson lineal {·, ·}ΠE∗ sobre E∗ inducido por

la estructura de algebroide de Lie de E.

2.2 Ecuación de Hamilton-Jacobi

En esta sección, introduciremos la ecuación de Hamilton-Jacobi para una

sección Hamiltoniana sobre un afgebroide de Lie y probaremos que conocer

una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi simplifica la búsqueda de las

trayectorias para la correspondiente sección Hamiltoniana.

Sea τA : A → Q un fibrado af́ın con fibrado vectorial asociado τV : V → Q

y supongamos que h : V ∗ → A+ es una sección de la proyección canónica

µ : A+ → V ∗ y que α : Q → A+ es una sección del fibrado vectorial

τA+ : A+ → Q. Entonces,

h ◦µ ◦α : Q→ A+

es también una sección del fibrado vectorial τA+ : A+ → Q y además existe

una única función real sobre Q, que denotaremos por f(h, α), tal que

α− h ◦µ ◦α = f(h, α)1A. (2.20)
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Teorema 2.4 Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el fi-

brado vectorial τV : V → Q con estructura de afgebroide de Lie ([[·, ·]]V , D, ρA)

y sea (T ÃV ∗, [[·, ·]]τ
∗
V

Ã
, ρ

τ∗V
Ã

) la prolongación del algebroide de Lie bidual (Ã,
[[·, ·]]Ã, ρÃ) mediante la fibración τ ∗V : V ∗ → Q. Supongamos que h : V ∗ → A+

es una sección Hamiltoniana de la proyección canónica µ : A+ → V ∗ y

que Rh ∈ Γ(τ
τ∗V
Ã

) es la correspondiente sección Hamiltoniana. Consideramos

α ∈ Γ(τA+) un 1-cociclo, dÃα = 0, y denotamos por Rα
h ∈ Γ(τÃ) la sección

de τÃ : Ã → Q dada por

Rα
h = pr1

◦Rh ◦µ ◦α,

donde pr1 : T ÃV ∗ → Ã es la proyección canónica sobre el primer factor.

Entonces, las dos condiciones siguientes son equivalentes:

i) Para toda curva integral c del campo de vectores ρÃ(Rα
h), es decir, c es

una curva sobre Q tal que

ρÃ(Rα
h)(c(t)) = ċ(t), para todo t, (2.21)

la curva t 7→ (µ ◦α ◦ c)(t) sobre V ∗ satisface las ecuaciones de Hamilton

para h.

ii) α satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi

dV (f(h, α)) = 0,

esto es, f(h, α) es constante en las hojas de la foliación del algebroide

de Lie V sobre Q (aqúı, dV es la diferencial del algebroide de Lie τV :

V → Q).

Demostración: Para una curva c : I = (−ε, ε) ⊆ R→ Q en la variedad base

Q definimos las curvas β : I −→ V ∗ y γ : I −→ Ã por

β(t) = µ(α(c(t))) y γ(t) = Rα
h(c(t)).

Como µ ◦α y Rα
h son secciones de τ ∗V : V ∗ → Q y τÃ : Ã → Q, respectiva-

mente, se sigue que ambas curvas se proyectan sobre c.

Consideramos ahora la curva v = (γ, β̇) en Ã × TV ∗ para la cual tenemos

los siguientes resultados:
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• v(t) está en T ÃV ∗, para todo t ∈ I, si y sólo si c satisface (2.21). De

hecho, ρÃ ◦γ = ρÃ ◦Rα
h
◦ c y Tτ ∗V ◦ β̇ = ċ.

• v(t) = Rh(β(t)), para todo t ∈ I, si y sólo si β es una solución de las

ecuaciones de Hamilton para h. En efecto, las primeras componentes

coinciden pr1(v(t)) = γ(t) y

pr1(Rh(β(t))) = pr1(Rh(µ(α(c(t))))) = Rα
h(c(t)) = γ(t),

y la igualdad de las segundas componentes es justamente

β̇(t) = ρ
τ∗V
Ã

(Rh(β(t))).

Denotaremos por αµ = µ ◦α que es una sección del fibrado vectorial τ ∗V :

V ∗ → Q y consideramos también la aplicación T αµ : Ã → T ÃV ∗ dada por

T αµ = (Id, T (αµ) ◦ρÃ). Recordemos que, usando el Teorema 2.2, tenemos

que

(T αµ, αµ)∗Ωh = −dÃ(h ◦αµ).

[ ii) ⇒ i)] Supongamos que c satisface (2.21) y, por tanto, tenemos que v(t)

es una curva en T ÃV ∗. Debemos probar que v(t) coincide con Rh(β(t)), para

todo t ∈ I.
La diferencia d(t) = v(t)− Rh(β(t)) es vertical con respecto a la proyección

pr1 : T ÃV ∗ → Ã, es decir, pr1(d(t)) = 0, para todo t (nótese que pr1(v(t)) =

pr1(Rh(β(t))) = γ(t), para todo t). Por tanto, tenemos que

η(d(t)) = 0 y Ωh(β(t))(d(t), ς(t)) = 0,

para cualquier curva vertical t 7→ ς(t) (véase (2.1) y (2.5)).

Sea ã : I −→ Ã una curva cualquiera en Ã que se proyecte sobre c (es decir,

τÃ ◦ ã = c). Consideramos su imagen mediante T αµ, esto es,

ζ(t) = (T αµ)(ã(t)) = (ã(t), T (µ ◦α)(ρÃ(ã(t)))).

De (2.21), se sigue que v(t) = (T αµ)(γ(t)) está también en la imagen de

T αµ. Aśı, usando (2.20), el hecho de que Rh es la sección de Reeb de la
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estructura cosimpléctica (Ωh, η) y ya que dÃα = 0, tenemos que

Ωh(β(t))(d(t), ζ(t)) = Ωh(β(t))(T αµ(γ(t)), T αµ(ã(t)))

= −dÃ(h ◦µ ◦α)(c(t))(γ(t), ã(t))

= (dÃ(f(h, α)) ∧ 1A)(c(t))(γ(t), ã(t)).

Ahora, como dV (f(h, α)) = 0 y la inclusión iV : V → Ã es un morfismo de

algebroides de Lie, deducimos que dÃ(f(h, α)) ∧ 1A = 0. Esto implica que

Ωh(β(t))(d(t), ζ(t)) = 0.

Como cualquier elemento de T Ãαµ(x)V
∗, con x ∈ Q, puede obtenerse como

suma de un elemento en la imagen de T αµ y un elemento vertical, concluimos

que

Ωh(β(t))(d(t), ν(t)) = Ωh(µ(α(c(t))))(d(t), ν(t)) = 0

para cualquier curva t 7→ ν(t). Aśı, como η(d(t)) = 0, deducimos que

d(t) = 0.

[ i) ⇒ ii)] Supongamos que x es un punto de Q y que b ∈ Vx. Probaremos

que

〈dV (f(h, α)), b〉 = 0.

Sea c : I = (−ε, ε) → Q una curva integral de ρÃ(Rα
h) tal que c(0) = x.

Se sigue que c satisface (2.21). Sean β = µ ◦α ◦ c, γ = Rα
h
◦ c y v = (γ, β̇)

definidos anteriormente. Como β satisface las ecuaciones de Hamilton para

h, tenemos que

v(t) = Rh(β(t)), para todo t.

Ahora, tomamos una curva arbitraria t 7→ a(t) en V que se proyecte sobre

c tal que a(0) = b y denotamos por t 7→ ã(t) su inclusión en Ã. Como

v(t) = T αµ(γ(t)) y dÃα = 0, tenemos que

0 = Ωh(β(t))(Rh(β(t)), T αµ(ã(t))) = Ωh(β(t))(v(t), T αµ(ã(t)))

= Ωh(β(t))(T αµ(γ(t)), T αµ(ã(t))) = −dÃ(h ◦µ ◦α)(c(t))(γ(t), ã(t))

= (dÃf(h, α) ∧ 1A)(c(t))(γ(t), ã(t)).
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Aśı, usando que 1A(c(t))(γ(t))= 1 (nótese que η(Rh) = 1) y que 1A(c(t))(ã(t))

= 0, deducimos que

0 = (dV (f(h, α)))(c(t))(a(t)).

En particular, para t = 0, tenemos que

〈dV (f(h, α)), b〉 = 0.

CQD

Observación 2.5 Claramente, podemos considerar como 1-cociclo α un 1-

coborde, es decir, α = dÃS, para alguna función S sobre Q. Sin embargo,

debemos tener en cuenta que en algebroides de Lie existen, en general, 1-

cociclos que no son localmente 1-cobordes. ♦

2.3 Algunos ejemplos

2.3.1 Ecuación de Hamilton-Jacobi sobre algebroides
de Lie

Sea τE : E → Q un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Entonces,

τE : E → Q es un fibrado af́ın y la estructura de algebroide de Lie induce

una estructura de afgebroide de Lie sobre τE : E → Q (véase Sección 1.4.3).

De hecho, el fibrado dual de E, como fibrado af́ın, es el fibrado vectorial

τ̃ ∗E : E∗ × R → Q y el algebroide de Lie bidual es el fibrado vectorial τ̃E :

E × R→ Q con la estructura ([[·, ·]]E×R, ρE×R) definida en (1.41).

Además, la aplicación µ : A+ = E∗×R→ V ∗ = E∗ es la proyección canónica

sobre el primer factor y una sección Hamiltoniana h : E∗ → E∗ × R puede

identificarse con una función Hamiltoniana H sobre E∗ de la forma dada en

(2.17).

Ahora, si α es un 1-cociclo de τE : E → Q entonces α puede considerarse

como la sección (α, 0) de τ̃ ∗E : E∗ × R → Q y, claramente, (α, 0) es también
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un 1-cociclo de τ̃E : E × R→ Q. Además, si f(h, α) es la función real sobre

Q caracterizada por

α− h ◦µ ◦α = f(h, α)1E,

es fácil probar que f(h, α) = H ◦α. Aśı, la ecuación,

dE(f(h, α)) = 0

es justamente la ecuación de Hamilton-Jacobi considerada en [65] (véase

Sección 3.7 en [65]).

2.3.2 Ecuación de Hamilton-Jacobi clásica para mecá-
nica dependiente del tiempo

Sea τ : Q → R una fibración y τ1,0 : J1τ → Q el afgebroide de Lie asociado

modelado sobre el fibrado vectorial π = (πQ)|V τ : V τ → Q. Como sabemos,

el algebroide de Lie bidual J̃1τ de J1τ puede identificarse con el algebroide de

Lie estándar πQ : TQ→ Q y, bajo esta identificación, el 1-cociclo 1J1τ sobre

πQ : TQ → Q es justamente la 1-forma η = τ ∗(dt), siendo t la coordenada

usual sobre R (véase Sección 1.4.3).

Si (t, qi) son coordenadas locales fibradas sobre Q entonces
{ ∂

∂qi

}
(respec-

tivamente,
{ ∂
∂t
,
∂

∂qi

}
) es una base local de secciones de π : V τ → Q (res-

pectivamente, πQ : TQ → Q). Denotamos por (t, qi, q̇i) (respectivamente,

(t, qi, ṫ, q̇i)) las correspondientes coordenadas locales sobre V τ (respectiva-

mente, TQ). Entonces, las funciones de estructura locales de TQ con respecto

a esta trivialización local están dadas por

Ck
ij = 0 y ρij = δij, para i, j, k ∈ {0, 1, . . . , n}. (2.22)

Ahora, sea π∗ : V ∗τ → Q el fibrado vectorial dual de π : V τ → Q y τ(J1τ)+ :

(J1τ)+ → Q el dual del fibrado af́ın τ1,0 : J1τ → Q. Nótese que (J1τ)+ ∼=
T ∗Q. Denotaremos por (t, qi, pi) (resp., (t, qi, pt, pi)) las coordenadas duales

sobre V ∗τ (resp., T ∗Q) de (t, qi, q̇i) (resp., (t, qi, ṫ, q̇i)). Entonces, como la

aplicación ancla de πQ : TQ → Q es la identidad de TQ, se sigue que los
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algebroides de Lie ππ
∗

Q : T TQ(V ∗τ) → V ∗τ y πV ∗τ : T (V ∗τ) → V ∗τ son

isomorfos.

Consideremos una sección Hamiltoniana h, esto es, h : V ∗τ → (J1τ)+ ∼= T ∗Q

es una sección de la proyección canónica µ : (J1τ)+ ∼= T ∗Q → V ∗τ . h está

dada localmente por

h(t, qi, pi) = (t, qi,−H(t, qj, pj), pi).

Además, en este caso, la estructura cosimpléctica (Ωh, η) sobre el algebroide

de Lie ππ
∗

Q : T TQ(V ∗τ) ∼= T (V ∗τ) → V ∗τ es la estructura cosimpléctica

estándar (Ωh, η) sobre la variedad V ∗τ localmente dada por (véase (2.5) y

(2.22))

Ωh = dqi ∧ dpi +
∂H

∂qi
dqi ∧ dt+

∂H

∂pi
dpi ∧ dt, η = dt. (2.23)

Aśı, la sección de Reeb de (Ωh, η) es el campo de vectores Rh sobre V ∗τ

definido por

Rh =
∂

∂t
+
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi
.

Es claro que las curvas integrales de Rh

t 7→ (t, qi(t), pi(t))

son justamente las soluciones de las ecuaciones de Hamilton clásicas depen-

dientes del tiempo para h

dqi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi

.

Además, usando el Teorema 2.4, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 2.6 Sea τ : Q → R una fibración y τ1,0 : J1τ → Q el afgebroide

de Lie asociado modelado sobre el fibrado vectorial π = (πQ)|V τ : V τ → Q.

Sea h : V ∗τ → T ∗Q una sección Hamiltoniana y Rh el campo de vectores

de Reeb de la correspondiente estructura cosimpléctica (Ωh, η) sobre V ∗τ .

Supongamos que α es una 1-forma cerrada sobre Q y denotemos por Rα
h el

campo de vectores sobre Q dado por Rα
h = Tπ∗ ◦Rh ◦µ ◦α. Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes:
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i) Para toda curva integral t 7→ c(t) de Rα
h , la curva t 7→ µ(α(c(t))) sobre

V ∗τ satisface las ecuaciones de Hamilton para h.

ii) α satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi

dV τ (f(h, α)) = 0,

es decir, la función f(h, α) es constante sobre las hojas del fibrado

vertical a τ .

Observación 2.7 i) Recordemos que la función f(h, α) sobre Q está carac-

terizada por la siguiente condición

α− h ◦µ ◦α = f(h, α)η.

ii) Si las fibras de τ son conexas entonces la ecuación dV τ (f(h, α)) = 0 se

verifica si y sólo si la función f(h, α) es constante sobre las fibras de τ . ♦

Ahora, supongamos que la fibración τ es trivial, esto es, Q = R × P y τ es

la proyección canónica sobre el primer factor. Entonces, el fibrado vectorial

π∗ : V ∗τ → Q es isomorfo al producto R×T ∗P (como fibrado vectorial sobre

Q = R × P ). Aśı, una sección Hamiltoniana h : V ∗τ ∼= R × T ∗P → T ∗Q ∼=
(R×R)×T ∗P puede identificarse con una función Hamiltoniana dependiente

del tiempo H : R× T ∗P → R de la siguiente forma

h(t, β) = (t,−H(t, β), β), para (t, β) ∈ R× T ∗P.

Además, si α es una 1-forma exacta sobre Q, es decir, α = d0W siendo W

una función real sobre Q = R× P , entonces se puede probar que la función

f(h, d0W ) está dada por

f(h, d0W )(t, q) =
∂W

∂t |(t,q)
+H(t, d0Wt(q)), para (t, q) ∈ Q = R× P,

donde Wt : P → R es la función real sobre P definida por

Wt(q) = W (t, q).
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Aśı, si P es conexa, la ecuación

dV τ (f(h, d0W )) = 0

se verifica si y sólo si la función

(t, q) ∈ R× P 7→ ∂W

∂t |(t,q)
+H(t, d0Wt(q)) ∈ R

no depende de q.

Esta última condición puede expresarse localmente como

∂W

∂t
+H(t, qi,

∂W

∂qi
) = constante en P

que es la ecuación de Hamilton-Jacobi clásica dependiente del tiempo para

la función W (véase [1]).

2.3.3 Ecuación de Hamilton-Jacobi en el afgebroide de
Lie-Atiyah

Sea p : Q → M un fibrado principal con grupo estructural G. Denotamos

por Φ : G×Q→ Q la acción libre de G sobre Q y por TΦ : G× TQ→ TQ

la acción tangente de G sobre TQ. Supongamos que ν : M → R es una

fibración de M sobre R y denotemos por τ : Q→ R la composición τ = ν ◦p.

Entonces, Φ induce una acción J1Φ : G× J1τ → J1τ de G sobre J1τ y, por

tanto, podemos considerar el afgebroide de Lie-Atiyah τ1,0|G : J1τ/G → M

asociado con el fibrado principal p : Q→M y la fibración ν : M → R (véase

Sección 1.4.3). Recordemos que el fibrado af́ın τ1,0|G : J1τ/G → M está

modelado sobre el fibrado vectorial π|G : V τ/G → M , donde π : V τ → Q

es el fibrado vertical de la fibración τ : Q → R y la acción de G sobre V τ

es la restricción a V τ de la acción tangente TΦ de G sobre TQ. Además,

el algebroide de Lie bidual de J1τ/G → M es el algebroide de Lie-Atiyah

πQ|G : TQ/G→M .

El grupo de Lie G actúa sobre los fibrados vectoriales T ∗Q y V ∗τ de tal

forma que los fibrados vectoriales duales de TQ/G y V τ/G pueden identifi-

carse con los fibrados vectoriales cocientes T ∗Q/G y V ∗τ/G, respectivamente
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(véase [65]). Además, la proyección canónica entre los fibrados vectoriales

(J1τ/G)+ ∼= T ∗Q/G y V ∗τ/G es la aplicación µ|G dada por

(µ|G)[αq] = [µ(αq)], para αq ∈ T ∗qQ y q ∈ Q,

donde µ : T ∗Q→ V ∗τ es la proyección entre T ∗Q y V ∗τ . Aśı, si

h̃ : V ∗τ/G→ (J1τ/G)+ ∼= T ∗Q/G

es una sección Hamiltoniana de µ|G entonces h̃ induce una sección Hamilto-

niana h : V ∗τ → T ∗Q equivariante bajo la acción de G tal que

h̃[αq] = [h(αq)], para αq ∈ V ∗
q τ y q ∈ Q.

Rećıprocamente, si h : V ∗τ → T ∗Q es una sección Hamiltoniana de µ :

T ∗Q→ V ∗τ equivariante bajo la acción de G entonces h induce una sección

Hamiltoniana h̃ : V ∗τ/G→ T ∗Q/G tal que h̃ = h|G, esto es,

h̃[αq] = [h(αq)], para αq ∈ V ∗
q τ y q ∈ Q.

A continuación, estudiaremos la relación entre las soluciones de la ecuación

de Hamilton-Jacobi para las secciones Hamiltonianas h y h̃. De hecho, pro-

baremos el siguiente resultado.

Proposición 2.8 Existe una correspondencia biyectiva entre las soluciones

de la ecuación de Hamilton-Jacobi para h|G y las soluciones invariantes bajo

la acción de G de la ecuación de Hamilton-Jacobi para h.

Demostración: Si pTQ : TQ → TQ/G es la proyección canónica entonces

pTQ es un morfismo de algebroides de Lie (sobre p : Q → M = Q/G) y,

además, la restricción de pTQ a cada fibra es un isomorfismo sobre la fibra

imagen. Aśı, existe una correspondencia biyectiva entre los 1-cociclos del

algebroide de Lie-Atiyah πQ|G : TQ/G→M = Q/G y las 1-formas cerradas

sobre Q invariantes por la acción de G. De hecho, si α : Q → T ∗Q es una

1-forma cerrada sobre Q invariante por la acción de G entonces la aplicación

α|G : M = Q/G→ T ∗Q/G definida por

(α|G)([q]) = [α(q)], para q ∈ Q,
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es un 1-cociclo del algebroide de Lie-Atiyah (nótese que α = (pTQ, p)
∗(α|G)).

Además, si

α− h ◦µ ◦α = f(h, α)η

entonces

α|G− (h|G) ◦ (µ|G) ◦ (α|G) = (f(h, α)|G)φ,

donde f(h, α)|G : M = Q/G → R es la función real sobre M caracterizada

por la condición

(f(h, α)|G) ◦p = f(h, α) (2.24)

y φ : TQ/G→ R es el 1-cociclo sobre el algebroide de Lie-Atiyah. Por tanto,

f(h|G,α|G) = f(h, α)|G.

Por otra parte, si pV τ : V τ → V τ/G es la proyección canónica entonces pV τ

es un morfismo de algebroides de Lie sobre p : Q → M = Q/G y, de (2.24),

se sigue que

(pV τ , p)
∗(dV τ/G(f(h, α)|G)) = dV τ (f(h, α)).

Finalmente, usando que la restricción de pV τ a cada fibra es un isomorfismo

sobre la fibra imagen, concluimos que

dV τ/G(f(h, α)|G) = 0⇔ dV τ (f(h, α)) = 0,

lo que prueba el resultado. CQD

Ejemplo 2.9 ”Elroy’s beanie” dependiente del tiempo. Como ejemplo de

sistema Hamiltoniano sobre un afgebroide de Lie-Atiyah, consideramos una

versión dependiente del tiempo del ”Elroy’s beanie” que es, probablemente,

el ejemplo más sencillo de sistema dinámico con un grupo de Lie de simetŕıas

no abeliano. Este sistema consiste de dos cuerpos ŕıgidos planos unidos

por sus centros de masa moviéndose libremente en el plano. El espacio de

configuración inicial es SE(2) × S1 con coordenadas (x, y, θ, ψ), donde las

tres primeras coordenadas describen la posición y la orientación del centro

de masa del primer cuerpo y ψ la orientación relativa entre los dos cuerpos. El
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sistema está descrito por la función Hamiltoniana H : T ∗(SE(2)× S1)→ R
dada por

H(x, y, θ, ψ; px, py, pθ, pψ) =
1

2m
(p2
x + p2

y) +
1

2I1
(pθ − pψ)2 +

1

2I2
p2
ψ + V (ψ),

donde m es la masa total del sistema, I1 e I2 son las inercias del primer y del

segundo cuerpo, respectivamente, y V (ψ) la enerǵıa potencial.

A continuación, supondremos que la enerǵıa potencial depende del tiempo, es

decir, V (t, ψ). Entonces, debemos considerar como espacio de configuración

Q = R × SE(2) × S1 con coordenadas q = (t, x, y, θ, ψ). Sea πQ : TQ ∼=
TR× TSE(2)× TS1 → Q = R× SE(2)× S1 el algebroide de Lie estándar

y denotemos por (t, x, y, θ, ψ; ṫ, ẋ, ẏ, θ̇, ψ̇) las coordenadas locales canónicas

sobre TR× TSE(2)× TS1.

Sea la acción de SE(2) sobre Q = R× SE(2)× S1 dada por

Φg(q) = (t, z1 + x cosα− y senα, z2 + x senα+ y cosα, α+ θ, ψ),

donde g = (z1, z2, α) ∈ SE(2). El espacio cociente Q/G = (R × SE(2) ×
S1)/SE(2) ∼= R × S1 y, como consecuencia, tenemos la fibración principal

p : Q = R× SE(2)× S1 →M = R× S1 cuya expresión en coordenadas es

p(t, x, y, θ, ψ) = (t, ψ).

Aśı, el algebroide de Lie-Atiyah πQ|SE(2) : TQ/SE(2)→ Q/SE(2) asociado

al fibrado principal p se puede identificar con el fibrado vectorial π̃R×S1 :

TR × se(2) × TS1 → R × S1, siendo se(2) el álgebra de Lie de SE(2). La

base de secciones canónica de π̃R×S1 es

{e0, e1, e2, e3, e4} =
{ ∂
∂t
, ξ1, ξ2, ξ3,

∂

∂ψ

}
,

donde {ξ1, ξ2, ξ3} es la base estándar de se(2). Ya que

[ξ1, ξ2]se(2) = 0, [ξ1, ξ3]se(2) = −ξ2 y [ξ2, ξ3]se(2) = ξ1,

obtenemos que las funciones de estructura del algebroide de Lie-Atiyah TR×
se(2)× TS1 con respecto a dicha base son todas nulas salvo las siguientes

C2
13 = −1, C1

23 = 1, ρ1
0 = ρ2

4 = 1.
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Por otra parte, podemos considerar la fibración canónica ν = pr1 : M =

R × S1 → R y la composición τ = ν ◦p : Q = R × SE(2) × S1 → R. Es

fácil probar que el fibrado de 1-jets de secciones locales de τ , τ1,0 : J1τ → Q,

se puede identificar con el fibrado af́ın π̃SE(2)×S1 : R × TSE(2) × TS1 →
R×SE(2)×S1 y que el correspondiente afgebroide de Lie-Atiyah, τ1,0|SE(2) :

J1τ/SE(2)→ Q/SE(2), es el fibrado af́ın π̃S1 : R× se(2)× TS1 → R× S1.

Estos afgebroides de Lie están modelados, respectivamente, sobre los fibrados

vectoriales π : V τ = R×TSE(2)×TS1 → Q = R×SE(2)×S1 y π|SE(2) :

V τ/SE(2) ∼= R× se(2)× TS1 → Q/SE(2) = R× S1.

Entonces, el sistema está descrito por la sección Hamiltoniana h : V ∗τ =

R× T ∗SE(2)× T ∗S1 → A+ = T ∗Q = T ∗R× T ∗SE(2)× T ∗S1 dada por

h(t, x, y, θ, ψ; px, py, pθ, pψ) = (t, x, y, θ, ψ;−H(t, x, y, θ, ψ; px, py, pθ, pψ),

px, py, pθ, pψ),

siendo H la función local sobre V ∗τ definida por

H(t, x, y, θ, ψ; px, py, pθ, pψ) =
1

2m
(p2
x+p2

y)+
1

2I1
(pθ−pψ)2 +

1

2I2
p2
ψ +V (t, ψ).

Además, la sección Hamiltoniana h es invariante bajo la acción de SE(2) y,

por tanto, induce una sección Hamiltoniana h̃ : V ∗τ/SE(2) → T ∗Q/SE(2)

sobre el afgebroide de Lie-Atiyah π̃S1 : R × se(2) × TS1 → R × S1 tal

que h̃ = h|SE(2). Aśı, por la Proposición 2.8, sabemos que existe una

correspondencia biyectiva entre las soluciones de la ecuación de Hamilton-

Jacobi para h|SE(2) y las soluciones invariantes bajo la acción de SE(2) de

la ecuación de Hamilton-Jacobi para h.

Sea α|SE(2) : Q/SE(2) ∼= R× S1 → T ∗Q/SE(2) una sección de π̃∗R×S1 con

expresión local

(α|SE(2)) (t, ψ) = (t, ψ;α0(t, ψ), α1(t, ψ), α2(t, ψ), α3(t, ψ), α4(t, ψ)).
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Entonces, la función f(h|SE(2), α|SE(2)) está dada por

f(h|SE(2), α|SE(2))(t, ψ) = α0(t, ψ) +
1

2m

(
α2

1(t, ψ) + α2
2(t, ψ)

)
+

1

2I1
(α3(t, ψ)− α4(t, ψ))2 +

1

2I2
α2

4(t, ψ)

+V (t, ψ).

Por otra parte, α|SE(2) es un 1-cociclo si y sólo si α1(t, ψ) = k1, α2(t, ψ) =

k2, α3(t, ψ) = k3 (constantes) y
∂α0

∂ψ
=

∂α4

∂t
. Por tanto, la ecuación de

Hamilton-Jacobi dV τ |SE(2) (f(h|SE(2), α|SE(2))) = 0 se puede escribir como

∂α0

∂ψ
− k3

I1

∂α4

∂ψ
+
I1 + I2
I1I2

α4
∂α4

∂ψ
+
∂V

∂ψ
= 0.

Aśı, integrando obtenemos que

α0 −
k3

I1
α4 +

I1 + I2
2I1I2

α2
4 + V = F (t),

siendo F una función local real de variable real. Por tanto, deducimos que

α0 =
k3

I1
α4 −

I1 + I2
2I1I2

α2
4 − V + F.

Finalmente, concluimos que todas la soluciones de la ecuación de Hamilton-

Jacobi son de la forma

(α|SE(2))(t, ψ) =
(
t, ψ;

k3

I1
α4(t, ψ)− I1 + I2

2I1I2
α2

4(t, ψ)− V (t, ψ) + F (t),

k1, k2, k3, α4(t, ψ)
)
,

donde α4 debe verificar que

∂α4

∂t
=
k3

I1

∂α4

∂ψ
− I1 + I2

I1I2
α4
∂α4

∂ψ
− ∂V

∂ψ
.

4



CAṔITULO 3

Subvariedades Lagrangianas y dinámica Hamiltoniana

(Lagrangiana) sobre afgebroides de Lie

3.1 Formalismo Lagrangiano

En esta sección, desarrollaremos una descripción geométrica que nos permi-

tirá escribir de forma intŕınseca las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas

a una función Lagrangiana L sobre un afgebroide de Lie A (véase [87]).

3.1.1 La prolongación T ÃA

Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide de Lie sobre

una variedad Q. Entonces, el fibrado bidual τÃ : Ã → Q de A admite una

estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]Ã, ρÃ) tal que la sección 1A del fibrado

dual A+ es un 1-cociclo (véase Sección 1.4.1).

Ahora, consideramos la prolongación (T ÃA, [[·, ·]]τA
Ã
, ρτA
Ã

) del algebroide de

Lie τÃ : Ã → Q mediante la fibración τA : A → Q. Denotaremos por

τ τA
Ã

: T ÃA → A la proyección fibrada.

Supongamos que (xi) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de

Q y {e0, eα} es una base local de secciones del fibrado vectorial τ−1

Ã
(U)→ U

81
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adaptada a 1A (véase (1.38)). Entonces {X0,Xα,Vα} es una base local de

secciones del fibrado vectorial (τ τA
Ã

)−1(τ−1
A (U))→ τ−1

A (U), donde

X0(a) =
(
e0(τA(a)), ρi0

∂

∂xi |a

)
, Xα(a) =

(
eα(τA(a)), ρiα

∂

∂xi |a

)
,

Vα(a) =
(
0,

∂

∂yα |a

)
,

(3.1)

para todo a ∈ τ−1
A (U). Aqúı, (xi, yα) son las coordenadas locales sobre A

inducidas por las coordenadas locales (xi) y la base {eα} y ρi0, ρ
i
α son las

componentes de la aplicación ancla ρÃ. Además, tenemos que

[[X0,Xβ]]τAÃ = Cγ
0βXγ, [[Xα,Xβ]]τAÃ = Cγ

αβXγ,

[[X0,Vα]]τAÃ = [[Xα,Vβ]]τAÃ = [[Vα,Vβ]]τAÃ = 0,

ρτA
Ã

(X0) = ρi0
∂

∂xi
, ρτA

Ã
(Xα) = ρiα

∂

∂xi
, ρτA

Ã
(Vα) =

∂

∂yα
,

(3.2)

donde Cγ
0β y Cγ

αβ son las funciones de estructura del corchete de Lie [[·, ·]]Ã
con respecto a la base {e0, eα}. Nótese que, si {X 0,X α,Vα} es la base dual

de {X0,Xα,Vα}, entonces X 0 está definida globalmente y es un 1-cociclo.

Denotaremos por φ0 al 1-cociclo X 0. Aśı, tenemos que

φ0(a)(b̃, Xa) = 1A(b̃), para (b̃, Xa) ∈ T Ãa A, (3.3)

siendo T Ãa A la fibra de T ÃA → A que contiene al punto a.

Se puede considerar también el endomorfismo vertical S : T ÃA → T ÃA
como una sección del fibrado vectorial T ÃA⊗ (T ÃA)∗ → A, cuya expresión

local es (véase [87])

S = (X α − yαφ0)⊗ Vα. (3.4)

Una sección ξ de τ τA
Ã

: T ÃA → A se dice que es una ecuación diferencial de

segundo orden (SODE) sobre A si

φ0(ξ) = 1 y S ξ = 0.
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Si ξ ∈ Γ(τ τA
Ã

) es una SODE entonces ξ = X0 + yαXα + ξαVα, donde ξα son

funciones locales sobre A, y

ρτA
Ã

(ξ) = (ρi0 + yαρiα)
∂

∂xi
+ ξα

∂

∂yα
.

Ahora, una curva γ : I ⊆ R→ A en A se dice que es admisible si

ρÃ ◦ iA ◦γ =

˙

(τA ◦γ)

o, lo que es equivalente, si

(iA(γ(t)), γ̇(t)) ∈ T Ãγ(t)A, para todo t ∈ I,

siendo iA : A → Ã la inclusión canónica. Denotaremos por Adm(A) el

espacio de curvas admisibles sobre A. Aśı, si la expresión local de γ es

γ(t) = (xi(t), yα(t)), para todo t ∈ I, entonces γ es una curva admisible si y

sólo si
dxi

dt
= ρi0 + ρiαy

α, para i ∈ {1, . . . ,m}.

Está claro que si ξ es una SODE las curvas integrales del campo de vectores

ρτA
Ã

(ξ) son admisibles.

3.1.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Ahora, sea L : A → R una función Lagrangiana sobre A. Entonces, intro-

ducimos la 1-sección de Poincaré-Cartan ΘL ∈ Γ((τ τA
Ã

)∗) y la 2-sección de

Poincaré-Cartan ΩL ∈ Γ(∧2(τ τA
Ã

)∗) asociadas a L definidas por

ΘL = Lφ0 + (dT
ÃAL) ◦S, ΩL = −dT ÃAΘL. (3.5)

De (3.2), (3.4) y (3.5), obtenemos que

ΘL =
(
L− yα ∂L

∂yα

)
φ0 +

∂L

∂yα
X α,

ΩL =
(
iξ0(d

T ÃA(
∂L

∂yα
))− ∂L

∂yγ
(Cγ

0α + Cγ
βαy

β)− ρiα
∂L

∂xi

)
θα ∧ φ0

+
∂2L

∂yα∂yβ
θα ∧ ψβ +

1

2

(
ρiβ

∂2L

∂xi∂yα
− ρiα

∂2L

∂xi∂yβ
+
∂L

∂yγ
Cγ
αβ

)
θα ∧ θβ,

(3.6)



84 Caṕıtulo 3. Subvariedades Lagrangianas y dinámica sobre afgebroides de Lie

donde θα = X α − yαφ0, ψ
α = Vα − ξα0 φ0 y ξ0 = X0 + yαXα + ξα0 Vα es una

SODE arbitraria.

Ahora, una curva γ : I = (−ε, ε) ⊆ R → A en A es una solución de las

ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L si y sólo si

• γ es admisible, y

• i(iA(γ(t)),γ̇(t))ΩL(γ(t)) = 0, para todo t.

Localmente, si γ(t) = (xi(t), yα(t)), entonces γ es una solución de las ecua-

ciones de Euler-Lagrange para L si y sólo si

dxi

dt
= ρi0 + ρiαy

α,
d

dt

( ∂L
∂yα

)
= ρiα

∂L

∂xi
− (Cγ

α0 + Cγ
αβy

β)
∂L

∂yγ
, (3.7)

para i ∈ {1, . . . ,m} y α ∈ {1, . . . , n}.
Si denotamos por C(A+) el conjunto de las curvas en A+, podemos definir el

operador de Euler-Lagrange δL : Adm(A)→ C(A+) asociado a L por

δLγ(t)(ã) = ΩL(γ(t))((iA(γ(t)), γ̇(t)), (ã, vγ(t))),

para γ ∈ Adm(A) y ã ∈ ÃτA(γ(t)), donde vγ(t) ∈ Tγ(t)A es tal que (ã, vγ(t)) ∈
T Ãγ(t)A, para todo t. Es fácil probar que la aplicación δL no depende del

vector vγ(t) elegido. De (3.6), deducimos que su expresión local es

δL =
(
− d

dt

(
∂L

∂yα

)
+ ρiα

∂L

∂xi
− (Cγ

α0 + Cγ
αβy

β)
∂L

∂yγ

)
(eα − yαe0),

donde {e0, eα} es la base dual de {e0, eα}. Entonces, las ecuaciones de Euler-

Lagrange asociadas a L pueden escribirse como

δL = 0.

3.1.3 Una estructura cosimpléctica sobre T ÃA

El Lagrangiano L es regular si y sólo si la matriz

WL = (Wαβ) =
( ∂2L

∂yα∂yβ

)
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es regular o, en otras palabras, si el par (ΩL, φ0) es una estructura cosimpléc-

tica sobre T ÃA, es decir,{
ΩL ∧ . . . ∧ ΩL︸ ︷︷ ︸

(n

∧φ0

}
(a) 6= 0, para todo a ∈ A,

dT
ÃAΩL = 0 y dT

ÃAφ0 = 0.

Nótese que la primera condición es equivalente al hecho de que la aplicación

[(ΩL,φ0) : T ÃA → (T ÃA)∗ definida por

[(ΩL,φ0)(X) = iXΩL + φ0(X)φ0, (3.8)

para todo X ∈ T ÃA, sea un isomorfismo de fibrados vectoriales.

Ahora, supongamos que el Lagrangiano L es regular y sea RL ∈ Γ(τ τA
Ã

) la

sección de Reeb de la estructura cosimpléctica (ΩL, φ0) caracterizada por las

siguientes condiciones

iRL
ΩL = 0 y iRL

φ0 = 1.

Entonces, RL es la única SODE Lagrangiana asociada con L, es decir, las

curvas integrales del campo de vectores ρτA
Ã

(RL) son las soluciones de las

ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L. En este caso, RL se denomina

la sección de Euler-Lagrange asociada a L y su expresión local es

RL = X0 + yαXα +Wαβ
(
ρiβ
∂L

∂xi
− (ρi0 + yγρiγ)

∂2L

∂xi∂yβ

−(Cγ
β0 + yµCγ

βµ)
∂L

∂yγ

)
Vα,

(3.9)

donde (Wαβ) es la matriz inversa de (Wαβ).

Observación 3.1 Una clase especial de sistemas son los sistemas Lagran-

gianos de tipo mecánico. En este caso particular, el Lagrangiano L es de la

forma

L(a) =
1

2
GτA(a)(iA(a), iA(a))− V(τA(a)), para todo a ∈ A,
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donde G es una métrica fibrada sobre Ã y V una función sobre Q. Denotare-

mos también por G la métrica fibrada inducida sobre A+ y supondremos que

el 1-cociclo 1A tiene norma constante igual a 1. Además, usando la métrica,

podemos identificar A y V . De hecho, tenemos el isomorfismo de fibrados

afines I : A → V dado por

I(a) = iA(a)− 1GA(τA(a)), para todo a ∈ A, (3.10)

donde 1GA ∈ Γ(τÃ) está definida por 1GA(x)(ϕ) = Gx(1A(x), ϕ), para todo

ϕ ∈ A+
x . Entonces, si Ḡ es la restricción a V de la métrica fibrada sobre Ã,

el Lagrangiano L se puede escribir de la siguiente forma

L(a) =
1

2
ḠτA(a)(I(a), I(a))− V̄(τA(a)), para todo a ∈ A,

siendo V̄(x) = V(x)− 1
2
, para todo x ∈ Q.

En esta situación, las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.4) se simplifican si

consideramos una base local de secciones de Ã ortonormal. De hecho, si (xi)

son coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q, x ∈ U , podemos

considerar una base local ortonormal {eα} del subespacio < 1A(x) >⊥, el

ortogonal a < 1A(x) > con respecto a la métrica fibrada de A+. Aśı, como

A+
x =< 1A(x) > ⊕ < 1A(x) >⊥, para todo x ∈ Q, tenemos que {1A = e0, eα}

es una base local ortonormal de secciones de A+. Como consecuencia, su

base dual {e0, eα} es una base local ortonormal local de secciones de Ã. Si

(xi, y0, yα) son las correspondientes coordenadas locales sobre Ã, la expresión

local del Lagrangiano es

L(xi, yα) =
1

2
(yα)2 − V̄(xi)

y las ecuaciones de Euler-Lagrange se reducen a

dxi

dt
= ρi0 + ρiαy

α,
dyα

dt
= −ρiα

∂V
∂xi
− (Cγ

α0 + Cγ
αβy

β)yγ.

♦
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3.1.4 Caso particular: Ecuaciones de Euler-Lagrange
sobre algebroides de Lie

A continuación, veremos que cuando consideramos un algebroide de Lie como

un afgebroide de Lie y aplicamos los resultados obtenidos en esta sección,

recuperamos las construcciones vistas en la Sección 1.2.1.

Sea τE : E → Q un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Entonces,

τA = τE : A = E → Q es un fibrado af́ın y la estructura de algebroide de

Lie induce una estructura de afgebroide de Lie sobre τE : E → Q (véase

Sección 1.4.3). De hecho, el fibrado dual de E, como fibrado af́ın, es el

fibrado vectorial τ̃ ∗E : E∗ ×R→ Q y el algebroide de Lie bidual es el fibrado

vectorial τ̃E : E × R → Q con la estructura ([[·, ·]]E×R, ρE×R) definida en

(1.41). Además, podemos identificar la sección distinguida 1E ∈ Γ(τ̃ ∗E) ∼=
Γ(τ ∗E)× C∞(Q,R) con la sección (0, 1) ∈ Γ(τ ∗E)× C∞(Q,R) inducida por la

función constante 1 sobre Q.

Por otra parte, la prolongación T ÃA del algebroide de Lie bidual Ã ∼= E×R
mediante la proyección τA = τE : A = E → Q es justamente el fibrado vecto-

rial producto τ̃ τEE : T EE ×R→ E. Aśı, el espacio Γ(τ̃ τEE ) puede identificarse

con Γ(τ τEE )× C∞(E,R).

Ahora, sea L : E → R una función Lagrangiana sobre E. Entonces, la 2-

sección de Poincaré-Cartan ΩL ∈ Γ(∧2(τ̃ τEE )∗) asociada a L puede expresarse

en términos de la 2-sección de Poincaré-Cartan ωL ∈ Γ(∧2(τ τEE )∗) (véase la

Sección 1.2.1) y la sección (0, 1) ∈ Γ((τ τEE )∗)× C∞(E,R) como sigue

ΩL = ωL + dT
EEEL ∧ (0, 1),

siendo EL ∈ C∞(E,R) la enerǵıa Lagrangiana definida en (1.23). Aśı, si

escribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L sobre E como

afgebroide de Lie (véase (3.7)), obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange

asociadas a L considerando a E con su estructura de algebroide de Lie (véase

(1.27)). Nótese que en las ecuaciones (3.7) ρi0 = 0 y Cγ
α0 = 0 (véase (1.42)).

Además, la función Lagrangiana L sobre E es regular considerando a E como

afgebroide de Lie si y sólo si es regular considerando sobre E la estructura

de algebroide de Lie. Entonces, la sección de Euler-Lagrange RL ∈ Γ(τ τEE )×
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C∞(E,R) asociada con L está relacionada con la sección de Euler-Lagrange

ξL ∈ Γ(τ τEE ) asociada a L de la siguiente forma

RL = (ξL, 1).

3.2 Transformación de Legendre y equivalen-

cia entre los formalismos Lagrangiano y

Hamiltoniano

3.2.1 Transformación de Legendre

Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie

τV : V → Q y con algebroide de Lie bidual (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ). Consideramos la

prolongación τ τA
Ã

: T ÃA → A del algebroide de Lie τÃ : Ã → Q mediante la

proyección τA : A → Q.

Ahora, sea L : A → R una función Lagrangiana y ΘL ∈ Γ((τ τA
Ã

)∗) la 1-sección

de Poincaré-Cartan asociada a L (véase (3.5)). Introducimos la transfor-

mación de Legendre extendida asociada a L como la aplicación diferenciable

LegL : A → A+ definida por

LegL(a)(b) = ΘL(a)(z),

para a, b ∈ Ax, donde z es un punto en la fibra de T ÃA que contiene al

punto a tal que pr1(z) = iA(b), siendo pr1 : T ÃA → Ã la restricción a T ÃA
de la proyección canónica en el primer factor pr1 : Ã × TA → Ã.

La aplicación LegL está bien definida y su expresión local en coordenadas

fibradas sobre A y A+ es

LegL(xi, yα) = (xi, L− ∂L

∂yα
yα,

∂L

∂yα
). (3.11)

Aśı, podemos definir la transformación de Legendre asociada a L, legL : A →
V ∗, por

legL = µ ◦LegL,
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siendo µ : A+ → V ∗ la proyección canónica. De (3.11) y como µ(xi, y0, yα) =

(xi, yα), tenemos que

legL(xi, yα) = (xi,
∂L

∂yα
). (3.12)

Observación 3.2 Usando (3.11) y (3.12), deducimos que el rango de las

aplicaciones legL y LegL en un punto a de A es el mismo. Aśı, si T legL :

TA → TV ∗ y TLegL : TA → TA+ son las aplicaciones tangentes de legL y

LegL entonces, ya que ker(TaLegL) ⊆ ker(TalegL), se sigue que

ker(TalegL) = ker(TaLegL), para a ∈ A.

♦

3.2.2 Equivalencia entre los formalismos Lagrangiano
y Hamiltoniano

Las aplicaciones LegL y legL inducen las aplicaciones T LegL : T ÃA →
T ÃA+ y T legL : T ÃA → T ÃV ∗ definidas por

(T LegL)(b̃, Xa) = (b̃, (TaLegL)(Xa)),

(T legL)(b̃, Xa) = (b̃, (TalegL)(Xa)),
(3.13)

para a ∈ A y (b̃, Xa) ∈ T Ãa A.

Ahora, sea {e0, eα} una base local de secciones de Γ(τÃ) adaptada a 1A

y {X0,Xα,Vα} (respectivamente, {Y0,Yα,U0,Uα}) una base local de Γ(τ τA
Ã

)

como en la Sección 3.1.1 (respectivamente, de Γ(τ
τA+

Ã
) como en el Ejemplo

1.4) y denotamos por (xi, yα; z0, zα, vα) (resp., (xi, y0, yα; z
0, zα, v0, vα)) las

correspondientes coordenadas locales sobre T ÃA (resp., T ÃA+). Además,

supongamos que (xi, yα; z
0, zα, vα) son coordenadas locales sobre T ÃV ∗ como

en la Sección 2.1.1. Entonces, usando (3.11), (3.12) y (3.13), deducimos que
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las expresiones locales de las aplicaciones T LegL y T legL son

T LegL(xi, yα; z0, zα, vα) =
(
xi, L− ∂L

∂yα
yα,

∂L

∂yα
; z0, zα,

z0ρi0(
∂L

∂xi
− ∂2L

∂xi∂yα
yα) + zαρiα(

∂L

∂xi
− ∂2L

∂xi∂yβ
yβ)− vα ∂2L

∂yα∂yβ
yβ,

z0ρi0
∂2L

∂xi∂yα
+ zβρiβ

∂2L

∂xi∂yα
+ vβ

∂2L

∂yα∂yβ

)
,

(3.14)

T legL(xi, yα; z0, zα, vα) =
(
xi,

∂L

∂yα
; z0, zα, z0ρi0

∂2L

∂xi∂yα

+zβρiβ
∂2L

∂xi∂yα
+ vβ

∂2L

∂yα∂yβ

)
.

(3.15)

Aśı, usando (1.16), (1.17), (3.6), (3.13) y (3.14), podemos probar el siguiente

resultado.

Teorema 3.3 El par (T LegL, LegL) es un morfismo entre los algebroides

de Lie (T ÃA, [[·, ·]]τA
Ã
, ρτA
Ã

) y (T ÃA+, [[·, ·]]τA+

Ã
, ρ

τA+

Ã
). Además, si ΘL y ΩL

(respectivamente, λÃ y ΩÃ) son la 1-sección y la 2-sección de Poincaré-

Cartan asociadas a L (respectivamente, la sección de Liouville y la sección

simpléctica canónica asociadas a Ã) entonces

(T LegL, LegL)∗(λÃ) = ΘL, (T LegL, LegL)∗(ΩÃ) = ΩL.

De (3.12), se sigue que

Proposición 3.4 El Lagrangiano L es regular si y sólo si la transformación

de Legendre legL : A → V ∗ es un difeomorfismo local.

En lo que sigue, asumiremos que L es hiperregular, es decir, legL es un difeo-

morfismo global. Entonces, de (3.13) y el Teorema 3.3, concluimos que el

par (T legL, legL) es un isomorfismo de algebroides de Lie. Además, pode-

mos considerar la sección Hamiltoniana hL : V ∗ → A+ definida por

hL = LegL ◦ leg−1
L , (3.16)

la correspondiente estructura cosimpléctica (ΩhL
, η) sobre el algebroide de

Lie τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗ y la sección Hamiltoniana RhL
∈ Γ(τ

τ∗V
Ã

).
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Usando (2.3), (3.15), (3.16) y el Teorema 3.3, deducimos el siguiente resul-

tado.

Teorema 3.5 Si el Lagrangiano L es hiperregular entonces la sección de

Euler-Lagrange RL asociada a L y la sección de Hamilton RhL
asociada a hL

están relacionadas de la siguiente forma

RhL
◦ legL = T legL ◦RL. (3.17)

Además, si γ : I → A es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange

asociadas a L, entonces legL ◦γ : I → V ∗ es una solución de las ecuaciones

de Hamilton asociadas a hL y, rećıprocamente, si γ̄ : I → V ∗ es una solución

de las ecuaciones de Hamilton para hL entonces γ = leg−1
L

◦ γ̄ es una solución

de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

Ahora, analizaremos la expresión local de la transformación leg−1
L : V ∗ → A.

Supongamos que

leg−1
L (xi, yα) = (xi, yα(xj, yβ)) (3.18)

y hL(xi, yα) = (xi,−HL(xj, yβ), yα). Entonces, de (3.11) y (3.16), se sigue

que

HL(xi, yα) = yα(xj, yβ)yα − L(xi, yα(xj, yβ)).

Aśı, obtenemos que

∂HL

∂xi
=
∂yα

∂xi
yα −

∂L

∂xi
− ∂L

∂yα
∂yα

∂xi
,
∂HL

∂yα
= yα +

∂yβ

∂yα
yβ −

∂L

∂yβ
∂yβ

∂yα

y, usando (3.12) y (3.18), deducimos que

∂HL

∂xi
= − ∂L

∂xi
y
∂HL

∂yα
= yα. (3.19)

Por tanto, concluimos que

leg−1
L (xi, yα) = (xi,

∂HL

∂yα
). (3.20)
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Nótese que, como leg−1
L : V ∗ → A es un difeomorfismo, se sigue que la matriz( ∂2HL

∂yα∂yβ

)
es regular.

A continuación, introduciremos la noción de sección Hamiltoniana hiper-

regular y probaremos que dada una sección Hamiltoniana hiperregular h :

V ∗ → A+ entonces se puede construir una función Lagrangiana hiperregular

L : A → R tal que hL = h.

Sea h : V ∗ → A+ una sección Hamiltoniana. SiR es una sección arbitraria de

A, podemos considerar la función real de clase C∞ sobre V ∗, HR : V ∗ → R,

dada por

HR(ψ) = h(ψ)(R(τV ∗(ψ))), para ψ ∈ V ∗. (3.21)

Usando la función HR podemos definir la aplicación (Fh)R : V ∗ → V como

sigue

ψ ∈ V ∗
x , con x ∈ Q⇒ (Fh)R(ψ) ∈ Vx

y

β((Fh)R(ψ)) =
d

dt |t=0
HR(ψ + tβ), para β ∈ V ∗

x . (3.22)

Ahora, introducimos la aplicación Fh : V ∗ → A dada por

(Fh)(ψ) = R(τV ∗(ψ))− (Fh)R(ψ). (3.23)

Si las expresiones locales de h y R son

h(xi, yα) = (xi,−H(xj, yβ), yα), R(xi) = (xi,Rα(xi)),

entonces, de (3.21), (3.22) y (3.23), obtenemos que

HR(xi, yα) = −H(xi, yα) +Rα(xi)yα, (3.24)

(Fh)R(xi, yα) = (xi,−
∂H

∂yα
(xj, yβ) +Rα(xi)),

(Fh)(xi, yα) = (xi,
∂H

∂yα
). (3.25)

Aśı, la aplicación Fh no depende de la sección R elegida.
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La sección Hamiltoniana h es dice que es regular si la aplicación Fh : V ∗ → A

es un difeomorfismo local o, lo que es equivalente, si la matriz
( ∂2H

∂yα∂yβ

)
es

regular. h se dice que es hiperregular si Fh : V ∗ → A es un difeomorfismo

global.

Está claro que si L : A → R es una función Lagrangiana hiperregular y

hL : V ∗ → A+ es la sección Hamiltoniana asociada con L entonces hL es

hiperregular. De hecho, de (3.20) y (3.25), se sigue que FhL es un difeomor-

fismo y FhL = leg−1
L .

Ahora, probaremos que el rećıproco también es cierto.

Teorema 3.6 Si h : V ∗ → A+ es una sección Hamiltoniana hiperregular

entonces existe una función Lagrangiana hiperregular L : A → R tal que la

sección Hamiltoniana asociada con L es justamente h. En otras palabras,

hL = h.

Demostración: Definimos la función Lagrangiana L : A → R por

L(a) = (Fh)−1(a)(a−R(τA(a))) +HR((Fh)−1(a)), para a ∈ A.

La función L no depende de la sección R elegida. De hecho, si

(Fh)−1(xi, yα) = (xi, yα(x
j, yβ))

entonces, usando (3.24) y (3.25), tenemos que

L(xi, yα) = yαyα(x
j, yβ)−H(xi, yα(x

j, yβ)). (3.26)

Por tanto, deducimos que

∂L

∂yα
= yα + yβ

∂yβ
∂yα
− ∂H

∂yβ

∂yβ
∂yα

y, usando que
∂H

∂yβ
= yβ (véase (3.25)), se sigue que

∂L

∂yα
= yα. (3.27)
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Esto implica que (véase (3.12)) legL = (Fh)−1 y consecuentemente, de (3.11),

(3.26), (3.27) y como hL = LegL ◦ leg−1
L , concluimos que

hL = h.

CQD

3.2.3 Caso particular: Transformación de Legendre en
algebroides de Lie

A continuación, veremos que cuando consideramos un algebroide de Lie como

un afgebroide de Lie y aplicamos los resultados obtenidos en esta sección,

recuperamos las construcciones recogidas en la Sección 1.2.3.

Sea τE : E → Q un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Entonces,

τE : E → Q es un fibrado af́ın y la estructura de algebroide de Lie induce

una estructura de afgebroide de Lie sobre τE : E → Q (véase Sección 1.4.3).

Ahora, supongamos que L : E → R es una función Lagrangiana sobre

E. Está claro que la relación entre la 1-sección de Poincaré-Cartan ΘL ∈
Γ((τ̃ τEE )∗) ∼= Γ((τ τEE )∗)×C∞(E,R) asociada a L considerando a E como afge-

broide de Lie y la 1-sección de Poincaré-Cartan θL ∈ Γ((τ τEE )∗) asociada a L

considerando en E la estructura de algebroide de Lie es la siguiente

ΘL = (θL, EL).

Aqúı, EL denota la enerǵıa Lagrangiana asociada a L (véase Sección 1.2.1).

Como además la aplicación µ : A+ ∼= E∗ × R → V ∗ = E∗ es la proyección

canónica sobre el primer factor, deducimos que la transformación de Legendre

legL : A = E → V ∗ = E∗ asociada a L definida por legL = µ ◦LegL coincide

con la transformación de Legendre legL : E → E∗ asociada a L definida en

la Sección 1.2.3.

Por otra parte, si la función Lagrangiana L es hiperregular, podemos consi-

derar la correspondiente sección Hamiltoniana hL : E∗ → E∗ × R dada por

hL = LegL ◦ leg−1
L . Aśı,

hL(α) = (α,−HL(α)),
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donde HL : E∗ → R es una función Hamiltoniana. Se puede probar que

HL = EL ◦ leg−1
L .

Por tanto, HL es la función Hamiltoniana asociada a L considerada en la

Sección 1.2.3.

3.3 Involución canónica asociada a un afge-

broide de Lie

3.3.1 Estructuras de afgebroides de Lie sobre J AA

Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide de Lie sobre una

variedad Q. Denotamos por ρV : V → TQ la aplicación ancla del algebroide

de Lie τV : V → Q, por ([[·, ·]]Ã, ρÃ) la estructura de algebroide de Lie sobre

el fibrado bidual τÃ : Ã → Q de A y por 1A : Ã → R el 1-cociclo distinguido

sobre Ã.

Consideramos el subconjunto J AA del producto cartesiano A×TA definido

por

J AA = {(a, v) ∈ A× TA | ρA(a) = (TτA)(v)}.

A continuación, veremos que J AA admite dos estructuras de afgebroide de

Lie.

i) Primera estructura:

Sea (T ÃA, [[·, ·]]τA
Ã
, ρτA
Ã

) la prolongación del algebroide de Lie (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ)

mediante la fibración τA : A → Q y φ0 : T ÃA → R el 1-cociclo definido

en (3.3). Usando (3.3) y el hecho de que (1A)|Ãx
6= 0, para todo x ∈ Q,

deducimos que

(φ0)|T Ãa A 6= 0, para todo a ∈ A.

Además, tenemos que

(φ0)
−1{1} = {(ã, v) ∈ Ã × TA | ρÃ(ã) = (TτA)(v), 1A(ã) = 1}

= J AA.
(3.28)
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Por otra parte, sea T VA la prolongación del algebroide de Lie (V, [[·, ·]]V , ρV )

mediante la fibración τA : A → Q. Sabemos que T VA es un algebroide de Lie

sobre A con estructura ([[·, ·]]τAV , ρ
τA
V ) y proyección fibrada τ τAV : T VA → A.

Entonces, es fácil probar que

(φ0)
−1{0} = T VA. (3.29)

Aśı, de (3.28), concluimos que J AA es un fibrado af́ın sobreA con proyección

τ τAA : J AA → A definida por

τ τAA (a, v) = πA(v),

donde πA : TA → A es la proyección canónica. Además, el fibrado af́ın

τ τAA : J AA → A admite una estructura de afgebroide de Lie tal que su

algebroide de Lie bidual es justamente (T ÃA, [[·, ·]]τA
Ã
, ρτA

Ã
) (véase Sección

1.4.1). Finalmente, usando (3.29), se sigue que el afgebroide de Lie τ τAA :

J AA → A está modelado sobre el algebroide de Lie (T VA, [[·, ·]]τAV , ρ
τA
V ).

Observación 3.7 Sea T ÃÃ la prolongación del algebroide de Lie (Ã, [[·, ·]]Ã,
ρÃ) mediante la fibración τÃ : Ã → Q. Denotemos por iA : A → Ã la

inclusión canónica y por (Id, T iA) : T ÃA → T ÃÃ la aplicación definida por

(Id, T iA)(ã, vb) = (ã, (TbiA)(vb)),

para (ã, vb) ∈ T Ãb A, con b ∈ A. Entonces, es fácil probar que el par

((Id, T iA), iA) es un monomorfismo de algebroides de Lie. Aśı, (T ÃA, [[·, ·]]τA
Ã
,

ρτA
Ã

) es un subalgebroide de Lie de (T ÃÃ, [[·, ·]]τÃ
Ã
, ρ

τÃ
Ã

). ♦

ii) Segunda estructura:

Sabemos que el fibrado tangente de Ã, T Ã, es un algebroide de Lie sobre

TQ y la proyección fibrada es el levantamiento tangente TτÃ : T Ã → TQ de

τÃ : Ã → Q (véase el Ejemplo 1.6).

Ahora, consideramos el subconjunto d0(1A)◦ de T Ã dado por

d0(1A)◦ = {ṽ ∈ T Ã | d0(1A)(ṽ) = 0} = {ṽ ∈ T Ã | ṽ(1A) = 0}. (3.30)
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d0(1A)◦ es el espacio total de un subfibrado vectorial de TτÃ : T Ã → TQ.

De forma más precisa, supongamos que X̃ ∈ Γ(τÃ) y denotemos por TX̃ :

TQ → T Ã la aplicación tangente de X̃ y por ˆ̃X : TQ → T Ã la sección de

TτÃ : T Ã → TQ definida por (1.20). Entonces, usando (3.30), deducimos

los siguientes hechos:

i) Si 1A(X̃) = c, con c ∈ R, tenemos que TX̃(TQ) ⊆ d0(1A)◦ y, aśı,

TX̃ : TQ→ d0(1A)◦ es una sección del fibrado vectorial (TτÃ)|d0(1A)◦ :

d0(1A)◦ → TQ.

ii) Si 1A(X̃) = 0 se sigue que ˆ̃X(TQ) ⊆ d0(1A)◦ y, por tanto, ˆ̃X : TQ →
d0(1A)◦ es una sección del fibrado vectorial (TτÃ)|d0(1A)◦ : d0(1A)◦ →
TQ.

De hecho, si {e0, eα} es una base local de Γ(τÃ) adaptada a 1A, entonces

{Te0, T eα, êα} es una base local de Γ((TτÃ)|d0(1A)◦). Consecuentemente, la

inclusión canónica i : d0(1A)◦ → T Ã es un monomorfismo (sobre la identidad

de TQ) entre los fibrados vectoriales (TτÃ)|d0(1A)◦ : d0(1A)◦ → TQ y TτÃ :

T Ã → TQ. Además, usando (1.21) y el hecho de que 1A : Ã → R es un 1-

cociclo del algebroide de Lie (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ), deducimos que el corchete de Lie

[[·, ·]]TÃ sobre Γ(TτÃ) se puede restringir a un corchete de Lie sobre el espacio

Γ((TτÃ)|d0(1A)◦). Por tanto, hemos probado el siguiente resultado.

Proposición 3.8 El fibrado vectorial (TτÃ)|d0(1A)◦ : d0(1A)◦ → TQ es un

algebroide de Lie y la inclusión canónica i : d0(1A)◦ → T Ã es un monomor-

fismo entre los algebroides de Lie (TτÃ)|d0(1A)◦ : d0(1A)◦ → TQ y TτÃ :

T Ã → TQ. Aśı, (TτÃ)|d0(1A)◦ : d0(1A)◦ → TQ es un subalgebroide de Lie de

TτÃ : T Ã → TQ.

A continuación, consideramos el pull-back del fibrado vectorial (TτÃ)|d0(1A)◦ :

d0(1A)◦ → TQ mediante la aplicación ancla ρA : A → TQ (véase Sección

1.1.4), es decir,

ρ∗A(d0(1A)◦) = {(a, ṽ) ∈ A× d0(1A)◦ | ρA(a) = (TτÃ)|d0(1A)◦(ṽ)}.
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ρ∗A(d0(1A)◦) es un fibrado vectorial sobre A con proyección

pr1 : ρ∗A(d0(1A)◦)→ A, (a, ṽ) 7→ a.

Por otra parte, denotaremos por (iA, i) : ρ∗A(d0(1A)◦)→ ρ∗Ã(T Ã) el monomor-

fismo (sobre la inclusión canónica iA : A → Ã) entre los fibrados vectoriales

ρ∗A(d0(1A)◦)→ A y ρ∗Ã(T Ã)→ Ã definido por

(iA, i)(a, ṽ) = (iA(a), ṽ), para (a, ṽ) ∈ ρ∗A(d0(1A)◦).

Recordemos que el fibrado vectorial ρ∗Ã(T Ã) → Ã es un algebroide de Lie

acción (véase Ejemplo 1.6). Además, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.9 i) El fibrado vectorial ρ∗A(d0(1A)◦) → A es un algebroide

de Lie sobre A y el par ((iA, i), iA) es un monomorfismo entre los algebroides

de Lie ρ∗A(d0(1A)◦)→ A y ρ∗Ã(T Ã)→ Ã.

ii) Si πÃ : T Ã → Ã es la proyección canónica y ϕ0 : ρ∗A(d0(1A)◦)→ R es la

aplicación lineal dada por

ϕ0(a, ṽ) = 1A(πÃ(ṽ)), (3.31)

entonces ϕ0 es un 1-cociclo del algebroide de Lie ρ∗A(d0(1A)◦)→ A y

ϕ0|ρ∗A(d0(1A)◦)a 6= 0, para todo a ∈ A.

Demostración: i) Sea X̃ una sección de τÃ : Ã → Q y X̃c (respectivamente,

X̃v) el levantamiento completo (respectivamente, el levantamiento vertical)

de X̃ (véase Ejemplo 1.3). Entonces, tenemos que

• Si 1A(X̃) = c, con c ∈ R, se sigue que X̃c
|A(1A) = 0 y, aśı, la restricción

de X̃c a A es tangente a A.

• Si 1A(X̃) = 0 obtenemos que X̃v
|A(1A) = 0 y, por tanto, la restricción

de X̃v a A es tangente a A.
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Ahora, procediendo como en la demostración del Teorema 4.4 en [65], de-

ducimos que existe una única acción Ψ0 del algebroide de Lie (TτÃ)|d0(1A)◦ :

d0(1A)◦ → TQ sobre la aplicación ancla ρA : A → TQ tal que

Ψ0(TX̃) = X̃c
|A, para X̃ ∈ Γ(τÃ) tal que 1A(X̃) = c, con c ∈ R,

Ψ0(
ˆ̃X) = X̃v

|A, para X̃ ∈ Γ(τÃ) tal que 1A(X̃) = 0.

Nótese que si Ψ : Γ(TτÃ) → X(Ã) es la acción usual del algebroide de Lie

TτÃ : T Ã → TQ sobre la aplicación ancla ρÃ : Ã → TQ (véase Ejemplo 1.6)

y si j : Γ((TτÃ)|d0(1A)◦)→ Γ(TτÃ) es la inclusión canónica entonces

(Ψ(j(Z0))) ◦ iA = (TiA)(Ψ0(Z0)), para Z0 ∈ Γ((TτÃ)|d0(1A)◦).

Consecuentemente, el par ((iA, i), iA) es un monomorfismo entre los alge-

broides de Lie ρ∗A(d0(1A)◦) → A y ρ∗Ã(T Ã)→ Ã.

ii) Sea {e0, eα} una base local de Γ(τÃ) adaptada a 1A. Entonces,

{T ρAe0 = Te0 ◦ρA, T
ρAeα = Teα ◦ρA, ê

ρA
α = êα ◦ρA}

es una base local de secciones del fibrado vectorial ρ∗A(d0(1A)◦) → A. Ade-

más, si denotamos por (([[·, ·]]TÃ)Ψ0 , (ρ
T
Ã)Ψ0) la estructura de algebroide de Lie

sobre ρ∗A(d0(1A)◦) → A, tenemos que

([[T ρAe0, T
ρAeα]]

T
Ã)Ψ0 = T [[e0, eα]]Ã ◦ρA,

([[T ρAeα, T
ρAeβ]]

T
Ã)Ψ0 = T [[eα, eβ]]Ã ◦ρA,

([[T ρAe0, ê
ρA
α ]]TÃ)Ψ0 = ([[T ρAeα, ê

ρA
β ]]TÃ)Ψ0 = ([[êρAα , êρAβ ]]TÃ)Ψ0 = 0,

(3.32)

y

(ρTÃ)Ψ0(T
ρAe0) = (e0)

c
|A, (ρTÃ)Ψ0(T

ρAeα) = (eα)
c
|A, (ρTÃ)Ψ0(ê

ρA
α ) = (eα)

v
|A.

Por otra parte, si X̃ ∈ Γ(τÃ) entonces, de (1.20) y (3.31), obtenemos que

1A(X̃) = c ∈ R ⇒ ϕ0(TX̃ ◦ρA) = c,

1A(X̃) = 0 ⇒ ϕ0(
ˆ̃X ◦ρA) = 0.

(3.33)
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Aśı, usando (3.32), (3.33) y el hecho de que 1A es un 1-cociclo de (Ã, [[·, ·]]Ã,
ρÃ), concluimos que ϕ0 es un 1-cociclo del algebroide de Lie ρ∗A(d0(1A)◦)→
A.

CQD

Ahora, de (3.31), se sigue que

ϕ−1
0 {1} = {(a, v) ∈ A× TA | ρA(a) = (TτA)(v)} = J AA. (3.34)

Por lo tanto, deducimos que J AA es un fibrado af́ın sobre A con proyección

pr1 : J AA → A definida por pr1(a, v) = a y, además, el fibrado af́ın pr1 :

J AA → A admite una estructura de afgebroide de Lie de tal forma que su

algebroide de Lie bidual es justamente (ρ∗A(d0(1A)◦), ([[·, ·]]TÃ)Ψ0 , (ρ
T
Ã)Ψ0).

Por otra parte, usando (3.31), obtenemos que

ϕ−1
0 {0} = {(a, u) ∈ A× TV | ρA(a) = (TτV )(u)} = ρ∗A(TV ).

Consecuentemente, el fibrado af́ın pr1 : J AA → A está modelado sobre el

fibrado vectorial pr1 : ρ∗A(TV )→ A. Además, usando (3.32), deducimos que

la estructura de algebroide de Lie sobre pr1 : ρ∗A(TV )→ A está inducida por

una acción ΨV del algebroide de Lie (TV, [[·, ·]]TV , ρTV ) sobre la aplicación ancla

ρA : A → TQ. Para esta acción, tenemos que

ΨV (TX̄) = (iV ◦ X̄)c|A, ΨV ( ˆ̄X) = (iV ◦ X̄)v|A, para X̄ ∈ Γ(τV ).

3.3.2 La involución canónica

A continuación, probaremos que las dos estructuras de afgebroide de Lie

sobre J AA introducidas en la sección anterior son isomorfas mediante la

denominada involución canónica asociada al afgebroide de Lie A.

Sea T ÃÃ la prolongación del algebroide de Lie (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) mediante la

fibración τÃ : Ã → Q y ρ∗Ã(T Ã) ≡ T ÃÃ el pull-back del algebroide de

Lie TτÃ : T Ã → TQ mediante la aplicación ancla ρÃ : Ã → TQ. Si

(ã, ṽb̃) ∈ T Ãb̃ Ã, con b̃ ∈ Ãx y x ∈ Q, entonces existe un único elemento

ũã ∈ TãÃ tal que:

ũã(f ◦ τÃ) = (dÃf)(x)(b̃), ũã(θ̂) = ṽb̃(θ̂) + (dÃθ)(x)(b̃, ã), (3.35)
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para f ∈ C∞(Q,R) y θ : Ã → R ∈ Γ(τA+), siendo θ̂ la función lineal sobre

Ã asociada a la sección θ (véase Lema 4.1. en [65]). Aśı, puede definirse la

aplicación σÃ : T ÃÃ → ρ∗Ã(T Ã) como sigue

σÃ(ã, ṽb̃) = (b̃, ũã), para (ã, ṽb̃) ∈ T
Ã

b̃
Ã. (3.36)

σÃ es un isomorfismo (sobre la identidad Id : Ã → Ã) entre los alge-

broides de Lie (T ÃÃ, [[·, ·]]τÃ
Ã
, ρ

τÃ
Ã

) y (ρ∗Ã(T Ã), ([[·, ·]]TÃ)Ψ, (ρ
T
Ã)Ψ) y, además,

σ2
Ã = Id. σÃ se denomina la involución canónica asociada al algebroide de

Lie (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) (para más detalles, véase [65]).

Teorema 3.10 La restricción de σÃ a J AA induce un isomorfismo σA :

J AA → J AA entre los afgebroides de Lie τ τAA : J AA → A y pr1 : J AA →
A y, además, σ2

A = Id. El correspondiente isomorfismo de algebroides de

Lie σlA : T VA → ρ∗A(TV ) entre los algebroides de Lie τ τAV : T VA → A y

pr1 : ρ∗A(TV )→ A es la restricción de σÃ a T VA, esto es, σlA = (σÃ)|T V A.

Demostración: Supongamos que b es un punto de A y que (ã, vb) ∈ T Ãb A ⊆
T ÃiA(b)Ã. Entonces, de (3.35) y (3.36), se sigue que

σÃ(ã, vb) ∈ ρ∗A(d0(1A)◦)b.

Además, si (b, ũã) ∈ ρ∗A(d0(1A)◦)b ⊆ T ÃiA(b)Ã entonces, usando de nuevo

(3.35) y (3.36), deducimos que

σÃ(b, ũã) ∈ T Ãb A.

Aśı, como σÃ es una involución, concluimos que la restricción de σÃ a la

prolongación T ÃA induce un isomorfismo σ̃A : T ÃA → ρ∗A(d0(1A)◦) (sobre

la identidad Id : A → A) entre los fibrados vectoriales τ τA
Ã

: T ÃA → A y

pr1 : ρ∗A(d0(1A)◦)→ A.

Por otra parte, sabemos que T ÃA (respectivamente, ρ∗A(d0(1A)◦)) es un sub-

algebroide de Lie de T ÃÃ (respectivamente, ρ∗Ã(T Ã)). Por lo tanto, usando

que σÃ : T ÃÃ → ρ∗Ã(T Ã) es un isomorfismo de algebroides de Lie, obtenemos

que

σ̃A : T ÃA → ρ∗A(d0(1A)◦)
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es también un isomorfismo de algebroides de Lie.

Ahora, denotamos por φ0 (respectivamente, ϕ0) el 1-cociclo del algebroide

de Lie τ τA
Ã

: T ÃA → A (respectivamente, pr1 : ρ∗A(d0(1A)◦) → A) dado por

(3.3) (respectivamente, (3.31)). De (3.3), (3.31), (3.35) y (3.36), se sigue que

ϕ0 ◦ σ̃A = φ0.

Finalmente, usando (3.28), (3.34), la Proposición 1.12 y el hecho de que

el algebroide de Lie bidual del afgebroide de Lie τ τAA : J AA → A (res-

pectivamente, pr1 : J AA → A) es T ÃA (respectivamente, ρ∗A(d0(1A)◦)),

probamos el resultado. CQD

Definición 3.11 La aplicación σA : J AA → J AA se denomina la in-

volución canónica asociada al afgebroide de Lie A.

Para obtener la expresión local de σA : J AA → J AA, consideramos coorde-

nadas locales (xi) en un subconjunto abierto U de Q y {e0, eα} una base local

de secciones de τÃ : Ã → Q en U adaptada a 1A. Denotamos por (xi, y0, yα)

las correspondientes coordenadas locales sobre Ã y por ρi0 y ρiα las compo-

nentes de la aplicación ancla ρÃ. Entonces, {X0,Xα,V0,Vα} es una base local

de secciones de τ
τÃ
Ã

: T ÃÃ → Ã definida como en (1.7) la cual induce un sis-

tema de coordenadas locales (xi, y0, yα; z0, zα, v0, vα) sobre T ÃÃ ≡ ρ∗Ã(T Ã).

La expresión local de la involución canónica σÃ : T ÃÃ → ρ∗Ã(T Ã) en

términos de dichas coordenadas es (véase [65])

σÃ(xi, y0, yα; z0, zα, v0, vα) = (xi, z0, zα; y0, yα, v0, vα

+Cα
0γ(z

0yγ − zγy0) + Cα
βγz

βyγ),

siendo Cα
0γ y Cα

βγ las funciones de estructura locales del corchete de Lie [[·, ·]]Ã
con respecto a la base {e0, eα}.
Por otra parte, las ecuaciones que definen al subfibrado af́ın J AA de T ÃÃ
son y0 = 1, z0 = 1, v0 = 0. Aśı, (xi, yα; zα, vα) pueden considerarse como

coordenadas locales sobre J AA. Usando dichas coordenadas, deducimos que



3.3.3. Caso particular: Involución canónica para algebroides de Lie 103

la expresión local de la involución canónica σA : J AA → J AA asociada a A
es

σA(xi, yα; zα, vα) = (xi, zα; yα, vα + Cα
0γ(y

γ − zγ) + Cα
βγz

βyγ).

Finalmente, las ecuaciones locales que definen a los subfibrados vectoriales

T VA y ρ∗A(TV ) de T ÃÃ y ρ∗Ã(T Ã), respectivamente, son y0 = 1, z0 = 0,

v0 = 0 y z0 = 1, y0 = 0, v0 = 0, respectivamente. Por tanto, (xi, yα; zα, vα)

pueden considerarse como coordenadas locales sobre T VA y ρ∗A(TV ). Usando

estas coordenadas, obtenemos que la expresión local de σlA : T VA → ρ∗A(TV )

es

σlA(xi, yα; zα, vα) = (xi, zα; yα, vα − Cα
0γz

γ + Cα
βγz

βyγ). (3.37)

3.3.3 Caso particular: Involución canónica para alge-
broides de Lie

Sea τE : E → Q un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Entonces,

τA = τE : A = E → Q es un fibrado af́ın y la estructura de algebroide de Lie

induce una estructura de afgebroide de Lie sobre τE : E → Q (véase Sección

1.4.3).

Además, tenemos:

i) El espacio J AA es justamente la prolongación T EE del algebroide de

Lie E mediante la fibración τE : E → Q o, lo que es lo mismo, el

pull-back ρ∗E(TE) del fibrado tangente a E, TE, mediante el ancla

ρE : E → TQ.

ii) La primera estructura de afgebroide de Lie sobre J AA descrita en la

Sección 3.3.1 es aquella inducida por el algebroide de Lie (T EE, [[·, ·]]τEE ,
ρτEE ).

iii) La segunda estructura de afgebroide de Lie sobre J AA descrita en

la Sección 3.3.1 es aquella inducida por el algebroide de Lie acción

(ρ∗E(TE), ([[·, ·]]TE)Ψ, (ρ
T
E)Ψ).
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iv) La involución canónica asociada al afgebroide de Lie τA : A → Q

es justamente aquella asociada al algebroide de Lie E, σE : T EE →
ρ∗E(TE), introducida en [65] (véase Sección 4 en [65]).

3.4 Triple de Tulczyjew asociado a un afge-

broide de Lie y a una sección Hamilto-

niana

3.4.1 Triple de Tulczyjew

Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie

τV : V → Q. Denotamos por ([[·, ·]]V , D, ρA) la estructura de afgebroide de

Lie sobre A, por ρ∗A(TV ) (respectivamente, ρ∗A(TV ∗)) el pull-back del fibrado

vectorial TτV : TV → TQ (respectivamente, Tτ ∗V : TV ∗ → TQ) mediante la

aplicación ancla ρA : A → TQ y por T ÃV ∗ (respectivamente, T VA y T V V ∗)

la prolongación del algebroide de Lie τÃ : Ã → Q (respectivamente, τV :

V → Q) mediante la proyección τ ∗V : V ∗ → Q (respectivamente, τA : A → Q

y τ ∗V : V ∗ → Q).

Supongamos que (xi) son coordenadas locales en un subconjunto abierto U

de Q y que {e0, eα} es una base local de Γ(τÃ) adaptada a 1A. Denotamos

por (xi, y0, yα) (respectivamente, (xi, yα)) las correspondientes coordenadas

locales sobre Ã (respectivamente, V y A). Entonces, podemos considerar

coordenadas locales (xi, yα; zα, vα) en ρ∗A(TV ) y T VA como en la Sección

3.3.2 y las correspondientes coordenadas duales (xi, yα; zα, vα) de (T VA)∗.

Ahora, sean (xi, yα; z
0, zα, vα) coordenadas locales en T ÃV ∗ ≡ ρ∗Ã(TV ∗) como

en la Sección 2.1.1. Entonces, las ecuaciones locales que definen al subfibrado

af́ın ρ∗A(TV ∗) → V ∗ de T ÃV ∗ → V ∗ y al subfibrado vectorial T V V ∗ → V ∗

de T ÃV ∗ → V ∗ son z0 = 1 y z0 = 0, respectivamente. Aśı, (xi, yα; z
α, vα)

pueden considerarse como un sistema de coordenadas locales sobre ρ∗A(TV ∗)

y T V V ∗.

A continuación, introduciremos el denominado triple de Tulczyjew asociado

al afgebroide de Lie A y a una sección Hamiltoniana h : V ∗ → A+.
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Para este propósito, procederemos en dos etapas.

Primera etapa: En este primer paso, introduciremos un isomorfismo canónico

AA : ρ∗A(TV ∗)→ (T VA)∗, sobre la identidad de A, entre los fibrados vecto-

riales ρ∗A(TV ∗)→ A y (T VA)∗ → A.

Sea 〈·, ·〉 : V ×Q V ∗ → R la paridad natural dada por

〈u, ψ〉 = ψ(u), para (u, ψ) ∈ Vx × V ∗
x ,

con x ∈ Q. Si b ∈ A, (b, Xu) ∈ ρ∗A(TV )b y (b, Xψ) ∈ ρ∗A(TV ∗)b entonces

(Xu, Xψ) ∈ T(u,ψ)(V ×Q V ∗)

= {(X ′
u, X

′
ψ) ∈ TuV × TψV ∗ | (TuτV )(X ′

u) = (Tψτ
∗
V )(X ′

ψ)}

y podemos considerar la aplicación T 〈·, ·〉 : ρ∗A(TV )×A ρ∗A(TV ∗)→ R definida

por

T 〈·, ·〉((b, Xu), (b, Xψ)) = dt〈u,ψ〉((T(u,ψ)〈·, ·〉)(Xu, Xψ)),

donde t es la coordenada usual sobre R. La expresión local de la aplicación

T 〈·, ·〉 es

T 〈·, ·〉((xi, yα; zα, vα), (xi, yα; zα, vα)) = yαvα + vαyα.

Aśı, T 〈·, ·〉 es también una paridad no singular e induce un isomorfismo (sobre

la identidad de A) entre los fibrados vectoriales ρ∗A(TV )→ A y ρ∗A(TV ∗)∗ →

A que también denotaremos por T 〈·, ·〉, esto es, T 〈·, ·〉 : ρ∗A(TV )→ ρ∗A(TV ∗)∗.

Nótese que

T 〈·, ·〉(xi, yα; zα, vα) = (xi, vα; zα, yα). (3.38)

Ahora, consideramos el isomorfismo de fibrados vectoriales A∗A : T VA →
ρ∗A(TV ∗)∗ definido por

A∗A = T 〈·, ·〉 ◦σlA, (3.39)
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siendo σlA : T VA → ρ∗A(TV ) la parte lineal de la involución canónica asociada

al afgebroide de Lie A. Entonces, el isomorfismo

AA : ρ∗A(TV ∗)→ (T VA)∗

es justamente la aplicación dual de A∗A : T VA → ρ∗A(TV ∗)∗.

De (3.37), (3.38) y (3.39), se sigue que

A∗A(xi, yα; zα, vα) = (xi, vγ − Cγ
0βz

β + Cγ
αβz

αyβ; yγ, zγ),

y por tanto

AA(xi, yα; z
α, vα) = (xi, zγ; vγ − Cβ

0γyβ − Cβ
αγz

αyβ, yγ). (3.40)

Segunda etapa: Sea h : V ∗ → A+ una sección Hamiltoniana y (Ωh, η) la

estructura cosimpléctica sobre T ÃV ∗ definida en (2.3) y (2.4). Entonces, un

cálculo directo, usando (2.4), prueba que

η−1{1} = ρ∗A(TV ∗) y η−1{0} = T V V ∗.

Aśı, ρ∗A(TV ∗) es un fibrado af́ın sobre V ∗ con proyección fibrada π̃V ∗ :

ρ∗A(TV ∗)→ V ∗ definida por

π̃V ∗(a, X) = πV ∗(X), para (a, X) ∈ ρ∗A(TV ∗).

Además, este fibrado admite una estructura de afgebroide de Lie de tal ma-

nera que su algebroide de Lie bidual es τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗ y el algebroide de

Lie sobre el cual se modela es τ
τ∗V
V : T V V ∗ → V ∗.

En esta etapa, introduciremos un isomorfismo af́ın [Ωh
: ρ∗A(TV ∗)→ (T V V ∗)∗,

sobre la identidad de V ∗, entre el fibrado af́ın π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗) → V ∗ y el

fibrado vectorial (τ
τ∗V
V )∗ : (T V V ∗)∗ → V ∗.

La aplicación [Ωh
está definida como sigue. Si ψ ∈ V ∗ y (a, Xψ) ∈ ρ∗A(TV ∗)ψ

entonces

{[Ωh
(ψ)(a, Xψ)}(u, Yψ) = Ωh(ψ)((iA(a), Xψ), (iV (u), Yψ)), (3.41)

para (u, Yψ) ∈ T Vψ V ∗.
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Por otra parte, sea [ΩV
: T V V ∗ → (T V V ∗)∗ el isomorfismo canónico sobre la

identidad de V ∗ inducido por la sección simpléctica canónica ΩV asociada al

algebroide de Lie τV : V → Q, esto es,

{[ΩV
(ψ)(u, Yψ)}(v, Zψ) = ΩV (ψ)((u, Yψ), (v, Zψ)), (3.42)

para (u, Yψ), (v, Zψ) ∈ T Vψ V ∗, con ψ ∈ V ∗. Entonces, usando (2.7), (3.41)

y (3.42), se sigue que [Ωh
es un isomorfismo af́ın sobre la identidad de V ∗

y el correspondiente isomorfismo lineal entre los fibrados vectoriales τ
τ∗V
V :

T V V ∗ → V ∗ y (τ
τ∗V
V )∗ : (T V V ∗)∗ → V ∗ es justamente la aplicación [ΩV

.

En conclusión, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A

�
�

�
�

�
�+

�
�

�
�

�
�+

V ∗

(τ τAV )∗ π̃V ∗ (τ
τ∗V
V )∗

Q
Q

Q
Q

Q
Qs

pr1

Q
Q

Q
Q

Q
Qs

(T VA)∗
AA [Ωh� ρ∗A(TV ∗) - (T V V ∗)∗

A este diagrama lo denominaremos triple de Tulczyjew asociado al afgebroide

de Lie A y a la sección Hamiltoniana h : V ∗ → A+.

3.4.2 Caso particular: Triple de Tulczyjew para un al-
gebroide de Lie

Sea τE : E → Q un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Entonces,

τA = τE : A = E → Q es un fibrado af́ın y la estructura de algebroide de Lie

induce una estructura de afgebroide de Lie sobre τA : A → Q.

Ahora, vamos a describir el triple de Tulczyjew asociado a E (como afgebroide

de Lie) y a una sección Hamiltoniana h : E∗ → A+ ∼= E∗ × R:
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E

�
�

�
�

�
�+

�
�

�
�

�
�+

E∗

(τ τEE )∗ π̃E∗ (τ
τ∗E
E )∗

Q
Q

Q
Q

Q
Qs

pr1

Q
Q

Q
Q

Q
Qs

(T EE)∗
AE [Ωh� ρ∗E(TE∗)∼= T EE∗ - (T EE∗)∗

Como vimos en la Sección 3.3.3, el espacio J AA es la prolongación T EE
de E mediante τE : E → Q y la involución canónica σA : J AA → J AA
asociada al afgebroide de Lie E es la involución canónica σE : T EE → T EE
asociada al algebroide de Lie E introducida en [65]. Aśı, es fácil probar que

la aplicación

AA = AE : ρ∗A(TV ∗) ≡ T EE∗ → (T VA)∗ ≡ (T EE)∗

coincide con el isomorfismo de fibrados vectoriales también introducido en

[65] (véase Sección 5 en [65]).

Por otra parte, sea

[E∗ : T EE∗ → (T EE∗)∗

el isomorfismo canónico entre los fibrados vectoriales π̃E∗ : T EE∗ → E∗ y

(τ
τ∗E
E )∗ : (T EE∗)∗ → E∗ inducido por la sección simpléctica canónica ΩE

asociada al algebroide de Lie E. Entonces, se puede comprobar que (véase

(2.18))

[Ωh
= [E∗ − (dT

EE∗H) ◦ π̃E∗ ,

siendo H : E∗ → R la función Hamiltoniana inducida por la sección Hamil-

toniana h : E∗ → E∗ × R (véase (2.17)).

3.5 Prolongación de un afgebroide de Lie sim-

pléctico

En esta sección introduciremos la noción de afgebroide de Lie simpléctico y

probaremos que la prolongación de un afgebroide de Lie simpléctico mediante

su proyección es también un afgebroide de Lie simpléctico.
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Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie

τV : V → Q y sea (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) su algebroide de Lie bidual.

Si f ∈ C∞(Q,R), definimos el levantamiento completo f c y el levantamiento

vertical f v de f a A como las funciones sobre A dadas por

f c(a) = ρA(a)(f), f v(a) = f(τA(a)), para a ∈ A. (3.43)

Un cálculo directo prueba que

(fg)c = f cgv + f vgc, (fg)v = f vgv, para f, g ∈ C∞(Q,R). (3.44)

Ahora, si X̃ es una sección de τÃ : Ã → Q, podemos considerar los le-

vantamientos vertical y completo de X̃ como los campos de vectores X̃v y

X̃c sobre Ã (respectivamente, como las secciones X̃v y X̃c de la prolon-

gación τ
τÃ
Ã

: T ÃÃ → Ã) definidos en el Ejemplo 1.3. Además, sabemos que

si {e0, eα} es una base local de Γ(τÃ) adaptada a 1A : Ã → R, entonces

{ec0, ecα, ev0 , evα} es una base local de Γ(τ
τÃ
Ã

) (véase [65, 80]).

Denotemos por iA : A → Ã e iV : V → Ã las inclusiones canónicas y por

τ τAV : T VA → A la prolongación del algebroide de Lie τV : V → Q mediante

la proyección τA : A → Q.

Si X es una sección de τV : V → Q entonces iV ◦X ∈ Γ(τÃ) y tenemos que la

restricción a A de los campos de vectores (iV ◦X)v y (iV ◦X)c son tangentes

a A. Aśı,

Xv = (iV ◦X)v|A ∈ Γ(τ τAV ), Xc = (iV ◦X)c|A ∈ Γ(τ τAV ). (3.45)

Además, usando las propiedades de los levantamientos completos y verticales

(véase [65, 80]), deducimos que

(fX)c = f cXv + f vXc, (fX)v = f vXv,

[[Xc, Y c]]τAV = [[X, Y ]]cV ,

[[Xc, Y v]]τAV = [[X, Y ]]vV , [[Xv, Y v]]τAV = 0,

ρτAV (Xc) = (iV ◦X)c|A, ρτAV (Xv) = (iV ◦X)v|A,

(3.46)
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para f ∈ C∞(Q,R) y X, Y ∈ Γ(τV ), donde ([[·, ·]]V , ρV ) y ([[·, ·]]τAV , ρ
τA
V ) son

las estructuras de algebroide de Lie sobre V y T VA, respectivamente. En

consecuencia, si {eα} es una base local de Γ(τV ) entonces {ecα, evα} es una

base local de Γ(τ τVA ) (para más detalles, véase [87]).

Por otra parte, si pr1 : V ×TA → V es la proyección canónica sobre el primer

factor entonces el par (pr1|T V A, τA) es un morfismo entre los algebroides de Lie

(T VA, [[·, ·]]τAV , ρ
τA
V ) y (V, [[·, ·]]V , ρV ). Aśı, si α ∈ Γ(∧kτ ∗V ) podemos considerar

la sección αv del fibrado vectorial ∧k(T VA)∗ → A definida por

αv = (pr1|T V A, τA)∗(α). (3.47)

αv se denomina el levantamiento vertical de α a T VA y está claro que

dT
V Aαv = (dV α)v. (3.48)

Además, tenemos que

(α1 ∧ . . . ∧ αk)v = αv
1 ∧ . . . ∧ αv

k , para αi ∈ Γ(∧kiτ ∗V ).

Ahora, usando (3.44), (3.46), (3.47), (3.48) y procediendo como en la de-

mostración de la Proposición 6.3 en [65], deducimos el siguiente resultado.

Proposición 3.12 Si α es una sección del fibrado vectorial ∧kV ∗ → Q,

entonces existe una única sección αc del fibrado vectorial ∧k(T VA)∗ → A tal

que
αc(Xc

1 , . . . , X
c
k ) = α(X1, . . . , Xk)

c,

αc(Xv
1 , X

c
2 , . . . , X

c
k ) = α(X1, X2, . . . , Xk)

v,

αc(Xv
1 , . . . , X

v
s , X

c
s+1, . . . , X

c
k ) = 0, si 2 ≤ s ≤ k,

para X1, . . . , Xk ∈ Γ(τV ). Además, dT
V Aαc = (dV α)c.

La sección αc del fibrado vectorial ∧k(T VA)∗ → A se denomina el levan-

tamiento completo de α a T VA.

Observación 3.13 i) Si {eα} es una base local de Γ(τV ) y {eα} es la base

dual de {eα} entonces

(eα)c((eβ)
v) = (eα)v((eβ)

c) = δαβ, (eα)c((eβ)
c) = (eα)v((eβ)

v) = 0.
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Por tanto, {(eα)v, (eα)c} es la base dual de la base local {ecα, evα} de Γ(τ τAV ).

ii) Si αi ∈ Γ(∧kiτ ∗V ), i = 1, . . . , k, entonces

(α1 ∧ . . . ∧ αk)c =
k∑
i=1

αv
1 ∧ . . . ∧ αc

i ∧ . . . ∧ αv
k . (3.49)

♦

A continuación, introduciremos la noción de afgebroide de Lie simpléctico.

Definición 3.14 Un afgebroide de Lie τA : A → Q modelado sobre el alge-

broide de Lie τV : V → Q se dice que es simpléctico si τV : V → Q admite

una sección simpléctica Ω, esto es, Ω es una sección del fibrado vectorial

∧2V ∗ → Q tal que:

i) Para todo x ∈ Q, la 2-forma Ω(x) : Vx × Vx → R sobre el espacio

vectorial Vx es no degenerada, y

ii) Ω es un 2-cociclo, es decir, dV Ω = 0.

Ejemplos 3.15 i) Sea τ : Q → R una fibración. Entonces, como sabemos

(véase Sección 1.4.3), el fibrado de 1-jets τ1,0 : J1τ → Q es un afgebroide de

Lie modelado sobre el algebroide de Lie (πQ)|V τ : V τ → Q. Ahora, supon-

gamos que Q tiene dimensión impar 2n + 1 y que (Ω, η) es una estructura

cosimpléctica sobre Q, con η = τ ∗(dt), siendo t la coordenada usual en R.

Esto significa que Ω es una 2-forma cerrada y que η∧Ωn = η∧Ω∧ . . .(n . . .∧Ω

es un elemento de volumen sobre Q. Aśı, es fácil probar que la restricción a

V τ de Ω es una sección simpléctica de (πQ)|V τ : V τ → Q y, por lo tanto, el

afgebroide de Lie τ1,0 : J1τ → Q es simpléctico.

ii) Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de

Lie τV : V → Q. Denotamos por ρ∗A(TV ∗) el pull-back del fibrado vectorial

Tτ ∗V : TV ∗ → TQ mediante la aplicación ancla ρA : A → TQ. Entonces,

ρ∗A(TV ∗) es un afgebroide de Lie sobre V ∗ con proyección π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗)→
V ∗ dada por π̃V ∗(a, X) = πV ∗(X), para (a, X) ∈ ρ∗A(TV ∗) (véase Sección
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3.4.1). Además, el afgebroide de Lie π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗) → V ∗ está modelado

sobre el algebroide de Lie τ
τ∗V
V : T V V ∗ → V ∗ que admite una estructura

simpléctica canónica ΩV (véase Ejemplo 1.4). Por tanto, el afgebroide de Lie

π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗)→ V ∗ es simpléctico. 4

Ahora, veremos que la prolongación de un afgebroide de Lie simpléctico

mediante la proyección del fibrado af́ın es también un afgebroide de Lie

simpléctico. Recordemos que si τA : A → Q es un afgebroide de Lie modelado

sobre el algebroide de Lie τV : V → Q entonces la prolongación

J AA = {(a, v) ∈ A× TA | ρA(a) = (TτA)(v)}

es un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie τ τAV : T VA → A
(véase Sección 3.3.1). Es más, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.16 Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie simpléctico modelado

sobre el algebroide de Lie τV : V → Q y Ω una sección simpléctica de τV :

V → Q. Entonces, la prolongación J AA del afgebroide de Lie A mediante la

proyección τA : A → Q es un afgebroide de Lie y el levantamiento completo

Ωc de Ω a T VA es una sección simpléctica de τ τAV : T VA → A.

Demostración: Usando (3.49) y procediendo como en la demostración del

Teorema 6.5 en [65], deducimos el resultado. CQD

Ejemplo 3.17 Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el

algebroide de Lie τV : V → Q. Entonces, como sabemos, el pull-back π̃V ∗ :

ρ∗A(TV ∗)→ V ∗ del fibrado vectorial Tτ ∗V : TV ∗ → TQ mediante la aplicación

ancla ρA : A → TQ es un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de

Lie simpléctico τ
τ∗V
V : T V V ∗ → V ∗.

Ahora, supongamos que (xi) son coordenadas locales sobre Q y que {eα} es

una base local de Γ(τV ). Entonces, podemos considerar las correspondientes

coordenadas locales (xi, yα) en V ∗ y la correspondiente base local {Yα,Uα}
de Γ(τ

τ∗V
V ) definida como en (1.11). Esta base local induce un sistema de

coordenadas locales (xi, yα; z
α, vα) sobre T V V ∗. Además, si T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗))



3.6. Subafgebroides de Lie Lagrangianos en afgebroides de Lie simplécticos 113

es la prolongación de T V V ∗ mediante la proyección π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗) → V ∗

entonces {Yc
α,Uc

α,Yv
α ,Uv

α} es una base local de Γ((τ
τ∗V
V )π̃V ∗ ) y si {Yα,Uα} es

la base dual de {Yα,Uα} entonces

{(Yα)v, (Uα)v, (Yα)c, (Uα)c}

es la base dual de {Yc
α,Uc

α,Yv
α ,Uv

α}. Nótese que si Cγ
0α, C

γ
βα, ρ

i
0 y ρiα son las

funciones de estructura del algebroide de Lie (Ã, [[·, ·]]Ã, ρÃ) con respecto a

las coordenadas (xi) y a la base {e0, eα} entonces, de (1.6), (1.12) y (3.45),

deducimos que

Yc
α =

(
Yα, ρiα

∂

∂xi
− (Cγ

0α + Cγ
βαz

β)
∂

∂zγ

)
, Uc

α =
(
Uα,

∂

∂yα

)
,

Yv
α =

(
0,

∂

∂zα

)
, Uv

α =
(
0,

∂

∂vα

)
.

(3.50)

Además, usando (1.16), (1.17) y (3.49), deducimos que las expresiones locales

de los levantamientos completos λc
V y Ωc

V son

λc
V = vα(Yα)v + yα(Yα)c,

Ωc
V = (Yα)c ∧ (Uα)v + (Yα)v ∧ (Uα)c + Cγ

αβyγ(Yα)c ∧ (Yβ)v

+
1

2

(
(ρi0 + ρiµz

µ)
∂Cγ

αβ

∂xi
yγ + Cγ

αβvγ

)
(Yα)v ∧ (Yβ)v.

(3.51)

4

3.6 Subafgebroides de Lie Lagrangianos en

afgebroides de Lie simplécticos

En primer lugar, introduciremos la noción de subafgebroide de Lie de un

afgebroide de Lie.

Definición 3.18 Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el

algebroide de Lie τV : V → Q. Un subafgebroide de Lie de A es un morfismo

de afgebroides de Lie ((j : A′ → A, i : Q′ → Q), (jl : V ′ → V, i : Q′ → Q))

tal que i es una inmersión inyectiva y j : A′ → A es también inyectiva.
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Ejemplos 3.19 Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el

algebroide de Lie τV : V → Q.

i) Denotamos por ([[·, ·]]Ã, ρÃ) la estructura de algebroide de Lie sobre el

fibrado bidual τÃ : Ã → Q de A. Ahora, supongamos que X es una sección

de τA : A → Q y consideramos la aplicación (Id, TX ◦ρÃ) : Ã → T ÃA
definida por

(Id, TX ◦ρÃ)(ã) = (ã, (TX)(ρÃ(ã))), para ã ∈ Ã.

Usando la definición de la aplicación ancla del algebroide de Lie τ τA
Ã

: T ÃA →
A y el hecho de que ρÃ : Γ(τÃ) → X(Q) es un morfismo de álgebras de Lie,

deducimos que el par ((Id, TX ◦ρÃ), X) es un morfismo de algebroides de

Lie. Además, se sigue que ((Id, TX ◦ρÃ), X)∗(φ0) = 1A, donde φ0 es el 1-

cociclo sobre τ τA
Ã

: T ÃA → A definido por (3.3). Aśı, usando la Proposición

1.12, tenemos que el par ((Id, TX ◦ρÃ), X) define un subafgebroide de Lie de

(τ τAA : J AA → A, τ τAV : T VA → A)

Q
X

- A

τA

?

τ τAA

?

A
(Id, TX ◦ρA)

- J AA

Q
X - A

τV

?

τ τAV

?

V
(Id, TX ◦ρV )- T VA

ii) Sea ρ∗A(TV ∗) el pull-back del fibrado vectorial Tτ ∗V : TV ∗ → TQ me-

diante la aplicación ancla ρA : A → TQ. ρ∗A(TV ∗) es un fibrado vecto-

rial sobre A con proyección pr1 : ρ∗A(TV ∗) → A definida por pr1(a, Y ) =

a, para (a, Y ) ∈ ρ∗A(TV ∗). Ahora, supongamos que X̃ : A → ρ∗A(TV ∗)

es una sección de pr1 : ρ∗A(TV ∗) → A y sea T ÃV ∗ la prolongación del

algebroide de Lie τÃ : Ã → Q mediante la fibración τ ∗V : V ∗ → Q y

π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗)→ V ∗ la proyección canónica. Entonces, podemos considerar

la aplicación (Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)) : T ÃA → T ÃV ∗ dada por

(Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃))(ã, Y ) = (ã, T (π̃V ∗ ◦ X̃)(Y )), para (ã, Y ) ∈ T ÃA.

Es fácil probar que el par ((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), π̃V ∗ ◦ X̃)
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A
π̃V ∗ ◦ X̃ - V ∗

τ τA
Ã

?

τ
τ∗V
Ã

?

T ÃA
(Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃))- T ÃV ∗

es un morfismo de algebroides de Lie.

Denotemos por T T ÃV ∗(ρ∗A(TV ∗)) la prolongación del algebroide de Lie T ÃV ∗

mediante la proyección π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗) → V ∗ y por ((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃) :

T ÃA → T T ÃV ∗(ρ∗A(TV ∗)) la aplicación dada por

((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃)(ã, Y ) = ((ã, T (π̃V ∗ ◦ X̃))(Y ), (TX̃)(Y )),

para (ã, Y ) ∈ T ÃA. Entonces, usando los anteriores resultados, concluimos

que

A
X̃ - ρ∗A(TV ∗)

τ τA
Ã

?

(τ
τ∗V
Ã

)π̃V ∗

?

T ÃA
((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃)- T T ÃV ∗(ρ∗A(TV ∗)) ⊆ T ÃV ∗ × T (ρ∗A(TV ∗))

es un morfismo de algebroides de Lie.

Por otra parte, como sabemos, el fibrado af́ın π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗) → V ∗ es un

afgebroide de Lie y su fibrado bidual puede identificarse con el algebroide

de Lie τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗. Por tanto, podemos considerar el 1-cociclo

φ̃0 : T T ÃV ∗(ρ∗A(TV ∗)) → R de T T ÃV ∗(ρ∗A(TV ∗)) → ρ∗A(TV ∗) definido por

φ̃0((ã, Y ), Z) = 1A(ã), para ((ã, Y ), Z) ∈ T T ÃV ∗(ρ∗A(TV ∗)) (véase (3.3)).

Además, se sigue que

(((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃), X̃)∗(φ̃0) = φ0,

donde φ0 : T ÃA → R es el 1-cociclo de τ τA
Ã

: T ÃA → A definido por (3.3).
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Nótese que

(φ̃0)
−1{1} = J ρ∗A(TV ∗)ρ∗A(TV ∗), (φ̃0)

−1{0} = T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗)),

(φ0)
−1{1} = J AA, (φ0)

−1{0} = T VA.

Por tanto, de la Proposición 1.12, concluimos que el par (((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)),

T X̃), X̃) define un subafgebroide de Lie del afgebroide de Lie ((π̃V ∗)
π̃V ∗ :

J ρ∗A(TV ∗)ρ∗A(TV ∗) → ρ∗A(TV ∗), (τ
τ∗V
V )π̃V ∗ : T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗))→ ρ∗A(TV ∗))

A X̃ - ρ∗A(TV ∗)

τ τAA

?

(π̃V ∗)
π̃V ∗

?

J AA
((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃)- J ρ∗A(TV ∗)ρ∗A(TV ∗)

A X̃ - ρ∗A(TV ∗)

τ τAV

?

(τ
τ∗V
V )π̃V ∗

?

T VA
((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃)- T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗))

4

A continuación, introduciremos la noción de subafgebroide de Lie Lagrangia-

no de un afgebroide de Lie simpléctico.

Definición 3.20 Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie simpléctico modelado

sobre el algebroide de Lie τV : V → Q con sección simpléctica Ω y

Q′ i
- Q

τA′

?

τA

?

A′
j - A

Q′ i - Q

τV ′

?

τV

?

V ′ jl - V



3.6. Subafgebroides de Lie Lagrangianos en afgebroides de Lie simplécticos 117

un subafgebroide de Lie. Entonces, el subafgebroide de Lie se dice que es

Lagrangiano si jl(V ′
x′) es un subespacio Lagrangiano del espacio vectorial

simpléctico (Vi(x′),Ωi(x′)), para todo x′ ∈ Q′. En otras palabras, tenemos que:

i) rang V ′ =
1

2
rang V , y

ii) (Ωi(x′))|jl(V ′
x′ )×j

l(V ′
x′ )

= 0, para todo x′ ∈ Q′.

Ahora, sea τA : A → Q un afgebroide de Lie simpléctico modelado sobre

el algebroide de Lie τV : V → Q con sección simpléctica Ω. Entonces,

como sabemos (véase Teorema 3.16), el afgebroide de Lie (τ τAA : J AA → A,

τ τAV : T VA → A) es simpléctico y el levantamiento completo Ωc de Ω es una

sección simpléctica de τ τAV : T VA → A.

Denotemos por ([[·, ·]]V , D, ρA) la estructura de afgebroide de Lie de A y

supongamos que X : Q→ A es una sección de τA : A → Q. La sección X nos

permite definir el subafgebroide de Lie de (τ τAA : J AA → A, τ τAV : T VA → A)

considerado en el Ejemplo 3.19 i).

A continuación, obtendremos una condición necesaria y suficiente para que

dicho subafgebroide de Lie sea Lagrangiano.

Para este propósito, introducimos el operador DX : Γ(∧kτ ∗V ) → Γ(∧kτ ∗V )

definido como sigue. Si α ∈ Γ(∧kτ ∗V ) entonces

(DXα)(X1, . . . , Xk) = ρA(X)(α(X1, . . . , Xk))

−
k∑
i=1

α(X1, . . . , DXXi, . . . , Xk)
(3.52)

para X1, . . . , Xk ∈ Γ(τV ). Nótese que

DX(fXi) = ρA(X)(f)Xi + fDXXi, para f ∈ C∞(Q,R),

y, aśı, DXα ∈ Γ(∧kτ ∗V ).

Observación 3.21 La inclusión canónica iV : V → Ã es un monomorfismo

de algebroides de Lie sobre la identidad de Q (véase (1.37)) y, además, se
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puede elegir α̃ ∈ Γ(∧kτA+) tal que α = i∗V α̃. Entonces, de (1.37) y (3.52),

deducimos que

DXα = i∗V (LÃ(iA ◦X)α̃), (3.53)

donde iA : A → Ã es la inclusión canónica y LÃ(iA ◦X) es la derivada de Lie en

el algebroide de Lie τÃ : Ã → Q con respecto a la sección iA ◦X : Q→ Ã. ♦

Usando el operador DX , tenemos que

Proposición 3.22 Sea (τA : A → Q, τV : V → Q) un afgebroide de Lie

simpléctico con sección simpléctica Ω y X : Q → A una sección de A.

Entonces, el subafgebroide de Lie de (τ τAA : J AA → A, τ τAV : T VA → A)

considerado en el Ejemplo 3.19 i) es Lagrangiano si y sólo si DXΩ = 0.

Demostración: Sea Y una sección de τV : V → Q y denotamos por X̃ y Ỹ

las secciones de τÃ : Ã → Q dadas por X̃ = iA ◦X y Ỹ = iV ◦Y. Entonces,

usando algunos resultados obtenidos en [65] (véase Ejemplos 7.5 en [65]),

obtenemos que

(TX̃)(ρÃ(Ỹ )) = (Ỹ c − [[X̃, Ỹ ]]vÃ) ◦ X̃,

donde Ỹ c ∈ X(Ã) y [[X̃, Ỹ ]]vÃ ∈ X(Ã) son los levantamientos completo y

vertical de Ỹ ∈ Γ(τÃ) y [[X̃, Ỹ ]]Ã ∈ Γ(τÃ), respectivamente. Como las res-

tricciones a A de Ỹ c y [[X̃, Ỹ ]]vÃ son tangentes a A y ρÃ(Ỹ ) = ρV (Y ), se sigue

que TX(ρV (Y )) = ((Ỹ c)|A − ([[X̃, Ỹ ]]vÃ)|A) ◦X, y aśı, usando (1.6) y (3.45),

deducimos que

(Id, TX ◦ρV ) ◦Y = (Y c − (DXY )v) ◦X,

donde Y c ∈ Γ(τ τAV ) y (DXY )v ∈ Γ(τ τAV ) son los levantamientos completo y

vertical de Y ∈ Γ(τV ) y DXY ∈ Γ(τV ) a T VA (véase la Sección 3.5).

Por otra parte, si Y, Z ∈ Γ(τV ) entonces, de la Proposición 3.12, tenemos que

Ωc(Y c − (DXY )v, Zc − (DXZ)v) = Ω(Y, Z)c − Ω(DXY, Z)v − Ω(Y,DXZ)v.

Por tanto, usando (3.43), se sigue que

Ωc(Y c − (DXY )v, Zc − (DXZ)v) ◦X

= ρA(X)(Ω(Y, Z))− Ω(DXY, Z)− Ω(Y,DXZ)

= (DXΩ)(Y, Z)
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y Ωc(Y c − (DXY )v, Zc − (DXZ)v) ◦X = 0, para todo Y, Z ∈ Γ(τV ), si y

sólo si DXΩ = 0.

Consecuentemente, teniendo en cuenta que el rango de V es
1

2
rang (T VA),

deducimos el resultado. CQD

En particular, cuando la sección simpléctica Ω es un 1-coborde, obtenemos

el siguiente corolario.

Corolario 3.23 Sea (τA : A → Q, τV : V → Q) un afgebroide de Lie

simpléctico con sección simpléctica Ω = −dV λ, siendo λ una sección del

fibrado vectorial τ ∗V : V ∗ → Q, y supongamos que X : Q→ A es una sección

de τA : A → Q. Entonces, el subafgebroide de Lie de (τ τAA : J AA → A, τ τAV :

T VA → A) considerado en el Ejemplo 3.19 i) es Lagrangiano si y sólo si la

sección DXλ de τ ∗V : V ∗ → Q es un 1-cociclo de τV : V → Q.

Demostración: Si α ∈ Γ(∧kτ ∗V ) entonces, usando la Observación 3.21 y el

hecho de que iV : V → Ã es un morfismo de algebroides de Lie, se sigue que

DX(dV α) = dV (DXα).

En particular, esto implica que DXΩ = −dV (DXλ). Aśı, usando la Proposi-

ción 3.22, deducimos el resultado.

CQD

Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie

τV : V → Q y ρ∗A(TV ∗) el pull-back del fibrado vectorial Tτ ∗V : TV ∗ → TQ

mediante la aplicación ancla ρA : A → TQ. Entonces, ρ∗A(TV ∗) es un afge-

broide de Lie sobre V ∗ modelado sobre el algebroide de Lie τ
τ∗V
V : T V V ∗ → V ∗

y con proyección fibrada π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗) → V ∗. Denotamos por ΩV la

sección simpléctica canónica de T V V ∗. Como sabemos (véase el Ejemplo

3.17), el afgebroide de Lie (π̃V ∗)
π̃V ∗ : J ρ∗A(TV ∗)ρ∗A(TV ∗) → ρ∗A(TV ∗) mode-

lado sobre el algebroide de Lie (τ
τ∗V
V )π̃V ∗ : T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗)) → ρ∗A(TV ∗) es

simpléctico y el levantamiento completo Ωc
V de ΩV es una sección simpléctica

de (τ
τ∗V
V )π̃V ∗ : T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗))→ ρ∗A(TV ∗).
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Ahora, supongamos que X̃ : A → ρ∗A(TV ∗) es una sección del fibrado

vectorial pr1 : ρ∗A(TV ∗) → A. Entonces, X̃ nos permite definir el sub-

afgebroide de Lie de ((π̃V ∗)
π̃V ∗ : J ρ∗A(TV ∗)ρ∗A(TV ∗) → ρ∗A(TV ∗), (τ

τ∗V
V )π̃V ∗ :

T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗))→ ρ∗A(TV ∗)) considerado en el Ejemplo 3.19 ii).

A continuación, obtendremos una condición necesaria y suficiente para que

dicho subafgebroide de Lie sea Lagrangiano. Para ello, introduciremos una

sección de (T VA)∗ → A como sigue.

Sea AA : ρ∗A(TV ∗)→ (T VA)∗ el isomorfismo canónico, sobre la identidad de

A, entre los fibrados vectoriales ρ∗A(TV ∗) → A y (T VA)∗ → A considerado

en la Sección 3.4.1 (véase (3.40)) y αX̃ la sección de (T VA)∗ → A dada por

αX̃ = AA ◦ X̃. (3.54)

Entonces, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.24 Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado so-

bre el algebroide de Lie τV : V → Q y X̃ : A → ρ∗A(TV ∗) una sección

de pr1 : ρ∗A(TV ∗) → A. Entonces, el subafgebroide de Lie de ((π̃V ∗)
π̃V ∗ :

J ρ∗A(TV ∗)ρ∗A(TV ∗) → ρ∗A(TV ∗), (τ
τ∗V
V )π̃V ∗ : T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗)) → ρ∗A(TV ∗))

considerado en el Ejemplo 3.19 ii) es Lagrangiano si y sólo si αX̃ es un

1-cociclo del algebroide de Lie τ τAV : T VA → A.

Demostración: Sea (ΨX̃ , X̃) el monomorfismo entre los algebroides de Lie

τ τAV : T VA → A y (τ
τ∗V
V )π̃V ∗ : T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗)) → ρ∗A(TV ∗) considerado en

el Ejemplo 3.19 ii).

Supongamos que (xi) son coordenadas locales sobre Q y que {e0, eα} es una

base local de Γ(τÃ) adaptada a 1A. Denotamos por (xi, yα) (respectiva-

mente, (xi, yα; z
α, vα)) las correspondientes coordenadas sobre A (respecti-

vamente, ρ∗A(TV ∗)) y por {Xα,Vα} la correspondiente base local de Γ(τ τAV )

(véase (3.1)). Si la expresión local de X̃ : A → ρ∗A(TV ∗) es

X̃(xi, yα) = (xi, X̃α; y
α, X̃ ′

α) (3.55)
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entonces, usando (3.1) y (3.50), deducimos que

ΨX̃(Xα(xi, yγ)) = Yc
α(X̃(xi, yγ)) + ρjα(x

i)
∂X̃β

∂xj |(xi,yγ)
Uc
β(X̃(xi, yγ))

−(Cγ
0α(x

i) + Cγ
βα(x

i)yβ)Yv
γ (X̃(xi, yγ))

+ρiα(x
i)
∂X̃ ′

β

∂xi |(xi,yγ)
Uv
β (X̃(xi, yγ)),

ΨX̃(Vα(xi, yγ)) =
∂X̃β

∂yα |(xi,yγ)

Uc
β(X̃(xi, yγ)) + Yv

α(X̃(xi, yγ))

+
∂X̃ ′

β

∂yα |(xi,yγ)

Uv
β (X̃(xi, yγ)),

(3.56)

donde Yc
α y Uc

α (respectivamente, Yv
α y Uv

α ) son los levantamientos completos

(respectivamente, levantamientos verticales) de Yα y Uα a T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗))

y Cγ
0α, C

γ
βα, ρ

i
0 y ρiα son las funciones de estructura del algebroide de Lie

τÃ : Ã → Q con respecto a las coordenadas locales (xi) y a la base {e0, eα}.
Aśı, si λV es la sección de Liouville de T V V ∗ entonces, de (3.51) y (3.56),

obtenemos que

(ΨX̃ , X̃)∗(λc
V ) = (X̃ ′

α + X̃γC
γ
αβy

β + X̃γC
γ
α0)X α + X̃αVα,

siendo {X α,Vα} la base dual de {Xα,Vα}.
Por tanto, usando (3.40), (3.54) y (3.55), se sigue que

(ΨX̃ , X̃)∗(λc
V ) = αX̃ .

Ahora, como Ωc
V = (−dT V V ∗λV )c = −dT T

V V ∗ (ρ∗A(TV ∗))λc
V (véase la Proposi-

ción 3.12), tenemos que

(ΨX̃ , X̃)∗(Ωc
V ) = −dT V AαX̃ . (3.57)

Consecuentemente, usando (3.57) y el hecho de que

rang (T VA) =
1

2
rang (T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗))),

deducimos el resultado. CQD
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3.7 Subvariedades Lagrangianas y ecuaciones

de Euler-Lagrange (Hamilton)

A continuación, usando los resultados de la sección anterior, introduciremos

la noción de subvariedad Lagrangiana de un afgebroide de Lie simpléctico

para posteriormente usar este tipo de objetos geométricos para describir la

dinámica Lagrangiana (Hamiltoniana) sobre un afgebroide de Lie arbitrario.

Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide de Lie simplécti-

co con sección simpléctica Ω. Entonces, como sabemos (véase Teorema 3.16),

el afgebroide de Lie (τ τAA : J AA → A, τ τAV : T VA → A) es simpléctico y el le-

vantamiento completo Ωc de Ω es una sección simpléctica de τ τAV : T VA → A.

Definición 3.25 Sea S una subvariedad del afgebroide de Lie simpléctico A
e i : S → A la inclusión canónica. Denotamos por τSA : S → Q la aplicación

dada por τSA = τA ◦ i y supongamos que ρV (VτSA(a)) + (Taτ
S
A)(TaS) = TτSA(a)Q,

para todo a ∈ S. Entonces, la subvariedad S se dice que es Lagrangiana si

el correspondiente subafgebroide de Lie (π̃S : ρ∗A(TS) → S, τ τ
S
A
V : T V S → S)

del afgebroide de Lie simpléctico (τ τAA : J AA → A, τ τAV : T VA → A) es

Lagrangiano.

Ahora, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.26 Sea (τA : A → Q, τV : V → Q) un afgebroide de Lie

simpléctico con sección simpléctica Ω = −dV λ, siendo λ una sección del

fibrado vectorial τ ∗V : V ∗ → Q y supongamos que X : Q→ A es una sección

de τA : A → Q. Entonces, la subvariedad S = X(Q) de A es Lagrangiana si

y sólo si la sección DXλ de τ ∗V : V ∗ → Q es un 1-cociclo de τV : V → Q.

Demostración: Sea (Id, TX ◦ρA) : A → J AA el morfismo de fibrados afines

definido en el Ejemplo 3.19 i) con morfismo lineal asociado (Id, TX ◦ρV ) :

V → T VA. Entonces, un cálculo directo prueba que

(Id, TX ◦ρA)(A) = ρ∗A(TS) y (Id, TX ◦ρV )(V ) = T V S.
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Aśı, usando el Corolario 3.23, deducimos que S es Lagrangiana si y sólo si

DXλ es un 1-cociclo. CQD

Si τA : A → Q es un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de

Lie τV : V → Q, denotamos por ρ∗A(TV ∗) el pull-back del fibrado vectorial

Tτ ∗V : TV ∗ → TQ mediante la aplicación ancla ρA : A → TQ y por AA :

ρ∗A(TV ∗)→ (T VA)∗ el isomorfismo canónico, sobre la identidad de A, entre

los fibrados vectoriales ρ∗A(TV ∗) → A y (T VA)∗ → A considerado en la

Sección 3.4.1 (véase (3.40)). Entonces, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.27 Sea X̃ : A → ρ∗A(TV ∗) una sección de pr1 : ρ∗A(TV ∗) → A
y denotamos por S la subvariedad X̃(A) de ρ∗A(TV ∗) y por αX̃ la sección

de (T VA)∗ → A dada por αX̃ = AA ◦ X̃. Entonces, S es una subvariedad

Lagrangiana del afgebroide de Lie simpléctico (π̃V ∗ : ρ∗A(TV ∗) → V ∗, τ
τ∗V
V :

T V V ∗ → V ∗) si y sólo si αX̃ es un 1-cociclo del algebroide de Lie τ τAV :

T VA → A.

Demostración: Sea ((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃) : J AA → J ρ∗A(TV ∗)ρ∗A(TV ∗) (res-

pectivamente, ((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃) : T VA → T T V V ∗(ρ∗A(TV ∗))) el mor-

fismo definido como en el Ejemplo 3.19 ii). Entonces, es fácil probar que

((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃)(J AA) = ρ∗ρ∗A(TV ∗)(TS),

((Id, T (π̃V ∗ ◦ X̃)), T X̃)(T VA) = T T V V ∗(S).

Aśı, usando la Proposición 3.24, deducimos que S es Lagrangiana si y sólo si

αX̃ es un 1-cociclo. CQD

Ahora, sea (τA : A → Q, τV : V → Q) un afgebroide de Lie y h : V ∗ → A+

una sección Hamiltoniana, es decir, h es una sección de µ : A+ → V ∗.

Entonces, podemos considerar la estructura cosimpléctica (Ωh, η) sobre T ÃV ∗

dada por (2.3) y (2.4) y la sección de Reeb Rh ∈ Γ(τ
τ∗V
Ã

) de (Ωh, η) (véase

(2.8)). Como η(Rh) = 1, tenemos que Rh(V
∗) ⊆ ρ∗A(TV ∗). Además, de

(2.8), se sigue que

LT ÃV ∗Rh
λh = dT

ÃV ∗(λh(Rh)). (3.58)
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Aśı, usando (2.6), (3.53), (3.58) y el Corolario 3.26, deducimos que Sh =

Rh(V
∗) es una subvariedad Lagrangiana de ρ∗A(TV ∗).

Por otra parte, está claro que existe una correspondencia biyectiva Ψh entre

el conjunto de curvas en Sh y el conjunto de curvas en V ∗. De hecho, si

c : I → V ∗ es una curva en V ∗ entonces la correspondiente curva en Sh es

Rh ◦ c : I → Sh.
Una curva γ en Sh,

γ : I → Sh ⊆ ρ∗A(TV ∗) ⊆ T ÃV ∗ ⊆ Ã × TV ∗, t 7→ (γ1(t), γ2(t)),

se dice que es admisible si la curva γ2 : I → TV ∗ es un levantamiento

tangente, es decir, γ2(t) = ċ(t), donde c : I → V ∗ es la curva en V ∗ dada por

πV ∗ ◦γ2, siendo πV ∗ : TV ∗ → V ∗ la proyección canónica.

Teorema 3.28 Bajo la biyección Ψh, las curvas admisibles en la subva-

riedad Lagrangiana Sh se corresponden con las soluciones de las ecuaciones

de Hamilton para h.

Demostración: Supongamos que γ : I → Sh ⊆ T ÃV ∗ ⊆ Ã × TV ∗, γ(t) =

(γ1(t), γ2(t)) es una curva admisible en Sh. Entonces, γ2(t) = ċ(t), para todo

t, donde c : I → V ∗ es la curva en V ∗ dada por c = πV ∗ ◦γ2.

Ahora, como Rh es una sección del fibrado vectorial τ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → V ∗ y

γ(I) ⊆ Sh = Rh(V
∗), se sigue que

Rh(c(t)) = γ(t), para todo t, (3.59)

esto es, c = Ψh(γ). Aśı, de (3.59), obtenemos que ρ
τ∗V
Ã

(Rh) ◦ c = γ2 = ċ. En

otras palabras, c es una curva integral del campo de vectores ρ
τ∗V
Ã

(Rh) y, por

tanto, c es una solución de las ecuaciones de Hamilton asociadas a h (véase

la Sección 2.1.3).

Rećıprocamente, sea c : I → V ∗ una solución de las ecuaciones de Hamilton

asociadas a h, es decir, c es una curva integral del campo de vectores ρ
τ∗V
Ã

(Rh)

o, lo que es equivalente,

ρ
τ∗V
Ã

(Rh) ◦ c = ċ. (3.60)
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Entonces, γ = Rh ◦ c es una curva en Sh y, de (3.60), deducimos que γ es

admisible. CQD

Ahora, sea L : A → R una función Lagrangiana. Entonces, del Corolario

3.27, obtenemos que SL = (A−1
A ◦dT

V AL)(A) es una subvariedad Lagrangiana

del afgebroide de Lie simpléctico ρ∗A(TV ∗).

Por otra parte, existe una correspondencia biyectiva ΨL entre el conjunto

de curvas en SL y el conjunto de curvas en A. De hecho, si γ : I → SL es

una curva en SL entonces existe una única curva c : I → A en A tal que

AA(γ(t)) = (dT
V AL)(c(t)), para todo t. Nótese que

pr1(γ(t)) = (τ τAV )∗(AA(γ(t))) = (τ τAV )∗((dT
V AL)(c(t))) = c(t),

para todo t, donde pr1 : ρ∗A(TV ∗) ⊆ A×TV ∗ → A es la proyección canónica

en el primer factor y (τ τAV )∗ : (T VA)∗ → A es la proyección del fibrado

vectorial. Aśı,

γ(t) = (c(t), γ2(t)) ∈ ρ∗A(TV ∗) ⊆ A× TV ∗, para todo t.

Una curva γ en SL

γ : I → SL ⊆ ρ∗A(TV ∗) ⊆ A× TV ∗, t 7→ (c(t), γ2(t)),

se dice que es admisible si la curva γ2 : I → TV ∗ es un levantamiento

tangente, esto es, γ2(t) = ċ∗(t), donde c∗ : I → V ∗ es la curva en V ∗ dada

por c∗ = πV ∗ ◦γ2.

Teorema 3.29 Bajo la biyección ΨL, las curvas admisibles en la subva-

riedad Lagrangiana SL se corresponden con las soluciones de las ecuaciones

de Euler-Lagrange para L.

Demostración: Supongamos que (xi) son coordenadas locales sobre Q y que

{e0, eα} es una base local de Γ(τÃ) adaptada a 1A. Denotamos por (xi, yα)

(respectivamente, (xi, yα) y (xi, yα; z
α, vα)) las correspondientes coordenadas
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locales sobre A (respectivamente, V ∗ y ρ∗A(TV ∗)). Entonces, usando (3.40),

se sigue que la subvariedad SL está caracterizada por las siguientes ecuaciones

yα =
∂L

∂yα
, zα = yα, vα = ρiα

∂L

∂xi
− (Cγ

α0 + Cγ
αβy

β)
∂L

∂yγ
, (3.61)

para todo α.

Ahora, sea γ : I → SL una curva admisible en SL

γ(t) = (c(t), γ2(t)) ∈ SL ⊆ ρ∗A(TV ∗) ⊆ A× TV ∗, para todo t,

y denotamos por c∗ : I → V ∗ la curva en V ∗ satisfaciendo

γ2(t) = ċ∗(t), para todo t, (3.62)

es decir,

c∗(t) = πV ∗(γ2(t)), para todo t. (3.63)

Si las expresiones locales de γ y c son

γ(t) = (xi(t), yα(t); z
α(t), vα(t)), c(t) = (xi(t), yα(t)),

entonces tenemos que

yα(t) = zα(t), para todo α. (3.64)

Además, de (3.62) y (3.63), deducimos que

c∗(t) = (xi(t), yα(t)), γ2(t) =
dxi

dt

∂

∂xi |c∗(t)
+
dyα
dt

∂

∂yα |c∗(t)
. (3.65)

Aśı,

vα(t) =
dyα
dt
, para todo α. (3.66)

Por tanto, usando (3.61), (3.64), (3.65), (3.66) y el hecho de que ρA(c(t)) =

(Tτ ∗V )(γ2(t)), se sigue que

dxi

dt
= ρi0 + ρiαy

α,
d

dt

( ∂L
∂yα

)
= ρiα

∂L

∂xi
− (Cγ

α0 + Cγ
αβy

β)
∂L

∂yγ
,
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para todo i y α, es decir, c es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange

para L (véase (3.7)).

Rećıprocamente, sea c : I → A una solución de las ecuaciones de Euler-

Lagrange para L y γ : I → SL la correspondiente curva en SL, c = ΨL(γ).

Supongamos que

γ(t) = (c(t), γ2(t)) ∈ SL ⊆ ρ∗A(TV ∗) ⊆ A× TV ∗, para todo t,

y denotemos por c∗ : I → V ∗ la curva en V ∗ dada por c∗ = πV ∗ ◦γ2. Si las

expresiones locales de γ y c son

γ(t) = (xi(t), yα(t); z
α(t), vα(t)), c(t) = (xi(t), yα(t)),

entonces yα(t) = zα(t), para todo α, y las expresiones locales de c∗ y γ2 son

c∗(t) = (xi(t), yα(t)),

γ2(t) = (ρi0(x
j(t)) + zα(t)ρiα(x

j(t)))
∂

∂xi |c∗(t)
+ vα(t)

∂

∂yα |c∗(t)
.

Aśı, usando (3.61) y el hecho de que c es una solución de las ecuaciones de

Euler-Lagrange para L, deducimos que γ2(t) = ċ∗(t), para todo t, lo que

implica que γ es admisible. CQD

A continuación, supondremos que la función Lagrangiana L : A → R es

hiperregular y denotamos por ΘL y ΩL las secciones de Poincaré-Cartan

asociadas a L (véase (3.5)). Consideramos la aplicación (iV , Id) : T VA →
T ÃA dada por

(iV , Id)(v,Xa) = (iV (v), Xa), para (v,Xa) ∈ T Va A, con a ∈ A,

siendo iV : V → Ã la inclusión canónica. Tenemos que (iV , Id) es un mor-

fismo de algebroides de Lie sobre la identidad de A. Además, sabemos que

el par (ΩL, φ0) es una estructura cosimpléctica sobre T ÃA (véase la Sección

3.1.3) y es fácil probar que (iV , Id)
∗φ0 = 0. Esto implica que (iV , Id)

∗ΩL

es una sección simpléctica del algebroide de Lie τ τAV : T VA → A y, aśı, el
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afgebroide de Lie (τ τAA : J AA → A, τ τAV : T VA → A) es simpléctico. Nótese

que (iV , Id)
∗ΩL = −dT V A((iV , Id)

∗(ΘL)).

Ahora, sea RL la sección de Reeb de la estructura cosimpléctica (ΩL, φ0).

Como φ0(RL) = 1, deducimos que RL es una sección de τ τAA : J AA → A.
Además, tenemos que

LT ÃARL
ΘL = dT

ÃA(ΘL(RL)).

Por tanto, de (3.53) y el Corolario 3.26, deducimos que SRL
= RL(A) es una

subvariedad Lagrangiana del afgebroide de Lie simpléctico J AA.
Por otra parte, está claro que existe una correspondencia biyectiva ΨSRL

entre el conjunto de curvas en SRL
y el conjunto de curvas en A.

Una curva γ en SRL

γ : I → SRL
⊆ J AA ⊆ A× TA, t 7→ (γ1(t), γ2(t)),

se dice que es admisible si la curva γ2 : I → TA es un levantamiento tan-

gente, esto es, γ2(t) = ċ(t), para todo t, donde c : I → A es la curva en A
definida por c = πA ◦γ2, siendo πA : TA → A la proyección canónica.

Teorema 3.30 Si el Lagrangiano L es hiperregular entonces bajo la biyec-

ción ΨSRL
las curvas admisibles en la subvariedad Lagrangiana SRL

se corres-

ponden con las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

Demostración: Sea γ : I → SRL
⊆ J AA ⊆ A× TA una curva admisible en

SRL
, γ(t) = (γ1(t), γ2(t)), para todo t. Entonces, γ2(t) = ċ(t), para todo t,

donde c : I → A es la curva en A dada por c = πA ◦γ2.

Ahora, como RL es una sección del fibrado af́ın τ τAA : J AA → A y γ(I) ⊆
SRL

= RL(A), se sigue que RL(c(t)) = γ(t), para todo t, es decir, c =

ΨSRL
(γ). Aśı, obtenemos que ρτA

Ã
(RL) ◦ c = γ2 = ċ, esto es, c es una curva

integral del campo de vectores ρτA
Ã

(RL). Por tanto, c es una solución de las

ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L.

Rećıprocamente, sea c : I → A una solución de las ecuaciones de Euler-

Lagrange asociadas a L, es decir, c : I → A es una curva integral del campo
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de vectores ρτA
Ã

(RL) o, equivalentemente,

ρτA
Ã

(RL) ◦ c = ċ. (3.67)

Entonces, γ = RL ◦ c es una curva en SRL
y, de (3.67), deducimos que γ es

admisible. CQD

Si L : A → R es hiperregular entonces la transformación de Legendre legL :

A → V ∗ asociada a L es un difeomorfismo global. Aśı, podemos considerar

la sección Hamiltoniana hL : V ∗ → A+ definida por hL = LegL ◦ leg−1
L ,

siendo LegL : A → A+ la transformación de Legendre extendida. También,

podemos considerar la sección de Reeb RhL
de la estructura cosimpléctica

(ΩhL
, η) sobre T ÃV ∗.

Aśı, tenemos:

• Las subvariedades Lagrangianas SL y ShL
del afgebroide de Lie simpléc-

tico ρ∗A(TV ∗).

• La subvariedad Lagrangiana SRL
del afgebroide de Lie simpléctico J AA.

Denotemos por (T legL, legL) el isomorfismo entre los algebroides de Lie T ÃA
y T ÃV ∗ inducido por la transformación legL : A → V ∗.

Teorema 3.31 Si la función Lagrangiana L : A → R es hiperregular y

hL : V ∗ → A+ es la correspondiente sección Hamiltoniana, entonces las

subvariedades Lagrangianas SL y ShL
son iguales y

T legL(SRL
) = SL = ShL

.

Demostración: Usando (3.17), obtenemos que

AA ◦RhL
◦ legL = AA ◦T legL ◦RL. (3.68)

Ahora, supongamos que (xi) son coordenadas locales en Q y que {e0, eα}
es una base local de Γ(τÃ) adaptada a 1A. Sean (xi, yα) las correspondien-

tes coordenadas sobre A y (xi, yα; zα, vα) (respectivamente, (xi, yα; z
α, vα)
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y (xi, yα; zα, vα)) las correspondientes coordenadas sobre J AA (respectiva-

mente, ρ∗A(TV ∗) y (T VA)∗). Entonces, de (3.9), (3.15) y (3.40), deducimos

que

(AA ◦T legL ◦RL)(xi, yα) = (xi, yα; ρiα
∂L

∂xi
,
∂L

∂yα
).

Aśı, se sigue que (AA ◦T legL ◦RL)(xi, yα) = dT
V AL(xi, yα), y, de (3.68), con-

cluimos que AA ◦RhL
◦ legL = dT

V AL. Por tanto, SL = ShL
.

Por otra parte, usando (3.17), obtenemos que T legL(SRL
) = ShL

. CQD

3.8 Algunos ejemplos

3.8.1 Subvariedades Lagrangianas y dinámica sobre al-
gebroides de Lie

A continuación, veremos que cuando consideramos un algebroide de Lie como

un afgebroide de Lie y aplicamos los resultados obtenidos en la sección ante-

rior, recuperamos las construcciones realizadas en [65].

Sea τE : E → Q un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Entonces,

τA = τE : A = E → Q es un fibrado af́ın y la estructura de algebroide de Lie

induce una estructura de afgebroide de Lie sobre τA : A → Q.

Supongamos que h : E∗ → A+ ∼= E∗ × R es una sección Hamiltoniana y

que H : E∗ → R es la correspondiente función Hamiltoniana (véase (2.17)).

Entonces, el fibrado af́ın π̃V ∗ = π̃E∗ : ρ∗A(TV ∗) ≡ T EE∗ → V ∗ = E∗ puede

identificarse con el subfibrado af́ın T EE∗×{1} → E∗ de τ̃
τ∗E
E : T EE∗×R→ E∗

y, bajo esta identificación, la sección de Reeb Rh es la sección Hamiltoniana

ξH de π̃E∗ : T EE∗ → E∗ (véase (2.19)). Por tanto, Sh = Rh(E
∗) puede

identificarse con la subvariedad Lagrangiana SH = ξH(E∗) del algebroide

de Lie simpléctico π̃E∗ : T EE∗ → E∗ asociada a la función Hamiltoniana

H. Esta subvariedad es la considerada en [65] para describir la dinámica

Hamiltoniana.

Por otra parte, si L : E → R es una función Lagrangiana entonces está claro
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que

SL = (A−1
A ◦dT

V AL)(A) = (A−1
E

◦dT
EEL)(E)

es justamente la subvariedad del algebroide de Lie simpléctico π̃E∗ : T EE∗ →
E∗ considerada en [65] para describir la dinámica Lagrangiana (véase la

Sección 8 en [65]).

3.8.2 Subvariedades Lagrangianas y mecánica depen-
diente del tiempo

Sea τ : Q → R una fibración y τ1,0 : J1τ → Q el afgebroide de Lie asociado

modelado sobre el fibrado vectorial π = (πQ)|V τ : V τ → Q. Como sabemos,

el algebroide de Lie bidual J̃1τ de J1τ puede identificarse con el algebroide

de Lie estándar πQ : TQ → Q y el 1-cociclo 1J1τ sobre πQ : TQ → Q es

justamente la 1-forma η = τ ∗(dt), siendo t la coordenada usual sobre R. Si

(t, qi) son coordenadas locales fibradas sobre Q, denotaremos por (t, qi, q̇i)

(respectivamente, (t, qi, pi)) las correspondientes coordenadas locales sobre

J1τ (respectivamente, V ∗τ).

Sabemos que (véase Sección 2.3.2) los algebroides de Lie ππ
∗

Q : T TQ(V ∗τ)→
V ∗τ y πV ∗τ : T (V ∗τ) → V ∗τ son isomorfos y que, dada una sección Hamil-

toniana h : V ∗τ → (J1τ)+ ∼= T ∗Q con expresión local

h(t, qi, pi) = (t, qi,−H(t, qj, pj), pi),

la estructura cosimpléctica (Ωh, η) sobre el algebroide de Lie ππ
∗

Q : T TQ(V ∗τ)
∼= T (V ∗τ) → V ∗τ es la estructura cosimpléctica estándar (Ωh, η) sobre la

variedad V ∗τ localmente dada por (2.23). Aśı, las ecuaciones de Hamilton

asociadas a h son las ecuaciones clásicas de Hamilton (no autónomas).

Por otra parte, sea π∗ : V ∗τ → Q el fibrado vectorial dual de π : V τ → Q

y supongamos que π∗1 : V ∗τ → R es la fibración definida por π∗1 = τ ◦π∗,

que (π∗1)1,0 : J1π∗1 → V ∗τ es el fibrado de 1-jets de secciones locales de

π∗1 : V ∗τ → R y que ρJ1τ : J1τ → TQ es la aplicación ancla de τ1,0 :

J1τ → Q (ρJ1τ es la inclusión canónica de J1τ en TQ). Entonces, se puede

introducir un isomorfismo F (sobre la identidad de V ∗τ) entre los afgebroides
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de Lie (π∗1)1,0 : J1π∗1 → V ∗τ y π̃V ∗τ : ρ∗J1τ (T (V ∗τ)) → V ∗τ como sigue. Si

j1
t ψ ∈ J1π∗1, con t ∈ I y ψ : I ⊆ R→ V ∗τ una sección local de π∗1 : V ∗τ → R,

entonces existe un único z ∈ J1τ tal que ρJ1τ (z) = (Tψ(t)π
∗)(ψ̇(t)) y definimos

F (j1
t ψ) = (z, (Tψ(t)π

∗)(ψ̇(t))).

Aśı, si Sh es la subvariedad Lagrangiana del afgebroide de Lie simpléctico

π̃V ∗τ : ρ∗J1τ (T (V ∗τ)) ∼= J1π∗1 → V ∗τ dada por Sh = Rh(V
∗τ), entonces las

ecuaciones locales que definen a Sh son

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
,

esto es, las ecuaciones de Hamilton asociadas a h.

Finalmente, si L : J1τ → R es una función Lagrangiana dependiente del

tiempo, entonces las ecuaciones locales que definen la correspondiente sub-

variedad Lagrangiana SL son (véase (3.61))

pi =
∂L

∂q̇i
, (3.69)

ṗi =
∂L

∂qi
. (3.70)

Nótese que (3.69) es la definición del momento y (3.70) son justamente las

ecuaciones clásicas de Euler-Lagrange (no autónomas) asociadas a L.

3.8.3 Subvariedades Lagrangianas y ecuaciones de Ha-
milton(Lagrange)-Poincaré no autónomas

Sea p : Q→M un fibrado principal con grupo estructural G y sea ν : M → R
una fibración de M sobre R. Denotemos por τ : Q → R la composición

τ = ν ◦p. Entonces, podemos considerar el afgebroide de Lie-Atiyah τ1,0|G :

J1τ/G → M asociado con el fibrado principal p : Q → M y la fibración

ν : M → R (véase Sección 1.4.3). Recordemos que el fibrado af́ın τ1,0|G :

J1τ/G → M está modelado sobre el fibrado vectorial π|G : V τ/G → M ,

donde V τ es el fibrado vertical de la fibración τ : Q → R y la acción de G
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sobre V τ es la restricción a V τ de la acción tangente TΦ de G sobre TQ.

Además, el algebroide de Lie bidual de J1τ/G → M es el algebroide de

Lie-Atiyah πQ|G : TQ/G→M .

Ahora, sea g el álgebra de Lie de G, A : TQ → g una conexión sobre el

fibrado principal p : Q → M , B : TQ⊕ TQ → g su curvatura y U × G una

trivialización local de p : Q → M , siendo U un subconjunto abierto de M .

Supongamos que (t, qi) son coordenadas fibradas locales en U y que {ξa} es

una base de g. Además, supongamos también que

A
( ∂
∂t |(x,e)

)
= Aa0(x)ξa, A

( ∂

∂qi |(x,e)

)
= Aai (x)ξa,

B
( ∂
∂t |(x,e)

,
∂

∂qi |(x,e)

)
= Ba

0i(x)ξa, B
( ∂

∂qi |(x,e)
,
∂

∂qj |(x,e)

)
= Ba

ij(x)ξa,

i, j ∈ {1, . . . ,m}, para x ∈ U y donde e es el elemento unidad de G. Nótese

que si {ccab} son las constantes de estructura de g con respecto a la base {ξa}
entonces

Bc
0i =

∂Aci
∂t
− ∂Ac0

∂qi
− Aa0Abiccab, Bc

ij =
∂Acj
∂qi
− ∂Aci
∂qj
− ccabAaiAbj.

Procediendo de forma análoga que en el Ejemplo 3 de la Sección 1.3, obtene-

mos una base local {e′0, e′i, e′b} de Γ(πQ|G). Denotaremos por (t, qi; ṫ, q̇i, ȳa)

(respectivamente, (t, qi; q̇i, ȳa)) las correspondientes coordenadas fibradas so-

bre TQ/G (respectivamente, J1τ/G). Entonces, si ([[·, ·]]TQ/G, ρTQ/G) es la

estructura de algebroide de Lie sobre TQ/G, deducimos que

[[e′0, e
′
j]]TQ/G = −Bc

0je
′
c, [[e′i, e

′
j]]TQ/G = −Bc

ije
′
c, [[e′0, e

′
a]]TQ/G = ccabA

b
0e
′
c,

[[e′i, e
′
a]]TQ/G = ccabA

b
ie
′
c, [[e′a, e

′
b]]TQ/G = ccabe

′
c,

ρTQ/G(e′0) =
∂

∂t
, ρTQ/G(e′i) =

∂

∂qi
, ρTQ/G(e′a) = 0.

Aśı, las funciones de estructura locales del algebroide de Lie πQ|G : TQ/G→
M con respecto a una trivialización local son cero excepto las siguientes

Ca
0j = −Ba

0j, Cc
0a = −Cc

a0 = ccabA
b
0,

Ca
ij = −Ba

ij, Cc
ia = −Cc

ai = ccabA
b
i , Cc

ab = ccab,

ρ0
0 = 1, ρij = δij.

(3.71)
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A continuación, vamos a obtener la descripción Hamiltoniana de la dinámica

sobre el afgebroide de Lie τ1,0|G : J1τ/G→M . Sea π∗ : V ∗τ → Q el fibrado

vectorial dual del fibrado vertical π : V τ → Q. Entonces, el grupo G actúa

sobre V ∗τ y podemos considerar el correspondiente fibrado vectorial cociente

π∗|G : V ∗τ/G → M = Q/G. Es fácil probar que este fibrado vectorial es

isomorfo al fibrado vectorial dual de π|G : V τ/G→M . Además, usando que

la acción de G sobre V ∗τ es libre, se sigue que V ∗τ es un fibrado principal

sobre V ∗τ/G con grupo estructural G y proyección fibrada pV ∗τ : V ∗τ →
V ∗τ/G. Aśı, tenemos el correspondiente algebroide de Lie-Atiyah πV ∗τ |G :

T (V ∗τ)/G→ V ∗τ/G y, además, la 1-forma exacta (π∗1)
∗(dt) sobre V ∗τ , que

es G-invariante, induce un 1-cociclo η̃ : T (V ∗τ)/G → R sobre πV ∗τ |G :

T (V ∗τ)/G→ V ∗τ/G. De hecho, η̃ está dado por

η̃([Xαq ]) = Xαq(π
∗
1), (3.72)

para Xαq ∈ Tαq(V
∗τ) y αq ∈ V ∗

q τ.

Ahora, denotamos por T TQ/G(V ∗τ/G) la prolongación del algebroide de Lie-

Atiyah πQ|G : TQ/G → M mediante la fibración π∗|G : V ∗τ/G → M

y por η : T TQ/G(V ∗τ/G) → R el 1-cociclo definido por (2.4). Entonces,

introducimos la aplicación

(pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ) : T (V ∗τ)→ T TQ/G(V ∗τ/G) ⊆ TQ/G× T (V ∗τ/G)

dada por

(pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ )(Xαq) = (pTQ((Tαqπ
∗)(Xαq)), (TαqpV ∗τ )(Xαq)), (3.73)

para Xαq ∈ Tαq(V
∗τ) y αq ∈ V ∗

q τ, donde pTQ : TQ→ TQ/G es la proyección

canónica.

Ahora, consideramos la composición ν ◦π∗|G : V ∗τ/G → R y el afgebroide

de Lie-Atiyah asociado al fibrado principal pV ∗τ : V ∗τ → (V ∗τ)/G y la

fibración ν ◦π∗|G. Como ν ◦π∗|G ◦pV ∗τ = π∗1, se sigue que dicho afgebroide de

Lie-Atiyah es el fibrado af́ın cociente (π∗1)1,0|G : J1π∗1/G → V ∗τ/G, donde

(π∗1)1,0|G está definida por

((π∗1)1,0|G)([j1
t γ]) = [(π∗1)1,0(j

1
t γ)] = [γ(t)],
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para γ : I ⊆ R → V ∗τ una sección local de π∗1 y t ∈ I. Nótese que los afge-

broides de Lie η̃−1{1} y (π∗1)1,0|G : J1π∗1/G → V ∗τ/G pueden identificarse

puesto que el algebroide de Lie bidual de (π∗1)1,0|G : J1π∗1/G→ V ∗τ/G puede

identificarse con πV ∗τ |G : T (V ∗τ)/G → V ∗τ/G. Bajo estas identificaciones,

el 1-cociclo 1(J1π∗1/G) es justamente η̃.

Teorema 3.32 i) La aplicación (pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ) induce un isomorfismo

(pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ), sobre la identidad de V ∗τ/G, entre los algebroides de Lie

πV ∗τ |G : T (V ∗τ)/G → V ∗τ/G y (πQ|G)π
∗|G : T TQ/G(V ∗τ/G) → V ∗τ/G.

Además, tenemos que

((pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ), Id)
∗η = η̃. (3.74)

ii) La restricción de la aplicación (pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ) a J1π∗1/G induce un

isomorfismo, sobre la identidad de V ∗τ/G, entre el afgebroide de Lie-Atiyah

(π1)
∗
1,0|G : J1π∗1/G→ V ∗τ/G y el afgebroide de Lie πV ∗τ |G :ρ∗J1τ/G(T (V ∗τ/G))

→ V ∗τ/G.

Demostración: El levantamiento cotangente de la acción Φ define una acción

de G sobre T ∗Q y está claro que la proyección canónica µ : T ∗Q → V ∗τ

es equivariante bajo la acción de G. Aśı, µ induce un epimorfismo µ|G :

T ∗Q/G → V ∗τ/G entre los fibrados vectoriales cocientes T ∗Q/G y V ∗τ/G.

Por tanto, si (πQ|G)∗ : T ∗Q/G→M es el fibrado vectorial dual del algebroide

de Lie-Atiyah πQ|G : TQ/G → M y T TQ/G(T ∗Q/G) es la prolongación de

πQ|G : TQ/G→ M mediante la fibración (πQ|G)∗ : T ∗Q/G→ M , podemos

introducir el epimorfismo

(Id, T (µ|G)) : T TQ/G(T ∗Q/G)→ T TQ/G(V ∗τ/G)

entre los algebroides de Lie

T TQ/G(T ∗Q/G) ⊆ TQ/G× T (T ∗Q/G)
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y

T TQ/G(V ∗τ/G) ⊆ TQ/G× T (V ∗τ/G)

definido por

(Id, T (µ|G))([uq], X[αq′ ]
) = ([uq], (T[αq′ ]

(µ|G))(X[αq′ ]
)),

para uq ∈ TqQ y X[αq′ ]
∈ T[αq′ ]

(T ∗Q/G), con αq′ ∈ T ∗q′Q.
La aplicación tangente a µ, Tµ : T (T ∗Q) → T (V ∗τ), también es invariante

con respecto a las acciones tangentes de G sobre T (T ∗Q) y T (V ∗τ). Esto

implica que Tµ induce un epimorfismo entre los fibrados vectoriales πT ∗Q|G :

T (T ∗Q)/G → T ∗Q/G y πV ∗τ |G : T (V ∗τ)/G → V ∗τ/G. Además, como Tµ

es un epimorfismo sobre µ entre los algebroides de Lie πT ∗Q : T (T ∗Q)→ T ∗Q

y πV ∗τ : T (V ∗τ) → V ∗τ, deducimos que la aplicación Tµ|G : T (T ∗Q)/G →
T (V ∗τ)/G también es un epimorfismo sobre µ|G : T ∗Q/G → V ∗τ/G entre

los algebroides de Lie T (T ∗Q)/G y T (V ∗τ)/G.

Ahora, denotamos por π∗Q : T ∗Q → Q la proyección del fibrado cotangente,

por pT ∗Q : T ∗Q→ T ∗Q/G la proyección canónica y por (pTQ ◦Tπ∗Q, TpT ∗Q) :

T (T ∗Q)→ T TQ/G(T ∗Q/G) la aplicación definida por

(pTQ ◦Tπ∗Q, TpT ∗Q)(Xαq) = (pTQ((Tαqπ
∗
Q)(Xαq)), (TαqpT ∗Q)(Xαq)),

para Xαq ∈ Tαq(T
∗Q), con αq ∈ T ∗qQ.

Entonces, esta aplicación induce un isomorfismo (pTQ ◦Tπ∗Q, TpT ∗Q), sobre la

identidad de T ∗Q/G, entre los algebroides de Lie T (T ∗Q)/G → T ∗Q/G y

T TQ/G(T ∗Q/G)→ T ∗Q/G (véase Teorema 9.3 en [65]).

Por otra parte, usando (3.73), se sigue que la aplicación (pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ) :

T (V ∗τ)→ T TQ/G(V ∗τ/G) induce una aplicación

(pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ) : T (V ∗τ)/G→ T TQ/G(V ∗τ/G)

entre los espacios T (V ∗τ)/G y T TQ/G(V ∗τ/G). Además, es fácil probar que

el siguiente diagrama es conmutativo
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T TQ/G(T ∗Q/G)
(Id, T (µ|G)) -T TQ/G(V ∗τ/G)

(pTQ ◦Tπ∗Q, TpT ∗Q)

?

(pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ )

?

T (T ∗Q)/G
Tµ|G

- T (V ∗τ)/G

Aśı, la aplicación (pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ) es un epimorfismo sobre la identidad de

V ∗τ/G entre los algebroides de Lie T (V ∗τ)/G→ V ∗τ/G y T TQ/G(V ∗τ/G)→
V ∗τ/G. Por tanto, usando que los rangos de dichos algebroides de Lie son

iguales, deducimos que la aplicación (pTQ ◦Tπ∗, TpV ∗τ ) es un isomorfismo,

sobre la identidad de V ∗τ/G, entre dichos algebroides de Lie. Además, de

(2.4), (3.72) y (3.73), se sigue (3.74). Esto prueba i).

Por otra parte, usando i) y como η−1{1} es el espacio total del afgebroide de

Lie πV ∗τ |G : ρ∗J1τ/G(T (V ∗τ/G)) → V ∗τ/G (véase Sección 3.4.1), deducimos

ii). CQD

Ahora, supongamos que h : V ∗τ/G → (J1τ/G)+ ∼= T ∗Q/G es una sección

Hamiltoniana. Entonces, tenemos que h induce una sección Hamiltoniana h̄ :

V ∗τ → T ∗Q con respecto al afgebroide de Lie τ1,0 : J1τ → Q (véase Sección

2.3.3). Además, usando el carácter equivariante de h̄ bajo la acción de G, de-

ducimos que la estructura cosimpléctica estándar (Ωh̄, η̄) sobre V ∗τ también

es invariante bajo la acción de G. Aśı, la estructura (Ωh̄, η̄) induce una estruc-

tura cosimpléctica sobre el algebroide de Lie T TQ/G(V ∗τ/G) ∼= T (V ∗τ)/G→
V ∗τ/G. Dicha estructura cosimpléctica es precisamente (Ωh, η). Además,

está claro que el campo de vectores de Reeb Rh̄ de (Ωh̄, η̄) también es G-

invariante y, por tanto, induce una sección del algebroide de Lie

T TQ/G(V ∗τ/G) ∼= T (V ∗τ)/G→ V ∗τ/G

que es justamente la sección de Reeb Rh de (Ωh, η). Como consecuencia,

las soluciones de las ecuaciones de Hamilton para h (es decir, las curvas

integrales sobre V ∗τ/G del campo de vectores ρ
π∗|G
TQ/G(Rh)) son las soluciones

de las ecuaciones de Hamilton-Poincaré (no autónomas) para h̄.
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A continuación, obtendremos la expresión local de dichas ecuaciones. Sea

{e′0, e′i, e′a} la base local de Γ(πQ|G) introducida anteriormente. Entonces,

{e′i, e′a} es una base local de Γ(π|G) y podemos considerar las correspondien-

tes coordenadas locales (t, qi, pi, p̄a) (respectivamente, (t, qi; pt, pi, p̄a)) sobre

V ∗τ/G (respectivamente, T ∗Q/G). Supongamos que h está localmente dada

por

h(t, qi, pi, p̄a) = (t, qi,−H(t, qj, pj, p̄b), pi, p̄a).

Usando (2.11) y (3.71), deducimos que las ecuaciones de Hamilton para h

(las ecuaciones de Hamilton-Poincaré para h̄) son

dqi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi
− p̄b

(
Bb

0i +Bb
ki

∂H

∂pk
+ cbacA

c
i

∂H

∂p̄a

)
,

dp̄a
dt

= p̄c

(
ccabA

b
0 + ccabA

b
k

∂H

∂pk
− ccab

∂H

∂p̄b

)
.

Ahora, obtendremos las ecuaciones locales que definen la subvariedad La-

grangiana Sh = Rh(V
∗τ/G) del afgebroide de Lie ρ∗J1τ/G(T (V ∗τ/G)) ∼=

J1π∗1/G. Para ello, consideramos coordenadas locales (t, qi, pi, p̄a; q̇
i, ȳa, ṗi, ˙̄pa)

sobre ρ∗J1τ/G(T (V ∗τ/G)) ∼= J1π∗1/G.

Usando (2.9) y (3.71), tenemos que la sección de Reeb Rh está dada por

Rh = Y0 +
∂H

∂pi
Yi +

∂H

∂p̄a
Ya −

(∂H
∂qi

+Bb
0ip̄b +Bb

kip̄b
∂H

∂pk
+ cbacA

c
i p̄b

∂H

∂p̄a

)
Ui

+
(
ccabA

b
0p̄c + ccabA

b
kp̄c

∂H

∂pk
− ccabp̄c

∂H

∂p̄b

)
Ua,

donde {Y0,Yi,Ya,Ui,Ua} es la base local de secciones de T TQ/G(V ∗τ/G) →
V ∗τ/G inducida por {e′0, e′i, e′a} (véase (2.1)). Aśı, las ecuaciones locales que

definen la subvariedad Sh de ρ∗J1τ/G(T (V ∗τ/G)) ∼= J1π∗1/G son

ȳa =
∂H

∂p̄a
,

dqi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi
− p̄b

(
Bb

0i +Bb
ki

∂H

∂pk
+ cbacA

c
i

∂H

∂p̄a

)
,

dp̄a
dt

= p̄c

(
ccabA

b
0 + ccabA

b
k

∂H

∂pk
− ccab

∂H

∂p̄b

)
.

(3.75)
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Nótese que (3.75) son precisamente las ecuaciones de Hamilton-Poincaré para

h̄.

A continuación, obtendremos las ecuaciones de Euler-Lagrange para una

función Lagrangiana sobre el afgebroide de Lie-Atiyah τ1,0|G : J1τ |G→M .

La acción J1Φ de G sobre J1τ es libre y J1τ es el espacio total de un fi-

brado principal con grupo estructural G (véase Ejemplo 3 Sección 1.4.3).

Denotamos por pJ1τ : J1τ → J1τ/G su proyección. Por tanto, tenemos

el correspondiente algebroide de Lie-Atiyah πJ1τ |G : T (J1τ)/G → J1τ/G.

Además, si τ1 : J1τ → R es la aplicación τ ◦ τ1,0 entonces la 1-forma exac-

ta τ ∗1 (dt) sobre J1τ es invariante bajo la acción de G e induce un 1-cociclo

φ̃0 : T (J1τ)/G→ R sobre πJ1τ |G : T (J1τ)/G→ J1τ/G.

Ahora, denotemos por T TQ/G(J1τ/G) la prolongación del algebroide de Lie-

Atiyah πQ|G : TQ/G → M mediante la fibración τ1,0|G : J1τ/G → M y

por φ0 : T TQ/G(J1τ/G) → R el 1-cociclo definido por (3.3). Recordemos

que φ−1
0 {1} es el afgebroide de Lie (τ1,0|G)(τ1,0|G) : J J1τ/G(J1τ/G)→ J1τ/G

(véase Sección 3.3.1). Además, podemos introducir la aplicación

(pTQ ◦Tτ1,0, TpJ1τ ) : T (J1τ)→ T TQ/G(J1τ/G) ⊆ TQ/G× T (J1τ/G)

dada por

(pTQ ◦Tτ1,0, TpJ1τ )(Xj1t γ
) = (pTQ((Tj1t γτ1,0)(Xj1t γ

)), (Tj1t γpJ1τ (Xj1t γ
))),

para Xj1t γ
∈ Tj1t γ(J

1τ) y j1
t γ ∈ J1τ .

Por otra parte, consideramos la fibración ν ◦ τ1,0|G : J1τ/G → R y el afge-

broide de Lie-Atiyah asociado con el fibrado principal pJ1τ : J1τ → J1τ/G y

la proyección ν ◦ τ1,0|G. Como ν ◦ τ1,0|G ◦pJ1τ = τ1, se sigue que el afgebroide

de Lie-Atiyah es el fibrado af́ın cociente (τ1)1,0|G : J1τ1/G→ J1τ/G, donde

(τ1)1,0|G está definida por

((τ1)1,0|G)([j1
t γ]) = [(τ1)1,0(j

1
t γ)] = [γ(t)],

para γ : I ⊆ R → J1τ una sección local de τ1 y t ∈ I. Nótese que los afge-

broides de Lie φ̃−1
0 {1} y (τ1)1,0|G : (J1τ1)/G → J1τ/G pueden identificarse
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ya que el algebroide de Lie bidual de (τ1)1,0|G : (J1τ1)/G → J1τ/G es iso-

morfo al algebroide de Lie-Atiyah πJ1τ |G : T (J1τ)/G → J1τ/G. Bajo estas

identificaciones, el 1-cociclo 1(J1τ1)/G es precisamente φ̃0.

Teorema 3.33 i) La aplicación

(pTQ ◦Tτ1,0, TpJ1τ ) : T (J1τ)→ T TQ/G(J1τ/G)

induce un isomorfismo (pTQ ◦Tτ1,0, TpJ1τ ), sobre la identidad de J1τ/G, en-

tre los algebroides de Lie πJ1τ |G : T (J1τ)/G → J1τ/G y (πQ|G)τ1,0|G :

T TQ/G(J1τ/G)→ J1τ/G. Además,

((pTQ ◦Tτ1,0, TpJ1τ ), Id)
∗φ0 = φ̃0.

ii) La restricción de la aplicación (pTQ ◦Tτ1,0, TpJ1τ ) a (J1τ1)/G induce

un isomorfismo, sobre la identidad de J1τ/G, entre el afgebroide de Lie-

Atiyah (τ1)1,0|G : (J1τ1)/G → J1τ/G y el afgebroide de Lie (τ1,0|G)(τ1,0|G) :

J (J1τ/G)(J1τ/G)→ J1τ/G.

Demostración: i) Se tiene que el par (pTQ ◦Tτ1,0, TpJ1τ ) induce un mor-

fismo, sobre la identidad de J1τ/G, entre los algebroides de Lie πJ1τ |G :

T (J1τ)/G → J1τ/G y (πQ|G)τ1,0|G : T TQ/G(J1τ/G) → J1τ/G. Denotare-

mos dicho morfismo por (pTQ ◦Tτ1,0, Tpj1τ ). Además, procediendo como en la

demostración del Teorema 3.32 y usando el Teorema 9.1 en [65], deducimos

la primera parte del resultado.

La segunda parte se obtiene usando la primera. CQD

Ahora, supongamos que l : J1τ/G → R es una función Lagrangiana. En-

tonces, denotaremos por L : J1τ → R la función dada por L = l ◦pJ1τ .

Como L es una función invariante con respecto a la acción de G, deduci-

mos que la 2-forma de Poincaré-Cartan ΩL sobre J1τ también es invarian-

te bajo la acción de G. Aśı, ΩL induce una sección del fibrado vectorial

∧2(T TQ/G(J1τ/G))∗ ∼= ∧2(T ∗(J1τ)/G)→ J1τ/G. Esta sección es justamente
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la 2-sección de Poincaré-Cartan Ωl asociada a l. Por tanto, las soluciones de

las ecuaciones de Euler-Lagrange para l son precisamente las soluciones de

las ecuaciones de Lagrange-Poincaré (no autónomas) para L.

En lo que sigue, obtendremos la expresión local de dichas ecuaciones. Sea

{e′0, e′i, e′a} la base local de Γ(πQ|G) introducida anteriormente y denote-

mos por (t, qi, q̇i, ȳa) (respectivamente, (t, qi, ṫ, q̇i, ȳa)) las correspondientes

coordenadas locales sobre J1τ/G (respectivamente, TQ/G). Usando (3.7) y

(3.71), obtenemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange para l (es decir, las

ecuaciones de Lagrange-Poincaré para L) son

∂l

∂qi
− d

dt

( ∂l
∂q̇i

)
= Bb

0i

∂l

∂ȳb
+Bb

jiq̇
j ∂l

∂ȳb
+ cbdcA

c
i ȳ
d ∂l

∂ȳb
,

˙̄pa = p̄b

(
cbacA

c
0 + cbacA

c
j q̇
j − cbadȳd

)
.

Por otro lado, consideremos coordenadas locales (t, qi, pi, p̄a; q̇
i, ȳa, ṗi, ˙̄pa) so-

bre J1π∗1/G
∼= ρ∗J1τ/G(T (V ∗τ/G)). Entonces, las ecuaciones locales que de-

finen la subvariedad Lagrangiana Sl son (véase (3.61))

pi =
∂l

∂q̇i
, p̄a =

∂l

∂ȳa
, (3.76)

∂l

∂qi
− dpi

dt
= p̄b

(
Bb

0i +Bb
jiq̇

j + cbdcA
c
i ȳ
d
)
,

˙̄pa = p̄b

(
cbacA

c
0 + cbacA

c
j q̇
j − cbadȳd

)
.

(3.77)

Nótese que las ecuaciones (3.76) representan la definición de los momentos y

(3.77) son precisamente las ecuaciones de Lagrange-Poincaré para L.
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CAṔITULO 4

Sistemas mecánicos no holónomos
sobre afgebroides de Lie

4.1 Sistemas Lagrangianos ligados en afge-

broides de Lie

En esta sección, presentaremos una descripción geométrica de sistemas La-

grangianos sujetos a ligaduras no holónomas generales sobre un afgebroide

de Lie.

Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide de Lie de

rango n sobre una variedad Q de dimensión m. Consideramos un sistema

Lagrangiano libre sobre A dado por una función Lagrangiana L : A → R y

usaremos la misma notación que en la Sección 3.1. Ahora, añadimos algunas

ligaduras no holónomas arbitrarias descritas por una subvariedad M de A
de direcciones admisibles tal que τM = τA|M : M → Q sea una fibración.

Denotaremos por iM : M → A la inclusión canónica y por s la dimensión

de las fibras de τM :M→ Q, es decir, s = dimM− dimQ.

Consideremos la prolongación T ÃM del algebroide de Lie Ã mediante la

fibración τM :M→ Q que es un algebroide de Lie sobreM con proyección

143
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τ τM
Ã

: T ÃM→M.

Por otra parte, introducimos el fibrado vectorial de las fuerzas de ligadura

como el subfibrado vectorial S∗(T ÃM)◦ ⊆ (T ÃA)∗|M →M cuya fibra en un

punto b ∈M es S∗(T Ãb M)◦.

Definición 4.1 Un sistema Lagrangiano ligado no holónomo sobre un afge-

broide de Lie A es un par (L,M), donde L : A → R es una función La-

grangiana de clase C∞ y M es una subvariedad de A, denominada subva-

riedad de ligaduras. Una solución del sistema Lagrangiano ligado no holóno-

mo (L,M) es una sección X ∈ Γ(τ τA
Ã

) que satisface las ecuaciones de Lagran-

ge-d’Alembert 
(iXΩL)|M ∈ Γ(τS∗(T ÃM)◦),

(iXφ0)|M = 1,
X|M ∈ Γ(τ τM

Ã
),

(4.1)

donde τS∗(T ÃM)◦ es la proyección del fibrado vectorial S∗(T ÃM)◦ →M.

Observación 4.2 Como veremos detalladamente en la Sección 4.6.2, las

ecuaciones anteriores reproducen las correspondientes para sistemas Lagran-

gianos dependientes del tiempo estándar sujetos a ligaduras no holónomas.

♦

Observación 4.3 Nótese que una solución de las ecuaciones de Lagrange-

d’Alembert sólo necesita estar definida enM, pero por propósitos prácticos

consideraremos su extensión a A (o a un entorno de M en A). No uti-

lizaremos una notación diferente para una solución enM o cualquiera de sus

extensiones. Además, las soluciones que coincidan enM las consideraremos

como iguales. De acuerdo con este convenio, una SODE en M será una

sección de T ÃM que es la restricción a M de alguna SODE definida en un

entorno deM. ♦

A continuación, analizaremos la expresión de las ecuaciones de Lagrange-

d’Alembert en coordenadas locales. Sean (xi) coordenadas locales en un

subconjunto abierto U de Q y {e0, eα} una base local de secciones del fibrado
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vectorial τ−1

Ã
(U)→ U adaptada a 1A. Denotamos por (xi, y0, yα) las corres-

pondientes coordenadas locales sobre Ã y supongamos que las ecuaciones

locales definiendo aM como subvariedad de A son

Ψa = 0, a = 1, . . . , r,

donde Ψa son funciones de ligadura locales independientes. Nótese que la

sección dT
ÃAΨa ∈ Γ((τ τA

Ã
)∗) verifica que

(dT
ÃAΨa)(b)(ã, Xb) = 0, para todo (ã, Xb) ∈ T Ãb M,

y, por tanto, (dT
ÃAΨa)(b) ∈ (T Ãb M)◦, para todo b ∈M y a ∈ {1, . . . , r}.

Por otra parte, usando (1.1) y (3.2), deducimos que

dT
ÃAΨa = ρi0

∂Ψa

∂xi
φ0 + ρiα

∂Ψa

∂xi
X α +

∂Ψa

∂yα
Vα,

siendo {φ0,X α,Vα} la base dual de {X0,Xα,Vα} definida en (3.1).

Además, como τM :M→ Q es una fibración, se sigue que la matriz
(∂Ψa

∂yα

)
tiene rango máximo r y, por tanto, las secciones {dT ÃAΨa}a=1,...,r son li-

nealmente independientes. Usando que rang (T ÃM)◦ = r, deducimos que

{(dT ÃAΨa)|M}a=1,...,r es una base local de secciones de (T ÃM)◦ →M.

Aśı, usando (3.4) y el hecho de que S∗ : (T Ãb M)◦ → S∗(T Ãb M)◦ es un

isomorfismo, para todo b ∈M, obtenemos que{∂Ψa

∂yα
θα
}
a=1,...,r

es una base local de secciones de S∗(T ÃM)◦ →M, donde θα = X α − yαφ0.

Consecuentemente, las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert (4.1) pueden es-

cribirse como 
iXΩL = λa

∂Ψa

∂yα
θα,

iXφ0 = 1,

(dT
ÃAΨa)(X) = 0,

(4.2)
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en los puntos de M, donde λa son ciertos multiplicadores de Lagrange que

deben determinarse.

Ahora, una sección X ∈ Γ(τ τA
Ã

) es de la forma X = ξ0X0 + ξαXα + XαVα.
Si suponemos que el Lagrangiano L es regular, entonces las dos primeras

ecuaciones en (4.2) implican que cualquier solución X debe ser una SODE,

es decir, X = X0 + yαXα + XαVα y, entonces, la primera ecuación en (4.2)

se escribe como sigue (véase (3.6))

Xα ∂2L

∂yα∂yβ
+ (ρi0 + yγρiγ)

∂2L

∂xi∂yβ
− ρiβ

∂L

∂xi
+ (Cγ

β0 + yνCγ
βν)

∂L

∂yγ
+ λa

∂Ψa

∂yβ
= 0.

Aśı, si RL es la sección de Euler-Lagrange asociada a L, usando (3.9), se

tiene que

X = RL −Wαβλa
∂Ψa

∂yβ
Vα

y entonces, la tercera ecuación en (4.2) implica que

(dT
ÃAΨa)(RL) + λb(d

T ÃAΨa)(−Wαβ ∂Ψb

∂yβ
Vα) = 0,

para todo a ∈ {1, . . . , r}. Aqúı, (Wαβ) es la matriz inversa de
(
Wαβ =

∂2L

∂yα∂yβ

)
.

Como consecuencia, tenemos que existe una única solución de las ecuaciones

de Lagrange-d’Alembert si y sólo si la matriz

Cab(b) =
(
−Wαβ ∂Ψb

∂yβ
∂Ψa

∂yα

)
(b) (4.3)

es regular, para todo b ∈M.

De (4.2), deducimos que las ecuaciones diferenciales para las curvas integrales

del campo de vectores ρτM
Ã

(X) son las ecuaciones diferenciales de Lagrange-

d’Alembert, que pueden escribirse como se indica a continuación
dxi

dt
= ρi0 + ρiαy

α,

d

dt

(
∂L

∂yα

)
− ρiα

∂L

∂xi
+ (Cγ

α0 + Cγ
αβy

β)
∂L

∂yγ
= −λa

∂Ψa

∂yα
,

Ψa = 0,

(4.4)
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con i ∈ {1, . . . ,m}, α ∈ {1, . . . , n} y a ∈ {1, . . . , r}.

4.2 Soluciones de las ecuaciones de Lagran-

ge-d’Alembert

En esta sección, realizaremos un análisis global de la existencia y unicidad

de la solución de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert. Para ello, supon-

dremos que la función Lagrangiana L es regular al menos en un entorno de

M.

Definición 4.4 Un sistema Lagrangiano no holónomo (L,M) sobre el afge-

broide de Lie A se dice que es regular si las ecuaciones de Lagrange-d’Alem-

bert tienen una única solución.

Con el objetivo de caracterizar geométricamente los sistemas no holónomos

regulares, definimos el subfibrado vectorial F ⊂ T ÃA|M → M cuya fibra

en un punto b ∈ M es Fb = [−1
(ΩL,φ0)(S

∗(T Ãb M)◦), donde [(ΩL,φ0) : T ÃA →
(T ÃA)∗ es el isomorfismo de fibrados vectoriales definido en (3.8). Más

expĺıcitamente,

Fb = {X ∈ T Ãb A | existen χa y [(ΩL,φ0)(X) = χa
∂Ψa

∂yα
θα|b}.

De la definición, está claro que el rango de F es

rang (F ) = rang (T ÃM)◦ = rang (T ÃA)− rang (T ÃM) = r.

Si consideramos las secciones Za ∈ Γ(τ τA
Ã

) tales que [(ΩL,φ0)(Za) =
∂Ψa

∂yα
θα,

con a ∈ {1, . . . , r}, entonces {Za} es una base local de secciones de F .

Además, si RL es la sección de Euler-Lagrange asociada a L, tenemos que

(iZaΩL)(RL) + φ0(Za)φ0(RL) =
∂Ψa

∂yα
θα(RL) = 0
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lo que implica que φ0(Za) = 0. Por lo tanto, Za está completamente carac-

terizada por las condiciones

iZaΩL =
∂Ψa

∂yα
θα y iZaφ0 = 0.

Además, usando estas dos condiciones, concluimos que la expresión local de

Za es la siguiente

Za = −W αβ ∂Ψa

∂yβ
Vα. (4.5)

Aśı, la matriz definida en (4.3) es justamente

Cab = (dT
ÃAΨa)(Zb) = −Wαβ ∂Ψa

∂yα
∂Ψb

∂yβ

y que denotaremos por C = (Cab).
Un segundo objeto geométrico importante es el subfibrado vectorial G ⊂
T ÃA|M →M cuyo anulador en un punto b ∈ M es S∗(T Ãb M)◦. Podemos

considerar el subfibrado vectorial G⊥,(ΩL,φ0) ⊂ T ÃA|M →M, el ortogonal a

G con respecto a la estructura cosimpléctica (ΩL, φ0), que está definido por

G
⊥,(ΩL,φ0)
b = {X ∈ T Ãb A | (iXΩL + φ0(X)φ0)|Gb

≡ 0}, para b ∈M.

Nótese que G
⊥,(ΩL,φ0)
b = [−1

(ΩL,φ0)(G
◦
b) = Fb, para todo b ∈ M. Además,

obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.5 Gb es coisótropo en (T Ãb A,ΩL(b), φ0(b)), para todo b ∈
M. En otras palabras, G

⊥,(ΩL,φ0)
b ⊆ Gb, para b ∈M.

Demostración: En efecto, usando (4.5) y como F (respectivamente, G◦) está

localmente generado por {Za}a=1,...,r (respectivamente, {S∗(dT ÃAΨa)}a=1,...,r),

deducimos que

G
⊥,(ΩL,φ0)
b = Fb ⊂ Gb, para todo b ∈M.

CQD
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Ahora, introducimos la sección ΛL del fibrado vectorial ∧2(T ÃA) → A
definida por

ΛL(α, β) = ΩL([−1
(ΩL,φ0)(α), [−1

(ΩL,φ0)(β)), (4.6)

para α, β ∈ (T ÃA)∗. ΛL es la estructura de Poisson algebraica sobre el

fibrado vectorial T ÃA → A asociada con la estructura cosimpléctica (ΩL, φ0).

Denotaremos por ]ΛL
: (T ÃA)∗ → T ÃA el morfismo de fibrados vectoriales

dado por

]ΛL
(α) = iαΛL, para α ∈ (T ÃA)∗.

Nótese que

φ0(]ΛL
(α)) = ΩL([−1

(ΩL,φ0)(α), RL) = 0.

Por otra parte, está claro que

α = [(ΩL,φ0)([
−1
(ΩL,φ0)(α)) = i[−1

(ΩL,φ0)
(α)ΩL + φ0([

−1
(ΩL,φ0)(α))φ0

y, aśı

α(RL) = φ0([
−1
(ΩL,φ0)(α)). (4.7)

Además, de (4.6), tenemos que

β(]ΛL
(α)) = −(i[−1

(ΩL,φ0)
(β)ΩL)([−1

(ΩL,φ0)(α))

= −β([−1
(ΩL,φ0)(α)) + φ0([

−1
(ΩL,φ0)(β))φ0([

−1
(ΩL,φ0)(α))

lo que implica que (véase (4.7))

β(]ΛL
(α)) = β(−[−1

(ΩL,φ0)(α) + α(RL)RL).

Por tanto, hemos probado que

]ΛL
(α) = −[−1

(ΩL,φ0)(α) + α(RL)RL, para α ∈ (T ÃA)∗. (4.8)

Ahora, consideramos también el subfibrado vectorial G⊥,ΛL ⊂ T ÃA|M →M,

el ortogonal a G con respecto a la estructura de Poisson (ΛL)|M, el cual está

dado por

G⊥,ΛL

b = ]ΛL
(G◦

b), para b ∈M.
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De (4.8) y como S∗(dT
ÃAΨa)(RL) = 0, deducimos que

]ΛL
(S∗(dT

ÃAΨa)|M) = −Za.

Consecuentemente, obtenemos que

G⊥,ΛL

b = G
⊥,(ΩL,φ0)
b = Fb, para b ∈M.

A continuación, introducimos el subfibrado vectorial H ⊂ T ÃA|M → M
cuya fibra en un punto b ∈ M es Hb = T Ãb M∩ Gb. Denotaremos, como

antes, por H⊥,(ΩL,φ0) el ortogonal a H con respecto a la estructura cosimpléc-

tica (ΩL, φ0) y por H⊥,ΛL el ortogonal a H con respecto a la estructura de

Poisson ΛL.

Usando (3.4) y (3.6), tenemos que iSΩL = 0, esto es,

ΩL(SX, Y ) + ΩL(X,SY ) = 0, para todo X,Y ∈ Γ(τ τA
Ã

),

o, lo que es equivalente,

iSXΩL = −S∗(iXΩL), para todo X ∈ Γ(τ τA
Ã

). (4.9)

Ahora, sea grad Ψa la sección gradiente correspondiente a la función Ψa con

respecto a la estructura cosimpléctica (ΩL, φ0), esto es,

grad Ψa = [−1
(ΩL,φ0)(d

T ÃAΨa).

Entonces, usando (4.9) y el hecho de que S∗φ0 = 0, tenemos que

i(S gradΨa)|MΩL = −iZaΩL y φ0(S grad Ψa) = φ0(Za) = 0,

lo que implica que

(S grad Ψa)|M = −Za, para todo a ∈ {1, . . . , r}. (4.10)

Como las secciones {dT ÃAΨa} son linealmente independientes, se sigue que

las secciones { grad Ψa} también son linealmente independientes. Aśı, usan-

do (4.10), concluimos que las secciones {( grad Ψa)|M, Za} son linealmente

independientes. Por otra parte,

H◦ = (T ÃM)◦ +G◦ (4.11)
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y, por tanto, el espacio de las secciones deH⊥,(ΩL,φ0) está localmente generado

por {( grad Ψa)|M, Za}. Esto implica que {( grad Ψa)|M, Za} es una base local

de secciones de H⊥,(ΩL,φ0) y rang (H⊥,(ΩL,φ0)) = corang (H) = 2r.

Ahora, usando (4.11), deducimos que

H⊥,ΛL = (T ÃM)⊥,ΛL + F.

Por otra parte, introducimos la sección Hamiltoniana HΛL
Ψa asociada a la

función Ψa con respecto a ΛL y que está definida por

HΛL
Ψa = −]ΛL

(dT
ÃAΨa), para a ∈ {1, . . . , r}. (4.12)

De (4.8), tenemos que

[(ΩL,φ0)(HΛL
Ψa ) = dT

ÃAΨa − (dT
ÃAΨa)(RL)φ0. (4.13)

Aśı, usando que las secciones {dT ÃAΨa, φ0} son independientes, se sigue que

las secciones {HΛL
Ψa} también son independientes. Además, de (4.13), obte-

nemos que

HΛL
Ψa = grad Ψa − (dT

ÃAΨa)(RL)RL

lo que implica que

SHΛL
Ψa = −Za, para a ∈ {1, . . . , r}.

Por tanto, concluimos que {HΛL
Ψa , Za} es una base local de secciones de H⊥,ΛL

y rang (H⊥,ΛL) = corang (H) = 2r.

La relación entre todos estos objetos está descrita en el siguiente resultado.

Teorema 4.6 Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) El sistema Lagrangiano no holónomo (L,M) es regular,

(2) las matrices C = (Cab) son no singulares,

(3) T Ãb M∩ Fb = {0}, para todo b ∈M,

(4) Hb ∩H⊥,(ΩL,φ0)
b = {0}, para todo b ∈M,
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(5) Hb ∩H⊥,ΛL

b = {0}, para todo b ∈M.

Demostración: [(1)⇔ (2)] Este resultado fue probado en la Sección 4.1.

[(2) ⇔ (3)] (⇒) Supongamos que C es no singular y sea X ∈ T Ãb M∩ Fb.

Aśı, X =
∑r

a=1 λaZa(b) y (dT
ÃAΨa)(b)(X) = 0, para todo a ∈ {1, . . . , r}, lo

que implica que

r∑
c=1

λc(d
T ÃAΨa)(b)(Zc(b)) =

r∑
c=1

λcCac = 0.

Por tanto, deducimos que λc = 0, para todo c, y consecuentemente X = 0.

(⇐) Rećıprocamente, tomamos una combinación lineal arbitraria de colum-

nas de C en un punto b ∈M tal que

r∑
c=1

λcCac(b) = 0, para todo a ∈ {1, . . . , r}.

Aśı,
∑r

c=1 λcZc(b) ∈ T Ãb M lo que implica que
∑r

c=1 λcZc(b) = 0, y entonces

λc = 0, para todo c ∈ {1, . . . , r}.
[(3)⇔ (4)] (⇒) Sea b ∈M, entonces tenemos que

T Ãb M∩ Fb = T Ãb M∩G
⊥,(ΩL,φ0)
b = {0} y T Ãb A = T Ãb M⊕G

⊥,(ΩL,φ0)
b

(nótese que dim T Ãb M+ dimG
⊥,(ΩL,φ0)
b = dim T Ãb A). Aśı, de la Proposición

4.5, obtenemos que

Gb = (T Ãb M∩Gb)⊕G⊥,(ΩL,φ0)
b = Hb ⊕G⊥,(ΩL,φ0)

b .

Ahora, si X ∈ Hb ∩ H⊥,(ΩL,φ0)
b entonces, de la descomposición anterior,

también tenemos que X ∈ G⊥,(ΩL,φ0)
b y, por tanto, X = 0.

(⇐) Rećıprocamente, sea b ∈M y tomamos un elemento X ∈ T Ãb M∩Fb =

T Ãb M∩ G
⊥,(ΩL,φ0)
b ⊂ T Ãb M∩ Gb = Hb. Como ΩL(b)(X,Y ) = 0, para todo

Y ∈ Hb, y φ0(b)(X) = 0 concluimos que X ∈ H⊥,(ΩL,φ0)
b y, por tanto, X = 0.

[(4) ⇔ (5)] (⇒) Sea b ∈ M, entonces tenemos que Hb ∩ H⊥,(ΩL,φ0)
b =

{0} y, como consecuencia, la restricción (ΩHb
L , φHb

0 ) a Hb de la estructura
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cosimpléctica (ΩL, φ0) es una estructura cosimpléctica sobre Hb. En otras

palabras, la aplicación

[Hb

(ΩL,φ0) : Hb → H∗
b, X ∈ Hb 7→ (iXΩL(b) + φ0(b)(X)φ0(b))|Hb

∈ H∗
b,

es un isomorfismo lineal. Aśı, podemos considerar el vector de Reeb RH(b)

del espacio vectorial cosimpléctico (Hb,Ω
Hb
L , φHb

0 ) que está caracterizado por

las siguientes condiciones

iRH(b)Ω
Hb
L = 0 y iRH(b)φ

Hb
0 = 1. (4.14)

Ahora, probaremos que Hb ∩ ]ΛL
(H◦

b) = {0}.
Supongamos que α ∈ H◦

b y ]ΛL
(α) ∈ Hb. Entonces, usando (4.8) y el hecho

de que φ0(b)(]ΛL
(α)) = 0, deducimos que

i]ΛL
(α)ΩL(b) = −α+ α(RL(b))φ0(b). (4.15)

Aśı, de (4.14) y como α ∈ H◦
b y ]ΛL

(α) ∈ Hb, tenemos que

0 = (i]ΛL
(α)ΩL(b))(RH(b)) = α(RL(b))

lo que implica que (véase (4.15))

[Hb

(ΩL,φ0)(]ΛL
(α)) = 0.

Por tanto, ]ΛL
(α) = 0.

(⇐) Sea b ∈M y tomamos un elemento X ∈ Hb ∩H⊥,(ΩL,φ0)
b . Entonces

(iXΩL(b) + φ0(b)(X)φ0(b))|Hb
= 0.

Aśı, usando que X ∈ Hb, se sigue que

φ0(b)(X) = 0 y α = iXΩL(b) ∈ H◦
b.

Por tanto, α = [(ΩL,φ0)(X) y α(RL(b)) = 0. Esto implica que (véase (4.8))

X = −]ΛL
(α) ∈ ]ΛL

(H◦
b) = H⊥,ΛL

b .

Consecuentemente, X = 0.

CQD
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Proposición 4.7 Las condiciones (3), (4) y (5) del Teorema 4.6 son equi-

valentes, respectivamente, a

(3′) T ÃA|M = T ÃM⊕ F,

(4′) T ÃA|M = H ⊕H⊥,(ΩL,φ0),

(5′) T ÃA|M = H ⊕H⊥,ΛL .

Demostración: La equivalencia entre (3) y (3′) se sigue calculando las di-

mensiones de los correspondientes espacios. Los rangos de T ÃA, T ÃM y F

son

rang (T ÃA) = 2 rang (A) + 1,

rang (T ÃM) = rang (A) + s+ 1,

rang (F ) = rang (A)− s.

Aśı, rang (T ÃA) = rang (T ÃM) + rang (F ) de lo que obtenemos el resul-

tado. La equivalencia entre (4) y (4′) es obvia, ya que estamos asumiendo

que el sistema Lagrangiano libre es regular, es decir, que (ΩL, φ0) es una es-

tructura cosimpléctica sobre T ÃA. Finalmente, la equivalencia de (5) y (5′)

está también clara puesto que rang (H⊥,ΛL) = corang (H).

CQD

4.2.1 Proyectores

A continuación, expresaremos la sección solución de la dinámica ligada en

términos de la sección solución de la dinámica libre proyectando esta última

sobre el espacio adecuado, T ÃM o H, de acuerdo con cada una de las des-

composiciones anteriores de T ÃA|M.

Proyección a T ÃM. Suponiendo que el sistema Lagrangiano no holónomo

es regular, tenemos la descomposición en suma directa

T Ãb A = T Ãb M⊕ Fb, para todo b ∈M,
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donde recordemos que el subfibrado vectorial F ⊂ T ÃA|M está definido por

F = [−1
(ΩL,φ0)(S

∗(T ÃM)◦). Denotaremos por P y Q los proyectores comple-

mentarios definidos por dicha descomposición, es decir,

Pb : T Ãb A → T Ãb M y Qb : T Ãb A → Fb, para todo b ∈M.

Teorema 4.8 Sea (L,M) un sistema Lagrangiano no holónomo regular y

RL la solución de la dinámica libre, esto es, iRL
ΩL = 0 y iRL

φ0 = 1.

Entonces, la solución de la dinámica ligada es la SODE Rnh obtenida por

proyección

Rnh = P (RL|M).

Demostración: En efecto, si escribimos Rnh(b) = RL(b)−Qb(RL(b)), para

b ∈M, entonces tenemos que

iRnh(b)ΩL(b) = iRL(b)ΩL(b)− iQb(RL(b))ΩL(b) = −iQb(RL(b))ΩL(b)

que es un elemento de S∗(T Ãb M)◦, ya que Qb(RL(b)) ∈ Fb y φ0(Qb(RL(b)))

= 0. Además, usando este último hecho y ya que RL es una SODE y

S(Q(RL)) = 0, tenemos que Rnh también es una SODE. CQD

Sean (xi) coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q y {e0, eα}
una base local de secciones del fibrado vectorial τ−1

Ã
(U)→ U adaptada a 1A.

Denotamos por (xi, y0, yα) las correspondientes coordenadas locales sobre Ã
y supongamos que las ecuaciones que definen a M como subvariedad de A
son

Ψa = 0, para a ∈ {1, . . . , r}.

Entonces, la expresión local del proyector P sobre T ÃM es

Pb = Id−
∑

1≤a,c≤r

Cac(b)Zc(b)⊗ (dT
ÃAΨa)(b),

para todo b ∈M, siendo (Cab) la matriz inversa de (Cab).
Aśı, si el sistema Lagrangiano no holónomo es regular, la solución de la

dinámica ligada es

Rnh = RL|M −
∑

1≤a,c≤r

CacρτAÃ (RL)(Ψa)Zc|M.
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De la regularidad de las matrices locales C, deducimos que los proyectores

(P,Q) pueden extenderse a un entorno abierto deM. Por tanto, Rnh también

puede extenderse a un entorno abierto deM.

Proyección cosimpléctica a H. Hemos visto que la condición de regu-

laridad del sistema ligado (L,M) es equivalente a que H sea un subfibrado

cosimpléctico de (T ÃA,ΩL, φ0). Aśı, la restricción (ΩH
L , φ

H
0 ) a H de la es-

tructura cosimpléctica (ΩL, φ0) es una estructura cosimpléctica sobre H. Por

tanto, existe una única solución sobre H de las ecuaciones

iXΩH
L = 0 y iXφ

H
0 = 1. (4.16)

Proposición 4.9 La solución de las ecuaciones (4.16) es precisamente la

solución de la dinámica ligada Rnh.

Demostración: Como Rnh es la solución de la dinámica ligada, entonces

Rnh(b) ∈ T Ãb M, para todo b ∈M. Además, usando que Rnh es una SODE,

obtenemos que Rnh(b) ∈ Gb. Entonces, Rnh(b) ∈ Hb y está claro que verifica

(4.16). Nótese que iRnh
ΩL(b) ∈ S∗(T Ãb M)◦ = G◦

b ⊆ H◦
b, para todo b ∈M.

CQD

Por otra parte, de la Proposición 4.7, tenemos una descomposición en suma

directa

T Ãb A = Hb ⊕H⊥,(ΩL,φ0)
b , para todo b ∈M.

Denotaremos por P y Q los proyectores complementarios definidos por esta

descomposición, esto es,

Pb : T Ãb A → Hb y Qb : T Ãb A → H
⊥,(ΩL,φ0)
b , para todo b ∈M.

Entonces, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.10 Sea (L,M) un sistema Lagrangiano no holónomo regular y

RL la solución de la dinámica libre. Entonces, la solución de la dinámica

ligada es la SODE Rnh obtenida por proyección

Rnh = P(RL|M).
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Demostración: Si b ∈ M y X ∈ T Ãb A entonces, usando que Qb(RL(b)) ∈
H
⊥,(ΩL,φ0)
b , se sigue que(

iPb(RL(b))Ω
H
L (b) + φH0 (b)(Pb(RL(b)))φH0 (b)

)
(Pb(X))

= −
(
iQb(RL(b))ΩL(b) + φ0(b)(Qb(RL(b)))φH0 (b)

)
(Pb(X))

+φH0 (b)(Pb(X)) = φH0 (b)(Pb(X)).

(4.17)

Aśı, deducimos que

iP(RL|M)Ω
H
L + φH0 (P(RL|M))φH0 = φH0 .

En particular, de la Proposición 4.9, obtenemos que

1 = φH0 (Rnh) = φH0 (P(RL|M)). (4.18)

Por tanto, usando (4.17), concluimos que

iP(RL|M)Ω
H
L = 0. (4.19)

Consecuentemente, de (4.18) y (4.19), se sigue que

Rnh = P(RL|M).

CQD

Ahora, denotaremos por {·, ·}ΛL
el corchete de Poisson sobre A inducido por

la estructura de Poisson algebraica ΛL dado por

{Ψ,Ψ′}ΛL
= −(dT

ÃAΨ′)(HΛL
Ψ ) = ΩL(HΛL

Ψ ,HΛL

Ψ′ ),

para Ψ,Ψ′ ∈ C∞(A,R), siendo HΛL
Ψ y HΛL

Ψ′ las secciones Hamiltonianas aso-

ciadas a las funciones Ψ y Ψ′ con respecto a ΛL (véase (4.12)).

Por otra parte, introducimos la sección Hamiltoniana H(ΩL,φ0)
Ψa ∈ Γ(τ τA

Ã
) aso-

ciada a la función Ψa con respecto a la estructura cosimpléctica (ΩL, φ0) que

está dada por

H(ΩL,φ0)
Ψa = [−1

(ΩL,φ0)(d
T ÃAΨa)− (dT

ÃAΨa)(RL)RL, para a ∈ {1, . . . , r},
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donde [(ΩL,φ0) : T ÃA → (T ÃA)∗ es el isomorfismo de fibrados vectoriales

definido en (3.8). Nótese que, de (4.8) y (4.12), obtenemos que

H(ΩL,φ0)
Ψa = HΛL

Ψa .

Entonces, usando que {( grad Ψa)|M, Za = −S( grad Ψa)|M}a=1,...,r es una

base local de secciones de H⊥,(ΩL,φ0), deducimos que la expresión local del

proyector P en los puntos deM es

P = Id+
∑

1≤a,b≤r

Cab
(
H(ΩL,φ0)

Ψa + (dT
ÃAΨa)(RL)RL

)
⊗ S∗(dT ÃAΨb)

−
∑

1≤a,b,c,d≤r

CabCcd
(
{Ψb,Ψd}ΛL

+ (dT
ÃAΨb)(RL)(dT

ÃAΨd)(RL)
)
Za⊗S∗(dT

ÃAΨc)

−
∑

1≤a,b≤r

CabZa ⊗ (dT
ÃAΨb).

Proyección Poisson a H. Asumiendo que el sistema Lagrangiano no

holónomo es regular, tenemos una descomposición en suma directa

T Ãb A = Hb ⊕H⊥,ΛL

b , para todo b ∈M,

donde recordemos que H⊥,ΛL = ]ΛL
(H◦). Denotaremos por P̃ y Q̃ los proyec-

tores complementarios definidos por esta descomposición, esto es,

P̃b : T Ãb A → Hb y Q̃b : T Ãb A → H⊥,ΛL

b , para todo b ∈M.

Teorema 4.11 Sea (L,M) un sistema Lagrangiano no holónomo regular y

RL la solución de la dinámica libre. Entonces, la solución de la dinámica

ligada es la SODE Rnh obtenida por proyección Rnh = P̃(RL|M).

Demostración: Supongamos que b ∈M. Ya que

Qb(RL(b)) = Qb(RL(b)) ∈ Fb = G
⊥,(ΩL,φ0)
b = G⊥,ΛL

b ⊆ H⊥,ΛL

b ,

Pb(RL(b)) ∈ Hb y

RL(b) = Pb(RL(b)) +Qb(RL(b)),
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concluimos que

Pb(RL(b)) = Pb(RL(b)) = P̃b(RL(b)) = Rnh(b),

Qb(RL(b)) = Qb(RL(b)) = Q̃b(RL(b)).

CQD

Usando que {Za,HΛL
Ψa}a=1,...,r es una base local de H⊥,ΛL , obtenemos que la

expresión local del proyector P̃ es

P̃ = Id−
∑

1≤a,b,c,d≤r

CabCcd{Ψb,Ψd}ΛL
Za ⊗ S∗(dT

ÃAΨc)

+
∑

1≤a,b≤r

CabHΛL
Ψa ⊗ S∗(dT

ÃAΨb)−
∑

1≤a,b≤r

CabZa ⊗ (dT
ÃAΨb),

en los puntos deM.

4.2.2 La 2-sección de Poincaré-Cartan ligada

Sea (L,M) un sistema Lagrangiano no holónomo regular sobre un afge-

broide de Lie A de rango n sobre una variedad Q de dimensión m con

función Lagrangiana regular L : A → R y subvariedad de ligaduras M de

dimensión n−r+m. Las ecuaciones para la sección de Lagrange-d’Alembert

Rnh = P (RL|M) pueden escribirse enteramente en términos de objetos en

la prolongación (τ τM
Ã

: T ÃM → M, [[·, ·]]τM
Ã
, ρτM
Ã

) del algebroide de Lie

(τÃ : Ã → Q, [[·, ·]]Ã, ρÃ) mediante la fibración τM : M → Q. En efecto,

para todo punto b ∈M, definimos

ω(b) = ΩL(b)− (iQb(RL(b))ΩL(b)) ∧ φ0(b).

ω es una sección del fibrado vectorial ∧2(T ÃA)∗|M →M. También tenemos

que φ0(b) ∧ ωn(b) 6= 0, para todo b ∈ M. Aśı, existe una única sección X

de T ÃA|M →M tal que

iXω = 0 y iXφ0 = 1. (4.20)
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Nótese que X es la solución de la dinámica ligada. De hecho, usando que

φ0(P (RL|M)) = 1, se sigue que

iP (RL|M)ω = iP (RL|M)ΩL + iQ(RL|M)ΩL − (iQ(RL|M)ΩL)(P (RL|M))φ0|M

= −(iQ(RL|M)ΩL)(P (RL|M))φ0|M.

Aśı, teniendo en cuenta que Q(RL|M) es una sección de F → M y que

P (RL|M) es una SODE, concluimos que iP (RL|M)ω = 0, y, por tanto, X =

P (RL|M) = Rnh.

A continuación, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.12 Si ω̃ y φ̃0 son las restricciones de ω y φ0 al subfibrado vec-

torial T ÃM de T ÃA, entonces la solución Rnh = P (RL|M) de la dinámica

ligada verifica las ecuaciones

iX ω̃ = 0 y iX φ̃0 = 1. (4.21)

Además, la única SODE X sobre T ÃM satisfaciendo (4.21) es justamente

Rnh = P (RL|M).

Demostración: Como la sección Rnh = P (RL|M) satisface (4.20), entonces

también verifica (4.21).

Ahora, sea X una SODE en T ÃM tal que iX ω̃ = 0 y iX φ̃0 = 1. Entonces,

tenemos que

(iXω)(P (Y )) = 0, para toda Y sección de T ÃA|M →M. (4.22)

Por otra parte, usando que S(Q(Y )) = 0, φ0(Q(Y )) = 0 y el hecho de que X

es una SODE, obtenemos que

(iXω)(Q(Y )) = −(iQ(Y )ΩL)(X)− (iQ(RL)ΩL)(X)φ0(Q(Y ))

+(iQ(RL)ΩL)(Q(Y )) = 0,
(4.23)

para toda Y sección de T ÃA|M → M. Finalmente, de (4.22) y (4.23),

concluimos que iXω = 0, lo que implica que X = Rnh. CQD
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Definición 4.13 La 2-sección ω̃ se denomina la 2-sección de Poincaré-Car-

tan ligada.

Observación 4.14 Nótese que (ω̃, φ̃0) no es una estructura cosimpléctica

sobre T ÃM y, por tanto, pueden existir otras soluciones de las ecuaciones

iX ω̃ = 0 y iX φ̃0 = 1.

♦

4.3 Sistemas Hamiltonianos ligados en afge-

broides de Lie

En esta sección presentaremos una descripción Hamiltoniana de los sistemas

no holónomos sobre un afgebroide de Lie. La equivalencia entre las descrip-

ciones Lagrangiana y Hamiltoniana de un sistema sin ligaduras se obtuvo en

la Sección 3.2. Ahora, consideraremos un sistema no holónomo descrito por

un Lagrangiano hiperregular L : A → R y una subvariedad de ligaduras M
de A tal que τM = τA|M : M → Q es una fibración. Denotaremos por M̄
la imagen de M mediante la transformación de Legendre legL : A → V ∗

la cual es una subvariedad de V ∗. Si M está de nuevo localmente definida

por la anulación de r funciones independientes Ψa, entonces las funciones de

ligadura sobre V ∗ que describen a M̄ serán ψa = Ψa ◦ leg−1
L , esto es,

ψa(xj, yα) = Ψa(xj,
∂HL

∂yα
),

donde la expresión local de la sección Hamiltoniana hL = LegL ◦ leg−1
L aso-

ciada al Lagrangiano L es hL(xi, yα) = (xi, −HL(xj, yβ), yα).

Una curva γ : I → V ∗ en V ∗ es una solución de las ecuaciones de movimiento

para el sistema Hamiltoniano no holónomo (hL,M̄) si leg−1
L

◦γ : I → A
es una solución de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el sistema

(L,M). Aśı, usando (3.19), (3.20) y (4.4), deducimos que

γ : I → V ∗, t 7→ γ(t) = (xi(t), yα(t)),
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es una solución de las ecuaciones de Hamilton ligadas si

dxi

dt
= ρi0 + ρiα

∂HL

∂yα
,

dyα
dt

+ ρiα
∂HL

∂xi
+
(
Cγ
α0 + Cγ

αβ

∂HL

∂yβ

)
yγ = −λ̄aHαβ ∂ψ

a

∂yβ
,

ψa(xj, yα) = 0,

(4.24)

con i ∈ {1, . . . ,m}, α ∈ {1, . . . , n} y a ∈ {1, . . . , r}, donde λ̄a son los mul-

tiplicadores de Lagrange y Hαβ son las componentes de la matriz inversa de

la matriz regular (Hαβ) =
( ∂2HL

∂yα∂yβ

)
. Nótese que

(
∂ψa

∂yα
Hαβ)(xj, yγ) = (

∂Ψa

∂yβ
◦ leg−1

L )(xj, yγ). (4.25)

A continuación, obtendremos una descripción intŕınseca de las ecuaciones

dinámicas. Para ello consideramos el subfibrado Ḡ ⊂ T ÃV ∗
|M̄ → M̄ tal que

Ḡb̄ = (T legL)(Gb), con b̄ = legL(b) y b ∈ M. Es fácil probar que Ḡ◦
b̄

está

localmente generado por las secciones independientes

µ̄a =
∂ψa

∂yα
Hαβ(Yβ − ∂HL

∂yβ
Y0), para todo a ∈ {1, . . . , r}, (4.26)

siendo {Y0,Yα,Uα} la base dual de la base local {Y0,Yα,Uα} de secciones de

T ÃV ∗ → V ∗ definida en (2.1). Nótese que, de (3.15) y (4.25), se sigue que

(T legL, legL)∗(µ̄a) =
∂Ψa

∂yα
θα, para todo a.

Además, está claro que la restricción τM̄ : M̄ → Q a M̄ de la proyección

del fibrado vectorial τ ∗V : V ∗ → Q es una fibración. Aśı, podemos considerar

el algebroide de Lie τ
τM̄
Ã

: T ÃM̄ → M̄ y las ecuaciones de Hamilton del

sistema no holónomo pueden escribirse de forma intŕınseca como
(iX̄ΩhL

)|M̄ ∈ Γ(τḠ◦),

(iX̄η)|M̄ = 1,

X̄|M̄ ∈ Γ(τ
τM̄
Ã

),

(4.27)
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siendo (ΩhL
, η) la estructura cosimpléctica sobre T ÃV ∗ definida en (2.3) y

(2.4) y τḠ◦ la proyección del fibrado vectorial Ḡ◦ → M̄. Diremos que el

sistema Hamiltoniano ligado (hL,M̄) es regular si las ecuaciones de Hamilton

no holónomas tienen una única solución, que denotaremos por R̄nh.

Ahora, sea [(ΩhL
,η) : T ÃV ∗ → (T ÃV ∗)∗ el isomorfismo de fibrados vectoriales

dado por

[(ΩhL
,η)(X) = iXΩhL

+ η(X)η, para X ∈ T ÃV ∗,

y sea ΛhL
la estructura de Poisson algebraica sobre T ÃV ∗ definida por

ΛhL
(α, β) = ΩhL

([−1
(ΩhL

,η)(α), [−1
(ΩhL

,η)(β)), para α, β ∈ (T ÃV ∗)∗.

También podemos considerar el subfibrado vectorial F ⊂ T ÃA|M → M y

su imagen por la aplicación T legL, F̄ ⊂ T ÃV ∗
|M̄ → M̄. En otras palabras,

F̄b̄ = (T legL)(Fb), para b̄ = legL(b) y b ∈M. Además, se tiene que

F̄b̄ = [−1
(ΩhL

,η)(Ḡ
◦
b̄) = Ḡ

⊥,(ΩhL
,η)

b̄
= Ḡ

⊥,ΛhL

b̄
,

donde Ḡ⊥,(ΩhL
,η) (respectivamente, Ḡ⊥,ΛhL ) denota el ortogonal de Ḡ con

respecto a la estructura cosimpléctica (respectivamente, de Poisson) (ΩhL
, η)

(respectivamente, ΛhL
). Nótese que F̄ está localmente generado por las sec-

ciones Z̄a = HΛhL
µ̄a ∈ Γ(τ

τ∗V
Ã|M̄

) caracterizadas por las condiciones

iZ̄a
ΩhL

= µ̄a y iZ̄a
η = 0,

para todo a ∈ {1, . . . , r}. De hecho, Za y Z̄a están (T legL, legL)-relacionadas.

Además, su expresión local es la siguiente

Z̄a = −Hαβ ∂ψ
a

∂yβ
Uα. (4.28)

Denotaremos por (C̄ab) la matriz cuyos elementos son

C̄ab = (dT
ÃV ∗ψa)(Z̄b) = −µ̄b(HΛhL

ψa ) = −Hαβ ∂ψ
a

∂yα

∂ψb

∂yβ
, (4.29)
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para todo a, b ∈ {1, . . . , r}, donde HΛhL
ψa es la sección Hamiltoniana de ψa

con respecto a la estructura de Poisson algebraica ΛhL
, esto es,

HΛhL
ψa = −]ΛhL

(dT
ÃV ∗ψa).

Aqúı, ]ΛhL
: (T ÃV ∗)∗ → T ÃV ∗ es el morfismo de fibrados vectoriales dado

por

]ΛhL
(α) = iαΛhL

, para α ∈ (T ÃV ∗)∗.

Es fácil comprobar que C̄ab ◦ legL = Cab.
De manera similar al caso Lagrangiano, consideramos el subfibrado H̄ ⊂
T ÃV ∗

|M̄ → M̄ tal que H̄b̄ = T Ã
b̄
M̄ ∩ Ḡb̄ = (T legL)(Hb), con b̄ = legL(b) y

b ∈ M, y su ortogonal H̄⊥,(ΩhL
,η) (respectivamente, H̄⊥,ΛhL ) con respecto a

la estructura cosimpléctica (respectivamente, de Poisson) (ΩhL
, η) (respecti-

vamente, ΛhL
).

Usando el Teorema 4.6 y el hecho de que el Lagrangiano L es hiperregular,

deducimos el siguiente resultado.

Teorema 4.15 Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) El sistema Lagrangiano no holónomo (L,M) es regular,

(2) el sistema Hamiltoniano no holónomo (hL,M̄) es regular,

(3) las matrices C̄ = (C̄ab) son no singulares,

(4) T Ã
b̄
M̄ ∩ F̄b̄ = {0}, para todo b̄ ∈ M̄,

(5) H̄b̄ ∩ H̄
⊥,(ΩhL

,η)

b̄
= {0}, para todo b̄ ∈ M̄,

(6) H̄b̄ ∩ H̄
⊥,ΛhL

b̄
= {0}, para todo b̄ ∈ M̄.

Suponiendo que el sistema Hamiltoniano no holónomo es regular, tenemos las

correspondientes descomposiciones en suma directa de T ÃV ∗
|M̄ (similar a la
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descripción Lagrangiana). En este caso solamente vamos a desarrollar la des-

composición Poisson ya que será necesaria posteriormente. De la condición

(6) del Teorema anterior, tenemos la descomposición

T Ãb̄ V ∗ = H̄b̄ ⊕ H̄
⊥,ΛhL

b̄
, para todo b̄ ∈ M̄,

y, aśı, obtenemos los proyectores complementarios

¯̃P b̄ : T Ãb̄ V ∗ → H̄b̄ y ¯̃Qb̄ : T Ãb̄ V ∗ → H̄
⊥,ΛhL

b̄
, para todo b̄ ∈ M̄.

Además, los proyectores (P̃ , Q̃) están (T legL, legL)-relacionados con los pro-

yectores ( ¯̃P , ¯̃Q). Entonces, la sección ¯̃P(RhL |M̄) es la única solución de las

ecuaciones de Hamilton ligadas (4.27), donde RhL
es la solución de las ecua-

ciones de Hamilton para la dinámica libre, es decir, R̄nh = ¯̃P(RhL |M̄).

A continuación, presentaremos otra forma de obtener la solución de la diná-

mica Hamiltoniana ligada.

Dada la sección Hamiltoniana hL : V ∗ → A+, se puede definir una función

FhL
: A+ → R af́ın con respecto al AV-fibrado µ : A+ → V ∗ como sigue.

Para cada ϕx ∈ A+
x , con x ∈ Q, existe un único FhL

(ϕx) ∈ R tal que

hL(µ(ϕx))− ϕx = FhL
(ϕx)1A(x). (4.30)

Si la expresión local de la sección Hamiltoniana hL es

hL(xi, yα) = (xi,−HL(xj, yβ), yα),

entonces la función FhL
: A+ → R está localmente dada por

FhL
(xi, y0, yα) = −HL(xi, yα)− y0. (4.31)

Nótese que esta función fue introducida de otra forma en la Sección 2.1.4.

Usando (1.14), (2.3), (2.4) y (4.30), es fácil probar que

λÃ = (T µ, µ)∗λhL
− FhL

(T µ, µ)∗η,

donde λÃ es la sección de Liouville asociada al algebroide de Lie Ã y (T µ, µ)

es el epimorfismo de algebroides de Lie inducido por la proyección canónica
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µ : A+ → V ∗ entre los algebroides de Lie τ
τA+

Ã
: T ÃA+ → A+ y τ

τ∗V
Ã

:

T ÃV ∗ → V ∗

T µ(ã, Xϕx) = (ã, (Tϕxµ)(Xϕx)), para (ã, Xϕx) ∈ T Ãϕx
A+.

Como consecuencia, tenemos que

ΩÃ = (T µ, µ)∗ΩhL
+ θhL

∧ (T µ, µ)∗η, (4.32)

donde θhL
= dT

ÃA+
FhL

y ΩÃ es la sección simpléctica canónica asociada a

Ã.

Denotaremos por E ∈ Γ(τ
τA+

Ã
) la sección dada por

E(ϕx) = (0(x),−1vA(ϕx)) ∈ T Ãϕx
A+, para todo ϕx ∈ A+

x , (4.33)

donde 1vA ∈ X(A+) es el levantamiento vertical de la sección 1A ∈ Γ(τA+).

Usando (4.31), obtenemos que

ker Tϕxµ =< E(ϕx) >, θhL
(ϕx)(E(ϕx)) = 1, (4.34)

para todo ϕx ∈ A+
x , con x ∈ Q.

Ahora, introducimos el subfibrado vectorial (T ÃV ∗)H ⊂ T ÃA+ → A+ cuya

fibra en un punto ϕx ∈ A+
x es

(T Ãµ(ϕx)V
∗)Hϕx

= {Xϕx ∈ T Ãϕx
A+ | θhL

(ϕx)(Xϕx) = 0}.

No es dif́ıcil probar que (Tϕxµ)|(T Ã
µ(ϕx)

V ∗)H
ϕx

: (T Ãµ(ϕx)V
∗)Hϕx

→ T Ãµ(ϕx)V
∗ es un

isomorfismo lineal, para todo ϕx ∈ A+
x . Entonces, deducimos que

T Ãϕx
A+ = (T Ãµ(ϕx)V

∗)Hϕx
⊕ < E(ϕx) >,

para todo ϕx ∈ A+
x , x ∈ Q. Denotamos por H

ϕx
: T Ãµ(ϕx)V

∗ → (T Ãµ(ϕx)V
∗)Hϕx

la aplicación inversa de (Tϕxµ)|(T Ã
µ(ϕx)

V ∗)H
ϕx

: (T Ãµ(ϕx)V
∗)Hϕx
→ T Ãµ(ϕx)V

∗. Aśı, si

Xϕx ∈ T Ãϕx
A+ se sigue que

Xϕx = (Tϕxµ)(Xϕx)
H
ϕx

+ θhL
(ϕx)(Xϕx)E(ϕx). (4.35)
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Por otra parte, consideramos la sección η̃ ∈ Γ((τ
τA+

Ã
)∗) definida por

η̃(ϕx)(ã, Xϕx) = 1A(ã), (4.36)

para ϕx ∈ A+
x y (ã, Xϕx) ∈ T Ãϕx

A+. Un cálculo directo, usando (1.17) y (4.31),

prueba que

η̃(HΩÃ
FhL

) = −1,

donde HΩÃ
FhL
∈ Γ(τ

τA+

Ã
) es la sección Hamiltoniana de FhL

con respecto a la

estructura simpléctica ΩÃ. Aśı, como (T µ, µ)∗η = η̃, deducimos que

η(µ(ϕx))((Tϕxµ)(HΩÃ
FhL

(ϕx))) = −1.

Por tanto, de (4.32), obtenemos que(
i
(Tϕxµ)(H

ΩÃ
FhL

(ϕx))
ΩhL

(µ(ϕx))
)
((Tϕxµ)(Zϕx)) = 0, para Zϕx ∈ T Ãϕx

A+.

Esto implica que

(Tϕxµ)(HΩÃ
FhL

(ϕx)) = −RhL
(µ(ϕx)), para ϕx ∈ A+

x . (4.37)

Ahora, si α ∈ Γ((τ
τ∗V
Ã

)∗), entonces la sección Hamiltoniana HΛhL
α ∈ Γ(τ

τ∗V
Ã

) de

α con respecto a la estructura de Poisson algebraica ΛhL
está caracterizada

por las siguientes condiciones

i
H

ΛhL
α

ΩhL
= α− α(RhL

)η y i
H

ΛhL
α

η = 0.

Por otra parte, denotamos por ΛÃ ∈ Γ(∧2(τ
τA+

Ã
)) la estructura de Poisson

algebraica asociada con la estructura simpléctica ΩÃ. En otras palabras,

ΛÃ(α̃, β̃) = ΩÃ([−1
ΩÃ

(α̃), [−1
ΩÃ

(β̃)), para α̃, β̃ ∈ Γ((τ
τA+

Ã
)∗),

siendo [ΩÃ : T ÃA+ → (T ÃA+)∗ el isomorfismo de fibrados vectoriales in-

ducido por ΩÃ. Nótese que si α̃ ∈ Γ((τ
τA+

Ã
)∗) entonces

HΩÃ
α̃ = [−1

ΩÃ
(α̃) = −]ΛÃ(α̃).
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Proposición 4.16 La prolongación de µ

T µ : T ÃA+ → T ÃV ∗

es un morfismo de Poisson sobre µ, es decir, si α ∈ Γ((τ
τ∗V
Ã

)∗) entonces

T µ ◦HΩÃ
(T µ,µ)∗α = HΛhL

α ◦µ. (4.38)

Demostración: Si ϕx ∈ A+
x entonces un cálculo directo, usando (1.17) y

(2.4), prueba que

η(µ(ϕx))[(Tϕxµ)(HΩÃ
(T µ,µ)∗α(ϕx))] = 0.

Aśı, de (4.32) y (4.37), se sigue que(
i
(Tϕxµ)(H

ΩÃ
(T µ,µ)∗α

(ϕx))
ΩhL

(µ(ϕx))
)
((Tϕxµ)(Zϕx)) = α(µ(ϕx))((Tϕxµ)(Zϕx))

+ΩÃ(ϕx)(H
ΩÃ
(T µ,µ)∗α(ϕx),H

ΩÃ
FhL

(ϕx))η(µ(ϕx))((Tϕxµ)(Zϕx))

= α(µ(ϕx))((Tϕxµ)(Zϕx))− α(µ(ϕx))(RhL
(µ(ϕx)))η(µ(ϕx))((Tϕxµ)(Zϕx)),

para Zϕx ∈ T Ãϕx
A+. Esto implica que

i
(Tϕxµ)(H

ΩÃ
(T µ,µ)∗α

(ϕx))
ΩhL

(µ(ϕx)) = α(µ(ϕx))− α(µ(ϕx))(RhL
(µ(ϕx)))η(µ(ϕx)).

Por tanto, deducimos que (4.38) es cierto. CQD

Observación 4.17 De la Proposición 4.16, se sigue que

Tϕxµ ◦ (]ΛÃ)|(T ÃϕxA+)∗
◦ (Tϕxµ)∗ = (]ΛhL

)|(T Ã
µ(ϕx)

V ∗)∗
, para ϕx ∈ A+

x . (4.39)

♦

A continuación, consideramos la subvariedadM+ de A+ definida porM+ =

µ−1(M̄) y el subfibrado vectorial H+ ⊂ T ÃA+
|M+ →M+ dado por

H+
ϕx

= (Tϕxµ)−1(H̄µ(ϕx)) = (H̄µ(ϕx))
H
ϕx
⊕ < E(ϕx) >, (4.40)
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para todo ϕx ∈M+
x , donde (H̄µ(ϕx))

H
ϕx

= (Tϕxµ)−1(H̄µ(ϕx)) ∩ (T Ãµ(ϕx)V
∗)Hϕx

.

Denotaremos por (H+
ϕx

)⊥,ΩÃ el ortogonal de H+
ϕx

con respecto a la estructura

simpléctica ΩÃ(ϕx) de T Ãϕx
A+, para todo ϕx ∈M+

x . En otras palabras,

(H+
ϕx

)⊥,ΩÃ = [−1
ΩÃ

((H+
ϕx

)◦) = ]ΛÃ((H+
ϕx

)◦). (4.41)

Usando (4.40), tenemos que

(H+
ϕx

)◦ = (Tϕxµ)∗((H̄µ(ϕx))
◦)

y, de (4.39) y (4.41), se sigue que

(Tϕxµ)((H+
ϕx

)⊥,ΩÃ) = (H̄µ(ϕx))
⊥,ΛhL , para todo ϕx ∈M+

x . (4.42)

Además, usando que {µ̄a, dT ÃV ∗ψa} es una base local de H̄◦, obtenemos que

{(T µ, µ)∗µ̄a, (T µ, µ)∗(dT
ÃV ∗ψa)} es una base local de (H+)◦. Esto implica

que {HΩÃ
(T µ,µ)∗µ̄a ,H

ΩÃ

(T µ,µ)∗(dT ÃV ∗ψa)
} es una base local de (H+)⊥,ΩÃ .

Nótese que, de la Proposición 4.16, tenemos que

(Tϕxµ)(HΩÃ
(T µ,µ)∗µ̄a(ϕx)) = HΛhL

µ̄a (µ(ϕx)) = Z̄a(µ(ϕx)),

(Tϕxµ)(HΩÃ

(T µ,µ)∗(dT ÃV ∗ψa)
(ϕx)) = HΛhL

ψa (µ(ϕx)).
(4.43)

Ahora, caracterizaremos la regularidad del sistema Hamiltoniano ligado en

términos de los objetos introducidos anteriormente.

Teorema 4.18 Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El sistema Hamiltoniano no holónomo (hL,M̄) es regular,

(2) H+
ϕx
∩ (H+

ϕx
)⊥,ΩÃ = {0}, para todo ϕx ∈M+

x , con x ∈ Q.

Demostración: [(1) ⇒ (2)] Supongamos que el sistema Hamiltoniano no

holónomo es regular. Entonces, como M+ = µ−1(M̄) y usando el Teorema

4.15, tenemos que H̄µ(ϕx) ∩ H̄
⊥,ΛhL

µ(ϕx) = {0}, para todo ϕx ∈ M+
x . Si X ∈

H+
ϕx
∩ (H+

ϕx
)⊥,ΩÃ entonces, de (4.40),

X̄ = (Tϕxµ)(X) ∈ H̄µ(ϕx).
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Además, usando (4.42), deducimos que X̄ ∈ (H̄µ(ϕx))
⊥,ΛhL y, por tanto, X̄ =

0. Aśı, X ∈ < E(ϕx) >. Entonces, de (4.32) y (4.34),

iXΩÃ(ϕx) = λ((T µ, µ)∗η)(ϕx) ∈ (H+
ϕx

)◦, con λ ∈ R.

Sin embargo, ((T µ, µ)∗η)(ϕx) 6∈ (H+
ϕx

)◦. De hecho, existe ˜̄Rnh(ϕx) ∈ H+
ϕx

tal que (Tϕxµ)( ˜̄Rnh(ϕx)) = R̄nh(µ(ϕx)) y, aśı, ((T µ, µ)∗η)(ϕx)(
˜̄Rnh(ϕx)) =

η(µ(ϕx))(R̄nh(µ(ϕx))) = 1. Consecuentemente, λ = 0 y X = 0.

[(2)⇒ (1)] Supongamos que H+
ϕx
∩ (H+

ϕx
)⊥,ΩÃ = {0}, para todo ϕx ∈ M+

x y

tomamos X̄ ∈ H̄µ(ϕx)∩ H̄
⊥,ΛhL

µ(ϕx) . Usando (4.42), existe X ∈ (H+
ϕx

)⊥,ΩÃ tal que

(Tϕxµ)(X) = X̄ y, como X̄ ∈ H̄µ(ϕx), tenemos que X ∈ H+
ϕx

. Aśı, X = 0, lo

que implica que X̄ = 0. Finalmente, usando el Teorema 4.15, deducimos el

resultado.

CQD

Suponiendo que el sistema ligado es regular, el fibrado H+ → M+ es un

subfibrado simpléctico del fibrado simpléctico (T ÃA+
|M+ →M+, (ΩÃ)|M+)

y tenemos una descomposición en suma directa

T Ãϕx
A+ = H+

ϕx
⊕ (H+

ϕx
)⊥,ΩÃ , para todo ϕx ∈M+

x , con x ∈ Q.

Denotaremos por P+ y Q+ los proyectores complementarios definidos por

esta descomposición, esto es,

P+
ϕx

: T Ãϕx
A+ → H+

ϕx
y Q+

ϕx
: T Ãϕx
A+ → (H+

ϕx
)⊥,ΩÃ ,

para todo ϕx ∈M+
x .

Teorema 4.19 Sea (hL,M̄) un sistema Hamiltoniano no holónomo regular.

Entonces, la solución de la dinámica ligada es la sección R̄nh obtenida como

sigue

R̄nh ◦µ = −T µ(P+(HΩÃ
FhL

)).

Demostración: Si ϕx ∈M+
x entonces, de (4.40) y como la aplicación Tϕxµ :

T Ãϕx
A+ → T Ãµ(ϕx)V

∗ es un epimorfismo lineal, se sigue que

(Tϕxµ)(H+
ϕx

) = H̄µ(ϕx). (4.44)
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Aśı, si Zϕx ∈ T Ãϕx
A+ entonces, usando (4.42) y (4.44), deducimos que

(Tϕxµ)(P+
ϕx

(Zϕx)) ∈ H̄µ(ϕx), (Tϕxµ)(Q+
ϕx

(Zϕx)) ∈ (H̄µ(ϕx))
⊥,ΛhL

y está claro que

(Tϕxµ)(Zϕx) = (Tϕxµ)(P+
ϕx

(Zϕx)) + (Tϕxµ)(Q+
ϕx

(Zϕx)).

Por tanto, hemos probado que

(Tϕxµ)(P+
ϕx

(Zϕx)) = ¯̃Pµ(ϕx)((Tϕxµ)(Zϕx)),

(Tϕxµ)(Q+
ϕx

(Zϕx)) = ¯̃Qµ(ϕx)((Tϕxµ)(Zϕx)),

es decir,

Tϕxµ ◦P+
ϕx

= ¯̃Pµ(ϕx) ◦Tϕxµ y Tϕxµ ◦Q+
ϕx

= ¯̃Qµ(ϕx) ◦Tϕxµ. (4.45)

Finalmente, de (4.37) y (4.45), concluimos que

R̄nh(µ(ϕx)) = ¯̃Pµ(ϕx)(RhL
(µ(ϕx))) = − ¯̃Pµ(ϕx)(Tϕxµ(HΩÃ

FhL
(ϕx)))

= −Tϕxµ(P+
ϕx

(HΩÃ
FhL

(ϕx))).

CQD

A continuación, denotaremos por {·, ·}ΛhL
el corchete de Poisson sobre V ∗

inducido por la estructura de Poisson algebraica ΛhL
dado por

{ψ, ψ′}ΛhL
= −(dT

ÃV ∗ψ′)(HΛhL
ψ ) = ΩhL

(HΛhL
ψ ,HΛhL

ψ′ ), (4.46)

para ψ, ψ′ ∈ C∞(V ∗,R).

Entonces, usando (4.29), (4.40), (4.43) y el hecho de que µ̄a(Z̄b) = 0 (véase

(4.26) y (4.28)), deducimos que la expresión local del proyector P+ es

P+ = Id− (C̄ab ◦µ)(C̄cd ◦µ)({ψb, ψd}ΛhL
◦µ)HΩÃ

(T µ,µ)∗µ̄a⊗ (T µ, µ)∗µ̄c

− (C̄ab ◦µ)HΩÃ
(T µ,µ)∗µ̄a ⊗ (T µ, µ)∗(dT

ÃV ∗ψb)

+ (C̄ab ◦µ)HΩÃ

(T µ,µ)∗(dT ÃV ∗ψa)
⊗ (T µ, µ)∗µ̄b,

(4.47)
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en los puntos deM+.

Ahora, denotaremos por θ̄hL
la sección de (T ÃV ∗)∗|M̄ → M̄ dada por

θ̄hL
(b̄) = −(iR̄nh

ΩhL
)(b̄), para todo b̄ ∈ M̄.

Entonces, usando (4.32), (4.45), el Teorema 4.19 y ya que Im (P+) ⊆ H+,

Im (Q+) ⊆ (H+)⊥,ΩÃ , R̄nh ∈ H̄ y iR̄nh
η = 1 , no es dif́ıcil probar que

θ̄hL
(µ(ϕx))(

¯̃Qµ(ϕx)(Tϕxµ(Xϕx))) = −θhL
(ϕx)(Q+

ϕx
(Xϕx)), (4.48)

para todo Xϕx ∈ T Ãϕx
A+ y ϕx ∈M+

x , con x ∈ Q. Nótese que

η(µ(ϕx)) ◦Tϕxµ ◦Q+
ϕx

= η(µ(ϕx)) ◦
¯̃Qµ(ϕx) ◦Tϕxµ = 0,

y recordemos también que θhL
= dT

ÃA+
FhL

.

Aśı, usando (4.35), (4.45) y (4.48), obtenemos que

P+
ϕx

(Xϕx) = ( ¯̃Pµ(ϕx)(Tϕxµ(Xϕx)))
H
ϕx

+
(
θhL

(ϕx)(Xϕx)

+θ̄hL
(µ(ϕx))(

¯̃Qµ(ϕx)(Tϕxµ(Xϕx)))
)
E(ϕx),

Q+
ϕx

(Xϕx) = ( ¯̃Qµ(ϕx)(Tϕxµ(Xϕx)))
H
ϕx

−θ̄hL
(µ(ϕx))(

¯̃Qµ(ϕx)(Tϕxµ(Xϕx)))E(ϕx),

(4.49)

para todo Xϕx ∈ T Ãϕx
A+, con ϕx ∈M+

x y x ∈ Q.

4.4 El corchete no holónomo

En esta sección, introduciremos el corchete no holónomo sobre el AV-fibrado

de ligaduras. Este corchete nos dará la evolución de un observable para la

dinámica no holónoma.

Consideramos un sistema no holónomo regular sobre un afgebroide de Lie A
descrito por una función Lagrangiana hiperregular L : A → R y una subva-

riedad de ligaduras M de A. Denotaremos por (hL,M̄) el correspondiente
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sistema Hamiltoniano ligado regular, por h̄L la restricción a M̄ de hL, por

M+ la subvariedad de A+ dada porM+ = µ−1(M̄) y por

P+
ϕx

: T Ãϕx
A+ → H+

ϕx
y Q+

ϕx
: T Ãϕx
A+ → (H+

ϕx
)⊥,ΩÃ ,

los correspondientes proyectores complementarios, para ϕx ∈M+
x .

Tenemos que M+ es el espacio total de un AV-fibrado sobre M̄. De hecho,

la proyección del fibrado af́ın es la restricción µM+ :M+ → M̄ a M+ de la

proyección canónica µ : A+ → V ∗.

Nótese que la restricción τM+ : M+ → Q a M+ de la proyección τA+ :

A+ → Q es una fibración. Aśı, podemos considerar la prolongación T ÃM+

del algebroide de Lie Ã mediante τM+ :M+ → Q. T ÃM+ es un algebroide

de Lie sobreM+.

Ahora, supongamos que

h̄′, h̄′′ : M̄ →M+ ∈ Γ(µM+)

son dos secciones del AV-fibrado µM+ :M+ → M̄ y que

h′, h′′ : V ∗ → A+ ∈ Γ(µ)

son extensiones arbitrarias a V ∗ de h̄′ y h̄′′, respectivamente.

Denotaremos por

Fh′ , Fh′′ : A+ → R

las funciones afines asociadas a las secciones h′ y h′′, respectivamente, y

por HΩÃ
Fh′

y HΩÃ
Fh′′

sus correspondientes secciones Hamiltonianas. Entonces,

tenemos que

h′(µ(ϕx))− ϕx = Fh′(ϕx)1A(x), h′′(µ(ϕx))− ϕx = Fh′′(ϕx)1A(x),

i
H

ΩÃ
Fh′

ΩÃ = dT
ÃA+

Fh′ , i
H

ΩÃ
Fh′′

ΩÃ = dT
ÃA+

Fh′′ ,

para ϕx ∈ A+
x .

Además, probaremos los siguientes resultados.
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Lema 4.20 La función real sobre M+

ΩÃ(P+(HΩÃ
Fh′ |M+

),P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

))

no depende de las extensiones elegidas h′ y h′′ de h̄′ y h̄′′, respectivamente.

Demostración: Si ϕx ∈M+
x entonces Q+

ϕx
(HΩÃ

Fh′
(ϕx)) ∈ (H+

ϕx
)⊥,ΩÃ y, aśı,

ΩÃ(ϕx)(Q+
ϕx

(HΩÃ
Fh′

(ϕx)),P+
ϕx

(HΩÃ
Fh′′

(ϕx))) = 0

lo que implica que

ΩÃ(P+(HΩÃ
Fh′ |M+

),P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

)) = ΩÃ(HΩÃ
Fh′ |M+

,P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

)). (4.50)

Ahora, sea h′1 : V ∗ → A+ otra extensión de h̄′ : M̄ → M+. Entonces, está

claro que

(Fh′ − Fh′1)|M+ = 0.

Por tanto, como P+
ϕx

(HΩÃ
Fh′′

(ϕx)) ∈ H+
ϕx
⊆ T Ãϕx

M+, obtenemos que

ΩÃ(ϕx)(H
ΩÃ
Fh′

(ϕx)−H
ΩÃ
Fh′1

(ϕx),P+
ϕx

(HΩÃ
Fh′′

(ϕx)))

= ρ
τA+

Ã
(P+

ϕx
(HΩÃ

Fh′′
(ϕx)))(Fh′ − Fh′1) = 0.

Esto prueba que

ΩÃ(P+(HΩÃ
Fh′ |M+

),P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

)) = ΩÃ(P+(HΩÃ
Fh′1 |M+

),P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

)).

Consecuentemente, usando que ΩÃ es antisimétrica, deducimos el resultado.

CQD

Lema 4.21 La función real sobre M+

ΩÃ(P+(HΩÃ
Fh′ |M+

),P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

))

es básica con respecto a la proyección del fibrado af́ın µM+ :M+ → M̄.
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Demostración: Denotamos por θh′ la sección de (T ÃA+)∗ → A+ definida

por

θh′ = dT
ÃA+

Fh′ .

Entonces, de (4.50), se sigue que

ΩÃ(P+(HΩÃ
Fh′ |M+

),P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

))= θh′ |M+(HΩÃ
Fh′′ |M+

)− θh′ |M+(Q+(HΩÃ
Fh′′ |M+

)).

Además, si ΠA+ es la estructura de Poisson lineal sobre A+ inducida por el

algebroide de Lie Ã, tenemos que (véase (1.18))

θh′(H
ΩÃ
Fh′′

) = {Fh′ , Fh′′}ΠA+ .

Por otra parte, el fibrado vertical de la fibración µ : A+ → V ∗ está generado

por el levantamiento vertical 1vA de la sección 1A ∈ Γ(τA+). Como 1A es un 1-

cociclo de Ã, deducimos que 1vA es un automorfismo de Poisson infinitesimal

de ΠA+ y, por tanto,

1vA({Fh′ , Fh′′}ΠA+ ) = {1vA(Fh′), Fh′′}ΠA+ + {Fh′ , 1vA(Fh′′)}ΠA+

= −{1, Fh′′}ΠA+ − {Fh′ , 1}ΠA+ = 0.

Esto implica que la función θh′(H
ΩÃ
Fh′′

) es básica con respecto a la fibración

µ : A+ → V ∗. Aśı, la función θh′(H
ΩÃ
Fh′′

)|M+ es básica con respecto a la

fibración µM+ :M+ → M̄.

Además, de (4.49), deducimos que

θh′(ϕx)(Q+
ϕx

(HΩÃ
Fh′′

(ϕx))) = θh′(ϕx)((
¯̃Qµ(ϕx)(Tϕxµ(HΩÃ

Fh′′
(ϕx))))

H
ϕx

)

−θ̄hL
(µ(ϕx))(

¯̃Qµ(ϕx)(Tϕxµ(HΩÃ
Fh′′

(ϕx))))θh′(ϕx)(E(ϕx)),

para ϕx ∈M+
x .

Ahora, usando (4.30) y (4.33), se prueba que

θh′(ϕx)(E(ϕx)) = −1vA(ϕx)(Fh′) = − d

dt |t=0
(Fh′(ϕx)− t) = 1, (4.51)

para ϕx ∈ A+
x .
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Por otra parte, procediendo como en la Sección 4.3 (véase (4.37)), tenemos

que existe una sección Rh′′ ∈ Γ(τ
τ∗V
Ã

) tal que

(Tϕxµ)(HΩÃ
Fh′′

(ϕx)) = −Rh′′(µ(ϕx)), para todo ϕx ∈ A+
x .

Por tanto,

θh′(ϕx)(Q+
ϕx

(HΩÃ
Fh′′

(ϕx))) = −θh′(ϕx)(( ¯̃Qµ(ϕx)(Rh′′(µ(ϕx))))
H
ϕx

)

+θ̄hL
(µ(ϕx))(

¯̃Qµ(ϕx)(Rh′′(µ(ϕx)))),

para ϕx ∈M+
x .

Consecuentemente, tan sólo queda probar que la función θh′(
¯̃Q(Rh′′))

H :

M+ → R definida por

θh′(
¯̃Q(Rh′′))

H(ϕx) = θh′(ϕx)((
¯̃Qµ(ϕx)(Rh′′(µ(ϕx))))

H
ϕx

)

es proyectable mediante µM+ o, lo que es equivalente, que

LT ÃA+

E|M+
(θh′(

¯̃Q(Rh′′))
H) = 0.

En efecto, veremos que si Z ∈ Γ(τ
τ∗V
Ã

) y ZH es la sección de T ÃA+ dada por

ZH(ϕx) = (Z(µ(ϕx)))
H
ϕx

, entonces

LT ÃA+

E (θh′(Z
H)) = 0. (4.52)

Nótese que, de (4.51), se sigue que

LT ÃA+

E θh′ = dT
ÃA+

(LT ÃA+

E Fh′) = dT
ÃA+

(θh′(E)) = 0.

Aśı,

LT ÃA+

E (θh′(Z
H)) = θh′([[E,Z

H ]]
τA+

Ã
).

Ahora, ya que dT
ÃA+

θhL
= 0, θhL

(E) = 1 y θhL
(ZH) = 0, obtenemos que

θhL
([[E,ZH ]]

τA+

Ã
) = 0. (4.53)

Además,

T µ ◦E = 0, T µ ◦ZH = Z ◦µ
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y el par (T µ, µ) es un morfismo entre los algebroides de Lie T ÃA+ → A+ y

T ÃV ∗ → V ∗. Esto implica que

T µ ◦ [[E,ZH ]]
τA+

Ã
= 0. (4.54)

Por tanto, de (4.35), (4.53) y (4.54), deducimos que [[E,ZH ]]
τA+

Ã
= 0 y, en

consecuencia, la ecuación (4.52) es cierta.

CQD

De los Lemas 4.20 y 4.21, tenemos que existe una función real {h̄′, h̄′′}nh ∈
C∞(M̄,R) caracterizada por la siguiente condición

{h̄′, h̄′′}nh ◦µM+ = ΩÃ(P+(HΩÃ
Fh′ |M+

),P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

)). (4.55)

Esta función se denomina el corchete no holónomo de las secciones h̄′ y h̄′′ y

la aplicación resultante

{·, ·}nh : Γ(µM+)× Γ(µM+)→ C∞(M̄,R)

se denomina el corchete no holónomo asociado al sistema Hamiltoniano liga-

do regular (hL,M̄).

Teorema 4.22 a) El corchete no holónomo {·, ·}nh : Γ(µM+) × Γ(µM+) →
C∞(M̄,R) asociado al sistema (hL,M̄) es un corchete casi af-Poisson sobre

el AV-fibrado µM+ :M+ → M̄, esto es,

i) {·, ·}nh es una aplicación bi-af́ın,

ii) {·, ·}nh es antisimétrica y

iii) Si h̄′ ∈ Γ(µM+) entonces

{h̄′, ·}nh : Γ(µM+)→ C∞(M̄,R), h̄′′ 7→ {h̄′, h̄′′}nh,

es una derivación af́ın.
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b) Si f̄ ∈ C∞(M̄,R) es un observable y {h̄L, ·}alnh : C∞(M̄,R)→ C∞(M̄,R)

es la aplicación lineal asociada a la aplicación af́ın {h̄L, ·}nh : Γ(µM+) →
C∞(M̄,R), entonces

˙̄f = {h̄L, f̄}alnh

donde ˙̄f es la evolución de f̄ a lo largo de las soluciones de las ecuaciones

de Hamilton ligadas.

Demostración: a) Está claro que {·, ·}nh es antisimétrica.

A continuación, probaremos que {·, ·}nh es una aplicación bi-af́ın. Suponga-

mos que h̄′ y h̄′′ son secciones del AV-fibrado µM+ :M+ → M̄ y que f̄ ′ y f̄ ′′

son funciones reales sobre M̄. Si h′, h′′ ∈ Γ(µ) son extensiones arbitrarias de

h̄′ y h̄′′, respectivamente, y f ′, f ′′ ∈ C∞(V ∗,R) son extensiones arbitrarias de

f̄ ′ y f̄ ′′, respectivamente, entonces podemos considerar las funciones reales

sobreM+ dadas por

ΩÃ(HΩÃ
Fh′ |M+

,P+(HΩÃ
(f ′′ ◦ µ)|M+

)) = −ΩÃ(HΩÃ
(f ′′ ◦ µ)|M+

,P+(HΩÃ
Fh′ |M+

)),

ΩÃ(HΩÃ
(f ′ ◦ µ)|M+

,P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

)) = −ΩÃ(HΩÃ
Fh′′ |M+

,P+(HΩÃ
(f ′ ◦ µ)|M+

)),

ΩÃ(HΩÃ
(f ′ ◦ µ)|M+

,P+(HΩÃ
(f ′′ ◦ µ)|M+

)) = −ΩÃ(HΩÃ
(f ′′ ◦ µ)|M+

,P+(HΩÃ
(f ′ ◦ µ)|M+

)).

Ahora, procediendo como en la demostración del Lema 4.20, deducimos que

estas funciones no dependen de las extensiones elegidas h′, h′′ y f ′, f ′′ de h̄′, h̄′′

y f̄ ′, f̄ ′′, respectivamente.

Aśı, podemos introducir las aplicaciones lineales

{h̄′, ·}alnh : C∞(M̄,R) → C∞(M+,R)

f̄ ′′ 7→ {h̄′, f̄ ′′}alnh = ΩÃ(HΩÃ
Fh′ |M+

,P+(HΩÃ
(f ′′ ◦ µ)|M+

)),

{·, h̄′′}lanh : C∞(M̄,R) → C∞(M+,R)

f̄ ′ 7→ {f̄ ′, h̄′′}lanh = ΩÃ(HΩÃ
(f ′ ◦ µ)|M+

,P+(HΩÃ
Fh′′ |M+

))

= −{h̄′′, f̄ ′}alnh,
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y la aplicación bilineal {·, ·}llnh : C∞(M̄,R)×C∞(M̄,R)→ C∞(M+,R) dada

por

{f̄ ′, f̄ ′′}llnh = ΩÃ(HΩÃ
(f ′ ◦ µ)|M+

,P+(HΩÃ
(f ′′ ◦ µ)|M+

)).

Usando que

F(h′′+f ′′) = Fh′′ + (f ′′ ◦µ),

obtenemos que

{h̄′, h̄′′ + f̄ ′′}nh ◦µM+ = {h̄′, h̄′′}nh ◦µM+ + {h̄′, f̄ ′′}alnh.

Esto implica que existe {h̄′, f̄ ′′}alnh ∈ C∞(M̄,R) tal que

{h̄′, f̄ ′′}alnh ◦µM+ = {h̄′, f̄ ′′}alnh

y, además,

{h̄′, h̄′′ + f̄ ′′}nh = {h̄′, h̄′′}nh + {h̄′, f̄ ′′}alnh. (4.56)

Como {·, h̄′′}lanh = − {h̄′′, ·}alnh, tenemos que existe {f̄ ′, h̄′′}lanh ∈ C∞(M̄,R) tal

que

{f̄ ′, h̄′′}lanh ◦µM+ = {f̄ ′, h̄′′}lanh

y

{h̄′ + f̄ ′, h̄′′}nh = {h̄′, h̄′′}nh + {f̄ ′, h̄′′}lanh. (4.57)

Por otra parte, de (4.56) y (4.57), se sigue que

{h̄′ + f̄ ′, h̄′′ + f̄ ′′}nh ◦µM+ = ({h̄′, h̄′′}nh + {h̄′, f̄ ′′}alnh + {f̄ ′, h̄′′}lanh) ◦µM+

+{f̄ ′, f̄ ′′}llnh.

Por tanto, existe {f̄ ′, f̄ ′′}llnh ∈ C∞(M̄,R) tal que

{f̄ ′, f̄ ′′}llnh ◦µM+ = {f̄ ′, f̄ ′′}llnh
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y

{h̄′ + f̄ ′, h̄′′ + f̄ ′′}nh = {h̄′, h̄′′}nh + {h̄′, f̄ ′′}alnh + {f̄ ′, h̄′′}lanh + {f̄ ′, f̄ ′′}llnh.

Esto prueba que la aplicación {·, ·}nh es bi-af́ın.

Además, la aplicación lineal asociada a la aplicación af́ın {h̄′, ·}nh es justa-

mente la aplicación {h̄′, ·}alnh : C∞(M̄,R)→ C∞(M̄,R) y tenemos que

{h̄′, f̄}alnh ◦µM+ = −dT ÃA+

(f ◦µ)|M+(P+(HΩÃ
Fh′ |M+

)),

para f̄ ∈ C∞(M̄,R), donde f ∈ C∞(V ∗,R) es una extensión arbitraria de f̄ .

Aśı, como el par (T µ, µ) es un morfismo de algebroides de Lie, se sigue que

{h̄′, f̄}alnh(µM+(ϕx)) = −((T µ, µ)∗(dT
ÃV ∗f))(ϕx)(P+(HΩÃ

Fh′
)(ϕx)). (4.58)

Por otra parte, procediendo como en la Sección 4.3 (véase (4.37)), deducimos

que existe una sección Rh′ ∈ Γ(τ
τ∗V
Ã

) tal que

(Tϕxµ)(HΩÃ
Fh′

(ϕx)) = −Rh′(µM+(ϕx)), para ϕx ∈M+
x , (4.59)

y, usando (4.45), obtenemos que

(Tϕxµ)(P+
ϕx

(HΩÃ
Fh′

(ϕx))) = − ¯̃PµM+ (ϕx)(Rh′(µM+(ϕx))), (4.60)

para ϕx ∈M+
x . Por tanto, de (4.58), (4.60) y como T ÃM̄ es un subalgebroide

de Lie de T ÃV ∗, concluimos que

{h̄′, f̄}alnh = ρ
τM̄
Ã

( ¯̃P(Rh′))(f̄). (4.61)

Consecuentemente, {h̄′, ·}alnh es un campo de vectores sobre M̄ y {h̄′, ·}nh es

una derivación af́ın.

b) Se prueba usando (4.61) y el hecho de que la solución de las ecuaciones de

Hamilton ligadas es la sección ¯̃P(RhL |M̄).

CQD

Ahora, sean h̄′, h̄′′ dos secciones del AV-fibrado µM+ :M+ → M̄ y h′, h′′ ∈
Γ(µ) dos extensiones arbitrarias a V ∗ de h̄′ y h̄′′, respectivamente. Entonces,
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podemos considerar el corchete no holónomo {h̄′, h̄′′}nh de las secciones h̄′

y h̄′′ y el corchete af-Poisson {h′, h′′} de las secciones h′ y h′′ definido en

(2.13). Usando (1.18), (4.31), (4.47), (4.50), (4.55) y (4.59), obtenemos que

{h̄′, h̄′′}nh y {h′, h′′} están localmente relacionados por la siguiente condición

{h̄′, h̄′′}nh =
(
{h′, h′′} − C̄abC̄cd{ψb, ψd}ΛhL

µ̄c(Rh′′)µ̄
a(Rh′)

−C̄ab{ψb, h′′}V µ̄a(Rh′) + C̄ab{ψa, h′}V µ̄b(Rh′′)
)
|M̄
,

donde {·, h′′}V : C∞(V ∗,R) → C∞(V ∗,R) es la aplicación lineal asociada a

la aplicación af́ın {·, h′′} : Γ(µ) → C∞(V ∗,R) (véase (2.14)). Aśı, si las ex-

presiones locales de las secciones h′ y h′′ son h′(xi, yα) = (xi,−H ′(xj, yβ), yα)

y h′′(xi, yα) = (xi,−H ′′(xj, yβ), yα), entonces, usando (2.5), (2.9), (2.13),

(2.14), (2.16), (4.26), (4.31) y (4.46), deducimos que

{h̄′, h̄′′}nh = ρi0
∂(H ′−H ′′)

∂xi
+ ρiα

(∂H ′

∂xi
∂H ′′

∂yα
− ∂H ′

∂yα

∂H ′′

∂xi

)
− Cγ

αβyγ
∂H ′

∂yα

∂H ′′

∂yβ

−Cγ
α0yγ

∂(H ′−H ′′)

∂yα
+ C̄abC̄cd

[
ρiα

(∂ψb
∂xi

∂ψd

∂yα
− ∂ψb

∂yα

∂ψd

∂xi

)
+ Cγ

αβyγ
∂ψb

∂yβ

∂ψd

∂yα

]
∂ψc

∂yγ
Hγβ ∂(H ′′−HL)

∂yβ

∂ψa

∂yθ
Hθν ∂(H ′−HL)

∂yν
+ C̄ab

[
ρi0
∂ψb

∂xi
− ρiα

(∂ψb
∂yα

∂H ′′

∂xi

−∂ψ
b

∂xi
∂H ′′

∂yα

)
+
∂ψb

∂yα
yγ(C

γ
0α + Cγ

βα

∂H ′′

∂yβ
)
]∂ψa
∂yγ
Hγβ ∂(H ′−HL)

∂yβ
− C̄ab

[
ρi0
∂ψa

∂xi

−ρiα
(∂ψa
∂yα

∂H ′

∂xi
− ∂ψa

∂xi
∂H ′

∂yα

)
+
∂ψa

∂yα
yγ(C

γ
0α+ Cγ

βα

∂H ′

∂yβ
)
]∂ψb
∂yγ
Hγβ ∂(H ′′−HL)

∂yβ
.

4.5 Caso particular: Sistemas de tipo mecá-

nico sujetos a ligaduras afines en afge-

broides de Lie

En esta sección, analizaremos el caso particular en el que el sistema La-

grangiano no holónomo sea un sistema Lagrangiano de tipo mecánico sujeto

a ligaduras afines.
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Sea (L,M) un sistema Lagrangiano no holónomo sobre un afgebroide de

Lie A con función Lagrangiana L : A → R de tipo mecánico (véase la

Observación 3.1) y subvariedad de ligaduras M = B un subfibrado af́ın

de A, es decir, tenemos un fibrado af́ın τB : B → Q con fibrado vectorial

asociado τUB : UB → Q y las correspondientes inclusiones iB : B → A y

iUB : UB → V . Además, supongamos que la métrica fibrada G sobre Ã verifica

que 1GA ∈ Γ(τB). Recordemos que 1GA ∈ Γ(τÃ) está definida por 1GA(x)(ϕ) =

Gx(1A(x), ϕ), para todo ϕ ∈ A+
x . Entonces, Ã ∼= V⊕ < 1GA = e0 > y

podemos considerar coordenadas locales (xi) en un subconjunto abierto de

Q y {eA, ea} una base local ortonormal de secciones de V adaptada a la

descomposición V = UB⊕U⊥,Ḡ
B , siendo U⊥,Ḡ

B el ortogonal a UB con respecto a

la métrica fibrada Ḡ inducida sobre V . Aśı, deducimos que {1GA = e0, eA, ea}
es una base ortonormal local de secciones de Ã adaptada al subfibrado af́ın

B. Denotamos por (xi, y0, yA, ya) las correspondientes coordenadas locales

inducidas sobre Ã. En esta situación, la expresión local de las ecuaciones de

Lagrange-d’Alembert (véase (4.4)) es
dxi

dt
= ρi0 + ρiAy

A,

dyA

dt
= −ρiA

∂V
∂xi
− (CD

A0 + CD
ABy

B)yD,

y0 = 1, ya = 0,

(4.62)

siendo V ∈ C∞(Q,R) la enerǵıa potencial.

Por otra parte, como el fibrado bidual B̃ del fibrado af́ın B es un subfibrado

vectorial de Ã, podemos considerar la restricción a B̃ de la métrica fibrada G
sobre Ã. Aśı, tenemos la identificación entre B y UB (respectivamente, entre

A y V ) dada por el isomorfismo de fibrados afines IB : B → UB (respecti-

vamente, I : A → V ) definido como en (3.10). Entonces, introducimos la

proyección PB : A → B dada por

PB = I−1
B ◦pr1

◦I,

siendo pr1 : V = UB ⊕ U⊥,Ḡ
B → UB la proyección sobre el primer factor.

Además, denotaremos por T PB : T ÃA → T ÃB el epimorfismo de algebroides
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de Lie inducido por PB entre los algebroides de Lie τ τA
Ã

: T ÃA → A y

τ τB
Ã

: T ÃB → B. Entonces, es fácil probar que el sistema Lagrangiano no

holónomo (L,B) es regular y que la solución de la dinámica ligada es

Rnh = T PB ◦RL ◦ iB,

donde RL es la solución de la dinámica libre.

De hecho, la expresión local de la proyección PB es

PB(x
i, yA, ya) = (xi, yA),

y, usando (3.9), se sigue que la sección Rnh está dada localmente por

Rnh = X0 + yAXA −
(
ρiA
∂V
∂xi

+ (CD
A0 + CD

ABy
B)yD

)
VA.

Ahora, consideramos el sistema Hamiltoniano ligado (hL,M̄) asociado al sis-

tema Lagrangiano no holónomo (L,B). En este caso, la sección Hamiltoniana

hL : V ∗ → A+ está dada localmente por hL(xi, yα) = (xi,−HL(xi, yα), yα),

siendo (xi, y0, yα) (respectivamente, (xi, yα)) las coordenadas locales induci-

das sobre A+ (respectivamente, V ∗) por la base local de secciones {e0, eα} =

{e0, eA, ea} dual de {e0, eA, ea}. Aqúı, HL es la función local definida por

HL(xi, yα) = 1
2
y2
α + V(xi)− 1

2
. Por tanto, las ecuaciones de Hamilton ligadas

(véase (4.24)) son
dxi

dt
= ρi0 + ρiAyA,

dyA
dt

= −ρiA
∂V
∂xi
− (CD

A0 + CD
AByB)yD,

ya = 0.

(4.63)

Además, M̄ = B̄ = legL(B) =
(
U⊥,Ḡ
B

)◦ ∼= U∗
B y M+ = µ−1(B̄) ∼= B+. Aśı,

el AV-fibrado de ligaduras puede ser identificado con el AV-fibrado canónico

µB+ : B+ → U∗
B.

A continuación, introduciremos un corchete casi Poisson lineal {·, ·}B+ sobre

B+. Denotemos por ΠA+ el 2-vector Poisson canónico sobre A+. Entonces,

definimos

{ϕ, ψ}B+ = {ϕ ◦ i+B , ψ ◦ i+B}ΠA+
◦P+

B , (4.64)
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para ϕ, ψ ∈ C∞(B+,R), donde i+B : A+ → B+ y P+
B : B+ → A+ son las

aplicaciones duales de la inclusión iB : B → A y de la proyección PB : A → B,

respectivamente. Usando que {·, ·}ΠA+ es un corchete de Poisson lineal sobre

A+, es fácil probar que {·, ·}B+ es un corchete casi Poisson lineal sobre B+.

Nótese que {·, ·}B+ no satisface, en general, la identidad de Jacobi.

En términos de las coordenadas introducidas anteriormente sobre A+, las

expresiones locales de i+B y P+
B son

i+B (xi, y0, ya, yA) = (xi, y0, yA), P+
B (xi, y0, yA) = (xi, y0, 0, yA). (4.65)

Aśı, de (2.16), (4.64) y (4.65), tenemos que

{ϕ, ψ}B+ = ρi0

( ∂ϕ
∂xi

∂ψ

∂y0

− ∂ϕ

∂y0

∂ψ

∂xi

)
+ ρiA

( ∂ϕ
∂xi

∂ψ

∂yA
− ∂ϕ

∂yA

∂ψ

∂xi

)
+CD

A0yD

( ∂ϕ
∂y0

∂ψ

∂yA
− ∂ϕ

∂yA

∂ψ

∂y0

)
− CD

AByD
∂ϕ

∂yA

∂ψ

∂yB
,

(4.66)

para ϕ, ψ ∈ C∞(B+,R).

Finalmente, el corchete casi Poisson sobre B+ induce un corchete casi af-

Poisson sobre el AV-fibrado µB+ : B+ → U∗
B

{·, ·} : Γ(µB+)× Γ(µB+)→ C∞(U∗
B,R)

que está caracterizado por la condición

{h̄′, h̄′′} ◦µB+ = {Fh̄′ , Fh̄′′}B+ ,

donde Fh̄′ , Fh̄′′ ∈ C∞(B+,R) son las funciones afines asociadas con las sec-

ciones h̄′, h̄′′ ∈ Γ(µB+), respectivamente. Además, bajo la identificación entre

los AV-fibrados µM+ :M+ → M̄ y µB+ : B+ → U∗
B, se tiene que

{·, ·} = {·, ·}nh.

4.6 Algunos ejemplos

4.6.1 Sistemas Lagrangianos sujetos a ligaduras no ho-
lónomas sobre un algebroide de Lie

En esta sección, aplicaremos los resultados del caṕıtulo al caso particular de

sistemas Lagrangianos sujetos a ligaduras no holónomas sobre un algebroide
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de Lie (véase [24]).

Sea τE : E → Q un algebroide de Lie sobre una variedad Q con estructura

de algebroide de Lie ([[·, ·]]E, ρE). Entonces, el fibrado af́ın τA = τE : A =

E → Q es un afgebroide de Lie sobre Q cuyo fibrado bidual τÃ : Ã → Q

puede identificarse con el algebroide de Lie τ̃E : E × R → Q (véase Sección

1.4.3). Además, la prolongación T ÃA es isomorfa al algebroide de Lie τ̃ τEE :

T EE × R → E. Sea S : T EE → T EE el endomorfismo vertical sobre T EE
(véase (1.8)) y denotemos por E0 la sección (0, 1) de T EE × R→ E.

Ahora, sea L : E → R una función Lagrangiana sobre E y EL ∈ C∞(E,R)

la enerǵıa Lagrangiana (véase (1.23)). Entonces, el fibrado dual de τ τA
Ã

:

T ÃA → A es isomorfo al fibrado vectorial (τ̃ τEE )∗ : (T EE)∗ × R → E y,

bajo esta identificación, el 1-cociclo φ0 es la sección (0, 1). También, como

ya vimos en la Sección 3.1.4,

ΩL = ωL + dT
EEEL ∧ (0, 1), (4.67)

donde ωL : E → ∧2(T EE)∗ es la 2-sección de Poincaré-Cartan asociada al

Lagrangiano L sobre E definida en (1.22).

A continuación, supongamos que M es una subvariedad de E tal que τM =

τE|M : M → Q es una fibración. Entonces, podemos considerar el sistema

Lagrangiano ligado (L,M) sobre A = E. Además, si X̃ es una sección de

τ̃ τEE : T EE × R → E entonces, de (4.67), se sigue que X̃ es una solución de

las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el sistema no holónomo (L,M)

si y sólo si

Y = Ỹ|M = (X̃ − E0)|M es una SODE enM,

(iY ωL − dT
EEEL)|M ∈ Γ(τS∗(T EM)◦),

Y|M ∈ Γ(τ τME ).

(4.68)

(4.68) son justamente las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el sistema

no holónomo (L,M) sobre E obtenidas en [24].

Aśı, el sistema Lagrangiano ligado (L,M) sobre A es regular si y sólo si el

sistema no holónomo (L,M) sobre E es regular en el sentido de [24].
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Por tanto, usando los hechos probados en la Sección 4.2, deducimos direc-

tamente algunos resultados, para sistemas no holónomos no lineales sobre

algebroides de Lie, que fueron obtenidos en [24] (véase la Sección 8 en [24])

y, consecuentemente, también para sistemas no holónomos lineales sobre al-

gebroides de Lie (véase la Sección 3 en [24]).

Ahora, supondremos que la función Lagrangiana L : A = E → R es hiper-

regular (esto es, la transformación de Legendre legL : A = E → E∗ es un

difeomorfismo global) y que el sistema Lagrangiano no holónomo (L,M) es

regular.

Se sabe que el espacio A+ puede identificarse con la variedad producto E∗×R
y, bajo esta identificación, tenemos que (véase la Sección 2.1.5):

i) La fibración µ : A+ → V ∗ es la proyección canónica pr1 : E∗ × R →
E∗ sobre el primer factor y, aśı, los espacios Γ(µ) y C∞(E∗,R) son

isomorfos.

ii) La sección Hamiltoniana hL = LegL ◦ leg−1
L ∈ Γ(µ) es la enerǵıa Hamil-

toniana HL ∈ C∞(E∗,R) del sistema libre, es decir, HL = EL ◦ leg−1
L :

E∗ → R.

iii) El corchete af-Poisson canónico sobre el AV-fibrado trivial pr1 : E∗ ×
R→ E∗ es justamente el corchete de Poisson lineal sobre E∗ inducido

por la estructura de algebroide de Lie de E.

Ahora, sea M̄ la subvariedad de ligaduras Hamiltoniana de E∗, esto es,

M̄ = legL(M). Entonces, el AV-fibrado ligado µM+ : M+ → M̄ puede

identificarse con el AV-fibrado trivial pr1 : M̄ × R → M̄. Por tanto, el

corchete no holónomo asociado al sistema no holónomo (L,M) es un corchete

casi-Poisson sobre M̄, esto es, una aplicación R-bilineal

{·, ·}nh : C∞(M̄,R)× C∞(M̄,R)→ C∞(M̄,R)

que es antisimétrica y que, además, es una derivación en cada argumento con

respecto al producto estándar de funciones ({·, ·}nh no satisface, en general,

la identidad de Jacobi).
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Finalmente, como la restricción de la transformación de Legendre aM

legM = legL|M :M→ M̄

es un difeomorfismo global, podemos considerar el correspondiente corchete

no holónomo sobreM, que también denotaremos por {·, ·}nh, definido por

{f, g}nh = {f ◦ leg−1
M , g ◦ leg−1

M}nh ◦ legM, para f, g ∈ C∞(M,R).

Este corchete fue introducido en [24] y, en el mismo art́ıculo, se estudiaron

sus propiedades (véase la Sección 8 en [24]).

4.6.2 Sistemas Lagrangianos no holónomos estándar

Sea τ : Q → R una fibración y A = J1τ el fibrado de 1-jets de secciones

locales de τ : Q → R. Entonces, como sabemos, el fibrado af́ın τA = τ1,0 :

A = J1τ → Q es un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de

Lie τV = (πQ)|V τ : V = V τ → Q. Además, el fibrado bidual Ã puede

identificarse con el algebroide de Lie estándar πQ : TQ → Q y, bajo esta

identificación, el 1-cociclo 1A de Ã es justamente la 1-forma cerrada τ ∗(dt).

Nótese que si (t, qi) son coordenadas locales sobre Q adaptadas a la fibración

τ entonces { ∂
∂t
, ∂
∂qi} es una base local de secciones del algebroide de Lie

τÃ = πQ : Ã = TQ→ Q adaptada a 1A = τ ∗(dt). Entonces, las funciones de

estructura locales de TQ están dadas por (2.22).

Por otra parte, es fácil probar que la prolongación τ τA
Ã

: T ÃA → A de Ã
mediante la fibración τA : A → Q es isomorfa al algebroide de Lie estándar

πJ1τ : T (J1τ) → J1τ . Aśı, el espacio Γ(τ τA
Ã

) puede identificarse con el

conjunto de campos de vectores sobre J1τ .

Ahora, sea L : J1τ → R una función Lagrangiana regular. Si τ1 = τ ◦ τ1,0 :

J1τ → R es la proyección canónica entonces, bajo las identificaciones ante-

riores, el 1-cociclo φ0 del algebroide de Lie τ τA
Ã

: T ÃA → A es la 1-forma

cerrada η = τ ∗1 (dt) sobre J1τ . Además, la 2-sección de Poincaré-Cartan ΩL

asociada a L es justamente la 2-forma de Poincaré-Cartan sobre J1τ .
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A continuación, supondremos que M es una subvariedad de J1τ tal que

τM = τ1,0|M : M → Q es una fibración. Entonces, podemos considerar el

sistema Lagrangiano no holónomo dependiente del tiempo (L,M).

Además, tenemos que un campo de vectores X sobre J1τ es una solución de

las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert si y sólo si

(iXΩL)|M ∈ Γ(τS∗(TM)◦), (iXη)|M = 1, X|M ∈ X(M). (4.69)

Estas ecuaciones fueron consideradas en [63] (véase también [62] para el caso

en que M es un subfibrado af́ın de J1τ). Nótese que las dos primeras ecua-

ciones implican que X es una SODE enM.

De (4.69), se sigue que el sistema Lagrangiano no holónomo (L,M) sobre

A = J1τ es regular si y sólo si es regular en el sentido de [63]. Aśı, usando

los hechos probados en la Sección 4.2, deducimos directamente algunos re-

sultados, para sistemas Lagrangianos no holónomos estándar, obtenidos en

[63], y, para sistemas Lagrangianos no holónomos sujetos a ligaduras afines,

obtenidos en [62].

Por otra parte, tenemos que el espacio A+ puede identificarse con el fibrado

cotangente T ∗Q a Q y, bajo esta identificación, la fibración µ : A+ → V ∗

es justamente la aplicación dual i∗V τ : T ∗Q → V ∗τ de la inclusión canónica

iV τ : V τ → TQ.

Ahora, supondremos que la función Lagrangiana L : A = J1τ → R es hiper-

regular y que el sistema Lagrangiano no holónomo (L,M) es regular. En-

tonces, podemos considerar la subvariedad de ligaduras Hamiltoniana M̄ =

legL(M) de V ∗τ y el AV-fibrado ligado µM+ :M+ = (i∗V τ )
−1(M̄)→ M̄.

Denotemos por hL : V ∗τ → T ∗Q la sección Hamiltoniana inducida por el

Lagrangiano hiperregular L (hL = LegL ◦ leg−1
L ) y sean h̄′ y h̄′′ dos secciones

del AV-fibrado µM+ :M+ → M̄ y h′, h′′ : V ∗τ → T ∗Q ∈ Γ(i∗V τ ) extensiones

arbitrarias de h̄′ y h̄′′, respectivamente. Para obtener la expresión local del

corchete no holónomo de h̄′ y h̄′′, tomamos coordenadas locales canónicas

(t, qi, pi) (respectivamente, (t, qi, pt, pi)) sobre V ∗τ (respectivamente, T ∗Q)



4.6.3. Una bola homogénea rodando sobre una mesa que rota 189

tales que
hL(t, qi, pi) = (t, qi,−HL(t, qj, pj), pi),

h′(t, qi, pi) = (t, qi,−H ′(t, qj, pj), pi),

h′′(t, qi, pi) = (t, qi,−H ′′(t, qj, pj), pi)

y suponemos que las ecuaciones locales definiendo a M̄ como subvariedad de

V ∗τ son

ψa(t, qi, pi) = 0, a ∈ {1, . . . , r}.

Entonces, usando (2.22) y la expresión local general del corchete no holónomo

(véase la Sección 4.4), deducimos que

{h̄′, h̄′′}nh =
{∂(H ′ −H ′′)

∂t
+
∂H ′

∂qi
∂H ′′

∂pi
− ∂H ′

∂pi

∂H ′′

∂qi

+C̄abC̄cd

(∂ψb
∂qi

∂ψd

∂pi
− ∂ψb

∂pi

∂ψd

∂qi

)∂ψc
∂pk
Hkj ∂(H ′′ −HL)

∂pj

∂ψa

∂pl
Hlm∂(H ′ −HL)

∂pm

+C̄ab
[∂ψb
∂t

+
(∂ψb
∂qi

∂H ′′

∂pi
− ∂ψb

∂pi

∂H ′′

∂qi

)]∂ψa
∂pk
Hkj ∂(H ′ −HL)

∂pj

−C̄ab
[∂ψa
∂t

+
(∂ψa
∂qi

∂H ′

∂pi
− ∂ψa

∂pi

∂H ′

∂qi

)]∂ψb
∂pk
Hkj ∂(H ′′ −HL)

∂pj

}
|M̄
.

Finalmente, nótese que la parte lineal-lineal de la aplicación bi-af́ın {·, ·}nh :

Γ(µM+)× Γ(µM+)→ C∞(M̄,R) es un corchete casi-Poisson sobre M̄. Este

corchete fue considerado en [11] en el caso particular en el que la fibración

τ : Q→ R es trivial.

4.6.3 Una bola homogénea rodando sin deslizamiento
sobre una mesa que rota con velocidad angular
dependiente del tiempo

Consideramos el fibrado vectorial τÃ : Ã → Q donde Ã = TR3×R3, Q = R3 y

τÃ es la composición de la proyección sobre el primer factor con la proyección

canónica πR3 : TR3 → R3. Denotamos por (t, x, y) las coordenadas estándar

en Q. Un base global de secciones de τÃ puede construirse como sigue{
e0 = (

∂

∂t
, 0), e1 = (

∂

∂x
, 0), e2 = (

∂

∂y
, 0), e3 = (0, u1), e4 = (0, u2), e5 = (0, u3)

}
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donde u1, u2, u3 : R3 → R3 son las aplicaciones constantes u1(t, x, y) =

(1, 0, 0), u2(t, x, y) = (0, 1, 0) y u3(t, x, y) = (0, 0, 1). Consideramos la proyec-

ción ρÃ : TR3×R3 → TR3 sobre el primer factor e introducimos un corchete

de Lie en el espacio de secciones Γ(τÃ) caracterizado por el hecho de que los

únicos corchetes de Lie básicos no nulos son

[[e3, e4]]Ã = e5, [[e4, e5]]Ã = e3 y [[e5, e3]]Ã = e4.

Aśı, ([[·, ·]]Ã, ρÃ) induce una estructura de algebroide de Lie sobre Ã = TR3×
R3. Denotamos por (t, x, y; ṫ, ẋ, ẏ, ωx, ωy, ωz) las coordenadas sobre Ã in-

ducidas por {e0, e1, e2, e3, e4, e5}.
Además, φ : TR3 × R3 → R dada por φ(t, x, y; ṫ, ẋ, ẏ, ωx, ωy, ωz) = ṫ es un

1-cociclo en la correspondiente cohomoloǵıa del algebroide de Lie y, entonces,

induce una estructura de afgebroide de Lie sobreA = φ−1{1} ≡ R×TR2×R3.

Nótese que la estructura de afgebroide de Lie sobre A = R×TR2×R3 es una

estructura de afgebroide de Lie-Atiyah (véase la Sección 1.4.3). Además, el

fibrado af́ın τA : R×TR2×R3 → R3 está modelado sobre el fibrado vectorial

τV : V = φ−1{0} ≡ R× TR2 ×R3 → R3. Aśı, (t, x, y; ẋ, ẏ, ωx, ωy, ωz) pueden

considerarse como coordenadas locales sobre A y V .

En este caso particular, la base local de secciones de T ÃA está dada por

(véase (3.1)) {
X0 = (e0,

∂

∂t
), X1 = (e1,

∂

∂x
), X2 = (e2,

∂

∂y
),

X3 = (e3, 0) ,X4 = (e4, 0), X5 = (e5, 0),

V1 = (0,
∂

∂ẋ
),V2 = (0,

∂

∂ẏ
),V3 = (0,

∂

∂wx
),V4 = (0,

∂

∂wy
),V5 = (0,

∂

∂wz
)
}
.

Ahora, consideramos el siguiente problema mecánico. Una bola homogénea

de radio r > 0, masa m e inercia mk2 alrededor de un eje arbitrario, rueda

sin deslizamiento sobre una mesa horizontal la cual rota con una velocidad

angular dependiente del tiempo Ω(t) sobre un eje vertical a través de uno de

sus puntos. Aparte de la fuerza de gravedad constante, supondremos que no

actúan sobre la bola otras fuerzas externas (véase [7, 11, 68, 92]). Por tanto,
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el Lagrangiano del sistema se corresponde con la enerǵıa cinética. Además,

obsérvese que la enerǵıa cinética puede expresarse como un Lagrangiano L :

A → R:

L(t, x, y; ẋ, ẏ, ωx, ωy, ωz) =
1

2
(mẋ2 +mẏ2 +mk2(ω2

x + ω2
y + ω2

z)),

donde (ωx, ωy, ωz) son las componentes de la velocidad angular de la bola

(véase [11], para más detalles).

Después de algunos cálculos sencillos, usando (3.6), deducimos que las sec-

ciones de Poincaré-Cartan asociadas a L están dadas por:

ΘL = −Lφ0 +mẋX 1 +mẏX 2 +mk2ωxX 3 +mk2ωyX 4 +mk2ωzX 5,

ΩL = dT
ÃAL ∧ φ0 +mX 1 ∧ V1 +mX 2 ∧ V2 +mk2X 3 ∧ V3 +mk2X 4 ∧ V4

+mk2X 5 ∧ V5 +mk2ωxX 4 ∧ X 5 +mk2ωyX 5 ∧ X 3 +mk2ωzX 3 ∧ X 4.

Como la bola está rodando sin deslizamiento sobre la mesa entonces el sistema

está sujeto a las siguientes ligaduras:

Ψ1 = Ω(t)y + ẋ− rwy = 0,

Ψ2 = −Ω(t)x+ ẏ + rωx = 0,

que definen un subfibrado af́ınM = B de A. Tenemos que

dT
ÃAΨ1 = Ω′(t)yφ0 + Ω(t)X 2 + V1 − rV4,

dT
ÃAΨ2 = −Ω′(t)xφ0 − Ω(t)X 1 + V2 + rV3.

Aśı, las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el sistema no holónomo

(L,M = B) son: 
mẍ = −λ1,
mÿ = −λ2,

mk2ω̇x = −rλ2,
mk2ω̇y = rλ1,
mk2ω̇z = 0,

y las ligaduras Ψ1 = 0 y Ψ2 = 0 (véase (4.4)).
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En este caso, una base de secciones del subfibrado vectorial F ⊂ T ÃA|M →
M está dada por{

Z1 = − 1

m
V1 +

r

mk2
V4 , Z2 = − 1

m
V2 −

r

mk2
V3

}
y entonces, la matriz C es

C =

 −k
2 + r2

mk2
0

0 −k
2 + r2

mk2

 .

El proyector P sobre T ÃM es

P = Id+
mk2

k2 + r2
Z1 ⊗ dT

ÃAΨ1 +
mk2

k2 + r2
Z2 ⊗ dT

ÃAΨ2.

Como la solución de la dinámica libre es

RL = X0 + ẋX1 + ẏX2 + ωxX3 + ωyX4 + ωzX5,

entonces la solución del problema no holónomo será

Rnh = P (RL) = X0 + ẋX1 + ẏX2 + ωxX3 + ωyX4 + ωzX5

+
mk2

k2 + r2
(Ω′(t)y + Ω(t)ẏ)Z1 −

mk2

k2 + r2
(Ω′(t)x+ Ω(t)ẋ)Z2.

Aśı,

ρτA
Ã

(Rnh) =
∂

∂t
+ ẋ

∂

∂x
+ ẏ

∂

∂y
− k2

k2 + r2
(Ω′(t)y + Ω(t)ẏ)

∂

∂ẋ

+
k2

k2 + r2
(Ω′(t)x+ Ω(t)ẋ)

∂

∂ẏ
+

r

k2 + r2
(Ω′(t)x+ Ω(t)ẋ)

∂

∂ωx

+
r

k2 + r2
(Ω′(t)y + Ω(t)ẏ)

∂

∂ωy
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y, por tanto, las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert para el problema no

holónomo son 

ẍ = − k2

k2 + r2
(Ω′(t)y + Ω(t)ẏ),

ÿ =
k2

k2 + r2
(Ω′(t)x+ Ω(t)ẋ),

ω̇x =
r

k2 + r2
(Ω′(t)x+ Ω(t)ẋ),

ω̇y =
r

k2 + r2
(Ω′(t)y + Ω(t)ẏ),

ω̇z = 0.

(4.70)

Ahora, tomamos coordenadas (t, x, y; pt, px, py, πx, πy, πz) sobre A+ y las co-

rrespondientes coordenadas (t, x, y; px, py, πx, πy, πz) sobre V ∗. Entonces, ob-

tenemos que la transformación de Legendre extendida LegL : A → A+ y la

transformación de Legendre legL : A → V ∗ asociadas a L están dadas por

LegL(t, x, y; ẋ, ẏ, ωx, ωy, ωz) = (t, x, y;−L,mẋ,mẏ,mk2ωx,mk
2ωy,mk

2ωz),

legL(t, x, y; ẋ, ẏ, ωx, ωy, ωz) = (t, x, y;mẋ,mẏ,mk2ωx,mk
2ωy,mk

2ωz).

Aśı, es fácil probar que la imagen de M mediante la transformación de Le-

gendre, que denotamos por M̄, está definida por la anulación de las funciones

ψ1 = Ω(t)y +
1

m
px −

r

mk2
πy,

ψ2 = −Ω(t)x+
1

m
py +

r

mk2
πx.

Además, la sección Hamiltoniana inducida hL = LegL ◦ leg−1
L : V ∗ → A+ está

dada por hL(t, x, y; px, py, πx, πy, πz) = (t, x, y;−HL, px, py, πx, πy, πz), donde

la función HL es

HL(t, x, y; px, py, πx, πy, πz) =
1

2

( 1

m
(p2
x + p2

y) +
1

mk2
(π2

x + π2
y + π2

z)
)
.

Por tanto, una curva γ : I → V ∗, t 7→ (t, x(t), y(t); px(t), py(t), πx(t), πy(t),

πz(t)), es una solución de las ecuaciones de movimiento para el sistema Hamil-
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toniano no holónomo (hL,M̄) si satisface las ecuaciones
ẋ =

1

m
px, ẏ =

1

m
py,

ṗx = −λ̄1, ṗy = −λ̄2,

π̇x = −rλ̄2, π̇y = rλ̄1, π̇z = 0,

(4.71)

y las ligaduras ψ1 = 0 y ψ2 = 0. De hecho,

λ̄1 =
mk2

k2 + r2

(
Ω′(t)y + Ω(t)

py
m

)
,

λ̄2 = − mk2

k2 + r2

(
Ω′(t)x+ Ω(t)

px
m

)
.

Finalmente, la expresión del corchete no holónomo es

{h̄′, h̄′′}nh = ∂(H′−H′′)
∂t

+
(
∂H′

∂x
∂H′′

∂px
− ∂H′

∂px

∂H′′

∂x

)
+
(
∂H′

∂y
∂H′′

∂py
− ∂H′

∂py

∂H′′

∂y

)
−πx

(
∂H′

∂πz

∂H′′

∂πy
− ∂H′

∂πy

∂H′′

∂πz

)
−πy

(
∂H′

∂πx

∂H′′

∂πz
− ∂H′

∂πz

∂H′′

∂πx

)
−πz

(
∂H′

∂πy

∂H′′

∂πx
− ∂H′

∂πx

∂H′′

∂πy

)
− mk2

k2+r2

[
Ω′(t)y− 1

m
∂H′′

∂x
+Ω(t)∂H

′′

∂py
− r

k2 (πz
∂H′′

∂πx
−πx ∂H

′′

∂πz
)
][
∂(H′−HL)

∂px
−r ∂(H′−HL)

∂πy

]
+ mk2

k2+r2

[
Ω′(t)x+Ω(t)∂H

′′

∂px
+ 1
m
∂H′′

∂y
− r

k2 (πy
∂H′′

∂πz
−πz ∂H

′′

∂πy
)
][
∂(H′−HL)

∂py
+r ∂(H′−HL)

∂πx

]
+ mk2

k2+r2

[
Ω′(t)y− 1

m
∂H′

∂x
+Ω(t)∂H

′

∂py
− r

k2 (πz
∂H′

∂πx
−πx ∂H

′

∂πz
)
][
∂(H′′−HL)

∂px
−r ∂(H′′−HL)

∂πy

]
− mk2

k2+r2

[
Ω′(t)x+Ω(t)∂H

′

∂px
+ 1
m
∂H′

∂y
− r

k2 (πy
∂H′

∂πz
−πz ∂H

′

∂πy
)
][
∂(H′′−HL)

∂py
+r ∂(H′′−HL)

∂πx

]
,

para las secciones h′ y h′′con funciones asociadas H ′ y H ′′, respectivamente.

A continuación, veremos que el sistema anterior es de tipo mecánico y ana-

lizaremos la expresión local de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert y de

Hamilton ligadas con respecto a una base ortonormal (véase la Sección 4.5).

Está claro que e0 6∈ Γ(τB). Entonces, consideramos la base de secciones de

Ã = TR3 × R3 dada por {ē0, e1, e2, e3, e4, e5}, donde ē0 = e0 − Ω(t)ye1 +

Ω(t)xe2 ∈ Γ(τB). Sea G la métrica fibrada sobre Ã definida por

G = (ē0)2 +m((e1)2 + (e2)2) +mk2((e3)2 + (e4)2 + (e5)2),
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siendo {ē0, e1, e2, e3, e4, e5} la base dual de {ē0, e1, e2, e3, e4, e5}. Aśı, el La-

grangiano L es de tipo mecánico para dicha métrica G.
Ahora, vamos a considerar una base local de secciones ortonormal de V =

R× TR2 ×R3 adaptada al subfibrado vectorial UB sobre el que se modela el

fibrado af́ın B. En primer lugar, no es dif́ıcil probar que

UB =< e3 − re2, e4 + re1, e5 > .

Aśı, una base de secciones ortonormal de UB está dada por

{ē3, ē4, ē5} =
{ 1√

m(r2 + k2)
(e3 − re2),

1√
m(r2 + k2)

(e4 + re1),
1

k
√
m
e5

}
.

Entonces, completamos la base anterior y obtenemos una base local de sec-

ciones ortonormal de Ã de la forma {ē0, ē1, ē2, ē3, ē4, ē5}, donde hemos tomado

ē1 =
1√

m(r2 + k2)

( r
k
e3 + ke2

)
, ē2 =

1√
m(r2 + k2)

( r
k
e4 − ke1

)
.

Denotaremos por (t, x, y; ȳ0, ȳ1, ȳ2, ȳ3, ȳ4, ȳ5) las coordenadas inducidas sobre

Ã. Después de algunos cálculos sencillos, obtenemos que las funciones de

estructura no nulas del algebroide de Lie Ã = TR3 × R3 con respecto a la

base de secciones {ē0, ē1, ē2, ē3, ē4, ē5} son

C̄5
12 = C̄2

51 = C̄1
25 =

r2

k(r2 + k2)
√
m
,

C̄5
14 = C̄4

51 = C̄1
45 = C̄5

32 = C̄3
25 = C̄2

53 =
r

(r2 + k2)
√
m
,

C̄5
34 = C̄3

45 = C̄4
53 =

k

(r2 + k2)
√
m
,

ρ̄1
0 = 1, ρ̄2

0 = −Ω(t)y, ρ̄3
0 = Ω(t)x,

ρ̄3
1 = −ρ̄2

2 =
k√

m(r2 + k2)
, ρ̄2

4 = −ρ̄3
3 =

r√
m(r2 + k2)

.

De (4.62), deducimos que la expresión local de las ecuaciones de Lagrange-

d’Alembert con respecto a estas nuevas coordenadas es
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ẋ = −Ω(t)y +
r√

m(r2 + k2)
ȳ4,

ẏ = Ω(t)x− r√
m(r2 + k2)

ȳ3,

˙̄y3 = 0, ˙̄y4 = 0, ˙̄y5 = 0,

ȳ0 = 1, ȳ1 = ȳ2 = 0.

Nótese que estas ecuaciones son más sencillas que aquellas dadas en (4.70).

Si consideramos en A+ la base dual {ē0, ē1, ē2, ē3, ē4, ē5} de la base {ē0, ē1, ē2,
ē3, ē4, ē5} y denotamos por (t, x, y; ȳ0, ȳ1, ȳ2, ȳ3, ȳ4, ȳ5) las correspondientes

coordenadas locales sobre A+, entonces sabemos que M̄ = B̄ es el subfibrado

vectorial de V ∗ definido por las ecuaciones ȳ1 = 0, ȳ2 = 0. Por tanto, de

(4.63), obtenemos que las ecuaciones de Hamilton ligadas son

ẋ = −Ω(t)y +
r√

m(r2 + k2)
ȳ4,

ẏ = Ω(t)x− r√
m(r2 + k2)

ȳ3,

˙̄y3 = 0, ˙̄y4 = 0, ˙̄y5 = 0,

ȳ1 = ȳ2 = 0.

Nótese nuevamente que estas ecuaciones son más sencillas que aquellas dadas

en (4.71).

Finalmente, la expresión del corchete casi Poisson lineal {·, ·}B+ que induce

el corchete no holónomo es (véase (4.66))

{ϕ, ψ}B+ =
∂ϕ

∂t

∂ψ

∂ȳ0

− ∂ϕ

∂ȳ0

∂ψ

∂t
− Ω(t)y

(∂ϕ
∂x

∂ψ

∂ȳ0

− ∂ϕ

∂ȳ0

∂ψ

∂x

)
+ Ω(t)x

(∂ϕ
∂y

∂ψ

∂ȳ0

− ∂ϕ

∂ȳ0

∂ψ

∂y

)
− r√

m(r2 + k2)

(∂ϕ
∂y

∂ψ

∂ȳ3

− ∂ϕ

∂ȳ3

∂ψ

∂y

)
+

r√
m(r2 + k2)

(∂ϕ
∂x

∂ψ

∂ȳ4

− ∂ϕ

∂ȳ4

∂ψ

∂x

)
− k

(r2 + k2)
√
m
ȳ5
∂ϕ

∂ȳ3

∂ψ

∂ȳ4

+
k

(r2 + k2)
√
m
ȳ4
∂ϕ

∂ȳ3

∂ψ

∂ȳ5

− k

(r2 + k2)
√
m
ȳ3
∂ϕ

∂ȳ4

∂ψ

∂ȳ5

.



CAṔITULO 5

Sistemas Lagrangianos singulares y mecánica
vakónoma en algebroides de Lie

En este caṕıtulo, estudiaremos sistemas Lagrangianos singulares y mecánica

vakónoma en algebroides de Lie. Para ello desarrollaremos un algoritmo de

ligaduras para algebroides de Lie presimplécticos que generaliza el conocido

algoritmo de Gotay-Nester-Hinds. Además, probaremos que un epimorfismo

de algebroides de Lie presimplécticos induce un epimorfismo del mismo tipo

entre los diferentes niveles de los correspondientes algoritmos de ligaduras.

5.1 Algoritmo de ligaduras para algebroides

de Lie presimplécticos

Sea τE : E → Q un algebroide de Lie de rango n sobre la variedad Q de

dimensión m y con estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]E, ρE). Suponga-

mos que Ω ∈ Γ(∧2τ ∗E). Entonces, podemos definir el morfismo de fibrados

vectoriales [Ω : E → E∗ (sobre la identidad de Q) como sigue

[Ω(e) = ie Ω(x), para e ∈ Ex, con x ∈ Q.

Ahora, si x ∈ Q y Fx es un subespacio de Ex, podemos introducir el subes-

197
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pacio vectorial F⊥,Ω
x de Ex dado por

F⊥,Ω
x = {e ∈ Ex |Ω(x)(e, f) = 0,∀f ∈ Fx}.

Entonces, usando un resultado conocido (véase, por ejemplo, [67]), tenemos

que

dimF⊥,Ω
x = dimEx − dimFx + dim(E⊥,Ω

x ∩ Fx). (5.1)

Por otra parte, si [Ωx = [Ω|Ex
es fácil probar que

[Ωx(Fx) ⊆
(
F⊥,Ω
x

)◦
, (5.2)

donde
(
F⊥,Ω
x

)◦
es el anulador del subespacio F⊥,Ω

x . Además, usando (5.1),

obtenemos que

dim
(
F⊥,Ω
x

)◦
= dimFx − dim(E⊥,Ω

x ∩ Fx) = dim([Ωx(Fx)).

Aśı, de (5.2), deducimos que

[Ωx(Fx) =
(
F⊥,Ω
x

)◦
. (5.3)

A continuación, supondremos que Ω es una 2-sección presimpléctica (es decir,

dEΩ = 0) y que α ∈ Γ(τ ∗E) es un 1-cociclo (es decir, dEα = 0). Además,

supondremos que el núcleo de Ω (E⊥,Ω) es un subfibrado vectorial de E.

La dinámica del sistema presimpléctico definido por (Ω, α) está dada por una

sección X ∈ Γ(τE) satisfaciendo la ecuación dinámica

iXΩ = α . (5.4)

Si α = dEH, con H ∈ C∞(Q,R), entonces (Ω, dEH) se denomina sistema

Hamiltoniano presimpléctico sobre E.

En general, no podremos encontrar una sección X que satisfaga (5.4) en

todos los puntos de E. En primer lugar, buscaremos los puntos donde (5.4)

tiene sentido. Definimos

Q1 = {x ∈ Q | ∃e ∈ Ex : ie Ω(x) = α(x)} = {x ∈ Q |α(x) ∈ [Ωx(Ex)}.
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De (5.3), se sigue que

Q1 = {x ∈ Q |α(x)(e) = 0, ∀ e ∈ ker Ω(x) = E⊥,Ω
x }. (5.5)

Si Q1 es una subvariedad embebida de Q, entonces deducimos que existe una

secciónX : Q1 → E de τE : E → Q en los puntos deQ1 tal que satisface (5.4).

Pero ρE(X) no es, en general, tangente a Q1. Aśı, debemos restringirnos a

E1 = ρ−1
E (TQ1). Nótese que, si E1 es una variedad y τ1 = τE|E1 : E1 → Q1

es un fibrado vectorial, entonces τ1 : E1 → Q1 es un subalgebroide de Lie de

τE : E → Q.

Ahora, debemos considerar el subconjunto Q2 de Q1 definido por

Q2 = {x ∈ Q1 |α(x) ∈ [Ωx((E1)x) = [Ωx(ρ
−1
E (TxQ1))}

= {x ∈ Q1 |α(x)(e) = 0, ∀ e ∈ (E1)
⊥,Ω
x = (ρ−1

E (TxQ1))
⊥,Ω}.

Si Q2 es una subvariedad embebida de Q1, entonces deducimos que existe una

sección X : Q2 → E1 de τ1 : E1 → Q1 en los puntos de Q2 verificando (5.4).

Sin embargo, ρE(X) no es, en general, tangente a Q2. Por tanto, tenemos

que restringirnos a E2 = ρ−1
E (TQ2). Como antes, si τ2 = τE|E2 : E2 → Q2 es

un fibrado vectorial, se sigue que τ2 : E2 → Q2 es un subalgebroide de Lie de

τ1 : E1 → Q1.

Consecuentemente, si repetimos el proceso, obtenemos una sucesión de sub-

algebroides de Lie (por suposición):

. . . ↪→Ek+1↪→ Ek ↪→ . . . ↪→ E2 ↪→ E1 ↪→ E0 = E

τk+1
6 τk6 τ26 τ16 τ0 = τE6

. . . ↪→Qk+1↪→Qk ↪→ . . . ↪→Q2 ↪→Q1 ↪→ Q0 = Q

donde

Qk+1 = {x ∈ Qk |α(x)(e) = 0, ∀ e ∈ (ρ−1
E (TxQk))

⊥,Ω} (5.6)

y

Ek+1 = ρ−1
E (TQk+1).

Si existe k ∈ N tal que Qk = Qk+1, entonces decimos que el algoritmo de

ligaduras se estabiliza. En esta situación, existe una solución de la dinámica
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bien definida (pero no necesariamente única) en la subvariedad de ligaduras

final Qf = Qk. Denotaremos

Qf = Qk+1 = Qk, Ef = Ek+1 = Ek = ρ−1
E (TQk).

Entonces, τf = τk : Ef = Ek → Qf = Qk es un subalgebroide de Lie de

τE : E → Q (el algebroide de Lie restricción de E a Ef ). De la construcción

del algoritmo de ligaduras, deducimos que existe una sección X ∈ Γ(τf )

verificando (5.4). Además, si X ∈ Γ(τf ) es una solución de la ecuación

(5.4), entonces cualquier otra solución es de la forma X ′ = X + Y , donde

Y ∈ Γ(τf ) y, adicionalmente, Y (x) ∈ ker Ω(x), para todo x ∈ Qf . Por otra

parte, si denotamos por Ωf y αf la restricción de Ω y α, respectivamente, al

algebroide de Lie Ef → Qf , tenemos que Ωf es una 2-sección presimpléctica y

cualquier sección X ∈ Γ(τf ) que verifique la ecuación (5.4) también satisface

la ecuación

iXΩf = αf (5.7)

pero, en principio, existen soluciones de (5.7) que no son soluciones de (5.4),

pues ker Ω ∩ Ef ⊂ ker Ωf .

Observación 5.1 Nótese que se puede generalizar el procedimiento descrito

anteriormente al contexto general de ecuaciones diferenciales impĺıcitas en

un algebroide de Lie. Más detalladamente, si τE : E → Q es un algebroide

de Lie y S ⊂ E una subvariedad de E, entonces la correspondiente sucesión

de subvariedades de E es

S0 = S

S1 = S0 ∩ ρ−1
E (TτE(S0))

...

Sk+1 = Sk ∩ ρ−1
E (TτE(Sk))

...

En nuestro caso, Sk = ρ−1
E (TQk) (o, lo que es equivalente, Qk = τE(Sk)). ♦
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5.2 Reducción de algebroides de Lie presim-

plécticos

Sean (E, [[·, ·]]E, ρE) y (E ′, [[·, ·]]E′ , ρE′) dos algebroides de Lie sobre las varie-

dades Q y Q′, respectivamente. Supongamos que Ω ∈ Γ(∧2τ ∗E) (respectiva-

mente, Ω′ ∈ Γ(∧2τ ∗E′)) es una 2-sección presimpléctica sobre τE : E → Q (res-

pectivamente, τE′ : E ′ → Q′) y que α ∈ Γ(τ ∗E) (respectivamente, α′ ∈ Γ(τ ∗E′))

es un 1-cociclo sobre τE : E → Q (respectivamente, τE′ : E ′ → Q′). Entonces,

podemos considerar las correspondientes ecuaciones dinámicas

iXΩ = α, X ∈ Γ(τE),

iX′Ω′ = α′, X ′ ∈ Γ(τE′).

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras al primer problema, obtenemos la

siguiente sucesión de subalgebroides de Lie de τE : E → Q

. . . ↪→Ek+1↪→ Ek ↪→ . . . ↪→ E2 ↪→ E1 ↪→ E0 = E

τk+1
6 τk6 τ26 τ16 τ0 = τE6

. . . ↪→Qk+1↪→Qk ↪→ . . . ↪→Q2 ↪→Q1 ↪→ Q0 = Q

De forma similar, si aplicamos nuestro algoritmo de ligaduras al segundo

problema, obtenemos una sucesión de subalgebroides de Lie de τE′ : E ′ → Q′

. . . ↪→E ′
k+1↪→ E ′

k ↪→ . . . ↪→ E ′
2 ↪→ E ′

1 ↪→E ′
0 = E ′

τ ′k+1
6 τ ′k

6 τ ′2
6 τ ′1

6 τ ′0 = τE′6

. . . ↪→Q′
k+1↪→Q′

k ↪→ . . . ↪→Q′
2 ↪→Q′

1 ↪→Q′
0 = Q′

Por otra parte, está claro que la restricción Ωk (respectivamente, Ω′
k) de Ω

(respectivamente, Ω′) al algebroide de Lie τk : Ek → Qk (respectivamente, τ ′k :

E ′
k → Q′

k) es una sección presimpléctica de τk : Ek → Qk (respectivamente,

τ ′k : E ′
k → Q′

k). Además, si αk (respectivamente, α′k) es la restricción de

α (respectivamente, α′) a τk : Ek → Qk (respectivamente, τ ′k : E ′
k → Q′

k),

podemos considerar el problema dinámico

iXk
Ωk = αk, Xk ∈ Γ(τk),
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(respectivamente, iX′
k
Ω′
k = α′k, X ′

k ∈ Γ(τ ′k)) sobre τk : Ek → Qk (respectiva-

mente, τ ′k : E ′
k → Q′

k).

Ahora, supongamos que el par (Π, π)

Q π - Q′

τE

?

τE′

?

E
Π - E ′

es un epimorfismo dinámico de algebroides de Lie presimplécticos entre E y

E ′. Esto significa que:

i) El par (Π, π) es un morfismo de algebroides de Lie,

ii) π : Q → Q′ es una sumersión sobreyectiva y Π|Ex : Ex → E ′
π(x) es un

epimorfismo lineal, para todo x ∈ Q, y

iii) (Π, π)∗Ω′ = Ω y (Π, π)∗α′ = α.

Entonces, veremos que los subalgebroides de Lie de las dos sucesiones ante-

riores están relacionados por epimorfismos dinámicos de algebroides de Lie

presimplécticos. Primero, probaremos el resultado para k = 1.

Lema 5.2 Si (Π, π) es un epimorfismo dinámico de algebroides de Lie pre-

simplécticos, tenemos que:

i) π(Q1) = Q′
1 y Π(E1) = E ′

1.

ii) Si x1 ∈ Q1, entonces π−1(π(x1)) ⊆ Q1 y ker(Π|Ex1
) ⊆ (E1)x1.

iii) Si π1 : Q1 → Q′
1 y Π1 : E1 → E ′

1 son las restricciones a Q1 y E1 de

π : Q→ Q′ y Π : E → E ′, respectivamente, entonces el par (Π1, π1) es

un epimorfismo dinámico de algebroides de Lie presimplécticos.

Demostración: Si x ∈ Q entonces, usando que (Π, π)∗Ω′ = Ω y el hecho de

que Π|Ex : Ex → E ′
π(x) es un epimorfismo lineal, deducimos que

Π(ker Ω(x)) = ker Ω′(π(x)). (5.8)
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Aśı, de (5.5), (5.8) y como (Π, π)∗α′ = α, se sigue que

π(Q1) ⊆ Q′
1.

Rećıprocamente, si x′1 ∈ Q′
1 y x ∈ π−1(x′1) entonces, usando de nuevo (5.5),

(5.8) y el hecho de que (Π, π)∗α′ = α, obtenemos que x ∈ Q1. Esto prueba

que

Q′
1 ⊆ π(Q1)

y el siguiente resultado

x1 ∈ Q1 ⇒ π−1(π(x1)) ⊆ Q1. (5.9)

Ahora, veremos que π1 : Q1 → Q′
1 es una sumersión.

En efecto, si x1 ∈ Q1 y x′1 = π1(x1) entonces existen un subconjunto abierto

U ′ de Q′, x′1 ∈ U ′, y una sección local diferenciable s′ : U ′ → Q de la

sumersión π : Q → Q′ tal que s′(x′1) = x1. Nótese que, usando (5.9),

concluimos que la restricción s′1 de s′ al subconjunto abierto U ′
1 = U ′ ∩ Q′

1

de Q′
1 toma valores en Q1. Por tanto, s′1 : U ′

1 ⊆ Q′
1 → Q1 es una aplicación

diferenciable, s′1(x
′
1) = x1 y s′1 ◦π1 = Id. Esto implica que, π1 : Q1 → Q′

1 es

una sumersión.

A continuación, probaremos que

Π((E1)x1) = Π(ρ−1
E (Tx1Q1)) = ρ−1

E′ (Tπ(x1)Q
′
1) = (E ′

1)π(x1), para x1 ∈ Q1.

Ya que

(ρE′ ◦Π)|Ex1
= (Tπ ◦ρE)|Ex1

, (5.10)

se sigue que

Π((E1)x1) ⊆ (E ′
1)π(x1).

Rećıprocamente, supongamos que e′1 ∈ (E ′
1)π(x1) = ρ−1

E′ (Tπ(x1)Q
′
1). Entonces,

podemos elegir e ∈ Ex1 tal que Π(e) = e′1. Aśı, de (5.10), tenemos que

(Tπ)(ρE(e)) ∈ Tπ(x1)Q
′
1.
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Ahora, usando que π1 : Q1 → Q′
1 es una sumersión, deducimos que existe

v1 ∈ Tx1Q1 tal que

(Tπ)(v1) = (Tπ)(ρE(e)),

esto es,

v1 − ρE(e) ∈ Tx1(π
−1(π(x1))) ⊆ Tx1Q1.

Por lo tanto, ρE(e) ∈ Tx1Q1 y

e ∈ ρ−1
E (Tx1Q1) = (E1)x1 .

Por otra parte, si e ∈ ker(Π|Ex1
), entonces

0 = Π(e) ∈ (E ′
1)π(x1),

y, procediendo como antes, concluimos que e ∈ (E1)x1 .

Finalmente, usando que el par (Π, π) es un epimorfismo dinámico de alge-

broides de Lie presimplécticos, obtenemos que el par (Π1, π1) es también un

epimorfismo dinámico de algebroides de Lie presimplécticos.

CQD

Ahora, probaremos el resultado para cualquier valor de k.

Teorema 5.3 Sea (Π, π) un epimorfismo dinámico entre los algebroides de

Lie presimplécticos E y E ′. Entonces, tenemos que:

i) π(Qk) = Q′
k y Π(Ek) = E ′

k, para todo k.

ii) Si xk ∈ Qk, entonces π−1(π(xk)) ⊆ Qk y ker(Π|Exk
) ⊆ (Ek)xk

, para

todo k.

iii) Si πk : Qk → Q′
k y Πk : Ek → E ′

k son las restricciones a Qk y Ek de

π : Q → Q′ y Π : E → E ′, respectivamente, entonces el par (Πk, πk)

es un epimorfismo dinámico de algebroides de Lie presimplécticos, para

todo k.
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Demostración: El resultado se verifica para k = 0, 1. Entonces, procedere-

mos por inducción.

Supongamos que el resultado se verifica para k ∈ {0, 1, . . . , N}. Entonces, lo

probaremos para k = N + 1.

Nótese que si k ∈ {0, 1, . . . , N} y xk ∈ Qk entonces, usando los siguientes

hechos

(Π, π)∗Ω′ = Ω, Π((Ek)xk
) = (E ′

k)π(xk) y Π(Exk
) = E ′

π(xk),

obtenemos que

Π((Ek)
⊥,Ω
xk

) = (E ′
k)
⊥,Ω′
π(xk). (5.11)

Aśı, procediendo como en la demostración del Lema 5.2, deducimos el resul-

tado.

CQD

Obsérvese que el comportamiento de los dos algoritmos de ligaduras es el

mismo. De hecho, si obtenemos un subalgebroide de Lie final τf = τk : Ef =

Ek → Qf = Qk para el primer problema (es decir, siQk = Qk+1) entonces, del

Teorema 5.3, se sigue que Q′
k = Q′

k+1 y tenemos un subalgebroide de Lie final

τ ′f = τ ′k : E ′
f = E ′

k → Q′
f = Q′

k para el segundo problema. Rećıprocamente,

si el segundo algoritmo de ligaduras se estabiliza para un cierto k (esto es,

Q′
k = Q′

k+1) entonces, usando (5.6) y (5.11), deducimos que Qk = Qk+1, es

decir, el primer algoritmo de ligaduras también se estabiliza en el nivel k.

Ahora, supongamos que X : Qk → Ek es una sección del algebroide de Lie

τk : Ek → Qk tal que

iXΩ|Qk
= α|Qk

y que X es (Πk, πk)-proyectable, es decir, existe X ′ ∈ Γ(τ ′k) satisfaciendo que

X ′ ◦πk = Πk ◦X.

Entonces, usando que (Π, π)∗Ω′ = Ω y que (Π, π)∗α′ = α, obtenemos que

iX′Ω′
|Q′k

= α′|Q′k .
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En otras palabras, X ′ es una solución (en los puntos de Q′
k) del segundo

problema dinámico.

Rećıprocamente, si X ′ ∈ Γ(τ ′k) es una solución de la ecuación dinámica

iX′Ω′
|Q′k

= α′|Q′k ,

entonces podemos elegir X ∈ Γ(τk) tal que

X ′ ◦πk = Πk ◦X

y, como (Π, π)∗Ω′ = Ω y (Π, π)∗α′ = α, concluimos que

iXΩ|Qk
= α|Qk

.

5.3 Sistemas Lagrangianos singulares sobre

algebroides de Lie

En esta sección estudiaremos los sistemas Lagrangianos singulares sobre al-

gebroides de Lie y abordaremos el problema de que la solución de la dinámica

sea una ecuación diferencial de segundo orden.

Sea (E, [[·, ·]]E, ρE) un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad Q

de dimensión m y con proyección τE : E → Q. Consideramos sobre E una

función Lagrangiana L : E → R.

Denotamos por ωL y EL la 2-sección de Poincaré-Cartan y la enerǵıa La-

grangiana, respectivamente, asociadas a L. Entonces, ωL no es, en general,

una sección simpléctica y, aśı, la ecuación dinámica

iXωL = dT
EEEL

no tiene, en general, solución (véase Sección 1.2.1). Además, si existe una

solución de la ecuación anterior, en general, no es una ecuación diferencial de

segundo orden y, en general, no es única. En otras palabras, (ωL, d
T EEEL)

es un sistema Hamiltoniano presimpléctico sobre T EE.

Nótese que la transformación de Legendre legL : E → E∗ asociada a L (véase

(1.31)) no es, en general, un difeomorfismo local.
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Definición 5.4 La función Lagrangiana L se dice que es casi regular si se

verifican las siguientes condiciones:

i) El subconjunto M1 = legL(E) de E∗ es una subvariedad embebida de

E∗.

ii) La aplicación leg1 : E →M1 inducida por la transformación de Legen-

dre es una sumersión con fibras conexas.

En lo que sigue, supondremos que L es un Lagrangiano casi regular. En-

tonces, podemos probar el siguiente resultado.

Proposición 5.5 La enerǵıa Lagrangiana EL es una función básica con res-

pecto a la sumersión leg1 : E → M1, es decir, existe una función Hamilto-

niana H sobre M1 tal que

H ◦ leg1 = EL.

Demostración: Supongamos que e es un punto de E y que (xi, yα) son coor-

denadas locales fibradas en un subconjunto abierto de E que contiene a e.

Entonces, usando (1.32), deducimos que X = X i ∂

∂xi |e
+ λα

∂

∂yα |e
∈ TeE es

vertical con respecto a la sumersión leg1 : E →M1 si y sólo si

X i = 0 y λα
∂2L

∂yα∂yβ |e
= 0, para todo i, β.

Aśı, si X es vertical, de (1.26), se sigue que

X(EL) = λα
∂L

∂yα |e
+ λαyβ(e)

∂2L

∂yα∂yβ |e
− λα ∂L

∂yα |e
= 0.

Esto termina la prueba del resultado. CQD

Ahora, como τ ∗M1
= τ ∗E|M1

: M1 → Q es una fibración, podemos considerar

la prolongación T EM1 del algebroide de Lie τE : E → Q mediante τ ∗M1
o, en

otras palabras, el fibrado E-tangente a M1.

Entonces, la sección simpléctica canónica ΩE sobre T EE∗ → E∗ induce una

sección presimpléctica Ω1 sobre el algebroide de Lie T EM1 → M1. Además,
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la sumersión leg1 : E → M1 induce, de forma natural, un epimorfismo de

algebroides de Lie

T leg1 : T EE → T EM1

sobre leg1 dado por

(T leg1)(e,Xe′) = (e, (Te′leg1)(Xe′)),

para (e,Xe′) ∈ T Ee′ E. Usando el Teorema 1.7 y la Proposición 5.5, obtenemos

que

(T leg1, leg1)
∗(Ω1) = ωL, (T leg1, leg1)

∗(dT
EEEL) = dT

EM1H.

Por tanto, hemos probado el siguiente resultado.

Proposición 5.6 El par (T leg1, leg1) es un epimorfismo dinámico de alge-

broides de Lie entre los algebroides de Lie presimplécticos (T EE, ωL, dT
EEEL)

y (T EM1,Ω1, d
T EM1H).

El siguiente diagrama ilustra la situación anterior.

E
leg1 - M1

??

T EE
T leg1 -T EM1

@
@

@
@R

�
�

�
�	

Q

τE τ ∗M1

Ahora, consideramos las siguientes ecuaciones dinámicas

iXωL = dT
EEEL, con X ∈ Γ(τ τEE ) (5.12)

y

iY Ω1 = dT
EM1H, con Y ∈ Γ(τ

τ∗M1
E ). (5.13)
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En general, no se podrá encontrar una sección X ∈ Γ(τ τEE ) (respectivamente,

Y ∈ Γ(τ
τ∗M1
E )) satisfaciendo (5.12) (respectivamente, (5.13)) en todos los pun-

tos de E (respectivamente, M1). Aśı, debemos aplicar el algoritmo de liga-

duras general desarrollado en la Sección 5.1 para un sistema presimpléctico

arbitrario.

Supongamos que este algoritmo finaliza en el nivel k para la primera ecuación

dinámica, es decir, que existe un subalgebroide de Lie (T EE)k de T EE sobre

una subvariedad Ek de E y una sección Xk de (T EE)k → Ek tal que

(iXk
ωL)|Ek

= (dT
EEEL)|Ek

.

Nótese que (T EE)k = (ρτEE )−1(TEk), donde ρτEE : T EE → TE es la aplicación

ancla del algebroide de Lie T EE → E. Además, usando la Proposición 5.6

y los resultados de la Sección 5.2, deducimos que el algoritmo de ligaduras

también finaliza en el nivel k para la segunda ecuación. De hecho, tenemos

que:

i) leg1(Ek) = Mk+1 es una subvariedad de M1 y

(T EM1)k = (T leg1)((T EE)k) = (ρ
τ∗E
E )−1(TMk+1)

es un algebroide de Lie sobre Mk+1, siendo ρ
τ∗E
E : T EE∗ → TE∗ la

aplicación ancla del algebroide de Lie T EE∗ → E∗.

ii) Si ek ∈ Ek entonces leg−1
1 (leg1(ek)) ⊆ Ek y ker(Tek

leg1) ⊆ (T Eek
E)k.

Nótese que, de (1.25) y (1.34), se sigue que

ker(Tek
leg1) = kerωL(ek) ∩ (T Eek

E)v. (5.14)

iii) Si legk+1 : Ek → Mk+1 y (T leg)k+1 : (T EE)k → (T EM1)k son las

restricciones a Ek y (T EE)k de leg1 : E = E0 →M1 y T leg1 : T EE →
T EM1, respectivamente, entonces el par ((T leg)k+1, legk+1) es un epi-

morfismo dinámico de algebroides de Lie presimplécticos.
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iv) SiXk es una sección de (T EE)k → Ek tal que (iXk
ωL)|Ek

= (dT
EEEL)|Ek

y Xk es ((T leg)k+1, legk+1)-proyectable, esto es, existe una sección Yk

de (T EM1)k →Mk+1 satisfaciendo

Yk ◦ legk+1 = (T leg)k+1 ◦Xk,

entonces

(iYk
Ω1)|Mk+1

= (dT
EM1H)|Mk+1

.

v) Si Yk es una sección de (T EM1)k → Mk+1 solución de la ecuación

dinámica

(iYk
Ω1)|Mk+1

= (dT
EM1H)|Mk+1

entonces podemos elegir una sección Xk de (T EE)k → Ek tal que

Yk ◦ legk+1 = (T leg)k+1 ◦Xk y (iXk
ωL)|Ek

= (dT
EEEL)|Ek

.

Ahora, supongamos que la sección X de (T EE)k → Ek es una solución de la

ecuación dinámica

(iXωL)|Ek
= (dT

EEEL)|Ek

y que X es ((T leg)k+1, legk+1)-proyectable sobre la sección Y de (T EM1)k →
Mk+1. Entonces,

(iY Ω1)|Mk+1
= (dT

EM1H)|Mk+1
. (5.15)

El siguiente diagrama ilustra la situación anterior.

T EM1
- M1

?

T leg1

T EE -E = E0

?

leg1

(T EM1)k
�

�����

-
� Y

Mk+1
H

HHHHj

HHH
HHY

(T EE)k -
� X

Ek
���

��*

? ?

(T leg)k+1 legk+1
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Si ρτkE : (T EE)k → TEk es la aplicación ancla del algebroide de Lie (T EE)k →
Ek entonces las curvas integrales del campo de vectores ρτkE (X) no satisfacen,

en general, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L. La razón es que

la sección X no es, en general, una SODE sobre la subvariedad Ek de E. En

otras palabras, X no satisface, en general, la ecuación

SX = ∆|Ek
.

A continuación, presentaremos algunos resultados que nos permiten resolver

el problema anterior.

Teorema 5.7 i) El subconjunto SX de Ek definido por

SX = {e ∈ Ek | (SX)(e) = ∆(e)}

es una subvariedad de Ek.

ii) Existe un subalgebroide de Lie AX de (T EE)k → Ek (sobre SX) tal que

si (T leg)AX : AX → (T EM1)k y legSX : SX →Mk+1 son las restricciones de

(T leg)k+1 : (T EE)k → (T EM1)k y legk+1 : Ek →Mk+1 a AX y SX , respecti-

vamente, entonces el par ((T leg)AX , legSX ) es un isomorfismo de algebroides

de Lie.

Teorema 5.8 Existe una única sección ξX de AX → SX satisfaciendo las

siguientes condiciones

(iξXωL)|SX = (dT
EEEL)|SX , S(ξX) = ∆|SX .

Teorema 5.9 Si ρAX : AX → TSX es la aplicación ancla del algebroide de

Lie AX → SX entonces las curvas integrales del campo de vectores ρAX (ξX)

sobre SX son soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

Demostración del Teorema 5.7: Denotamos por WX : Ek → E la aplicación

diferenciable definida por

WX(e) = pr1(X(e)),
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donde pr1 : T EE → E es la restricción a T EE de la proyección canónica

pr1 : E × TE → E sobre el primer factor.

Ahora, procederemos en varios pasos.

Primer paso: Probaremos que

SX ∩ leg−1
k+1(legk+1(e)) = {WX(e)}, para todo e ∈ Ek. (5.16)

Si e ∈ Ek entonces, usando (1.9), (1.25), (1.26) y el hecho de que

(iXωL)|Ek
= (dT

EEEL)|Ek
,

deducimos que

(SX −∆)(e) ∈ kerωL(e).

Por otra parte, está claro que

(SX −∆)(e) ∈ (T Ee E)v.

Aśı, de (5.14), obtenemos que

(SX −∆)(e) ∈ ker(Teleg1).

Por tanto, si ρτEE : T EE → TE es la aplicación ancla del algebroide de Lie

T EE, entonces

ρτEE ((SX −∆)(e)) ∈ ker(Teleg1) = ker(Telegk+1).

Esto implica que X∗ = ρτEE (SX − ∆|Ek
) es un campo de vectores sobre Ek

que es vertical con respecto a la sumersión legk+1 : Ek →Mk+1.

Supongamos que la expresión local de la sección X es

X = XαXα + V αVα. (5.17)

Entonces,

SX −∆ = (Xα − yα)Vα y X∗ = (Xα − yα) ∂

∂yα
. (5.18)
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Además, como X es ((T leg)k+1, legk+1)-proyectable, las funciones Xα son

constantes sobre las fibras de legk+1. Consecuentemente, si e ≡ (xi0, y
α
0 ) ∈ Ek,

se sigue que la curva integral de X∗ que pasa por el punto e es

s 7→ σ(s) ≡ (xi0, X
α + e−s(yα0 −Xα)).

En particular,

σ(s) ≡ (xi0, X
α + e−s(yα0 −Xα)) ∈ leg−1

k+1(legk+1(e)), para todo s ∈ R,

lo que implica que

lim
s→∞

σ(s) ≡ (xi0, X
α) ∈ leg−1

k+1(legk+1(e)).

Ahora, de (5.17), tenemos que

WX(e) = pr1(X(e)) ≡ (xi0, X
α). (5.19)

Además, usando (5.18) y (5.19), deducimos que

X∗(WX(e)) = 0.

Por otra parte, si e′ ∈ SX ∩ leg−1
k+1(legk+1(e)) entonces, está claro que

τE(e) = τE(e′)

y, aśı, e′ ≡ (xi0, y
α(e′)). Además, como e′ ∈ SX , obtenemos que

0 = X∗(e′) = (Xα − yα(e′)) ∂

∂yα |e′

lo que implica que

e′ ≡ (xi0, X
α) ≡ WX(e).

Segundo paso: Probaremos que

SX = W̃X(Mk+1),

donde W̃X : Mk+1 → Ek es una sección de la sumersión legk+1 : Ek →Mk+1.

Por tanto, SX es una subvariedad de Ek y dimSX = dimMk+1.
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En efecto, supongamos que e, e′ ∈ Ek y

legk+1(e) = legk+1(e
′).

Entonces,

(T leg)k+1(X(e)) = Y (legk+1(e)) = Y (legk+1(e
′)) = (T leg)k+1(X(e′))

y, como consecuencia,

WX(e) = pr1(X(e)) = pr1(X(e′)) = WX(e′).

Aśı, tenemos que existe una aplicación diferenciable W̃X : Mk+1 → Ek tal

que el siguiente diagrama es conmutativo

Ek Ek
-

?

legk+1

WX

Mk+1

�
���

����*

W̃X

Además, usando (5.16), deducimos que W̃X : Mk+1 → Ek es una sección de

la sumersión legk+1 : Ek →Mk+1 y

SX = W̃X(Mk+1).

Tercer paso: Probaremos la segunda parte del teorema.

La sección W̃X : Mk+1 → Ek induce una aplicación

T W̃X : (T EM1)k = (ρ
τ∗E
E )−1(TMk+1)→ (T EE)k = (ρτEE )−1(TEk)

de tal forma que el par (T W̃X , W̃X) es un monomorfismo de algebroides de

Lie. Denotaremos por AX la imagen de (T EM1)k mediante la aplicación

T W̃X . Entonces, está claro que AX es un subalgebroide de Lie (sobre SX) y

el par (T W̃X , W̃X) es un isomorfismo entre los algebroides de Lie (T EM1)k →
Mk+1 y AX → SX . De hecho, el morfismo inverso es el par ((T leg)AX , legSX ),

donde (T leg)AX = (T leg1)|AX y legSX = (leg1)|SX .

CQD
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Demostración del Teorema 5.8: Consideramos la sección ξX de AX → SX

definida por

ξX = T W̃X ◦Y ◦ legSX .

Usando (5.15) y el hecho de que

(T leg)AX ◦ ξX = Y ◦ legSX , (5.20)

se sigue que

(iξXωL)|SX = (dT
EEEL)|SX .

Ahora, de (5.20), tenemos que

(ξX −X)(e) ∈ ker((T leg)k+1)|(T E
e E)k

= ker(Te leg1), para todo e ∈ SX ,

lo que implica que (véase (5.14))

(SξX)(e) = (SX)(e) = ∆(e), para todo e ∈ SX .

A continuación, supongamos que η es otra sección del algebroide de Lie

AX → SX tal que

(iηωL)|SX = (dT
EEEL)|SX , Sη = ∆|SX .

Entonces, está claro que

(η − ξX)(e) ∈ kerωL(e) ∩ (T Ee E)v, para todo e ∈ SX ,

y, usando (5.14), deducimos que

(η − ξX)(e) ∈ ker(Te leg1) = ker((T leg)k+1)|(T E
e E)k

, para todo e ∈ SX .

Aśı, (T leg)AX ((η − ξX)(e)) = 0, para todo e ∈ SX , y, como (T leg)AX :

AX → (T EM1)k es un isomorfismo de fibrados vectoriales, concluimos que

η = ξX .

CQD
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Demostración del Teorema 5.9: La sección ξX es una SODE a lo largo de la

subvariedad SX . Por tanto, de (1.10), tenemos que la expresión local de ξX

es

ξX = yαXα|SX + ξαVα|SX . (5.21)

Por otra parte, usando (1.25), (1.26), (5.21) y el hecho de que (iξXωL)|SX =

(dT
EEEL)|SX , se sigue que

ξβ
∂2L

∂yα∂yβ
+ yβρiβ

∂2L

∂xi∂yα
+
∂L

∂yγ
Cγ
αβy

β − ρiα
∂L

∂xi
= 0, para todo α.

Ahora, la expresión local del campo de vectores ρAX (ξX) sobre SX es

ρAX (ξX) = ρiαy
α ∂

∂xi
+ ξα

∂

∂yα
.

Por tanto, las curvas integrales de ρAX (ξX) satisfacen las siguientes ecua-

ciones

dxi

dt
= ρiαy

α,
d

dt

( ∂L
∂yα

)
+ Cγ

αβy
β ∂L

∂yγ
− ρiα

∂L

∂xi
= 0, para todo i y α,

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange para L (véase (1.27)).

CQD

Observación 5.10 Si aplicamos los resultados obtenidos en esta sección al

caso particular en el que el algebroide de Lie E es TQ, recuperamos los resul-

tados probados en [34, 36] para sistemas Lagrangianos singulares estándar.

♦

Ejemplo 5.11 Para ilustrar la teoŕıa consideraremos una variación de un

ejemplo de Lagrangiano singular con simetŕıas. Este ejemplo se corresponde

con un modelo mecánico de teoŕıa de campos debido a Capri y Kobayashi

(véase [13, 14]).

Consideramos el espacio de configuración Q̃ = R4 con coordenadas locales

(x1, y1, x2, y2) y la función Lagrangiana sobre Q̃ = R4 cuya expresión local es

L =
1

2
m2

(
ẋ2

2 + ẏ2
2

)
+ ẏ2x2 − ẋ2y2 − x2

1 − y2
1 − x2

2 − y2
2.
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Es obvio que el Lagrangiano es singular. De hecho, la 2-sección de Poincaré-

Cartan asociada a L está dada por

ωL = m2dx2 ∧ dẋ2 +m2dy2 ∧ dẏ2 + 2dy2 ∧ dx2

y entonces

kerωL = span

{
∂

∂x1

,
∂

∂y1

,
∂

∂ẋ1

,
∂

∂ẏ1

}
.

Además, el sistema es invariante por la acción de S1

S1 × Q̃ −→ Q̃
(α, (x1, y1, x2, y2)) 7−→ (x1, y1, x2 cosα− y2 senα, x2 senα+ y2 cosα).

Nótese que la acción de S1 sobre el subconjunto abierto Q = R2 × (R2 −
{(0, 0)}) es libre y entonces podemos considerar el espacio reducido Q/S1

y el algebroide de Lie-Atiyah πQ|S1 : TQ/S1 → Q/S1 (véase Sección 1.3).

Tomando coordenadas polares x2 = ρ cos θ, y2 = ρ sen θ, tenemos que la

proyección canónica p : Q→M = Q/S1 está dada por

p(x1, y1, ρ, θ) = (x1, y1, ρ).

Está claro que el algebroide de Lie-Atiyah es isomorfo al fibrado vectorial

TM × R→M .

Por otra parte, una base local de campos de vectores S1-invariantes sobre Q

está dada por { ∂

∂x1

,
∂

∂y1

,
∂

∂ρ
,
∂

∂θ

}
.

Estos campos de vectores inducen una base local de secciones {e1, e2, e3, e0}
del algebroide de Lie-Atiyah πQ|S1 : TQ/S1 → M = Q/S1. Además,

si ([[·, ·]]TQ/S1 , ρTQ/S1) es la estructura de algebroide de Lie sobre πQ|S1 :

TQ/S1 →M = Q/S1, se sigue que [[ei, ej]]TQ/S1 = 0, para todo i y j, y

ρTQ/S1(e1) =
∂

∂x1

, ρTQ/S1(e2) =
∂

∂y1

, ρTQ/S1(e3) =
∂

∂ρ
, ρTQ/S1(e0) = 0.
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Ahora, si (x1, y1, ρ; ẋ1, ẏ1, ρ̇, r) son las coordenadas locales sobre TQ/S1 in-

ducidas por la base local {e1, e2, e3, e0}, entonces el Lagrangiano reducido

es

l =
1

2
m2

(
ρ̇2 + (ρr)2

)
+ ρ2r − x2

1 − y2
1 − ρ2.

Aśı, las ecuaciones de Euler-Lagrange para l son:
m2ρ̈− (m2r + 2)ρr + 2ρ = 0,

m2rρ
2 + ρ2 = constante,

x1 = 0,
y1 = 0.

La base local {e1, e2, e3, e0} de Γ(πQ|S1) induce una base local

{X1,X2,X3,X0,V1,V2,V3,V0}

de secciones del algebroide de Lie prolongación T TQ/S1
(TQ/S1) → TQ/S1.

La expresión de la 2-sección presimpléctica ωl es

ωl = m2X 3 ∧ V3 +m2ρ
2X 0 ∧ V0 − ρ(m2r + 2)X 3 ∧ X 0.

La función de enerǵıa El : TQ/S1 → R está dada por

El =
1

2
m2

(
ρ̇2 + (ρr)2

)
+ x2

1 + y2
1 + ρ2

y, por tanto,

dT
TQ/S1

TQ/S1

El = m2ρ̇V3 + ρ2m2rV0 + ρ(m2r
2 + 2)X 3 + 2x1X 1 + 2y1X 2.

Aśı, si aplicamos el algoritmo de ligaduras, kerωl = {X1,X2,V1,V2} y la

primera subvariedad de ligaduras E1 ⊂ E = E0 = TQ/S1 está definida por

los puntos donde se anulan las funciones de ligadura:

x1 = 0, y1 = 0.

Además ((ρ
πQ|S1

TQ/S1)
−1(TE1))

⊥,ωl = kerωl, y, por tanto, Ef = E1, es decir, el

algoritmo se estabiliza en el primer nivel .
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En este caso, cualquier sección X de (T EE)1 → E1 solución de la ecuación

dinámica

(iXωl)|E1 = (dT
TQ/S1

(TQ/S1)El)|E1 (5.22)

es de la forma

X = ρ̇X3 + rX0 + f̃V1 + g̃V2 +
(m2r + 2)− 2ρ

m2

V3 −
2ρ̇(m2r + 1)

m2ρ
V0,

donde f̃ y g̃ son funciones arbitrarias sobre E1.

La transformación de Legendre legl : TQ/S1 → T ∗Q/S1 viene dada por

legl(x1, y1, ρ; ẋ1, ẏ1, ρ̇, r) = (x1, y1, ρ; 0, 0,m2ρ̇,m2ρ
2r + ρ2).

Por tanto, la subvariedad M1 = legl(TQ/S
1) de T ∗Q/S1 está definida por las

ligaduras px1 = 0 y py1 = 0, siendo (x1, y1, ρ; px1 , py1 , pρ, pr) las coordenadas

locales sobre T ∗Q/S1.

La expresión de la función Hamiltoniana H : M1 → R (véase Proposición

5.5) con respecto a las coordenadas inducidas (x1, y1, ρ; pρ, pr) sobre M1 es

H(x1, y1, ρ; pρ, pr) =
1

2m2

p2
ρ +

1

2m2ρ2
(pr − ρ2)2 + x2

1 + y2
1 + ρ2.

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras al algebroide de Lie presimpléctico

(T EM1, Ω1, d
T EM1H), deducimos que la subvariedad de ligaduras final M2

está determinada por

M2 = {(x1, y1, ρ; pρ, pr) ∈M1 | x1 = 0, y1 = 0}

donde existe una solución bien definida de la ecuación

(iY Ω1)|M2 = (dT
EM1H)|M2 .

Ahora, consideramos de nuevo el sistema Lagrangiano y estudiamos el pro-

blema de que la sección solución sea una SODE. Nótese en primer lugar que

las soluciones X de la ecuación (5.22) son ((T leg)2, leg2)-proyectables. Si

además imponemos la condición SX = ∆|E1 , esto es,

ρ̇V3 + rV0 = ẋ1V1 + ẏ1V2 + ρ̇V3 + rV0
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en los puntos de E1, obtenemos que la subvariedad SX ⊆ E1 está definida de

forma única como

SX = {(0, 0, ρ; 0, 0, ρ̇, r) ∈ TQ/S1},

y, por tanto, la sección ξX es la SODE dada por

ξX = ρ̇X3|SX + rX0|SX +
(m2r + 2)− 2ρ

m2

V3|SX − 2ρ̇(m2r + 1)

m2ρ
V0|SX .

4

5.4 Mecánica vakónoma en algebroides de Lie

En esta sección desarrollaremos una descripción geométrica de la mecánica

vakónoma en algebroides de Lie. Obtendremos las ecuaciones vakónomas

usando el algoritmo de ligaduras descrito anteriormente y estudiaremos el

caso particular en el que el algoritmo se estabiliza en el primer nivel. En

estas condiciones, si la restricción de la 2-sección presimpléctica al subalge-

broide de Lie ligado final es simpléctica, introduciremos el corchete vakónomo

que nos permitirá dar la evolución de un observable. Por otra parte, obten-

dremos también las ecuaciones vakónomas en un algebroide de Lie mediante

la aplicación de un principio variacional ligado.

5.4.1 Ecuaciones vakónomas y corchete vakónomo

Sean τE : E → Q un algebroide de Lie de rango n sobre una variedad Q

de dimensión m y L : E → R una función Lagrangiana sobre E. Además,

consideramosM⊆ E una subvariedad embebida, denominada la subvariedad

de ligaduras, de dimensión n +m − m̄ tal que τM = τE|M :M→ Q es una

sumersión sobreyectiva.

Ahora, supongamos que e es un punto de M, τM(e) = x ∈ Q, que (xi) son

coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q, x ∈ U , y que {eα} es

una base local de Γ(τE) en U . Denotamos por (xi, yα) las correspondientes
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coordenadas locales para E en el subconjunto abierto τ−1
E (U). Supondremos

que

M∩ τ−1
E (U) ≡ {(xi, yα) ∈ τ−1

E (U) |ΦA(xi, yα) = 0, A = 1, . . . , m̄}

donde ΦA son las funciones locales de ligadura independientes para la sub-

variedadM. El rango de la matriz de orden (m̄× (n+m))

(∂ΦA

∂xi
,
∂ΦA

∂yα

)
es máximo, es decir, m̄. Por otra parte, como τM :M→ Q es una sumersión,

deducimos que existe vi ∈ TeM tal que (TτM)(vi) =
∂

∂xi |x
, para todo i ∈

{1, . . . ,m}. Aśı,

vi =
∂

∂xi |e
+ vαi

∂

∂yα |e

lo que implica que

∂ΦA

∂xi |e
= −vαi

∂ΦA

∂yα |e
, para A ∈ {1, . . . , m̄} e i ∈ {1, . . . ,m}.

Por tanto, el rango de la matriz(∂ΦA

∂yα |e

)
A=1,...,m̄;α=1,...,n

es m̄. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que la matriz de orden

(m̄× m̄) (∂ΦA

∂yα |e

)
A=1,...,m̄;α=1,...,m̄

es regular. Entonces, usaremos la siguiente notación

yα = (yA, ya),

para 1 ≤ α ≤ n, 1 ≤ A ≤ m̄ y m̄+ 1 ≤ a ≤ n.



222 Caṕıtulo 5. Sistemas singulares y mecánica vakónoma en algebroides de Lie

Ahora, utilizando el teorema de la función impĺıcita, obtenemos que existen

un subconjunto abierto Ṽ de τ−1
E (U), un subconjunto abierto W ⊆ Rm+n−m̄

y funciones reales diferenciables

ΨA : W → R, A = 1, . . . , m̄,

tales que

M∩ Ṽ ≡ {(xi, yα) ∈ Ṽ | yA = ΨA(xi, ya), A = 1, . . . , m̄}.

Consecuentemente, (xi, ya) son coordenadas locales sobre M. Denotaremos

por L̃ la restricción de L aM.

A continuación, desarrollaremos una descripción geométrica de la mecánica

vakónoma sobre algebroides de Lie la cual es una generalización de los resul-

tados obtenidos en [25]. Además, para el caso M = E obtenemos también

una generalización a algebroides de Lie generales de la formulación dada por

Skinner y Rusk [103, 104] para Lagrangianos singulares estándar.

Consideramos la suma de Whitney de E∗ y E, E∗ ⊕Q E, y las proyecciones

canónicas pr1 : E∗ ⊕Q E → E∗ y pr2 : E∗ ⊕Q E → E. Ahora, sea W0 la

subvariedad W0 = pr−1
2 (M) = E∗ ⊕QM y las restricciones π1 = pr1|W0

y

π2 = pr2|W0
. Denotemos también por ν : W0 → Q la proyección canónica. El

siguiente diagrama ilustra esta situación

E∗ ⊕Q E

E∗

�
�

�	

@
@

@R

E

pr1 pr2
�

�
�	

@
@

@R

W0 = E∗ ⊕QM

E∗ M

π1 π2

Ahora, consideramos la prolongación τ
τ∗E
E : T EE∗ → E∗ (respectivamente,

τ νE : T EW0 → W0) del algebroide de Lie E mediante τ ∗E : E∗ → Q (res-

pectivamente, ν : W0 → Q). Además, podemos prolongar π1 : W0 → E∗

a un morfismo de algebroides de Lie T π1 : T EW0 → T EE∗ definido por

T π1 = (Id, Tπ1).

Si (xi, yα) son las coordenadas locales sobre E∗ asociadas a la base local {eα}
de Γ(τE), entonces (xi, yα, y

a) son coordenadas locales en W0 y podemos
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considerar la base local {Yα,Pα,Va} de Γ(τ νE) definida por

Yα(e∗, ě) =
(
eα(x), ρ

i
α

∂

∂xi |e∗
, 0
)
,

Pα(e∗, ě) =
(
0,

∂

∂yα |e∗
, 0
)
,

Va(e∗, ě) =
(
0, 0,

∂

∂ya |ě

)
,

donde (e∗, ě) ∈ W0 y ν(e∗, ě) = x. Si ([[·, ·]]νE, ρνE) es la estructura de algebroide

de Lie sobre T EW0, tenemos que

[[Yα,Yβ]]νE = Cγ
αβYγ,

y el resto de los corchetes de Lie fundamentales son cero. Además,

ρνE(Yα) = ρiα
∂

∂xi
, ρνE(Pα) =

∂

∂yα
, ρνE(Va) =

∂

∂ya
.

El Hamiltoniano de Pontryagin HW0 es una función en W0 = E∗⊕QM dada

por

HW0(e
∗, ě) = 〈e∗, ě〉 − L̃(ě),

o, en coordenadas locales,

HW0(x
i, yα, y

a) = yay
a + yAΨA(xi, ya)− L̃(xi, ya) . (5.23)

Por otra parte, podemos considerar sobre el algebroide de Lie τ νE : T EW0 →
W0 la 2-sección presimpléctica Ω0 = (T π1, π1)

∗ΩE, donde ΩE es la sección

simpléctica canónica sobre T EE∗ definida en (1.15). De (1.17), deducimos

que la expresión local de Ω0 es

Ω0 = Yα ∧ Pα +
1

2
Cγ
αβyγY

α ∧ Yβ, (5.24)

donde {Yα,Pα,Va} es la base dual de {Yα,Pα,Va}. Por tanto, la terna

(T EW0,Ω0, d
T EW0HW0) es un sistema Hamiltoniano presimpléctico.
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Definición 5.12 El problema vakónomo (L,M) en el algebroide de Lie E

consiste en encontrar las soluciones de la ecuación

iXΩ0 = dT
EW0HW0 , (5.25)

es decir, resolver el algoritmo de ligaduras para (T EW0,Ω0, d
T EW0HW0).

En coordenadas locales, tenemos que

dT
EW0HW0 =

(
yA
∂ΨA

∂xi
− ∂L̃
∂xi

)
ρiαYα+ΨAPA+yaPa+

(
ya+yA

∂ΨA

∂ya
− ∂L̃

∂ya

)
Va.

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras deducimos que la primera subvariedad

de ligaduras está definida como

W1 = {w ∈ E∗ ⊕QM| dT
EW0HW0(w)(Y ) = 0, ∀Y ∈ ker Ω0(w)}.

Como ker Ω0 = span{Va}, deducimos que W1 está localmente caracterizada

por las ecuaciones

ϕa = dT
EW0HW0(Va) = ya + yA

∂ΨA

∂ya
− ∂L̃

∂ya
= 0,

o, equivalentemente,

ya =
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya
, m̄+ 1 ≤ a ≤ n.

Nótese que la restricción de ν a W1 es una fibración. Además, un cálculo

directo prueba que la expresión local de cualquier sección X satisfaciendo la

ecuación (5.25) es de la forma

X = yaYa +ΨAYA +
[( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
ρiα− yaCβ

αayβ −ΨACβ
αAyβ

]
Pα +ΥaVa.

Por tanto, las ecuaciones vakónomas son

ẋi = yaρia + ΨAρiA,

ẏA =
( ∂L̃
∂xi
− yB

∂ΨB

∂xi

)
ρiA − yβ(yaC

β
Aa + ΨBCβ

AB),

d

dt

(
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya

)
=
( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
ρia

− yβ(ybCβ
ab + ΨACβ

aA),

para todo 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ A ≤ m̄ y m̄+ 1 ≤ a ≤ n.
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Observación 5.13 En la Sección 5.4.2 mostraremos que las ecuaciones va-

kónomas se pueden obtener desde un principio variacional ligado. ♦

Entonces, sabemos que existen secciones X de T EW0|W1 → W1 satisfaciendo

(5.25), pero, en general, no son secciones de (ρνE)−1(TW1) = T EW1. Aśı,

siguiendo el proceso desarrollado en la Sección 5.1, obtenemos una sucesión

de subvariedades embebidas

. . . ↪→ Wk+1 ↪→ Wk ↪→ . . . ↪→ W2 ↪→ W1 ↪→ W0 = E∗ ⊕QM.

Si el algoritmo se estabiliza, entonces obtenemos una subvariedad final de li-

gaduras Wf y, al menos, una sección X del algebroide de Lie (ρνE)−1(TWf )→
Wf que satisface la ecuación

(iXΩ0 = dT
EW0HW0)|Wf

.

Como en [25], analizaremos el caso en que el algoritmo se estabiliza en el

primer nivel, esto es, Wf = W1. En este caso, consideramos la restricción Ω1

de Ω0 a T EW1 y probamos el siguiente resultado.

Proposición 5.14 Ω1 es una sección simpléctica del algebroide de Lie T EW1

si y sólo si para cualquier sistema de coordenadas (xi, yα, y
a) sobre W0 tene-

mos que

det

(
∂2L̃

∂ya∂yb
− yA

∂2ΨA

∂ya∂yb

)
6= 0, en todo punto de W1.

Demostración: Está claro que dT
EW1Ω1 = 0.

Por otra parte, si w ∈ W1 entonces, como los elementos (dT
EW0ϕa)(w) son

independientes en (T Ew W0)
∗, tenemos que

(T Ew W1)
◦ =< (dT

EW0ϕa)(w) >

(nótese que dim(T Ew W1)
◦ = n− m̄). Además, usando un resultado conocido

(véase, por ejemplo, [67]), deducimos que

dim(T Ew W1)
⊥,Ω0 = dim(T Ew W0)− dim(T Ew W1)

+ dim(ker Ω0(w) ∩ T Ew W1).
(5.26)
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Ahora, supongamos que Ω1 es una 2-sección no degenerada sobre T EW1 →
W1. Entonces, está claro que

ker Ω0(w) ∩ T Ew W1 = {0}.

Aśı, la matriz (dT
EW0ϕa)(w)(Vb(w)) es regular, es decir,

det

(
∂2L̃

∂ya∂yb |w
− yA(w)

∂2ΨA

∂ya∂yb |w

)
6= 0.

Rećıprocamente, supongamos que la matriz (dT
EW0ϕa)(w)(Vb(w)) es regular.

Entonces,

ker Ω0(w) ∩ T Ew W1 = {0}.

Esto implica que (véase (5.26))

dim(T Ew W1)
⊥,Ω0 = dim(T Ew W0)− dim(T Ew W1) = dim(ker Ω0(w)).

Por tanto, como ker Ω0(w) ⊆ (T Ew W1)
⊥,Ω0 , se sigue que

ker Ω0(w) = (T Ew W1)
⊥,Ω0 ,

y, consecuentemente,

(T Ew W1) ∩ (T Ew W1)
⊥,Ω0 = {0},

es decir, Ω1(w) es una 2-sección no degenerada. CQD

En lo que sigue, utilizaremos la siguiente notación

Rab =
∂2L̃

∂ya∂yb
− yA

∂2ΨA

∂ya∂yb
, para todo a y b.

Observación 5.15 Supongamos que la subvariedad M es un subfibrado

vectorial real D (sobre Q) de E (nótese que τD = τE|D : D → Q es una

sumersión sobreyectiva). Entonces, podemos considerar coordenadas locales

(xi) en un subconjunto abierto U de Q y una base local {eα} = {eA, ea} de
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Γ(τE) en U tal que {ea} es una base local de Γ(τD). Aśı, si (xi, yA, ya) son

las correspondientes coordenadas locales sobre τ−1
E (U), tenemos que

τ−1
D (U) = D ∩ τ−1

E (U) ≡ {(xi, yA, ya) ∈ τ−1
E (U) | yA = 0}.

En otras palabras, la función local ΨA es la función cero, para todo A. Por

tanto, en este caso,

Rab =
∂2L̃

∂ya∂yb
, para todo a y b.

Nótese que la condición

det

(
∂2L̃

∂ya∂yb

)
6= 0

implica que el correspondiente problema no holónomo determinado por el

par (L,D) tiene una única solución (véase [24]). ♦

Observación 5.16 Obsérvese que la condición det (Rab) 6= 0 implica que la

matriz

(
∂ϕa
∂yb

)
a,b=m̄+1,...,n

es regular. Aśı, usando el teorema de la función

impĺıcita, deducimos que (xi, yα, y
a) son coordenadas locales para W0 en un

subconjunto abierto A0 ⊆ W0 y existe un subconjunto abierto W̃ ⊆ Rm+n y

funciones reales diferenciables

µa : W̃ → R, a = m̄+ 1, . . . , n,

tales que

W1 ∩ A0 = {(xi, yα, ya) ∈ A0 | ya = µa(xi, yα), a = m̄+ 1, . . . , n}. (5.27)

Por tanto, una base local de secciones de T EW1 → W1 está dada por

{Yα1 = (Yα + ρiα
∂µa

∂xi
Va)|W1 ,Pα1 = (Pα +

∂µa

∂yα
Va)|W1}.

Esto implica que

{Yα1,Pα1 , (Va)|W1}
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es una base local de secciones de T EW0|W1
→ W1. Nótese que, de (5.27),

se sigue que (xi, yα) son coordenadas locales en W1. Si ν1 : W1 → Q es la

proyección canónica y ([[·, ·]]ν1E , ρ
ν1
E ) es la estructura de algebroide de Lie sobre

τ ν1E : T EW1 → W1, tenemos que

[[Yα1,Yβ1]]
ν1
E = Cδ

αβYδ1

y el resto de los corchetes de Lie fundamentales son cero. Además,

ρν1E (Yα1) = ρiα
∂

∂xi
, ρν1E (Pα1 ) =

∂

∂yα
. (5.28)

♦

Ahora, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 5.17 Si Ω1 es una 2-sección simpléctica sobre el algebroide de Lie

τ ν1E : T EW1 → W1 entonces existe una única sección ξ1 ∈ Γ(τ ν1E ) cuyas cur-

vas integrales son soluciones de las ecuaciones vakónomas para el sistema

(L,M). De hecho, si HW1 es la restricción a W1 del Hamiltoniano de Pon-

tryagin HW0, entonces ξ1 es la sección Hamiltoniana de HW1 con respecto

a la sección simpléctica Ω1, es decir, ξ1 está caracterizada por la siguiente

condición

iξ1Ω1 = dT
EW1HW1 .

Demostración: Tenemos que (véase (5.23))

(dT
EW0HW0)(Va) = ρνE(Va)(HW0) =

∂HW0

∂ya
= ϕa.

Por tanto, de (5.24), se sigue que

(Ω0)|W1(ξ1, (Va)|W1) = (dT
EW0HW0)(Va)|W1 = 0.

Esto implica que

iξ1(Ω0)|W1 = (dT
EW0HW0)|W1
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y, como consecuencia, las curvas integrales de ξ1 son soluciones de las ecua-

ciones vakónomas para el sistema (L,M).

Además, si otra sección ξ′1 de T EW1 → W1 es solución de la ecuación

iξ′1(Ω0)|W1 = (dT
EW0HW0)|W1

entonces también es solución de la ecuación

iξ′1Ω1 = dT
EW1HW1

lo que implica que ξ′1 = ξ1. CQD

Supongamos que (xi, yα) son coordenadas locales en W1 como en la Ob-

servación 5.16 y que {Yα1,Pα1 } es la correspondiente base local de Γ(τ ν1E ).

Entonces, si {Yα1 ,Pα1} es la base dual de {Yα1,Pα1 }, tenemos que (véase

(5.24))

Ω1 = Yα1 ∧ Pα1 +
1

2
Cγ
αβyγY

α
1 ∧ Y

β
1 . (5.29)

Por otra parte, de (5.28), se sigue que

dT
EW1HW1 = ρiα

∂HW1

∂xi
Yα1 +

∂HW1

∂yα
Pα1

y aśı

ξ1 =
∂HW1

∂yα
Yα1 −

(
Cγ
αβyγ

∂HW1

∂yβ
+ ρiα

∂HW1

∂xi

)
Pα1 .

Nótese que
∂HW1

∂xi
=

(
(
∂

∂xi
+
∂µa

∂xi
∂

∂ya
)(HW0)

)
|W1

,

∂HW1

∂yα
=

(
(
∂

∂yα
+
∂µa

∂yα

∂

∂ya
)(HW0)

)
|W1

,

lo que implica que

ξ1(x
j, yβ) = µa(xj, yβ)Ya1 + ΨA(xj, µa(xj, yβ))YA1

−
(
Cb
αaybµ

a(xj, yβ) + Cb
αAybΨ

A(xj, µa(xj, yβ))

+ρiα(yA
∂ΨA

∂xi |(xj ,µa(xj ,yβ))
− ∂L̃

∂xi |(xj ,µa(xj ,yβ))
)
)
Pα1 .

Los resultados anteriores nos sugieren introducir la siguiente definición.
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Definición 5.18 El sistema vakónomo (L,M) sobre el algebroide de Lie

τE : E → Q se dice que es regular si Ω1 es una 2-sección simpléctica del

algebroide de Lie τ ν1E : T EW1 → W1.

Supongamos que (L,M) es un sistema vakónomo regular y que F1 ∈ C∞(W1,

R). Entonces, la sección Hamiltoniana de F1 con respecto a Ω1 es la sección

HΩ1
F1

del algebroide de Lie T EW1 → W1 caracterizada por la condición

iHΩ1
F1

Ω1 = dT
EW1F1.

Nótese que ξ1 = HΩ1
HW1

.

Usando las secciones Hamiltonianas, se puede introducir un corchete de fun-

ciones

{·, ·}(L,M) : C∞(W1,R)× C∞(W1,R)→ C∞(W1,R)

como sigue

{F1, G1}(L,M) = Ω1(HΩ1
F1
,HΩ1

G1
) = ρν1E (HΩ1

G1
)(F1),

para F1, G1 ∈ C∞(W1,R). La aplicación {·, ·}(L,M) se denomina el corchete

vakónomo asociado al sistema (L,M).

Teorema 5.19 El corchete de funciones {·, ·}(L,M) asociado a un sistema

vakónomo regular es un corchete de Poisson sobre W1. Además, si F1 ∈
C∞(W1, R) entonces la evolución temporal de F1, Ḟ1, está dada por

Ḟ1 = {F1, HW1}(L,M).

Demostración: Sea [Ω1 : T EW1 → (T EW1)
∗ el isomorfismo canónico in-

ducido por Ω1 definido por

[Ω1(X1) = iX1Ω1(w1), para X1 ∈ T Ew1
W1 y w1 ∈ W1.

Entonces, se puede introducir la sección Λ1 del fibrado vectorial Λ2T EW1 →
W1 como sigue

Λ1(α1, β1) = Ω1([
−1
Ω1

◦α1, [
−1
Ω1

◦β1), para α1, β1 ∈ Γ((τ ν1E )∗).
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Si [[·, ·]]ν1E es el corchete de Schouten-Nijenhuis asociado al algebroide de Lie

τ ν1E : T EW1 → W1 entonces, usando que dT
EW1Ω1 = 0, se puede probar que

[[Λ1,Λ1]]
ν1
E = 0.

Aśı, Λ1 es una matriz triangular, el par (T EW1, (T EW1)
∗) es un bialgebroide

de Lie triangular en el sentido de Mackenzie y Xu (véase la Sección 4 en [72])

y {·, ·}(L,M) es un corchete de Poisson sobre W1 (véase Proposición 3.6 en

[72]).

Por otra parte, si F1 ∈ C∞(W1,R) y ρν1E es la aplicación ancla del algebroide

de Lie T EW1 → W1 entonces

Ḟ1 = ρν1E (ξ1)(F1) = ρν1E (HΩ1
HW1

)(F1) = (dT
EW1F1)(HΩ1

HW1
).

Por tanto,

Ḟ1 = {F1, HW1}(L,M).

CQD

Supongamos que (xi, yα) son coordenadas locales sobre W1 como en la Ob-

servación 5.16 y que {Yα1,Pα1 } es la correspondiente base local de Γ(τ ν1E ). Si

F1 ∈ C∞(W1,R) entonces, de (5.28), se sigue que

dT
EW1F1 = ρiα

∂F1

∂xi
Yα1 +

∂F1

∂yα
Pα1.

Consecuentemente, usando (5.29), deducimos que

HΩ1
F1

=
∂F1

∂yα
Yα1 −

(
Cγ
αβyγ

∂F1

∂yβ
+ ρiα

∂F1

∂xi

)
Pα1 .

Esto implica que

{F1, G1}(L,M) = ρiα

(
∂F1

∂xi
∂G1

∂yα
− ∂F1

∂yα

∂G1

∂xi

)
− Cγ

αβyγ
∂F1

∂yα

∂G1

∂yβ
. (5.30)

Ahora, consideramos la estructura de Poisson lineal

{·, ·}ΠE∗ : C∞(E∗,R)× C∞(E∗,R)→ C∞(E∗,R)

sobre E∗ inducida por la estructura de algebroide de Lie de E (véase la

Sección 1.1.1).
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Corolario 5.20 Si (L,M) es un sistema vakónomo regular sobre un alge-

broide de Lie E entonces la restricción (π1)|W1 : W1 → E∗ de π1 : W0 → E∗

a W1 es un isomorfismo de Poisson local. Además, si T (π1)|W1 : T EW1→
T EE∗ es la correspondiente prolongación entonces el par (T (π1)|W1 , (π1)|W1)

es un simplectomorfismo local entre los algebroides de Lie simplécticos (T EW1,

Ω1) y (T EE∗,ΩE).

Demostración: De la Observación 5.16, obtenemos que (π1)|W1 : W1 → E∗

es un difeomorfismo local. Además, usando (1.4) y (5.30), deducimos que

{F ◦ (π1)|W1 , G ◦ (π1)|W1}(L,M) = {F,G}ΠE∗
◦ (π1)|W1 ,

para F,G ∈ C∞(E∗,R). Esto prueba la primera parte del corolario. La

segunda parte se obtiene a partir de la primera y usando el hecho de que

(T (π1)|W1 , (π1)|W1)
∗ΩE = Ω1. CQD

Observación 5.21 Si (π1)|W1 : W1 → E∗ es un difeomorfismo global en-

tonces podemos considerar la función real H sobre E∗ definida por

H = HW1
◦ (π1)

−1
|W1
.

Aśı, si HΩE
H ∈ Γ(τ

τ∗E
E ) es la sección Hamiltoniana de H con respecto a la

sección simpléctica ΩE entonces ξ1 y HΩE
H están (T (π1)|W1 , (π1)|W1)-relacio-

nadas, es decir,

T (π1)|W1
◦ ξ1 = HΩE

H
◦ (π1)|W1 .

♦

5.4.2 El punto de vista variacional

Como es bien conocido, la dinámica de un sistema vakónomo estándar se

obtiene aplicando un principio variacional ligado [2]. De forma más precisa,

sea Q la variedad de configuración, L : TQ → R la función Lagrangiana

y M ⊆ TQ la subvariedad de ligaduras. Entonces, se puede considerar el
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conjunto de curvas diferenciables de clase C2 que unen dos puntos arbitrarios

x, y ∈ Q como

C2(x, y) = {a : [t0, t1]→ Q | a es C2, a(t0) = x y a(t1) = y}.

Este conjunto es una variedad diferenciable de dimensión infinita y, dada

a ∈ C2(x, y), el espacio tangente de C2(x, y) se describe como

TaC2(x, y) = {X : [t0, t1]→TQ |X es C1, X(t) ∈ Ta(t)Q,X(t0)= 0, X(t1)= 0}.

Los elementos de TaC2(x, y) pueden verse como variaciones infinitesimales de

la curva a. Aśı, se puede introducir el funcional acción δS : C2(x, y) → R
definido por a 7→ δS(a) =

∫ t1
t0
L(ȧ(t))dt. Entonces, el problema vakónomo

asociado (Q,L,M) consiste en calcular los extremos del funcional δS res-

tringido al subconjunto C̃2(x, y) dado por

C̃2(x, y) = {a ∈ C2(x, y) | ȧ(t) ∈Ma(t) =M∩ π−1
Q (a(t)), ∀ t ∈ [t0, t1]},

es decir, a ∈ C̃2(x, y) es una solución del sistema vakónomo si a es un punto

cŕıtico de δS|C̃2(x,y). En el caso particular de no tener ligaduras, esto es,

M = TQ, entonces recuperamos el formalismo variacional para obtener las

ecuaciones de Euler-Lagrange clásicas.

Ahora, consideramos un algebroide de Lie τE : E → Q y L : E → R
una función Lagrangiana sobre E. En [86] se muestra cómo obtener las

ecuaciones de Euler-Lagrange (sobre un algebroide de Lie) desde un punto

de vista variacional. Recordemos algunos aspectos de dicha formulación. En

primer lugar, se define el conjunto de E-caminos como

Adm([t0, t1], E) = {a : [t0, t1]→ E | ρE ◦a =
d

dt
(τE ◦a)},

esto es, como el conjunto de curvas admisibles en E. Este conjunto es una

subvariedad de Banach del conjunto de caminos de clase C1 en E cuyo camino

base es de clase C2. Dos E-caminos a0 y a1 se dice que son E-homótopos si

existe un morfismo de algebroides de Lie

Φ : TI × TJ → E,
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donde I = [0, 1], J = [t0, t1], a(s, t) = Φ(
∂

∂t |(s,t)
) y b(s, t) = Φ(

∂

∂s |(s,t)
), tal

que
a(0, t) = a0(t), b(s, t0) = 0,
a(1, t) = a1(t), b(s, t1) = 0.

Las clases de E-homotoṕıa inducen una estructura de variedad de Banach

diferenciable de clase C2 sobre Adm([t0, t1], E). El conjunto de E-caminos

admisibles con dicha estructura de variedad lo denotaremos por P([t0, t1], E).

Además, en cada curva admisible a sobre E, el espacio tangente está dado

en términos de levantamientos completos de secciones. De hecho,

TaP([t0, t1], E) = {ηc ∈ TaAdm([t0, t1], E) | η(t0) = 0 y η(t1) = 0}.

(para más detalles, véase [30, 86]). Recordemos que si {eα} es una base local

de secciones de E y η es una sección dependiente del tiempo localmente dada

por

η = ηαeα

entonces ηc, el levantamiento completo de η, es el campo de vectores sobre

E dado por

ηc = ηαρiα
∂

∂xi
+ (ρiβ

∂ηγ

∂xi
− ηαCγ

αβ)y
β ∂

∂yγ
.

Con la estructura de variedad introducida sobre el espacio de E-caminos, es

posible formular el principio variacional de manera estándar. Sean x, y ∈ Q
dos puntos fijos y consideramos el conjunto P([t0, t1], E)yx de E-caminos con

puntos base inicio y final fijos en x e y, respectivamente, esto es,

P([t0, t1], E)yx = {a ∈ P([t0, t1], E) | τE(a(t0)) = x y τE(a(t1)) = y}.

En este contexto, para el funcional acción δS : P([t0, t1], E)→ R dado por

δS(a) =

∫ t1

t0

L(a(t))dt,

los puntos cŕıticos de δS en P([t0, t1], E)yx son las curvas a ∈ P([t0, t1], E)yx
que satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.27) (véase [86]).
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Ahora, sea (L,M) un sistema vakónomo sobre el algebroide de Lie τE : E →
Q. Denotaremos por P([t0, t1],M)yx el conjunto de E-caminos en M con

puntos base inicio y final fijos x e y, respectivamente, esto es,

P([t0, t1],M)yx = {a ∈ P([t0, t1], E)yx | a(t) ∈M, ∀t ∈ [t0, t1]}.

En este caso consideramos variaciones infinitesimales (es decir, levantamien-

tos completos ηc) tangentes a la subvariedad de ligadurasM y supondremos

que existen suficientes variaciones de este tipo (es decir, estudiamos las de-

nominadas soluciones normales del problema vakónomo). Como M está lo-

calmente definida por las ecuaciones yA−ΨA(xi, ya) = 0, para A = 1, . . . , m̄,

deducimos que las variaciones infinitesimales permitidas deben satisfacer que

ηc(yA −ΨA(xi, ya)) = 0, η(t0) = 0, η(t1) = 0.

Nótese que si a ∈ P([t0, t1],M)yx entonces

ηc(yA −ΨA(xi, ya)) ◦a = 0

si y sólo si

dηA

dt
= ρiαη

α∂ΨA

∂xi
+
dηa

dt

∂ΨA

∂ya
+ Ca

βαy
βηα

∂ΨA

∂ya
− CA

βαy
βηα. (5.31)

En este caso, buscamos los puntos cŕıticos del funcional acción

δS : P([t0, t1], E)yx → R

a(t) 7→
∫ t1

t0

L(a(t))dt.

Si consideramos nuestras variaciones infinitesimales entonces,

d

ds |s=0

∫ t1

t0

L(as(t))dt =

∫ t1

t0

( ∂L
∂xi

ηci +
∂L

∂ya
ηca +

∂L

∂yA
∂ΨA

∂xi
ηci +

∂L

∂yA
∂ΨA

∂ya
ηca

)
dt

=

∫ t1

t0

( ∂L̃
∂xi

ηci +
∂L̃

∂ya
ηca

)
dt

=

∫ t1

t0

( ∂L̃
∂xi

ρiAη
A +

∂L̃

∂xi
ρiaη

a +
∂L̃

∂ya
ηca

)
dt
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Sea yA la solución de las ecuaciones diferenciales

ẏA =
( ∂L̃
∂xi
− yB

∂ΨB

∂xi

)
ρiA − yaC

β
Aayβ −ΨBCβ

AByβ,

donde

ya =
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya
. (5.32)

De (5.31), tenemos que

d

dt
(yAη

A) = ẏAη
A + yAη̇

A

= yAρ
i
aη

a∂ΨA

∂xi
+ yA

dηa

dt

∂ΨA

∂ya
+ yAC

a
βαy

βηα
∂ΨA

∂ya
− yACA

βay
βηa

+
∂L̃

∂xi
ρiAη

A − yaηACb
Aayb − ηAΨBCb

AByb.

Usando esta última igualdad, deducimos que

d

ds |s=0

∫ t1

t0

L(as(t))dt =

∫ t1

t0

( ∂L̃
∂xi

ρiaη
a +

∂L̃

∂ya
ηca + yaηACb

Aayb

+ηAΨBCb
AByb − yAρiaηa

∂ΨA

∂xi
+
d

dt

(
yA
∂ΨA

∂ya

)
ηa

−yACd
βay

βηa
∂ΨA

∂yd
− yACd

βBy
βηB

∂ΨA

∂yd

+yAC
A
βay

βηa
)
dt.

Finalmente, usando (5.32) y el hecho de que

ηcd =
dηd

dt
+
(
Cd
baη

ayb + Cd
aAη

Aya + Cd
Baη

aΨB + Cd
BAη

AΨB
)
,

obtenemos que

d

ds |s=0

∫ t1

t0

L(as(t))dt =

∫ t1

t0

[( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
ρia −

d

dt

( ∂L̃
∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya

)
−ybCβ

abyβ −ΨACβ
aAyβ

]
ηadt.
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Como las variaciones ηa son libres, concluimos que las ecuaciones son

ẋi = yaρia + ΨAρiA,

ẏA =
( ∂L̃
∂xi
− yB

∂ΨB

∂xi

)
ρiA − yaC

β
Aayβ −ΨBCβ

AByβ,

d

dt

(
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya

)
=
( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
ρia − ybC

β
abyβ −ΨACβ

aAyβ,

con ya =
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya
, esto es, obtenemos las ecuaciones vakónomas para

el sistema vakónomo (L,M) sobre el algebroide de Lie τE : E → Q.

5.4.3 Algunos ejemplos

1.-Formalismo de Skinner-Rusk en algebroides de Lie. Consideramos sobre

un algebroide de Lie τE : E → Q un sistema vakónomo (L,M) donde M =

E, es decir, un sistema libre. En este caso particular,

W0 = E∗ ⊕Q E,

el Hamiltoniano de Pontryagin HW0 : E∗ ⊕Q E → R está localmente dado

por

HW0(x
i, yα, y

α) = yαyα − L(xi, yα)

y la 2-sección presimpléctica Ω0 sobre T EW0 está definida por

Ω0 = (T π1, π1)
∗ΩE.

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras, como ker Ω0 = span{Vα}, entonces la

primera subvariedad de ligaduras W1 está localmente caracterizada por

yα =
∂L

∂yα
, (5.33)

que es la definición del momento. Aśı, W1 es isomorfa a E y las ecuaciones

vakónomas se reducen a
ẋi = yαρiα,

d

dt

( ∂L
∂yα

)
= ρiα

∂L

∂xi
− Cγ

αβy
βyγ.

(5.34)
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Usando (5.33), se sigue que las ecuaciones (5.34) son justamente las ecua-

ciones de Euler-Lagrange asociadas a L (véase (1.27)). Nótese que si E =

TQ, este procedimiento es la formulación de Skinner-Rusk para la mecánica

Lagrangiana (véase [103, 104]). Por otra parte, usando la Proposición 5.14,

deducimos que el sistema vakónomo es regular si y sólo si la función La-

grangiana L es regular.

2.-El fibrado tangente de una variedad. Sea E el algebroide de Lie estándar

τE = πQ : TQ → Q, M ⊆ TQ una subvariedad de ligaduras tal que

πQ|M :M→ Q es una sumersión sobreyectiva y L : TQ→ R una función La-

grangiana estándar. Supongamos que (xi, ẋi) = (xi, ẋA, ẋa) son coordenadas

fibradas locales en TQ y que la subvariedadM está localmente descrita por

ecuaciones de la forma

ẋA = ΨA(xi, ẋa).

Como sabemos, las funciones de estructura del algebroide de Lie πQ : TQ→
Q con respecto a las coordenadas locales (xi, ẋi) son

Ck
ij = 0 y ρji = δji , para i, j, k ∈ {1, . . . ,m}.

Aśı, si aplicamos los resultados de las Secciones 5.4.1 y 5.4.2 a este caso

particular, recuperamos la formulación geométrica de la mecánica vakónoma

desarrollada en [25]. En particular, las ecuaciones vakónomas son

ẋA = ΨA,

d

dt

( ∂L̃
∂ẋa

)
− ∂L̃

∂xa
= ṗA

∂ΨA

∂ẋa
+ pA

[ d
dt

(∂ΨA

∂ẋa

)
− ∂ΨA

∂xa

]
,

ṗA =
∂L̃

∂xA
− pB

∂ΨB

∂xA
.

3.-Álgebras de Lie. Sea g un álgebra de Lie real de dimensión n. Entonces,

g es un algebroide de Lie sobre un punto.

Ahora, supongamos que C es un subespacio af́ın de g modelado sobre el

espacio vectorial C de dimensión n− m̄ y que e0 ∈ C, e0 6= 0. Consideramos
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una base {eα} = {e0, eā, ea} = {eA, ea} de g tal que {ea} es una base de C y

[eα, eβ]g = cγαβeγ.

Denotamos por (y0, yā, ya) = (yA, ya) las coordenadas lineales sobre g in-

ducidas por la base {e0, eā, ea} = {eA, ea}. Entonces, C está definido por las

ecuaciones

y0 = 1, yā = 0.

Sea L : g → R una función Lagrangiana y denotemos por L̃ : C → R la

restricción de L a C. Entonces, una curva

σ : t 7→ (y0(t), yā(t), ya(t)) = (1, 0, . . . , 0, ya(t))

en C es una solución de las ecuaciones vakónomas para el sistema ligado

(L,C) si y sólo si
d

dt

( ∂L̃
∂ya

)
= − ∂L̃

∂yd
(ybcdab + cda0)− yB(ybcBab + cBa0),

ẏA = − ∂L̃
∂yd

(ybcdAb + cdA0)− yB(ybcBAb + cBA0).

(5.35)

Ahora, consideramos la curva γ en g∗ cuyas componentes con respecto a la

base dual {eα} son

γ(t) = (yA(t),
∂L̃

∂ya |σ(t)

),

esto es, γ es la suma de la curva
∂L̃

∂y
y la curva

t 7→ λ(t) ∈ C◦

cuyas componentes son λ(t) = (yA(t), 0). Aqúı, C◦ ⊆ g∗ es el anulador del

subespacio C. Entonces, un cálculo directo, usando (5.35), prueba que γ

satisface las ecuaciones de Euler-Poincaré

d

dt

(∂L̃
∂y

+ λ
)

= ad∗σ

(∂L̃
∂y

+ λ
)
.
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Este resultado es justamente “El Teorema de Optimización para sistemas no

holónomos en grupos de Lie” que fue probado en [56] (véase Teorema 5.1 en

[56]).

4.-Algebroides de Lie-Atiyah y reducción en geometŕıa subriemanniana. Sea

p : Q → M un fibrado principal con grupo estructural G. La dimensión de

Q (respectivamente, M) es n (respectivamente, m).

Sea D una distribución en Q tal que

TqQ = Dq + Vqp, para todo q ∈ Q,

donde V p es el fibrado vertical de p.

Supongamos que tenemos en D una métrica fibrada 〈 , 〉D y que, además, D

y 〈 , 〉D son invariantes bajo la acción de G. Entonces, se puede construir la

conexión no holónoma como sigue (véase [7]).

Supongamos que el espacio

Sq = Dq ∩ Vqp

tiene dimensión constante r, para todo q ∈ Q. Bajo esta condición, el espacio

horizontal de la conexión no holónoma en el punto q es S⊥q , donde S⊥q es el

complemento ortogonal de Sq en Dq con respecto a la métrica fibrada 〈 , 〉D.

Denotaremos por ωnh : TQ→ g la correspondiente 1-forma con valores en el

álgebra de Lie g de G.

Aśı, podemos definir una función Lagrangiana sobre D dada por L(vq) =
1
2
〈vq, vq〉D, donde vq ∈ Dq.

Ahora, consideramos el algebroide de Lie-Atiyah πQ|G : TQ/G→M = Q/G

asociado al fibrado principal p : Q → M = Q/G. Nótese que el espacio de

órbitas D/G de la acción de G sobre D es un subfibrado vectorial (sobre M)

del algebroide de Lie-Atiyah.

A continuación, obtendremos una base local de Γ(πQ|G) adaptada al subfi-

brado vectorial D/G.

Para construirla, elegimos una trivialización local U×G del fibrado principal

p : Q → M = Q/G, donde U es un subconjunto abierto de M , y sea e el
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elemento neutro de G. Supongamos que (xi) son coordenadas locales en U .

Si (
∂

∂xi
)h es el levantamiento horizontal del campo de vectores

∂

∂xi
en U

entonces (
∂

∂xi
)h es un campo de vectores G-invariante y {( ∂

∂xi
)h}i=1,...,m es

una base local de S⊥.

Por otra parte, consideramos una familia de aplicaciones diferenciables

ẽα : U → g, α = 1, . . . , n−m,

tal que, para todo x ∈ U , {ẽα(x)} es una base de g y {ẽa(x)}a=1,...,r es una

base del espacio vectorial

g(x,e) = {ξ ∈ g | ξQ(x, e) ∈ D(x,e)}.

Aqúı, ξQ es el generador infinitesimal de la acción libre de G sobre Q asociado

a ξ ∈ g.

Ahora, introducimos los campos de vectores verticales sobre U × G dados

por
Vα : U ×G → T (U ×G) ∼= TU × TG

(x, g) 7→ ←−−−
ẽα(x)(g),

donde
←−−−
ẽα(x) es el campo de vectores invariante a la izquierda sobreG inducido

por el elemento ẽα(x) de g. Entonces, está claro que

{( ∂

∂xi
)h, Vα} = {( ∂

∂xi
)h, Va, VA}

es una base local de campos de vectores G-invariantes sobre Q y que

{( ∂

∂xi
)h, Va}

es una base local del espacio de las secciones del subfibrado vectorial D → Q.

Aśı, tenemos la correspondiente base local de secciones

{ei, eα} = {ei, ea, eA}

del algebroide de Lie-Atiyah πQ|G : TQ/G → M = Q/G adaptada al subfi-

brado vectorial D/G→M = Q/G.
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Denotamos por (xi, ẋi, ya, yA) las coordenadas locales sobre TQ/G inducidas

por la base {ei, ea, eA}. Entonces D/G está localmente caracterizado por las

ecuaciones

yA = 0.

Por otra parte, si

ωnh
( ∂

∂xi |(x,e)

)
= Γαi (x)ẽα(x),

∂ẽβ
∂xi |x

= χγiβ(x)ẽγ(x), [ẽα(x), ẽβ(x)]g = cγαβ ẽγ(x),

para todo x ∈ U , se sigue que

[[ei, ej]]TQ/G = Bγijeγ, [[ei, eβ]]TQ/G = µγiβeγ, [[eα, eβ]]TQ/G = cγαβeγ,

donde

Bγij =
∂Γγi
∂xj
−
∂Γγj
∂xi

+ Γαi Γ
β
j c
γ
αβ + Γαi χ

γ
jα − Γαj χ

γ
iα,

µγiβ = χγiβ − Γαi c
γ
αβ.

Además, si ρTQ/G : TQ/G → TM es la aplicación ancla del algebroide de

Lie-Atiyah πQ|G : TQ/G→M = Q/G, tenemos que

ρTQ/G(ei) =
∂

∂xi
, ρTQ/G(eα) = 0.

Como la métrica fibrada 〈 , 〉D es invariante bajo la acción de G, ésta induce

una métrica fibrada 〈 , 〉D/G sobre D/G, con función Lagrangiana asociada

l : D/G→ R. Por tanto, deducimos que una curva

σ : t 7→ (xi(t), ẋi(t), ya(t), yA(t)) = (xi(t), ẋi(t), ya(t), 0)

en D/G es una solución de las ecuaciones vakónomas para el sistema ligado

(l, D/G) si y sólo si

d

dt

( ∂l
∂ẋi

)
=

∂l

∂xi
− (ẋjBaij + ybµaib)

∂l

∂ya
− (ẋjBAij + ybµAib)pA,

d

dt

( ∂l

∂ya

)
= (ẋjµdja − ybcdab)

∂l

∂yd
+ (ẋjµAja − ybcAab)pA,

ṗA = (ẋiµbiA − yacbAa)
∂l

∂yb
+ (ẋiµBiA − yacBAa)pB.
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Nótese que si la base de secciones del subfibrado vectorialD/G→M = Q/G,

{ei, ea}, es ortonormal entonces

l(xi, ẋi, ya) =
1

2
((ẋi)2 + (ya)2)

y las ecuaciones vakónomas son
ẍi = −(ẋjBaij + ybµaib)y

a − (ẋjBAij + ybµAib)pA,

ẏa = (ẋjµdja − ybcdab)yd + (ẋjµAja − ybcAab)pA,

ṗA = (ẋiµbiA − yacbAa)yb + (ẋiµBiA − yacBAa)pB.

Está claro que también es posible estudiar soluciones abnormales tomando

el Lagrangiano l ≡ 0.

A continuación mostraremos un ejemplo simple pero ilustrativo.

Ejemplo 5.22 (Véase [51, 91]). Consideremos R3 con la distribución defi-

nida por D = kerω, donde ω es la 1-forma de Martinet, esto es,

ω = dx3 − (x1)2

2
dx2.

Los siguientes campos de vectores sobre R3 generan la distribución D{ ∂

∂x2
+

(x1)2

2

∂

∂x3
,
∂

∂x1

}
.

Denotemos por 〈 , 〉D la métrica fibrada que hace que dichos campos de

vectores sean una base ortonormal de D.

Ahora, tomamos la acción por traslaciones siguiente:

R2 × R3 −→ R3

((a, b), (x1, x2, x3)) 7−→ (x1, x2 + a, x3 + b) .

Entonces, tenemos una estructura de fibrado principal p : R3 → R3/R2 ≡ R
con la distribución D y la métrica fibrada 〈 , 〉D invariantes bajo la acción

de R2.
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Nótese que

V p = span
{ ∂

∂x2
,
∂

∂x3

}
,

S = D ∩ V p = span
{
V1 =

∂

∂x2
+

(x1)2

2

∂

∂x3

}
,

S⊥ = span
{ ∂

∂x1

}
.

Aśı, en el algebroide de Lie-Atiyah TR3/R2 ∼= R×R3 → R, tenemos la base

de secciones inducida ei : R→ R× R3, i = 1, 2, 3:

e1(x) = (x; (1, 0, 0)),

e2(x) = (x; (0, 1,
x2

2
)),

e3(x) = (x; (0, 0, 1)).

Esta base induce coordenadas (x, ẋ, y1, y2) sobre TR3/R2 y, en este caso, el

subfibrado vectorial D/R2 está caracterizado por la ecuación y2 = 0.

Además, tenemos que

[[e1, e2]]TR3/R2 = xe3, [[e1, e3]]TR3/R2 = 0, [[e2, e3]]TR3/R2 = 0,

y

l(x; ẋ, y1) =
1

2
((ẋ)2 + (y1)2).

Consecuentemente, las ecuaciones vakónomas son:
ṗ2 = 0,
ẍ = −y1xp2,
ẏ1 = ẋxp2 .

En otras palabras, p2 = k constante y las ecuaciones resultantes son{
ẍ = −ky1x,
ẏ1 = kẋx .

Como 1
2
(ẋ2+(y1)2) es una constante de movimiento, entonces podemos tomar

ẋ(t) = r sen θ(t) y y1(t) = r cos θ(t), donde θ(t) verifica la ecuación del

péndulo θ̈(t) = −kr sen θ(t) (véase también el Ejemplo 5.23).
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5.-Sistemas de control óptimo en algebroides de Lie como sistemas vakóno-

mos. (Véase [26, 83]). Sea τE : E → Q un algebroide de Lie y C una variedad

fibrada sobre la variedad de estados π : C → Q. Consideramos también una

sección σ : C → E a lo largo de π y una función l : C → R.

Si la sección σ : C → E a lo largo de π es un embebimiento, entonces la

imagen M = σ(C) es una subvariedad de E. Además, como σ : C → M
es un difeomorfismo, podemos definir el Lagrangiano L : M → R por L =

l ◦σ−1. Por tanto, en este caso, es equivalente analizar el problema de control

óptimo definido por (l, σ) (aplicando el principio de máximo de Pontryagin)

que estudiar el problema vakónomo sobre el algebroide de Lie τ : E → Q

definido por (L,M).

De forma más general (sin suponer la condición de embebimiento), podemos

considerar la prolongación τπE : T EC → C del algebroide de Lie τE : E → Q

mediante la fibración π : C → Q, esto es,

T EC = {(e,Xp) ∈ Eπ(p) × TpC | ρE(e) = Tπ(Xp)}.

Además, tenemos la subvariedad de ligadurasM caracterizada por

M = {(e,Xp) ∈ T Ep C |σ(p) = e}

y la función Lagrangiana L : T EC → R dada por L = l ◦ τπE. Aśı, (L,M) es

el sistema vakónomo asociado con el sistema de control óptimo.

Si E = TQ es el fibrado tangente al espacio de estados Q, es fácil probar

que la prolongación de TQ mediante π : C → Q es precisamente el fibrado

tangente TC. Bajo esta identificación, la subvariedad de ligaduras es

M = {X ∈ TC |Tπ(X) = σ(πC(X))}.

Aśı, recuperamos la construcción desarrollada en [26] (véase Sección 4 en

[26]).

Ejemplo 5.23 Consideremos el siguiente problema mecánico (véase [24, 54,

56]). Una esfera (homogénea) de radio r = 1, masa m e inercia k2 alrededor

de un eje arbitrario, rueda sin deslizamiento sobre una mesa horizontal la cual
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rota con una velocidad angular constante Ω sobre el eje x3. Las coordenadas

del punto de contacto de la esfera con el plano son (x1, x2). El espacio de

configuración de la esfera es Q = R2 × SO(3) y el Lagrangiano del sistema

se corresponde con la enerǵıa cinética

K(x1, x2; ẋ1, ẋ2, ωx1 , ωx2 , ωx3) =
1

2
(m(ẋ1)2 +m(ẋ2)2 +mk2(ω2

x1 +ω2
x2 +ω2

x3)),

donde (ωx1 , ωx2 , ωx3) son las componentes de la velocidad angular de la esfera.

Como la esfera rueda sin deslizamiento sobre una mesa que gira, entonces el

sistema está sujeto a las ligaduras afines:

ẋ1 − ωx2 = −Ωx2,
ẋ2 + ωx1 = Ωx1,

siendo Ω constante. Además, está claro que Q = R2 × SO(3) es el espacio

total de un fibrado principal trivial sobre R2 con grupo estructural SO(3)

y la proyección fibrada p : Q → R2 es precisamente la proyección canónica

sobre el primer factor. Por tanto, podemos considerar el correspondiente

algebroide de Lie-Atiyah TQ/SO(3) sobre R2.

Como el algebroide de Lie-Atiyah TQ/SO(3) es isomorfo a la variedad pro-

ducto TR2×so(3) ∼= TR2×R3, entonces una sección de πQ|SO(3) : TQ/SO(3)
∼= TR2×R3 → R2 es un par (X, u), donde X es un campo de vectores sobre

R2 y u : R2 → R3 es una aplicación diferenciable. En consecuencia, una base

global de secciones de TR2 × R3 → R2 es

e1 = (
∂

∂x1
, 0), e2 = (

∂

∂x2
, 0), e3 = (0, E1), e4 = (0, E2), e5 = (0, E3),

donde {E1, E2, E3} es la base canónica de R3.

La aplicación ancla ρTQ/SO(3) : TR2 × R3 → TR2 es la proyección sobre

el primer factor y si [[·, ·]]TQ/SO(3) es el corchete de Lie sobre el espacio

Γ(πQ|SO(3)) entonces los únicos corchetes de Lie fundamentales no nulos

son

[[e3, e4]]TQ/SO(3) = e5, [[e4, e5]]TQ/SO(3) = e3 y [[e5, e3]]TQ/SO(3) = e4.
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Está claro que el Lagrangiano y las ligaduras no holónomas están definidas

en el algebroide de Lie-Atiyah TQ/SO(3) (ya que el sistema es invariante

bajo la acción de SO(3)). De hecho, tenemos un sistema no holónomo en el

algebroide de Lie-Atiyah TQ/SO(3) ∼= TR2 × R3. Esta clase de sistemas ha

sido recientemente considerada por J. Cortés et al [24] (en particular, este

ejemplo ha sido cuidadosamente estudiado).

Se comprueba que las ecuaciones de movimiento para este sistema no holó-

nomo son
ẋ1 − ωx2 = −Ωx2,
ẋ2 + ωx1 = Ωx1,

ωx3 = c,

 (5.36)

donde c es una constante, junto con

ẍ1 +
k2Ω

1 + k2
ẋ2 = 0,

ẍ2 − k2Ω

1 + k2
ẋ1 = 0.

A continuación, consideraremos un problema de optimización. Supongamos

que tenemos control total sobre el movimiento del centro de la esfera y con-

sideremos la función de coste

L(x1, x2; ẋ1, ẋ2, ωx1 , ωx2 , ωx3) =
1

2

(
(ẋ1)2 + (ẋ2)2

)
y el siguiente problema de control óptimo:

”Problema de la bola y el plato” [56]. Dados dos puntos q0, q1 ∈ Q, encontrar

una curva de control óptimo (x1(t), x2(t)) en el espacio reducido que una

los puntos q0 y q1 y minimice
∫ 1

0
1
2
((ẋ1)2 + (ẋ2)2) dt sujeta a las ligaduras

definidas por las ecuaciones (5.36).

Nótese que este problema es equivalente al problema de control óptimo

definido por la sección σ : R2×R2 → TR2×R3 a lo largo de TR2×R3 → R2

dada por

σ(x1, x2;u1, u2) = (x1, x2;u1, u2,−u2 + Ωx1, u1 + Ωx2, c)

y la función l(x1, x2;u1, u2) = 1
2
((u1)2 + (u2)2). Como σ es claramente un

embebimiento, deducimos la equivalencia entre ambos problemas.
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Una condición necesaria de optimización del problema está dada por las

correspondientes ecuaciones vakónomas. En este caso, denotaremos por

y1 = ẋ1, y2 = ẋ2, y3 = ωx1 , y4 = ωx2 , y5 = ωx3 .

Por tanto, el problema vakónomo está dado por el Lagrangiano

L =
1

2

(
(y1)2 + (y2)2

)
y la subvariedadM definida por las ligaduras

y3 = Ψ3(x1, x2, y1, y2) = −y2 + Ωx1,

y4 = Ψ4(x1, x2, y1, y2) = y1 + Ωx2,

y5 = Ψ5(x1, x2, y1, y2) = c.

Aśı, obtenemos que las ecuaciones vakónomas son:

ṗ3 = cp4 − (y1 + Ωx2) p5,

ṗ4 = −cp3 − (y2 − Ωx1) p5,

ṗ5 = (y1 + Ωx2) p3 + (y2 − Ωx1) p4,

d

dt

(
y1 − p4

)
= −Ωp3,

d

dt

(
y2 + p3

)
= −Ωp4,

y1 = ẋ1 , y2 = ẋ2 .

Además, como la matriz(
∂2L

∂ya∂yb
−

5∑
A=3

yA
∂2ΨA

∂ya∂yb

)
1≤a,b≤2

=

(
1 0
0 1

)
es regular, tenemos que el sistema vakónomo es regular. En consecuencia,

existe una única solución de las ecuaciones vakónomas en la subvariedad W1

que está determinada por las ecuaciones

p1 =
∂L

∂y1
− yA

∂ΨA

∂y1
= y1 − p4,

p2 =
∂L

∂y2
− yA

∂ΨA

∂y2
= y2 + p3.
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Aśı, se sigue que (x1, x2, p1, p2, p3, p4, p5) son coordenadas locales sobre W1

(o, del Corolario 5.20, sobre E∗).

Además, sobre W1 tenemos un corchete de Poisson bien definido { , }(L,M).

Para las funciones coordenadas los términos no nulos son los siguientes

{x1, p1}(L,M) = 1 , {x2, p2}(L,M) = 1,

{p3, p4}(L,M) = −p5 , {p3, p5}(L,M) = p4 , {p4, p5}(L,M) = −p3.

La expresión local del Hamiltoniano HW1 es

HW1(x
1, x2, p1, p2, p3, p4, p5) =

1

2
(p1 +p4)

2 +
1

2
(p2−p3)

2 +cp5 +p3Ωx
1 +p4Ωx

2

y las ecuaciones vakónomas son

ṗ1 = {p1, HW1}(L,M) = −Ωp3,

ṗ2 = {p2, HW1}(L,M) = −Ωp4,

ṗ3 = {p3, HW1}(L,M) = cp4 − (p1 + p4 + Ωx2) p5,

ṗ4 = {p4, HW1}(L,M) = −cp3 − (p2 − p3 − Ωx1) p5,

ṗ5 = {p5, HW1}(L,M) = (p1 + p4 + Ωx2) p3 + (p2 − p3 − Ωx1) p4,

ẋ1 = {x1, HW1}(L,M) = p1 + p4,

ẋ2 = {x2, HW1}(L,M) = p2 − p3.

Uno de los casos más estudiados es cuando c = 0 (es decir, la esfera rueda

de forma que su velocidad angular es siempre paralela al plano horizontal) y

Ω = 0 (la mesa no rota). En este caso, las ecuaciones se reducen a

ṗ3 = −y1p5, ṗ4 = −y2p5, ṗ5 = y1p3 + y2p4,
d

dt

(
y1 − p4

)
= 0,

d

dt

(
y2 + p3

)
= 0,

y1 = ẋ1, y2 = ẋ2.

Aśı, es fácil comprobar que

d

dt
((y1)2 + (y2)2) = 0.
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Por tanto, y1(t) = cos θ(t) e y2(t) = sen θ(t), cuando 1 =
√

(y1)2 + (y2)2.

Además, se deduce que p5 = θ̇.

Ahora, como y1 = p4 + k1 e y2 = −p3 + k2, con k1, k2 ∈ R constantes,

considerando k1 = r cosϕ y k2 = r senϕ, entonces, de la ecuación ṗ5 =

y1p3 + y2p4, obtenemos que

θ̈ = r cos θ senϕ− r sen θ cosϕ = −r sen (θ − ϕ),

es decir, el ángulo θ verifica la ecuación del péndulo, mientras que las coor-

denadas del punto de contacto satisfacen las EDOs: ẋ1 = cos θ y ẋ2 = sen θ.

El resultado notable es que estas ecuaciones garantizan que el punto de con-

tacto de la esfera rodando de manera óptima describe una elástica de Euler

(véase [50]). 4



CAṔITULO 6

Sistemas Lagrangianos singulares y mecánica
vakónoma en afgebroides de Lie

En este caṕıtulo estudiaremos los sistemas Lagrangianos singulares sobre un

afgebroide de Lie. Para ello, desarrollaremos previamente un algoritmo de

ligaduras para algebroides de Lie precosimplécticos. Además, presentare-

mos una descripción geométrica de la mecánica vakónoma en afgebroides de

Lie usando también dicho algoritmo. Finalmente, introduciremos para un

sistema vakónomo regular un corchete af-Poisson cuya parte af́ın-lineal nos

permitirá dar la evolución de un observable.

6.1 Algoritmo de ligaduras para algebroides

de Lie precosimplécticos

Sea τE : E → Q un fibrado vectorial de rango n sobre una variedad Q de

dimensión m y con estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]E, ρE). Supongamos

que Ω ∈ Γ(∧2τ ∗E) y que η ∈ Γ(τ ∗E) es una sección no nula en todo punto de

Q.

Ahora, consideramos una sección arbitraria Y ∈ Γ(τE) tal que iY η = 1.

251



252 Caṕıtulo 6. Sistemas singulares y mecánica vakónoma en afgebroides de Lie

Entonces, podemos introducir la sección ΩY ∈ Γ(∧2τ ∗E) dada por

ΩY = Ω− η ∧ iY Ω.

Además, tenemos que iY ΩY = 0 y es fácil probar que e ∈ Ex satisface las

condiciones

ie Ω(x) = 0 y ie η(x) = 1

si y sólo si

ie ΩY (x) = −iYxΩ(x) y ie η(x) = 1.

Por otra parte, definimos el morfismo de fibrados vectoriales [(ΩY ,η) : E → E∗

(sobre la identidad de Q) como sigue

[(ΩY ,η)(e) = ie ΩY (x) + η(x)(e)η(x),

para e ∈ Ex, con x ∈ Q.
Ahora, si x ∈ Q y Fx es un subespacio de Ex, podemos introducir el subes-

pacio vectorial F
⊥,(ΩY ,η)
x de Ex dado por

F⊥,(ΩY ,η)
x = {e ∈ Ex | (−ie ΩY (x) + η(x)(e)η(x))(f) = 0,∀ f ∈ Fx}.

Nótese que E
⊥,(ΩY ,η)
x = ker ΩY (x) ∩ ker η(x).

Como en la Sección 5.1, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 6.1 Si [(ΩY (x),η(x)) = [(ΩY ,η)|Ex entonces

[(ΩY (x),η(x))(Fx) =
(
F⊥,(ΩY ,η)
x

)◦
. (6.1)

Demostración: En primer lugar, probaremos que

dimF⊥,(ΩY ,η)
x = dimEx − dimFx + dim(E⊥,(ΩY ,η)

x ∩ Fx). (6.2)

En efecto, consideramos la aplicación lineal [̃(−ΩY (x),η(x)) : Ex → F ∗
x dada por

[̃(−ΩY (x),η(x))(e) = (−ieΩY (x) + η(x)(e)η(x))|Fx , para e ∈ Ex.
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Es fácil probar que

ker [̃(−ΩY (x),η(x)) = F⊥,(ΩY ,η)
x , Im [̃(−ΩY (x),η(x)) ⊆

(
E⊥,(ΩY ,η)
x ∩ Fx

)◦
.

Aśı, se sigue que

dimEx − dimF⊥,(ΩY ,η)
x ≤ dimFx − dim(E⊥,(ΩY ,η)

x ∩ Fx).

Por otra parte, se puede ver que

ker([(ΩY (x),η(x))|Fx) = E⊥,(ΩY ,η)
x ∩ Fx, Im ([(ΩY (x),η(x))|Fx) ⊆

(
F⊥,(ΩY ,η)
x

)◦
.

Por tanto,

dimFx − dim(E⊥,(ΩY ,η)
x ∩ Fx) ≤ dimEx − dimF⊥,(ΩY ,η)

x .

En consecuencia, deducimos que la igualdad (6.2) es cierta.

Ahora, es obvio que

[(ΩY (x),η(x))(Fx) ⊆
(
F⊥,(ΩY ,η)
x

)◦
y, ya que dim [(ΩY (x),η(x))(Fx) = dim

(
F
⊥,(ΩY ,η)
x

)◦
(véase (6.2)), se tiene el

resultado. CQD

A continuación, supondremos que Ω es una 2-sección presimpléctica (es decir,

dEΩ = 0) y que η ∈ Γ(τ ∗E) es un 1-cociclo (es decir, dEη = 0). Diremos

entonces que la terna (E,Ω, η) es un sistema precosimpléctico.

La dinámica del sistema precosimpléctico está dada por una sección X ∈
Γ(τE) que satisfaga las ecuaciones

iXΩ = 0 y iXη = 1. (6.3)

En general, no se podrá encontrar una sección X que satisfaga las ecuaciones

(6.3) en todos los puntos de Q. Aśı, en primer lugar, buscaremos los puntos

donde (6.3) tiene sentido. Definimos

Q1 = {x ∈ Q | ∃e ∈ Ex : ie Ω(x) = 0 y ie η(x) = 1}

= {x ∈ Q | η(x)− iYxΩ(x) ∈ [(ΩY (x),η(x))(Ex)}.
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De (6.1), se sigue que

Q1 = {x ∈ Q |(η(x)− iYxΩ(x))(e) = 0,∀ e∈ ker ΩY (x)∩ker η(x) = E⊥,(ΩY ,η)
x }.

Si Q1 es una subvariedad embebida de Q, entonces deducimos que existe

una sección X de τE : E → Q en los puntos de Q1 que satisface las ecua-

ciones (6.3). Pero ρE(X) no es, en general, tangente a Q1. Aśı, debe-

mos restringirnos a E1 = ρ−1
E (TQ1). Nótese que, si E1 es una variedad y

τ1 = τE|E1 : E1 → Q1 es un fibrado vectorial, entonces τ1 : E1 → Q1 es un

subalgebroide de Lie de τE : E → Q.

Ahora, debemos considerar el subconjunto Q2 de Q1 definido por

Q2 = {x ∈ Q1 | η(x)− iYxΩ(x) ∈ [(ΩY (x),η(x))((E1)x)

= [(ΩY (x),η(x))(ρ
−1
E (TxQ1))}

= {x ∈ Q1 | (η(x)− iYxΩ(x))(e) = 0, ∀ e ∈ (E1)
⊥,(ΩY ,η)
x }.

Si Q2 es una subvariedad embebida de Q1, entonces deducimos que existe

una sección X de τ1 : E1 → Q1 en los puntos de Q2 que satisface las

ecuaciones (6.3). Sin embargo, ρE(X) no es, en general, tangente a Q2.

Por tanto, tenemos que restringirnos a E2 = ρ−1
E (TQ2). Como antes, si

τ2 = τE|E2 : E2 → Q2 es un fibrado vectorial, se sigue que τ2 : E2 → Q2 es

un subalgebroide de Lie de τ1 : E1 → Q1.

Consecuentemente, si repetimos el proceso, obtenemos una sucesión de sub-

algebroides de Lie (por suposición):

. . . ↪→Ek+1↪→ Ek ↪→ . . . ↪→ E2 ↪→ E1 ↪→ E0 = E

τk+1
6 τk6 τ26 τ16 τ0 = τE6

. . . ↪→Qk+1↪→Qk ↪→ . . . ↪→Q2 ↪→Q1 ↪→ Q0 = Q

donde

Qk+1 = {x ∈ Qk | (η(x)− iYxΩ(x))(e) = 0, ∀ e ∈ (ρ−1
E (TxQk))

⊥,(ΩY ,η)} (6.4)

y

Ek+1 = ρ−1
E (TQk+1).
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Si existe k ∈ N tal que Qk = Qk+1, entonces decimos que el algoritmo de

ligaduras se estabiliza. En esta situación, existe una solución bien definida de

la dinámica (pero no necesariamente única) en la subvariedad de ligaduras

final Qf = Qk. Denotaremos por

Qf = Qk+1 = Qk, Ef = Ek+1 = Ek = ρ−1
E (TQk).

Entonces, τf = τk : Ef = Ek → Qf = Qk es un subalgebroide de Lie de

τE : E → Q (el algebroide de Lie restricción de E a Ef ). De la construcción

del algoritmo de ligaduras, deducimos que existe una sección X ∈ Γ(τf )

que verifica las ecuaciones (6.3). Además, si X ∈ Γ(τf ) es una solución de

las ecuaciones dinámicas, entonces cualquier otra solución es de la forma

X ′ = X + Z, donde Z ∈ Γ(τf ) y Z(x) ∈ ker Ω(x) ∩ ker η(x), para todo

x ∈ Qf . Por otra parte, si denotamos por Ωf y ηf la restricción de Ω y

η, respectivamente, al algebroide de Lie Ef → Qf , tenemos que Ωf es una

2-sección presimpléctica, ηf es un 1-cociclo y cualquier sección X ∈ Γ(τf )

que verifique las ecuaciones (6.3) también satisface las ecuaciones

iXΩf = 0 y iXηf = 1, (6.5)

pero, en principio, existen soluciones de (6.5) que no son soluciones de (6.3),

pues ker Ω ∩ ker η ∩ Ef ⊆ ker Ωf ∩ ker ηf .

Observación 6.2 Nótese que el algoritmo de ligaduras previo y la descrip-

ción de las subvariedades de ligaduras generalizan algunos resultados obteni-

dos en [60] (véase también [21]) . ♦

6.2 Reducción de algebroides de Lie preco-

simplécticos

Sean (E, [[·, ·]]E, ρE) y (E ′, [[·, ·]]E′ , ρE′) dos algebroides de Lie sobre las varie-

dades Q y Q′, respectivamente. Supongamos que Ω ∈ Γ(∧2τ ∗E) (respectiva-

mente, Ω′ ∈ Γ(∧2τ ∗E′)) es una 2-sección presimpléctica sobre τE : E → Q (res-

pectivamente, τE′ : E ′ → Q′) y que η ∈ Γ(τ ∗E) (respectivamente, η′ ∈ Γ(τ ∗E′))
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es un 1-cociclo sobre τE : E → Q (respectivamente, τE′ : E ′ → Q′) no nulo

en todo punto de Q (respectivamente, Q′). Entonces, podemos considerar

las correspondientes ecuaciones dinámicas

iXΩ = 0 y iXη = 1, X ∈ Γ(τE),

iX′Ω′ = 0 y iX′η′ = 1, X ′ ∈ Γ(τE′).

Si aplicamos el algoritmo de ligaduras desarrollado en la sección anterior al

primer problema, obtenemos la siguiente sucesión de subalgebroides de Lie

de τE : E → Q

. . . ↪→Ek+1↪→ Ek ↪→ . . . ↪→ E2 ↪→ E1 ↪→ E0 = E

τk+1
6 τk6 τ26 τ16 τ0 = τE6

. . . ↪→Qk+1↪→Qk ↪→ . . . ↪→Q2 ↪→Q1 ↪→ Q0 = Q

De forma similar, si aplicamos nuestro algoritmo de ligaduras precosimpléc-

tico al segundo problema, obtenemos una sucesión de subalgebroides de Lie

de τE′ : E ′ → Q′

. . . ↪→E ′
k+1↪→ E ′

k ↪→ . . . ↪→ E ′
2 ↪→ E ′

1 ↪→E ′
0 = E ′

τ ′k+1
6 τ ′k

6 τ ′2
6 τ ′1

6 τ ′0 = τE′6

. . . ↪→Q′
k+1↪→Q′

k ↪→ . . . ↪→Q′
2 ↪→Q′

1 ↪→Q′
0 = Q′

Nótese que la restricción (Ωk, ηk) (respectivamente, (Ω′
k, η

′
k)) de (Ω, η) (res-

pectivamente, (Ω′, η′)) al algebroide de Lie τk : Ek → Qk (respectivamente,

τ ′k : E ′
k → Q′

k) es una estructura precosimpléctica sobre τk : Ek → Qk

(respectivamente, τ ′k : E ′
k → Q′

k).

Ahora, supongamos que el par (Π, π)

Q π - Q′

τE

?

τE′

?

E
Π - E ′

es un epimorfismo dinámico de algebroides de Lie precosimplécticos entre E

y E ′. Esto significa que:
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i) El par (Π, π) es un morfismo de algebroides de Lie,

ii) π : Q → Q′ es una sumersión sobreyectiva y Π|Ex : Ex → E ′
π(x) es un

epimorfismo lineal, para todo x ∈ Q, y

iii) (Π, π)∗Ω′ = Ω y (Π, π)∗η′ = η.

Entonces, como en la Sección 5.2, veremos que los subalgebroides de Lie de

las dos sucesiones anteriores están relacionados por epimorfismos dinámicos

de algebroides de Lie precosimplécticos.

De hecho, procediendo de forma similar que en la prueba del Lema 5.2, se

puede deducir el siguiente resultado.

Lema 6.3 Si (Π, π) es un epimorfismo dinámico de algebroides de Lie pre-

cosimplécticos, tenemos que:

i) π(Q1) = Q′
1 y Π(E1) = E ′

1.

ii) Si x1 ∈ Q1, entonces π−1(π(x1)) ⊆ Q1 y ker(Π|Ex1
) ⊆ (E1)x1.

iii) Si π1 : Q1 → Q′
1 y Π1 : E1 → E ′

1 son las restricciones a Q1 y E1 de

π : Q→ Q′ y Π : E → E ′, respectivamente, entonces el par (Π1, π1) es

un epimorfismo dinámico de algebroides de Lie precosimplécticos.

Ahora, podemos probar el resultado para cualquier valor de k.

Teorema 6.4 Sea (Π, π) un epimorfismo dinámico entre los algebroides de

Lie precosimplécticos E y E ′. Entonces, tenemos que:

i) π(Qk) = Q′
k y Π(Ek) = E ′

k, para todo k.

ii) Si xk ∈ Qk, entonces π−1(π(xk)) ⊆ Qk y ker(Π|Exk
) ⊆ (Ek)xk

, para

todo k.

iii) Si πk : Qk → Q′
k y Πk : Ek → E ′

k son las restricciones a Qk y Ek de

π : Q→ Q′ y Π : E → E ′, respectivamente, entonces el par (Πk, πk) es

un epimorfismo dinámico de algebroides de Lie precosimplécticos, para

todo k.
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Demostración: Sea Y ′ una sección de τE′ : E ′ → Q′ tal que

η′(Y ′) = 1

y sea Ω′
Y ′ ∈ Γ(∧2τ ∗E′) definida por

Ω′
Y ′ = Ω′ − η′ ∧ iY ′Ω′.

Ya que el par (Π, π) es un epimorfismo de algebroides de Lie, se puede elegir

Y ∈ Γ(τE) tal que

Π ◦Y = Y ′ ◦π.

Además, usando que (Π, π)∗Ω′ = Ω y (Π, π)∗η′ = η, deducimos que

(Π, π)∗Ω′
Y ′ = Ω− η ∧ iY Ω = ΩY . (6.6)

Ahora, de (6.6) y el Lema 6.3, se sigue que

Π
(
(E1)

⊥,(ΩY ,η)
x1

)
= (E ′

1)
⊥,(Ω′

Y ′ ,η
′)

π(x1) , para x1 ∈ Q1,

y, en general,

Π
(
(Ek)

⊥,(ΩY ,η)
xk

)
= (E ′

k)
⊥,(Ω′

Y ′ ,η
′)

π(xk) , para xk ∈ Qk. (6.7)

Entonces, procediendo por inducción sobre k y como en la demostración

del Lema 5.2, se prueba el resultado (nótese que el Teorema es cierto para

k = 0, 1).

CQD

Por tanto, también en el caso precosimpléctico, el comportamiento de los dos

algoritmos de ligaduras es el mismo. De hecho, si obtenemos un subalgebroide

de Lie final τf = τk : Ef = Ek → Qf = Qk para el primer problema (es decir,

si Qk = Qk+1) entonces, del Teorema 6.4, se sigue que Q′
k = Q′

k+1 y tenemos

un subalgebroide de Lie final τ ′f = τ ′k : E ′
f = E ′

k → Q′
f = Q′

k para el

segundo problema. Rećıprocamente, si el segundo algoritmo de ligaduras se

estabiliza para un cierto k (esto es, Q′
k = Q′

k+1) entonces, usando (6.4) y
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(6.7), deducimos que Qk = Qk+1, es decir, el primer algoritmo de ligaduras

también se estabiliza en el nivel k.

A continuación, supongamos que X : Qk → Ek es una sección del algebroide

de Lie τk : Ek → Qk tal que

iXΩ|Qk
= 0 y iXη|Qk

= 1

y que X es (Πk, πk)-proyectable, es decir, existe X ′ ∈ Γ(τ ′k) satisfaciendo que

X ′ ◦πk = Πk ◦X.

Entonces, usando que (Π, π)∗Ω′ = Ω y que (Π, π)∗η′ = η, obtenemos que

iX′Ω′
|Q′k

= 0 y iX′η′|Q′k = 1.

En otras palabras, X ′ es una solución (en los puntos de Q′
k) del segundo

problema dinámico.

Rećıprocamente, si X ′ ∈ Γ(τ ′k) es una solución de las ecuaciones dinámicas

iX′Ω′
|Q′k

= 0 y iX′η′|Q′k = 1,

entonces, ya que (Πk, πk) es un epimorfismo de fibrados vectoriales, podemos

elegir X ∈ Γ(τk) tal que

X ′ ◦πk = Πk ◦X.

Además, usando que (Π, π)∗Ω′ = Ω y (Π, π)∗η′ = η, concluimos que

iXΩ|Qk
= 0 y iXη|Qk

= 1.

6.3 Sistemas Lagrangianos singulares sobre

afgebroides de Lie

En esta sección estudiaremos los sistemas Lagrangianos singulares sobre afge-

broides de Lie y abordaremos el problema de que la solución obtenida median-

te la aplicación del algoritmo de ligaduras precosimpléctico sea una SODE.
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Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide de Lie sobre

una variedad Q. Entonces, el fibrado bidual τÃ : Ã → Q de A admite una

estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]Ã, ρÃ) tal que la sección 1A del fibrado

dual A+ es un 1-cociclo. Sea τ τA
Ã

: T ÃA → A el fibrado Ã-tangente a A, esto

es, la prolongación del algebroide de Lie Ã mediante la fibración τA : A → Q.

Consideramos sobre A una función Lagrangiana L : A → R. Denotamos

por ΩL la 2-sección de Poincaré-Cartan asociada a L (véase (3.5)) y por φ0

el 1-cociclo de τ τA
Ã

: T ÃA → A definido en (3.3). Entonces, (ΩL, φ0) no es,

en general, una estructura cosimpléctica sobre T ÃA y, aśı, las ecuaciones

dinámicas

iXΩL = 0 y iXφ0 = 1

no tienen, en general, solución (véase Sección 3.1.3). Además, si existe

solución de las ecuaciones anteriores no es, en general, una ecuación diferen-

cial de segundo orden y no es, en general, única.

Por otra parte, sean LegL : A → A+ y legL : A → V ∗ la transformación

de Legendre extendida y la transformación de Legendre, respectivamente,

asociadas a L. Nótese que, en general, legL no es un difeomorfismo local.

Tenemos aśı el siguiente diagrama

A
��

���*

HH
HHHj

Leg1

leg1

M̃1 = LegL(A)

M1 = legL(A)
?

µ1

-

-

j

i

A+

V ∗
?

µ

6

?

legL

LegL

donde µ1 = µ|M̃1
= µ|LegL(A) y leg1 (respectivamente, Leg1) es la restricción

de legL (respectivamente, LegL) a su imagenM1 = legL(A) (respectivamente,

M̃1 = LegL(A)).
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Definición 6.5 La función Lagrangiana L sobre el afgebroide de Lie A se

dice que es casi regular si se verifican las siguientes condiciones:

i) El subconjunto M̃1 = LegL(A) de A+ es una subvariedad embebida de

A+.

ii) La aplicación Leg1 : A → M̃1 inducida por la transformación de Le-

gendre extendida es una sumersión con fibras conexas.

iii) El subconjunto leg−1
L (legL(a)) de A es conexo, para todo a ∈ A.

Observación 6.6 Nótese que la Definición 6.5 generaliza la noción de La-

grangiano casi regular autónomo (respectivamente, no autónomo) dada en

[34, 35, 36] (respectivamente, [20, 21, 59, 60]). ♦

Proposición 6.7 Si L : A → R es un Lagrangiano casi regular sobre el

afgebroide de Lie A, entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) leg−1
L (legL(a)) = Leg−1

L (LegL(a)), para todo a ∈ A.

ii) La aplicación µ1 : M̃1 →M1 es biyectiva.

iii) Existe una única estructura diferenciable sobre M1 tal que µ1 : M̃1 →
M1 es un difeomorfismo.

iv) M1 es una subvariedad de V ∗.

v) La aplicación leg1 : A →M1 es una sumersión con fibras conexas.

Demostración: i) Sea a ∈ A. Entonces, es obvio que Leg−1
L (LegL(a)) ⊆

leg−1
L (legL(a)). Por tanto, sólo tenemos que probar que leg−1

L (legL(a)) ⊆
Leg−1

L (LegL(a)).

Como las fibras de Leg1 : A → M̃1 son conexas, entonces Leg−1
L (LegL(a)) es

la hoja de la distribución completamente integrable ker(TLegL) que contiene

al punto a, siendo TLegL : TA → TA+ la aplicación tangente de LegL :

A → A+.
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Por otra parte, ya que rang (LegL) = dim M̃1, tenemos que rang (LegL) es

constante. Aśı, usando que rang (legL) = rang (LegL) (véase la Observación

3.2), deducimos que rang (legL) es también constante y aśı leg−1
L (legL(a)) es

una subvariedad regular y cerrada de A cuyo espacio tangente en cada punto

b es justamente ker(TblegL).

Ahora, puesto que ker(T legL) = ker(TLegL) (véase la Observación 3.2),

se sigue que leg−1
L (legL(a)) es una subvariedad integral de ker(TLegL) en

el punto a. Finalmente, como leg−1
L (legL(a)) es conexa, deducimos que

leg−1
L (legL(a)) ⊆ Leg−1

L (LegL(a)).

ii) En primer lugar, probaremos que µ1 es sobreyectiva. Sea a1 ∈ M1 =

legL(A). Entonces sabemos que existe a ∈ A tal que legL(a) = a1. Denote-

mos por ã1 = Leg1(a) ∈ M̃1 = LegL(A). Aśı, tenemos que

µ1(ã1) = µ1(Leg1(a)) = leg1(a) = a1.

Ahora, veamos que µ1 es inyectiva. Sean ã1, b̃1 ∈ M̃1 tales que µ1(ã1) =

µ1(b̃1). Consideramos a, b ∈ A tales que Leg1(a) = ã1 y Leg1(b) = b̃1.

Entonces, obtenemos que

leg1(a) = µ(Leg1(a)) = µ1(ã1) = µ1(b̃1) = µ1(Leg1(b)) = leg1(b).

Aśı, usando i), deducimos que

Leg1(a) = Leg1(b),

es decir, ã1 = b̃1.

iii) Se obtiene directamente de ii).

iv) Probaremos que i : M1 → V ∗ es una inmersión de lo que deducimos el

resultado. Como i = µ ◦ j ◦µ−1
1 , tenemos que i es diferenciable. Ahora, sean

a1 ∈M1 y v1 ∈ Ta1M1 tal que (Ta1i)(v1) = 0. Usando que Leg1 : A → M̃1 es

una sumersión, podemos considerar a ∈ A y v ∈ TaA tales que

Leg1(a) = µ−1
1 (a1) y (TaLeg1)(v) = (Ta1µ

−1
1 )(v1).

Entonces,

(Tµ−1
1 (a1)j)(Ta1µ

−1
1 (v1)) = (Tµ−1

1 (a1)j)(TaLeg1(v)) = (TaLegL)(v)
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y, por tanto, 0 = (Ta1i)(v1) = (TalegL)(v). Aśı,

v ∈ ker(TalegL) = ker(TaLegL).

Esto implica que

0 = (TaLegL)(v) = (Tµ−1
1 (a1)j)(Ta1µ

−1
1 (v1)).

Como Tµ−1
1 (a1)j y Ta1µ

−1
1 son monomorfismos, concluimos que v1 = 0. Esto

prueba que i es una inmersión.

v) Se obtiene como consecuencia directa de los resultados anteriores. CQD

Observación 6.8 Nótese que L es un Lagrangiano casi regular localmente si

y sólo si la matriz WL = (Wαβ) tiene rango constante, siendo Wαβ =
∂2L

∂yα∂yβ

y (xi, yα) coordenadas locales en A. ♦

En lo que sigue, supondremos que L : A → R es un Lagrangiano casi regular.

Aśı, de la Proposición 6.7, tenemos que µ1 : M̃1 → M1 es un difeomorfismo

y, por tanto, podemos considerar la aplicación

h1 = µ−1
1 : M1 → M̃1.

Por otra parte, como τ ∗V |M1
: M1 → Q es una fibración, podemos considerar

la prolongación T ÃM1 del algebroide de Lie Ã mediante τ ∗V |M1
que sabemos

es un algebroide de Lie sobre M1 con proyección τ
τ∗
V |M1

Ã
: T ÃM1 →M1.

A continuación, construiremos una estructura precosimpléctica (Ωh1 , η1) so-

bre el algebroide de Lie T ÃM1 →M1.

En primer lugar, consideramos la prolongación T (j ◦h1) : T ÃM1 → T ÃA+

de la aplicación j ◦h1 : M1 → A+

M1
j ◦h1 - A+

τ
τ∗
V |M1

Ã

?

τ
τA+

Ã

?

T ÃM1
T (j ◦h1) - T ÃA+
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En otras palabras, T (j ◦h1) = (Id, T (j ◦h1)), siendo T (j ◦h1) : TM1 → TA+

la aplicación tangente de j ◦h1 : M1 → A+.

Entonces, definimos la 2-sección Ωh1 ∈ Γ(∧2(τ
τ∗
V |M1

Ã
)∗) como

Ωh1 = (T (j ◦h1), j ◦h1)
∗ΩÃ,

donde ΩÃ es la sección simpléctica canónica asociada al algebroide de Lie Ã.

Como (T (j ◦h1), j ◦h1) es un morfismo de algebroides de Lie, tenemos que

Ωh1 es una 2-sección presimpléctica sobre T ÃM1 →M1.

Por otra parte, consideramos la sección η̃ de (T ÃA+)∗ → A+ definida en

(4.36). Nótese que si pr1 : T ÃA+ → Ã es la proyección canónica sobre el

primer factor, entonces (pr1, τA+) es un morfismo entre los algebroides de Lie

τ
τA+

Ã
: T ÃA+ → A+ y τÃ : Ã → Q y, además, se verifica que

(pr1, τA+)∗1A = η̃.

Aśı, como 1A es un 1-cociclo de τÃ : Ã → Q, se deduce que η̃ es un 1-cociclo

de τ
τA+

Ã
: T ÃA+ → A+. Ahora, definimos el 1-cociclo η1 ∈ Γ((τ

τ∗
V |M1

Ã
)∗) por

η1 = (T (j ◦h1), j ◦h1)
∗η̃.

Entonces, tenemos las siguientes relaciones:

• ΩL = (T Leg1, Leg1)
∗((T j, j)∗ΩÃ) = (T leg1, leg1)

∗Ωh1 ,

• φ0 = (T Leg1, Leg1)
∗((T j, j)∗η̃) = (T leg1, leg1)

∗η1,

siendo T Leg1 : T ÃA → T ÃM̃1 (respectivamente, T j : T ÃM̃1 → T ÃA+ y

T leg1 : T ÃA → T ÃM1) la prolongación de Leg1 : A → M̃1 (respectiva-

mente, j : M̃1 → A+ y leg1 : A →M1).

Usando la Proposición 6.7 y las relaciones anteriores, deducimos el siguiente

resultado.

Proposición 6.9 El par (T leg1, leg1) es un epimorfismo dinámico entre los

algebroides de Lie precosimplécticos (T ÃA,ΩL, φ0) y (T ÃM1,Ωh1 , η1).
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El siguiente diagrama ilustra la situación anterior

A leg1 - M1

??

T ÃA T leg1 - T ÃM1

@
@

@
@R

�
�

�
�	

Q

τA τ ∗V |M1

Ahora, consideramos las siguientes ecuaciones dinámicas

iXΩL = 0 y iXφ0 = 1, con X ∈ Γ(τ τA
Ã

) (6.8)

y

iY Ωh1 = 0 y iY η1 = 1, con Y ∈ Γ(τ
τ∗
V |M1

Ã
). (6.9)

En general, no podremos encontrar una secciónX ∈ Γ(τ τA
Ã

) (respectivamente,

Y ∈ Γ(τ
τ∗
V |M1

Ã
)) que satisfaga las ecuaciones (6.8) (respectivamente, (6.9))

en todos los puntos de A (respectivamente, M1). Aśı, debemos aplicar el

algoritmo de ligaduras general desarrollado en la Sección 6.1 para un sistema

precosimpléctico arbitrario.

Supongamos que este algoritmo se estabiliza en el nivel k para el primer

problema dinámico, es decir, que existe un subalgebroide de Lie (T ÃA)k de

T ÃA sobre una subvariedad Ak de A y una sección Xk de (T ÃA)k → Ak tal

que

(iXk
ΩL)|Ak

= 0 y (iXk
φ0)|Ak

= 1.

Nótese que (T ÃA)k = (ρτA
Ã

)−1(TAk), donde ρτA
Ã

: T ÃA → TA es la apli-

cación ancla del algebroide de Lie T ÃA → A. Además, usando la Proposición

6.9 y los resultados de la Sección 6.2, deducimos que el algoritmo de ligaduras

también acaba en el nivel k para el segundo problema dinámico. De hecho,

como en la Sección 5.3, tenemos que:
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i) leg1(Ak) = Mk+1 es una subvariedad de M1 y

(T ÃM1)k = (T leg1)((T ÃA)k) = (ρ
τ∗V
Ã

)−1(TMk+1)

es un algebroide de Lie sobre Mk+1, siendo ρ
τ∗V
Ã

: T ÃV ∗ → TV ∗ la

aplicación ancla del algebroide de Lie T ÃV ∗ → V ∗.

ii) Si ak ∈ Ak entonces leg−1
1 (leg1(ak)) ⊆ Ak y ker(Tak

leg1) ⊆ (T Ãak
A)k.

Nótese que, de (3.6) y (3.15), se sigue que

ker(Tak
leg1) = ker ΩL(ak) ∩ (T Ãak

A)v,

siendo (T ÃA)v el subfibrado vectorial de T ÃA → A definido por

(T ÃA)v = {(0, v) ∈ T ÃA | (TτA)(v) = 0}.

iii) Si legk+1 : Ak → Mk+1 y (T leg)k+1 : (T ÃA)k → (T ÃM1)k son las

restricciones a Ak y (T ÃA)k de leg1 : A = A0 → M1 y T leg1 :

T ÃA → T ÃM1, respectivamente, entonces el par ((T leg)k+1, legk+1) es

un epimorfismo dinámico entre los algebroides de Lie precosimplécticos

(T ÃA)k y (T ÃM1)k. Obsérvese que la estructura precosimpléctica (ΩL,

φ0) (respectivamente, (Ωh1 , η1)) sobre T ÃA (respectivamente, T ÃM1)

induce, de forma natural, una estructura precosimpléctica sobre el sub-

algebroide de Lie (T ÃA)k (respectivamente, (T ÃM1)k).

iv) Si Xk es una sección de (T ÃA)k → Ak verificando que (iXk
ΩL)|Ak

= 0,

(iXk
φ0)|Ak

= 1 y, además, es ((T leg)k+1, legk+1)-proyectable, es decir,

existe una sección Yk de (T ÃM1)k →Mk+1 satisfaciendo

Yk ◦ legk+1 = (T leg)k+1 ◦Xk,

entonces

(iYk
Ωh1)|Mk+1

= 0 y (iYk
η1)|Mk+1

= 1.
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v) Si Yk es una sección de (T ÃM1)k → Mk+1 solución de las ecuaciones

dinámicas

(iYk
Ωh1)|Mk+1

= 0 y (iYk
η1)|Mk+1

= 1

entonces podemos elegir una sección Xk de (T ÃA)k → Ak tal que

Yk ◦ legk+1 = (T leg)k+1 ◦Xk, (iXk
ΩL)|Ak

= 0 y (iXk
φ0)|Ak

= 1.

Ahora, supongamos que la sección X de (T ÃA)k → Ak es una solución de

las ecuaciones dinámicas

(iXΩL)|Ak
= 0, (iXφ0)|Ak

= 1

y que, además, X es ((T leg)k+1, legk+1)-proyectable sobre la sección Y de

(T ÃM1)k →Mk+1. Entonces,

(iY Ωh1)|Mk+1
= 0, (iY η1)|Mk+1

= 1.

El siguiente diagrama ilustra la situación anterior

T ÃM1
- M1

?

T leg1

T ÃA - A = A0

?

leg1

(T ÃM1)k
�

�����

-
� Y

Mk+1
H

HHHHj

H
HHHHY

(T ÃA)k -
� X Ak

���
��*

? ?

(T leg)k+1 legk+1

Nótese que si ρτk
Ã

: (T ÃA)k → TAk es la aplicación ancla del algebroide

de Lie (T ÃA)k → Ak entonces las curvas integrales del campo de vectores

ρτk
Ã

(X) no satisfacen, en general, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas

a L (véase (3.7)). La razón es que la sección X no es, en general, una SODE

en la subvariedad Ak de A. De hecho, X satisface la primera condición para

ser SODE (iXφ0)|Ak
= 1, pero, en general, no satisface la segunda condición

(SX)|Ak
= 0.
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Un método para resolver el problema anterior es descrito en los siguientes

teoremas. La demostración de estos resultados es similar a la de los Teoremas

5.7, 5.8 y 5.9 y por esta razón la omitiremos.

Teorema 6.10 i) El subconjunto SX de Ak definido por

SX = {a ∈ Ak | (SX)(a) = 0}

es una subvariedad de Ak.
ii) Existe un subalgebroide de Lie BX de (T ÃA)k → Ak (sobre SX) tal que

si (T leg)BX : BX → (T ÃM1)k y legSX : SX →Mk+1 son las restricciones de

(T leg)k+1 : (T ÃA)k → (T ÃM1)k y legk+1 : Ak → Mk+1 a BX y SX , respec-

tivamente, entonces el par (T legBX , legSX ) es un isomorfismo de algebroides

de Lie.

Observación 6.11 Sea W̃X : Mk+1 → Ak la aplicación dada por

W̃X(α) = pr1(X(a)), para α ∈Mk+1,

con a ∈ Ak y legk+1(a) = α, donde pr1 : (T ÃA)k → Ã es la restricción

a (T ÃA)k de la proyección canónica sobre el primer factor. Entonces, pro-

cediendo como en la demostración del Teorema 5.7, se puede probar que

W̃X está bien definida y que es una sección diferenciable de la fibración

legk+1 : Ak →Mk+1. Además, se tiene que

W̃X(Mk+1) = SX , BX = (T W̃X)((T ÃM1)k),

donde T W̃X : (T ÃM1)k → (T ÃA)k es la prolongación de la sección W̃X :

Mk+1 → Ak. ♦

Teorema 6.12 Existe una única sección ζX de BX → SX satisfaciendo las

siguientes condiciones

(iζXΩL)|SX = 0, (iζXφ0)|SX = 1 y (SζX)|SX = 0.
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Teorema 6.13 Si ρBX : BX → TSX es la aplicación ancla del algebroide de

Lie BX → SX entonces las curvas integrales del campo de vectores ρBX (ζX)

sobre SX son soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L.

Observación 6.14 Si aplicamos los resultados de esta sección al caso parti-

cular en el que A es el fibrado de 1-jets τ1,0 : J1τ → Q de secciones locales de

una fibración τ : Q→ R, entonces obtendremos algunos resultados probados

en [59, 60, 110]. ♦

6.4 Mecánica vakónoma en afgebroides de Lie

En esta sección desarrollaremos una descripción geométrica de la mecánica

vakónoma en afgebroides de Lie. Obtendremos las ecuaciones vakónomas

usando el algoritmo de ligaduras descrito en la Sección 6.1 y estudiaremos el

caso particular en el que el algoritmo se estabiliza en el primer nivel. En esta

situación, veremos que hay que restringirse a una cierta subvariedad de la

subvariedad final de ligaduras para que el sistema vakónomo tenga una única

solución. Introduciremos entonces la noción de sistema vakónomo regular y,

en este caso, podremos definir un corchete af-Poisson que nos permitirá dar

la evolución de un observable.

6.4.1 Ecuaciones vakónomas y corchete vakónomo

Sea (τA : A → Q, τV : V → Q, ([[·, ·]]V , D, ρA)) un afgebroide de Lie de rango

n sobre una variedad Q de dimensión m. Consideramos una subvariedad

embebida M ⊆ A, denominada la subvariedad de ligaduras, de dimensión

n+m− m̄ tal que τM = τA|M :M→ Q es una sumersión sobreyectiva.

Ahora, supongamos que b es un punto de M, con τM(b) = x, que (xi) son

coordenadas locales en un subconjunto abierto U de Q, x ∈ U , y que {e0, eα}
es una base local de Γ(τÃ) en U adaptada al 1-cociclo 1A. Denotamos por

(xi, y0, yα) (resp., (xi, yα)) las correspondientes coordenadas locales para Ã
(resp., A) en el subconjunto abierto τ−1

Ã
(U) (resp., τ−1

A (U)). Supondremos



270 Caṕıtulo 6. Sistemas singulares y mecánica vakónoma en afgebroides de Lie

que

M∩ τ−1
A (U) ≡ {(xi, yα) ∈ τ−1

A (U) |ΦA(xi, yα) = 0, A = 1, . . . , m̄}

donde ΦA son las funciones locales de ligadura independientes para la subva-

riedadM. Como en la Sección 5.4.1, se puede probar que existen un subcon-

junto abierto Ṽ de τ−1
A (U), un subconjunto abierto W ⊆ Rm+n−m̄ y funciones

reales diferenciables

ΨA : W → R, A = 1, . . . , m̄,

tales que

M∩ Ṽ ≡ {(xi, yα) ∈ Ṽ | yA = ΨA(xi, ya), A = 1, . . . , m̄},

donde estamos usando la siguiente notación

yα = (yA, ya),

para 1 ≤ α ≤ n, 1 ≤ A ≤ m̄ y m̄ + 1 ≤ a ≤ n. Consecuentemente, (xi, ya)

son coordenadas locales sobreM.

A continuación, consideramos la suma de Whitney de A+ y A, esto es,

A+ ⊕Q A

y las proyecciones canónicas pr1 : A+ ⊕Q A → A+ y pr2 : A+ ⊕Q A → A.

Sea W0 la subvariedad de A+ ⊕Q A dada por

W0 = pr−1
2 (M) = A+ ⊕QM

y las restricciones π1 = pr1|W0
y π2 = pr2|W0

. Denotemos también por ν :

W0 → Q la proyección canónica. El siguiente diagrama ilustra esta situación

A+ ⊕Q A

A+

�
�

�	

@
@

@R

A

pr1 pr2
�

�
�	

@
@

@R

W0 = A+ ⊕QM

A+ M

π1 π2



6.4.1. Ecuaciones vakónomas y corchete vakónomo 271

Ahora, consideramos la prolongación τ
τA+

Ã
: T ÃA+ → A+ (respectivamente,

τ νÃ : T ÃW0 → W0) del algebroide de Lie Ã mediante τA+ : A+ → Q (res-

pectivamente, ν : W0 → Q). Además, podemos prolongar π1 : W0 → A+

a un morfismo de algebroides de Lie T π1 : T ÃW0 → T ÃA+ definido por

T π1 = (Id, Tπ1).

Si (xi, y0, yα) son las coordenadas locales sobre A+ inducidas por la base dual

{e0, eα} de la base local {e0, eα} de Γ(τÃ), entonces (xi, y0, yα, y
a) son coorde-

nadas locales en W0 y podemos considerar la base local {Y0,Yα,P0,Pα,Va}
de Γ(τ νÃ) definida por

Y0(ϕ, a) =
(
e0(x), ρ

i
0

∂

∂xi |ϕ
, 0
)
, Yα(ϕ, a) =

(
eα(x), ρ

i
α

∂

∂xi |ϕ
, 0
)
,

P0(ϕ, a) =
(
0,

∂

∂y0 |ϕ
, 0
)
, Pα(ϕ, a) =

(
0,

∂

∂yα |ϕ
, 0
)
,

Va(ϕ, a) =
(
0, 0,

∂

∂ya |a

)
,

para (ϕ, a) ∈ W0 y ν(ϕ, a) = x, siendo ρi0 y ρiα las componentes de la apli-

cación ancla ρÃ con respecto a la base local {e0, eα}. Si ([[·, ·]]νÃ, ρ
ν
Ã) es la

estructura de algebroide de Lie sobre T ÃW0, tenemos que

[[Y0,Yβ]]νÃ = Cγ
0βYγ, [[Yα,Yβ]]νÃ = Cγ

αβYγ, (6.10)

y el resto de los corchetes de Lie fundamentales son cero. Aqúı, Cγ
0β y Cγ

αβ

son las funciones de estructura locales del corchete de Lie [[·, ·]]Ã. Además,

ρνÃ(Y0) = ρi0
∂

∂xi
, ρνÃ(Yα) = ρiα

∂

∂xi
, ρνÃ(P0) =

∂

∂y0

,

ρνÃ(Pα) =
∂

∂yα
, ρνÃ(Va) =

∂

∂ya
.

(6.11)

A continuación, consideramos sobre el algebroide de Lie τ νÃ : T ÃW0 → W0 la

2-sección presimpléctica

Ω = (T π1, π1)
∗ΩÃ,
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donde ΩÃ es la sección simpléctica canónica sobre T ÃA+. De (1.17), deduci-

mos que la expresión local de Ω es

Ω = Y0 ∧ P0 + Yα ∧ Pα + Cγ
0αyγY0 ∧ Yα +

1

2
Cγ
αβyγY

α ∧ Yβ, (6.12)

siendo {Y0,Yα,P0,Pα,Va} la base dual de la base local {Y0,Yα,P0,Pα,Va}.
Por otra parte, si pr1 : T ÃW0 → Ã es la proyección canónica sobre el primer

factor, entonces podemos introducir la sección η ∈ Γ((τ νÃ)∗) definida por

η = (pr1, ν)
∗1A.

Como 1A es un 1-cociclo de Ã → Q, deducimos que η es un 1-cociclo de

T ÃW0 → W0. Además, es fácil probar que

η = Y0. (6.13)

Ahora, consideramos una función Lagrangian L : A → R sobre A y deno-

taremos por L̃ la restricción de L a la subvariedadM.

El Hamiltoniano de Pontryagin HW0 es la función real sobre W0 = A+⊕QM
dada por

HW0(ϕ, a) = ϕ(a)− L̃(a),

y, en coordenadas locales,

HW0(x
i, y0, yα, y

a) = y0 + yay
a + yAΨA(xi, ya)− L̃(xi, ya) . (6.14)

Aśı, podemos considerar la 2-sección presimpléctica ΩW0 sobre T ÃW0 defini-

da por

ΩW0 = Ω + dT
ÃW0HW0 ∧ η.

En coordenadas locales, usando (1.1), (6.10), (6.11) y (6.14), tenemos que

dT
ÃW0HW0 = ρi0

(
yA
∂ΨA

∂xi
− ∂L̃

∂xi

)
Y0 + ρiα

(
yA
∂ΨA

∂xi
− ∂L̃

∂xi

)
Yα + P0

+ΨAPA + yaPa +
(
ya + yA

∂ΨA

∂ya
− ∂L̃

∂ya

)
Va
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y, como consecuencia, usando (6.12) y (6.13), obtenemos que la expresión

local de ΩW0 es

ΩW0 = Yα ∧ Pα +
[(
yA
∂ΨA

∂xi
− ∂L̃

∂xi

)
ρiα + Cγ

α0yγ

]
Yα ∧ Y0

+
1

2
Cγ
αβyγY

α ∧ Yβ + ΨAPA ∧ Y0 + yaPa ∧ Y0

+
(
ya + yA

∂ΨA

∂ya
− ∂L̃

∂ya

)
Va ∧ Y0.

(6.15)

Por tanto, la terna (T ÃW0,ΩW0 , η) es un sistema precosimpléctico.

Definición 6.15 El problema vakónomo (L,M) en el afgebroide de Lie A
consiste en encontrar las soluciones de las ecuaciones

iXΩW0 = 0 y iXη = 1, con X ∈ Γ(τ νÃ), (6.16)

es decir, resolver el algoritmo de ligaduras precosimpléctico para (T ÃW0,ΩW0 ,

η).

A continuación, obtendremos la definición local de la primera subvariedad de

ligaduras. De los resultados de la Sección 6.1, se sigue que

W1 = {w ∈ A+⊕QM| (η(w)−iYwΩW0(w))(Z) = 0,∀Z ∈(T Ãw W0)
⊥,((ΩW0

)Y ,η)},

donde Y es una sección arbitraria del algebroide de Lie T ÃW0 → W0 tal que

iY η = 1 y (ΩW0)Y = ΩW0 − η ∧ iY ΩW0 . Ya que la descripción será local y no

depende de la sección Y elegida podemos suponer que Y = Y0. Aśı,

(T ÃW0)
⊥,((ΩW0

)Y ,η) = span{P0,Va}. (6.17)

Por tanto, deducimos queW1 está localmente caracterizada por las ecuaciones

ϕa = ya + yA
∂ΨA

∂ya
− ∂L̃

∂ya
= 0,

o, lo que es equivalente,

ya =
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya
, m̄+ 1 ≤ a ≤ n.
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Además, un cálculo directo, usando (6.13) y (6.15), prueba que la expresión

local de cualquier sección que satisfaga las ecuaciones (6.16) es de la forma

X(Υ0,Υa) = Y0 + ΨAYA + yaYa + Υ0P0 +
[
ρiα

( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
−yγ(Cγ

α0 + ΨACγ
αA + yaCγ

αa)
]
Pα + ΥaVa,

con Υ0 y Υa funciones arbitrarias. En consecuencia, las ecuaciones vakóno-

mas son

ẋi = ρi0 + ΨAρiA + yaρia,

ẏA =
( ∂L̃
∂xi
− yB

∂ΨB

∂xi

)
ρiA − yγ(C

γ
A0 + ΨBCγ

AB + yaCγ
Aa),

d

dt

(
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya

)
=
( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
ρia

−yγ(Cγ
a0 + ΨBCγ

aB + ybCγ
ab),

(6.18)

para todo 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ A ≤ m̄ y m̄+ 1 ≤ a ≤ n.

Observación 6.16 Las ecuaciones de movimiento para la mecánica vakó-

noma también pueden expresarse de la siguiente manera

ẋi = ρi0 + yαρiα,

d

dt

(
∂L

∂yα

)
− ρiα

∂L

∂xi
= −λA

[ d
dt

(∂φA
∂yα

)
− ρiα

∂φA

∂xi

]
− λ̇A

∂φA

∂yα

−yγ(Cγ
α0 + yβCγ

αβ)

φA = 0,

(6.19)

con 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ α ≤ n y 1 ≤ A ≤ m̄, donde φA = yA − ΨA y λA =

yA −
∂L

∂yA
. Nótese que en contraste con las ecuaciones (6.18), las ecuaciones

(6.19) están expresadas en términos de la función Lagrangiana global L :

A → R. Aśı, las ecuaciones (6.18) muestran que la información dada por el

Lagrangiano L fuera de la subvariedad de ligaduras M es irrelevante para

obtener las ecuaciones vakónomas. Esto está en contraposición a lo que

ocurre en mecánica no holónoma (véase Sección 4.1). ♦
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Entonces, sabemos que existen secciones X de T ÃW0|W1 → W1 satisfaciendo

(6.16), pero, en general, no son secciones de (ρνÃ)−1(TW1) = T ÃW1. Aśı,

siguiendo el proceso desarrollado en la Sección 6.1, obtenemos una sucesión

de subvariedades embebidas

. . . ↪→ Wk+1 ↪→ Wk ↪→ . . . ↪→ W2 ↪→ W1 ↪→ W0 = A+ ⊕QM.

Si el algoritmo se estabiliza, entonces obtenemos una subvariedad final de

ligaduras Wf y existe, al menos, una sección X de T ÃWf → Wf que satisface

(iXΩW0)|Wf
= 0 y (iXη)|Wf

= 1.

A continuación, analizaremos el caso en que el algoritmo se estabiliza en el

primer nivel, esto es, Wf = W1.

Primero, procederemos localmente. De (6.17), se deduce que la restricción a

W1 de X(Υ0,Υa) es una sección de T ÃW1 → W1 si y sólo si

[Υa(dT
ÃW0ϕb)(Va) = (dT

ÃW0ϕb)(Υ
aVa −X(Υ0,Υa))]|W1 , ∀ b.

Tenemos entonces un sistema de (n− m̄) ecuaciones con (n− m̄) incógnitas

(las funciones Υa). Aśı, si denotamos por Rab y µb las funciones

Rab = [(dT
ÃW0ϕb)(Va)]|W1 =

(
∂2L̃

∂ya∂yb
− yA

∂2ΨA

∂ya∂yb

)
|W1

,

µb = [(dT
ÃW0ϕb)(Υ

aVa −X(Υ0,Υa))]|W1 ,

se sigue que el sistema anterior admite alguna solución Υa si el rango de las

matrices R = (Rab) y Rµ = (Rab;µb) es el mismo. Esta es justamente la

condición (local) para que el algoritmo finalice en el primer nivel, es decir,

Wf = W1. Nótese que aunque el sistema anterior admita solución única

(esto sucede si y sólo si la matriz R = (Rab) es regular), la sección solución(
X(Υ0,Υa)

)
|W1

no será única (ya que la función (Υ0)|W1 continúa siendo arbi-

traria).

Para resolver el problema anterior, consideramos una subvariedad adecuada

W ′
1 de W1 cuya definición intŕınseca es

W ′
1 = {w ∈ W1 |HW1(w) = 0},
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donde HW1 : W1 → R es la restricción a W1 del Hamiltoniano de Pontryagin

HW0 . W
′
1 es una subvariedad de codimensión 1 de W1 definida por la función

de ligadura HW1 = 0. En coordenadas locales, la subvariedad W ′
1 está dada

por la ecuación

y0 + yAΨA(xi, yb) + yay
a − L̃(xi, yb) = 0. (6.20)

Sea ΩW ′
1

(respectivamente, ηW ′
1
) la restricción de ΩW0 (respectivamente, η) a

T ÃW ′
1. Obsérvese que la restricción ν ′1 : W ′

1 → Q de ν : W0 → Q a W ′
1 es

una fibración y, por tanto, sabemos que la prolongación T ÃW ′
1 del algebroide

de Lie Ã mediante ν ′1 está bien definida y que es un algebroide de Lie sobre

W ′
1 cuya proyección la denotamos por τ

ν′1
Ã

. Además, tenemos el siguiente

resultado.

Proposición 6.17 (ΩW ′
1
, ηW ′

1
) es una estructura cosimpléctica sobre el al-

gebroide de Lie T ÃW ′
1 si y sólo si para cualquier sistema de coordenadas

(xi, y0, yα, y
a) sobre W0 tenemos que

det(Rab) = det

(
∂2L̃

∂ya∂yb
− yA

∂2ΨA

∂ya∂yb

)
6= 0, en todo punto de W ′

1.

Demostración: Está claro que dT
ÃW ′

1ΩW ′
1

= 0 y dT
ÃW ′

1ηW ′
1

= 0.

A continuación, supongamos que la matriz (Rab) es regular.

Ya que el rango del algebroide de Lie T ÃW ′
1 → W ′

1 es impar (2n+1), debemos

probar que

ker ΩW ′
1
(w′1) ∩ ker ηW ′

1
(w′1) = {0}, ∀w′1 ∈ W ′

1.

Ahora, sea Z ∈ ker ΩW ′
1
(w′1) ∩ ker ηW ′

1
(w′1). De (6.15), se sigue que

(iZΩW0(w
′
1))(P0(w′1)) = (iZΩW0(w

′
1))(Va(w′1)) = 0, para todo a.

Por otra parte,

(dT
ÃW0HW0)(w

′
1)(P0(w′1)) = 1, (dT

ÃW0ϕb)(w
′
1)(Va(w′1)) = Rab(w

′
1),
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para todo b. Aśı,

P0(w′1) 6∈ T Ãw′1W
′
1, Va(w′1) 6∈ T Ãw′1W

′
1

y

Z ∈ ker ΩW0(w
′
1) ∩ ker η(w′1).

Esto implica que (véase (6.17))

Z = λ0P0(w′1) + λaVa(w′1).

Por tanto, como Z ∈ T Ãw′1W
′
1, se tiene que

0 = λ0(d
T ÃW0ϕb)(w

′
1)(P0(w′1)) + λa(dT

ÃW0ϕb)(w
′
1)(Va(w′1))

= λaRab(w
′
1), para todo b,

y, en consecuencia, λa = 0, para todo a. Aśı, Z = λ0P0(w′1) y

0 = λ0(d
T ÃW0HW0)(w

′
1)(P0(w′1)) = λ0,

es decir, Z = 0.

Rećıprocamente, supongamos que el par (ΩW ′
1
, ηW ′

1
) es una estructura cosim-

pléctica sobre T ÃW ′
1 y que

λaRab(w
′
1) = 0, para todo b,

con w′1 ∈ W ′
1. Entonces, está claro que

(dT
ÃW0ϕb)(w

′
1)(λ

aVa(w′1)) = 0, para todo b.

Por otra parte, usando (6.20), se sigue que

(dT
ÃW0HW0)(w

′
1)(λ

aVa(w′1)) = λaϕa(w
′
1) = 0.

Aśı, λaVa(w′1) ∈ T Ãw′1W
′
1 y, de (6.15), concluimos que

λaVa(w′1) ∈ ker ΩW ′
1
(w′1) ∩ ker ηW ′

1
(w′1) = {0}.

Esto implica que λa = 0, para todo a. CQD
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Observación 6.18 Supongamos que la subvariedadM es un subfibrado af́ın

B de A, es decir, tenemos un fibrado af́ın τB : B → Q con fibrado vectorial

asociado τUB : UB → Q y las correspondientes inclusiones iB : B ↪→ A y

iUB : UB ↪→ V . Entonces, podemos considerar coordenadas locales (xi) en

un subconjunto abierto U de Q y una base local {e0, eα} = {e0, eA, ea} de

Γ(τÃ) en U adaptada a 1A tal que {ea} es una base local de Γ(τUB). Aśı,

si (xi, y0, yA, ya) son las correspondientes coordenadas locales sobre τ−1

Ã
(U),

tenemos que

τ−1
B (U) = B ∩ τ−1

A (U) ≡ {(xi, yA, ya) ∈ τ−1
A (U) | yA = 0}.

En otras palabras, la función local ΨA es la función cero, para todo A. Por

tanto, en este caso,

Rab =
∂2L̃

∂ya∂yb
, para todo a y b.

Nótese que la condición

det

(
∂2L̃

∂ya∂yb

)
6= 0

implica que el correspondiente problema no holónomo determinado por el

par (L,B) sobre A tiene una única solución (véase el Caṕıtulo 4). ♦

Observación 6.19 Obsérvese que la condición det (Rab) 6= 0 implica que la

matriz

(
∂ϕa
∂yb

)
a,b=m̄+1,...,n

es regular. Aśı, usando el teorema de la función

impĺıcita, deducimos que existen subconjuntos abiertos W̄0 ⊆ W0, W̃ ⊆ Rm+n

y funciones reales diferenciables

µa : W̃ → R, a = m̄+ 1, . . . , n,

tales que W1 ∩ W̄0 está localmente definido por las ecuaciones

ya = µa(xi, yα), a = m̄+ 1, . . . , n.

Por tanto, podemos considerar (xi, y0, yα) como coordenadas locales en W1

y, en consecuencia, de (6.20), deducimos que (xi, yα) son coordenadas locales
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en W ′
1. Aśı, una base local de secciones de T ÃW ′

1 → W ′
1 está dada por

{Y01′ ,Yα1′ ,Pα1′}, donde

Y01′ =
(
Y0 + ρi0

( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
P0 + ρi0

∂µa

∂xi
Va
)
|W ′

1

,

Yα1′ =
(
Yα + ρiα

( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
P0 + ρiα

∂µa

∂xi
Va
)
|W ′

1

,

PA1′ =
(
PA −ΨAP0 +

∂µa

∂yA
Va
)
|W ′

1

,

Pa1′ =
(
Pa − µaP0 +

∂µb

∂ya
Vb
)
|W ′

1

.

Esto implica que

{Y01′ ,Yα1′ ,PA1′ ,Pa1′ , (Va)|W ′
1
}

es una base local de secciones de T ÃW0|W ′
1
→ W ′

1. Además, si ([[·, ·]]ν
′
1

Ã
, ρ

ν′1
Ã

)

es la estructura de algebroide de Lie sobre τ
ν′1
Ã

: T ÃW ′
1 → W ′

1, tenemos que

[[Y01′ ,Yβ1′ ]]
ν′1
Ã

= Cδ
0βYδ1′ , [[Yα1′ ,Yβ1′ ]]

ν′1
Ã

= Cδ
αβYδ1′

y el resto de los corchetes de Lie fundamentales son cero. Finalmente,

ρ
ν′1
Ã

(Y01′) = ρi0
∂

∂xi
, ρ

ν′1
Ã

(Yα1′) = ρiα
∂

∂xi
, ρ

ν′1
Ã

(Pα1′) =
∂

∂yα
. (6.21)

♦

Ahora, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 6.20 Si (ΩW ′
1
, ηW ′

1
) es una estructura cosimpléctica sobre el alge-

broide de Lie τ
ν′1
Ã

: T ÃW ′
1 → W ′

1 entonces existe una única sección ζ1 ∈ Γ(τ
ν′1
Ã

)

cuyas curvas integrales son soluciones de las ecuaciones vakónomas para

el sistema (L,M). De hecho, ζ1 es la sección de Reeb de la estructura

cosimpléctica (ΩW ′
1
, ηW ′

1
), es decir, ζ1 está caracterizada por las siguientes

condiciones

iζ1ΩW ′
1

= 0 y iζ1ηW ′
1

= 1.
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Demostración: Procediendo como en la primera parte de la demostración

de la Proposición 6.17, deducimos que

iζ1(ΩW0)|W ′
1

= 0 y iζ1(η)|W ′
1

= 1

y, como consecuencia, las curvas integrales de ζ1 son soluciones de las ecua-

ciones vakónomas para el sistema (L,M).

Además, si ζ ′1 ∈ Γ(τ
ν′1
Ã

) es otra solución de las ecuaciones

iζ′1(ΩW0)|W ′
1

= 0 y iζ′1(η)|W ′
1

= 1

entonces también es solución de las ecuaciones

iζ′1ΩW ′
1

= 0 y iζ′1ηW ′
1

= 1,

lo que implica que ζ ′1 = ζ1. CQD

Los resultados anteriores nos sugieren introducir la siguiente definición.

Definición 6.21 El sistema vakónomo (L,M) sobre el afgebroide de Lie

τA : A → Q se dice que es regular si el par (ΩW ′
1
, ηW ′

1
) es una estructura

cosimpléctica sobre el algebroide de Lie τ
ν′1
Ã

: T ÃW ′
1 → W ′

1.

Sea (L,M) un sistema vakónomo regular sobre el afgebroide de Lie A. En-

tonces, del Teorema 6.20, tenemos que el problema vakónomo tiene una

única solución que es la sección de Reeb ζ1 de la estructura cosimpléctica

(ΩW ′
1
, ηW ′

1
). A continuación daremos la expresión local de la sección solución

ζ1.

Supongamos que (xi, yα) son coordenadas locales en W ′
1 como en la Obser-

vación 6.19 y que {Y01′ ,Yα1′ ,Pα1′} es la correspondiente base local de Γ(τ
ν′1
Ã

).

Entonces, si {Y0
1′ ,Yα1′ ,Pα1′} es la base dual de {Y01′ ,Yα1′ ,Pα1′}, tenemos que

(véase (6.15))

ΩW ′
1

= Yα1′ ∧ Pα1′ +
1

2
Cγ
αβyγY

α
1′ ∧ Y

β
1′ + ΨAPA1′ ∧ Y0

1′

+ µaPa1′ ∧ Y0
1′ +

[
ρiα

(
yA
∂ΨA

∂xi
− ∂L̃

∂xi

)
+ Cγ

α0yγ

]
Yα1′ ∧ Y0

1′ .
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Aśı, obtenemos que

ζ1(x
j, yβ) = Y01′ + µa(xj, yβ)Ya1′ + ΨA(xj, µa(xj, yβ))YA1′

−
[
yγ

(
Cγ
α0 + ΨA(xj, µa(xj, yβ))C

γ
αA + µa(xj, yβ)C

γ
αa

)
+ ρiα

(
yA
∂ΨA

∂xi |(xj ,µa(xj ,yβ))
− ∂L̃

∂xi |(xj ,µa(xj ,yβ))

)]
Pα1′ .

(6.22)

En lo que sigue supondremos que (L,M) es un sistema vakónomo regular

sobre A. En estas condiciones, probaremos que la evolución de un observable

está dada por la parte af́ın-lineal de un cierto corchete af-Poisson definido en

el AV-fibrado determinado por las subvariedades de ligaduras W1 y W ′
1.

En primer lugar, introducimos la aplicación µ1 : W1 → W ′
1 dada por

µ1(ϕ, a) = (ϕ−HW1(ϕ, a)1A(x), a),

para (ϕ, a) ∈ W1 ⊆ W0 = A+ ⊕QM, con ν1(ϕ, a) = x ∈ Q.

Si (xi, y0, yα) (resp., (xi, yα)) son coordenadas locales en W1 (resp., W ′
1) como

en la Observación 6.19, deducimos que la expresión local de µ1 : W1 → W ′
1

es

µ1(x
i, y0, yα) = (xi, yα).

Además, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.22 Si (L,M) es un sistema vakónomo regular sobre el afge-

broide de Lie τA : A → Q, entonces µ1 : W1 → W ′
1 es un AV-fibrado que

admite una estructura af-Poisson.

Demostración: Es fácil probar que µ1 : W1 → W ′
1 es un fibrado af́ın mo-

delado sobre el fibrado vectorial trivial pr1 : W ′
1 × R → W ′

1, es decir, que

µ1 : W1 → W ′
1 es un AV-fibrado (véase Sección 2.1.4). De hecho, si w =

(ϕ, a) ∈ (W1)x, con x ∈ Q, y t ∈ R entonces

w + t = (ϕ, a) + t = (ϕ+ t1A(x), a).

Para definir un corchete af-Poisson sobre µ1 usaremos la correspondencia

probada en [39] según la cuál nos basta con introducir un corchete de Poisson
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sobre W1 que sea invariante con respecto a XW1 . Aqúı, XW1 es el generador

infinitesimal de la acción principal de R sobre W1.

Consideramos entonces la prolongación T (π1)|W1 : T ÃW1 → T ÃA+ de la

restricción (π1)|W1 : W1 → A+ a W1 de la aplicación π1 = pr1|W0
: W0 → A+.

Está claro que (T (π1)|W1 , (π1)|W1) es un morfismo de algebroides de Lie y,

por tanto, podemos introducir la 2-sección ΩW1 ∈ Γ(∧2(τ ν1
Ã

)∗) definida por

ΩW1 = (T (π1)|W1 , (π1)|W1)
∗ΩÃ,

siendo ΩÃ la 2-sección simpléctica canónica sobre T ÃA+. Es obvio que

dT
ÃW1ΩW1 = 0.

Si (xi, y0, yα) son coordenadas locales sobre W1 como en la Observación 6.19,

podemos considerar la base local de secciones {Y01,Yα1,P0
1 ,Pα1 } de T ÃW1 →

W1 dada por

Y01 =
(
Y0 + ρi0

∂µa

∂xi
Va
)
|W1

, Yα1 =
(
Yα + ρiα

∂µa

∂xi
Va
)
|W1

,

P0
1 = (P0)|W1 , Pα1 =

(
Pα +

∂µa

∂yα
Va
)
|W1

.

Si {Y0
1 ,Yα1 ,P01,Pα1} es la base dual de {Y01,Yα1,P0

1 ,Pα1 }, usando (1.17),

obtenemos que

ΩW1 = Y0
1 ∧ P01 + Yα1 ∧ Pα1 + Cγ

0αyγY0
1 ∧ Yα1 +

1

2
Cγ
αβyγY

α
1 ∧ Y

β
1 .

Aśı, deducimos que ΩW1 es una sección simpléctica de T ÃW1 → W1 y, por

tanto, induce un corchete de Poisson sobre W1 que denotaremos por

{·, ·}W1 : C∞(W1,R)× C∞(W1,R)→ C∞(W1,R).

Recordemos que dicho corchete está definido como sigue

{F,G}W1 = ΩW1(H
ΩW1
F ,HΩW1

G ) = ρν1
Ã

(HΩW1
G )(F ),

dondeHΩW1
F yHΩW1

G son las secciones Hamiltonianas asociadas a las funciones

F y G, respectivamente, respecto de la estructura simpléctica ΩW1 .
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Además, el 2-vector de Poisson ΠW1 determinado por el corchete {·, ·}W1 es

invariante con respecto a XW1 . De hecho, tenemos que XW1 =
∂

∂y0

y

ΠW1 = ρi0
∂

∂xi
∧ ∂

∂y0

+ ρiα
∂

∂xi
∧ ∂

∂yα

−Cγ
0αyγ

∂

∂y0

∧ ∂

∂yα
− 1

2
Cγ
αβyγ

∂

∂yα
∧ ∂

∂yβ
.

(6.23)

Aśı, concluimos que µ1 : W1 → W ′
1 admite una estructura af-Poisson que

denotaremos por

{·, ·}vak : Γ(µ1)× Γ(µ1)→ C∞(W ′
1,R).

Dicha estructura está caracterizada por la condición

{h′1, h′′1}vak ◦µ1 = {Fh′1 , Fh′′1}W1 , para h′1, h
′′
1 ∈ Γ(µ1),

siendo Fh′1 , Fh′′1 las funciones reales sobre W1 asociadas a las secciones h′1, h
′′
1

y que satisfacen las relaciones XW1(Fh′1) = −1 y XW1(Fh′′1 ) = −1.

CQD

El corchete af-Poisson sobre el AV-fibrado µ1 : W1 → W ′
1,

{·, ·}vak : Γ(µ1)× Γ(µ1)→ C∞(W ′
1,R),

definido en el Teorema 6.22, se denomina el corchete vakónomo asociado al

sistema regular (L,M).

Por otra parte, nótese que la restricción HW1 a W1 del Hamiltoniano de

Pontryagin HW0 verifica que

XW1(−HW1) = −1.

Por tanto, existe h1 ∈ Γ(µ1) tal que

Fh1 = −HW1 .

De hecho, h1 es la inclusión de W ′
1 en W1.

Además, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 6.23 Si F ′
1 ∈ C∞(W ′

1,R) entonces la evolución temporal de F ′
1,

Ḟ ′
1, está dada por

Ḟ ′
1 = {h1, F

′
1}alvak,

siendo {·, ·}alvak la parte af́ın-lineal del corchete bi-af́ın {·, ·}vak. En otras pa-

labras, el campo Hamiltoniano asociado a h1 respecto del corchete vakónomo

coincide con ρ
ν′1
Ã

(ζ1).

Demostración: Sabemos que el campo Hamiltoniano {h1, ·}alvak de h1 respec-

to del corchete vakónomo está dado por

{h1, ·}alvak(ϕ) ◦µ1 = {Fh1 , ϕ ◦µ1}W1 , para ϕ ∈ C∞(W ′
1,R). (6.24)

Ahora, supongamos que (xi, y0, yα) (resp., (xi, yα)) son coordenadas locales

sobre W1 (resp., W ′
1) como en la Observación 6.19. Entonces, tenemos que

Fh1(x
i, y0, yα) = −y0− yAΨA(xi, µb(xj, yα))− yaµa(xi, yα) + L̃(xi, µb(xj, yα)).

Aśı, de (6.23), (6.24) y ya que ya =
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya
, concluimos que el campo

de vectores Hamiltoniano asociado a la sección h1 está dado localmente por

(ρi0+ΨAρiA+µaρia)
∂

∂xi
−
[
ρiα

(
yA
∂ΨA

∂xi
− ∂L̃
∂xi

)
+yγ(C

γ
α0+ΨACγ

αA+µaCγ
αa)
] ∂

∂yα

que coincide con la expresión local de ρ
ν′1
Ã

(ζ1) (véase (6.21) y (6.22)).

CQD

A continuación, sean h′1, h
′′
1 dos secciones del AV-fibrado µ1 : W1 → W ′

1 y

supongamos que sus expresiones locales son

h′1(x
i, yα) = (xi,−H ′

1(x
j, yβ), yα) y h′′1(x

i, yα) = (xi,−H ′′
1 (xj, yβ), yα).

Entonces, usando (6.23), tenemos que

{h′1, h′′1}vak = ρi0
∂(H ′

1 −H ′′
1 )

∂xi
+ ρiα

(∂H ′
1

∂xi
∂H ′′

1

∂yα
− ∂H ′

1

∂yα

∂H ′′
1

∂xi

)
−Cγ

α0yγ
∂(H ′

1 −H ′′
1 )

∂yα
− Cγ

αβyγ
∂H ′

1

∂yα

∂H ′′
1

∂yβ
.

(6.25)
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Ya que A es un afgebroide de Lie, tenemos que A+ es el espacio total de

un AV-fibrado sobre V ∗ con proyección fibrada µ : A+ → V ∗ y, además, la

estructura de Poisson lineal ΠA+ sobre A+ (inducida por la estructura de

algebroide de Lie de Ã) define un corchete af-Poisson {·, ·} : Γ(µ)× Γ(µ)→
C∞(V ∗,R) sobre el AV-fibrado µ : A+ → V ∗ (véase Teorema 2.3).

Por otra parte, podemos considerar las aplicaciones (π1)|W1 : W1 → A+ y

µ ◦ (π1)|W ′
1

: W ′
1 → V ∗ y está claro que el siguiente diagrama es conmutativo

W ′
1

µ ◦ (π1)|W ′
1 - V ∗

µ1

?

µ

?

W1

(π1)|W1- A+

De hecho, podemos probar el siguiente resultado.

Corolario 6.24 Si (L,M) es un sistema vakónomo regular sobre A, en-

tonces el par ((π1)|W1 , µ ◦ (π1)|W ′
1
) es un isomorfismo local af-Poisson de AV-

fibrados, es decir:

i) µ ◦ (π1)|W ′
1

: W ′
1 → V ∗ es un difeomorfismo local;

ii) La restricción de (π1)|W1 a cada fibra de µ1 : W1 → W ′
1 es un isomor-

fismo af́ın sobre la correspondiente fibra de µ : A+ → V ∗ y

iii) Si h′1, h
′′
1 ∈ Γ(µ1) y h′, h′′ ∈ Γ(µ) son tales que

(π1)|W1
◦h′1 = h′ ◦µ ◦ (π1)|W ′

1
, (π1)|W1

◦h′′1 = h′′ ◦µ ◦ (π1)|W ′
1
,

entonces

(π1)|W1
◦{h′1, h′′1}vak = {h′, h′′} ◦µ ◦ (π1)|W ′

1
.

Demostración: Supongamos que (xi, y0, yα) (respectivamente, (xi, yα)) son

coordenadas locales sobre W1 y A+ (respectivamente, W ′
1 y V ∗) como en

la Observación 6.19. Entonces, las expresiones locales de las aplicaciones

(π1)|W1 y µ ◦ (π1)|W ′
1

son

(π1)|W1(x
i, y0, yα) = (xi, y0, yα), (µ ◦ (π1)|W ′

1
)(xi, yα) = (xi, yα). (6.26)
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Esto prueba i) y ii).

Por otra parte, de (2.16), (6.23) y usando de nuevo (6.26), deducimos que

(π1)|W1 es un morfismo de Poisson entre las variedades de Poisson (W1,ΠW1)

y (A+,ΠA+). Esto prueba iii).

CQD

Observación 6.25 Si µ ◦ (π1)|W ′
1

: W ′
1 → V ∗ es un difeomorfismo global

entonces podemos definir la sección h ∈ Γ(µ) dada por

h = (π1)|W1
◦h1 ◦ (µ ◦ (π1)|W ′

1
)−1

y está claro que (π1)|W1
◦h1 = h ◦µ ◦ (π1)|W ′

1
. Esto implica que los campos

Hamiltonianos de h1 y h están ((π1)|W1 , µ ◦ (π1)|W ′
1
)-relacionados. Por tanto,

si γ′1 : I → W ′
1 es una solución de las ecuaciones vakónomas para el sistema

(L,M), entonces µ ◦ (π1)|W ′
1
◦γ′1 : I → V ∗ es una solución de las ecuaciones

de Hamilton para h. Rećıprocamente, si γ : I → V ∗ es una solución de las

ecuaciones de Hamilton para h entonces (µ ◦ (π1)|W ′
1
)−1 ◦γ : I → W ′

1 es una

solución de las ecuaciones vakónomas para el sistema (L,M).

♦

6.4.2 El punto de vista variacional

Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie modelado sobre el algebroide de Lie

τV : V → Q y L : A → R una función Lagrangiana sobre A. En primer lugar,

veremos cómo obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange sobre el afgebroide

de Lie A desde un punto de vista variacional.

Definimos el conjunto de A-caminos como

Adm([t0, t1],A) = {a : [t0, t1]→ A| ρA ◦a =
d

dt
(τA ◦a)},

esto es, como el conjunto de curvas admisibles en A. Entonces, para dos

puntos fijos x, y ∈ Q, denotaremos por Adm([t0, t1],A)yx el conjunto de A-

caminos tales que su punto base inicial y final están fijos en x e y, respecti-

vamente. En otras palabras,

Adm([t0, t1],A)yx = {a ∈ Adm([t0, t1],A) | τA(a(t0)) = x y τA(a(t1)) = y}.
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Ahora, si iV : V → Ã es la inclusión canónica, consideramos como variaciones

infinitesimales los levantamientos completos de secciones de τV : V → Q que

se anulan en los puntos x e y, esto es,

{(iV ◦ X̄)c|A | X̄ ∈ Γ(τV ), X̄(x) = 0 y X̄(y) = 0}.

Nótese que si {e0, eα} es una base local de Γ(τÃ) y X̄ ∈ Γ(τV ) está localmente

dada por X̄ = X̄αeα, entonces (iV ◦ X̄)c|A es el campo de vectores sobre A
dado por

(iV ◦ X̄)c|A = X̄c
i

∂

∂xi
+ X̄c

α

∂

∂yα
,

donde

X̄c
i = X̄αρiα, X̄c

α =
∂X̄α

∂xi
(ρi0 + yβρiβ)− X̄γ(Cα

γ0 + yβCα
γβ),

para todo i y α.

Por otra parte, introducimos el funcional acción δS : Adm([t0, t1],A) → R
dado por

δS(a) =

∫ t1

t0

L(a(t))dt.

Con esta definición no es d́ıficil probar que los puntos cŕıticos de δS en

Adm([t0, t1],A)yx son las curvas a ∈ Adm([t0, t1],A)yx que satisfacen las ecua-

ciones de Euler-Lagrange (3.7).

A continuación, sea (L,M) un sistema vakónomo sobre el afgebroide de Lie

τA : A → Q. Denotaremos por Adm([t0, t1],M)yx el conjunto de A-caminos

enM con puntos base inicio y final fijos x e y, respectivamente, esto es,

Adm([t0, t1],M)yx = {a ∈ Adm([t0, t1],A)yx | a(t) ∈M, ∀ t ∈ [t0, t1]}.

En este caso consideramos variaciones infinitesimales (es decir, levantamien-

tos completos del tipo (iV ◦ X̄)c|A, con X̄ ∈ Γ(τV )) tangentes a la subvarie-

dad de ligaduras M y supondremos que existen suficientes variaciones de

este tipo (es decir, estudiamos las denominadas soluciones normales del pro-

blema vakónomo). Como M está localmente definida por las ecuaciones
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yA − ΨA(xi, ya) = 0, para A = 1, . . . , m̄, deducimos que las variaciones in-

finitesimales permitidas deben satisfacer que

(iV ◦ X̄)c|A(yA −ΨA(xi, ya)) = 0, X̄(x) = 0, X̄(y) = 0.

Nótese que si a ∈ Adm([t0, t1],M)yx entonces

(iV ◦ X̄)c|A(yA −ΨA(xi, ya)) ◦a = 0

si y sólo si

dX̄A

dt
= ρiαX̄

α∂ΨA

∂xi
+
dX̄a

dt

∂ΨA

∂ya
− (Ca

γ0 + Ca
γβy

β)X̄γ ∂ΨA

∂ya

+(CA
γ0 + CA

γβy
β)X̄γ.

(6.27)

Aśı, si consideramos nuestras variaciones infinitesimales tenemos que

d

ds |s=0

∫ t1

t0

L(as(t))dt =

∫ t1

t0

( ∂L
∂xi

X̄c
i +

∂L

∂yA
∂ΨA

∂xi
X̄c
i +

∂L

∂ya
X̄c
a

+
∂L

∂yA
∂ΨA

∂ya
X̄c
a

)
dt

=

∫ t1

t0

( ∂L̃
∂xi

X̄c
i +

∂L̃

∂ya
X̄c
a

)
dt

=

∫ t1

t0

( ∂L̃
∂xi

ρiAX̄
A +

∂L̃

∂xi
ρiaX̄

a +
∂L̃

∂ya
X̄c
a

)
dt

Sea yA la solución de las ecuaciones diferenciales

ẏA =
( ∂L̃
∂xi
− yB

∂ΨB

∂xi

)
ρiA − yγ(C

γ
A0 + ΨBCγ

AB + yaCγ
Aa),

donde

ya =
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya
. (6.28)
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De (6.27), tenemos que

d

dt
(yAX̄

A) = ẏAX̄
A + yA

˙̄XA

=
∂L̃

∂xi
ρiAX̄

A + yAρ
i
aX̄

a∂ΨA

∂xi
+ yA

dX̄a

dt

∂ΨA

∂ya

−yA(Ca
γ0 + ΨBCa

γB + ybCa
γb)X̄

γ ∂ΨA

∂ya
+ yA(CA

b0 + ΨBCA
bB

+ycCA
bc)X̄

b − yb(Cb
A0 + ΨBCb

AB + yaCb
Aa)X̄

A.

Usando esta última igualdad, deducimos que

d

ds |s=0

∫ t1

t0

L(as(t))dt =

∫ t1

t0

( d
dt

(yAX̄
A) +

∂L̃

∂xi
ρiaX̄

a +
∂L̃

∂ya
X̄c
a

−yAρiaX̄a∂ΨA

∂xi
− yA

dX̄a

dt

∂ΨA

∂ya

+yA(Ca
γ0 + ΨBCa

γB + ybCa
γb)X̄

γ ∂ΨA

∂ya

+yb(C
b
A0 + ΨBCb

AB + yaCb
Aa)X̄

A

−yA(CA
b0 + ΨBCA

bB + ycCA
bc)X̄

b
)
dt.

Finalmente, usando (6.28) y el hecho de que

X̄c
a =

dX̄a

dt
− (Ca

γ0 + ΨACa
γA + ybCa

γb)X̄
γ,

obtenemos que

d

ds |s=0

∫ t1

t0

L(as(t))dt =

∫ t1

t0

[( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
ρia −

d

dt

( ∂L̃
∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya

)
−yγ(Cγ

a0 + ΨBCγ
aB + ybCγ

ab)
]
X̄adt.
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Como las variaciones X̄a son libres, concluimos que las ecuaciones son

ẋi = ρi0 + ΨAρiA + yaρia,

ẏA =
( ∂L̃
∂xi
− yB

∂ΨB

∂xi

)
ρiA − yγ(C

γ
A0 + ΨBCγ

AB + yaCγ
Aa),

d

dt

(
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya

)
=
( ∂L̃
∂xi
− yA

∂ΨA

∂xi

)
ρia

−yγ(Cγ
a0 + ΨBCγ

aB + ybCγ
ab),

para todo 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ A ≤ m̄ y m̄+ 1 ≤ a ≤ n, con ya =
∂L̃

∂ya
− yA

∂ΨA

∂ya
,

esto es, obtenemos las ecuaciones vakónomas para el sistema vakónomo

(L,M) sobre el afgebroide de Lie τA : A → Q (véase (6.18)).

6.4.3 Algunos ejemplos

1.-Formalismo de Skinner-Rusk en afgebroides de Lie. Consideramos sobre

un afgebroide de Lie τA : A → Q un sistema vakónomo (L,M) dondeM =

A, es decir, un sistema libre. En este caso particular,

W0 = A+ ⊕Q A

y el Hamiltoniano de Pontryagin HW0 : A+ ⊕Q A → R está definido por

HW0(ϕ, a) = ϕ(a)− L(a).

Además, la estructura precosimpléctica (ΩW0 , η) sobre T ÃW0 está dada por

ΩW0 = (T pr1, pr1)
∗ΩÃ + dT

ÃW0HW0 ∧ η y η = (p̃r1, ν)
∗1A,

siendo pr1 : A+ ⊕Q A → A+ la proyección canónica sobre el primer factor,

T pr1 : T Ã(A+ ⊕Q A)→ T ÃA+ su prolongación y p̃r1 : T Ã(A+ ⊕Q A)→ Ã
la restricción de la proyección sobre el primer factor Ã × T (A+ ⊕Q A)→ Ã
a la prolongación T Ã(A+ ⊕Q A).
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En coordenadas locales, tenemos que

HW0(x
i, y0, yα, y

α) = y0 + yαy
α − L(xi, yα),

ΩW0 = Yα ∧ Pα +
(
Cγ
α0yγ − ρiα

∂L

∂xi

)
Yα ∧ Y0 +

1

2
Cγ
αβyγY

α ∧ Yβ

+ yαPα ∧ Y0 +
(
yα −

∂L

∂yα

)
Vα ∧ Y0

y

η = Y0.

Entonces, tomando Y = Y0 se sigue que (T ÃW0)
⊥,((ΩW0

)Y ,η) = span{P0,Vα}.
Aśı, la primera subvariedad de ligaduras W1 ⊆ A+ ⊕Q A del algoritmo está

localmente caracterizada por

yα −
∂L

∂yα
= 0

y las ecuaciones vakónomas se reducen a
ẋi = ρi0 + yαρiα,

d

dt

( ∂L
∂yα

)
= ρiα

∂L

∂xi
− (Cγ

α0 + Cγ
αβy

β)
∂L

∂yγ
.

Aśı, si (pr2)|W1 : W1 → A es la restricción a W1 de la proyección canónica

sobre el segundo factor y γ1 : I → W1 es una solución de las ecuaciones

vakónomas, entonces (pr2)|W1
◦γ1 es una solución de las ecuaciones de Euler-

Lagrange para L.

Nótese que en el caso estándar, esto es, si A = J1τ , este procedimiento es la

formulación de Skinner-Rusk para mecánica dependiente del tiempo (véase

[3, 28]).

Por otra parte, usando la Proposición 6.17, deducimos que el sistema vakó-

nomo es regular si y sólo si la función Lagrangiana L es regular. En estas

condiciones, obtenemos que existe una única sección ζ1 de T ÃW ′
1 → W ′

1 tal

que iζ1ΩW0|W ′
1

= 0 y iζ1η|W ′
1

= 1 y verificando que

(T(ϕ,a)pr2)(ζ1(ϕ, a)) = RL(a), para (ϕ, a) ∈ W ′
1 ⊆ W1,
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donde RL es la sección de Euler-Lagrange para L, pr2 : A+ ⊕Q A → A la

proyección sobre la segunda componente y T pr2 : T Ã(A+ ⊕QA)→ T ÃA su

prolongación.

2.-El fibrado de 1-jets de secciones locales de una fibración. Sea τ : Q → R
una fibración y τ1,0 : J1τ → Q el fibrado de 1-jets de secciones locales de

τ : Q → R. τ1,0 : J1τ → Q es un afgebroide de Lie modelado sobre el

fibrado vectorial π = (πQ)|V τ : V τ → Q y su algebroide de Lie bidual es

πQ : TQ → Q con la estructura estándar. Supongamos que M ⊆ J1τ es

una subvariedad de ligaduras tal que τ1,0|M : M → Q es una sumersión

sobreyectiva y que L : J1τ → R es una función Lagrangiana.

Sean (t, qi, q̇i) coordenadas locales fibradas sobre J1τ como en la Sección

2.3.2, que denotaremos ahora por (t, qi, q̇i) = (t, qi, q̇A, q̇a) y supongamos que

la subvariedad de ligadurasM está definida localmente por las ecuaciones

q̇A = ΨA(t, qi, q̇a).

Aśı, si aplicamos la formulación desarrollada en la Sección 6.4.1 a este caso

particular, recuperamos algunos de los resultados obtenidos en [3]. En par-

ticular, usando (2.22) y (6.18), se sigue que las ecuaciones vakónomas se

reducen a 
ṗA =

∂L̃

∂qA
− pB

∂ΨB

∂qA
,

d

dt

( ∂L̃
∂q̇a
− pA

∂ΨA

∂q̇a

)
=
∂L̃

∂qa
− pA

∂ΨA

∂qa
,

q̇A = ΨA(t, qi, q̇a).

Si estas ecuaciones son escritas usando los multiplicadores de Lagrange (véase

(6.19)) coinciden con las ecuaciones obtenidas en [111].

Por otra parte, si (L,M) es un sistema vakónomo regular sobre τ1,0 : J1τ →
Q, entonces el AV-fibrado µ1 : W1 → W ′

1 está dado localmente por

µ1(t, q
i, p, pi) = (t, qi, pi).

Aśı, si h′1, h
′′
1 : W ′

1 → W1 son dos secciones de µ1 : W1 → W ′
1,

h′1(t, q
i, pi) = (t, qi,−H ′

1(t, q
j, pj), pi)
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y

h′′1(t, q
i, pi) = (t, qi,−H ′′

1 (t, qj, pj), pi),

entonces, de (6.25), deducimos que el corchete vakónomo {·, ·}vak : Γ(µ1) ×
Γ(µ1)→ C∞(W ′

1,R) está dado localmente por

{h′1, h′′1}vak =
∂(H ′

1 −H ′′
1 )

∂t
+
∂H ′

1

∂qi
∂H ′′

1

∂pi
− ∂H ′

1

∂pi

∂H ′′
1

∂qi
.

3.-Mecánica vakónoma en algebroides de Lie. Sea τE : E → Q un algebroide

de Lie sobre una variedad Q. Entonces, τE : E → Q es un fibrado af́ın

y la estructura de algebroide de Lie induce una estructura de afgebroide

de Lie sobre τE : E → Q (véase la Sección 1.4.3). De hecho, el fibrado

dual de E, como fibrado af́ın, es el fibrado vectorial τ̃ ∗E : E∗ × R → Q y

el algebroide de Lie bidual es el fibrado vectorial τ̃E : E × R → Q con

la estructura ([[·, ·]]E×R, ρE×R) definida en (1.41). Veamos que aplicando la

formulación descrita en la Sección 6.4.1 sobre el afgebroide de Lie τE : E → Q

recuperamos los resultados de la Sección 5.4.1.

Sea L : E → R la función Lagrangiana yM⊆ E la subvariedad de ligaduras

tal que τM = τE|M : M → Q es una sumersión sobreyectiva y supongamos

queM está definida localmente por las ecuaciones

yA = ΨA(xi, ya), A = 1, . . . , m̄.

En este caso, W0 = (E∗ × R) ⊕QM ∼= WE
0 × R, siendo WE

0 = E∗ ⊕QM,

y el Hamiltoniano de Pontryagin HW0 : W0 → R (considerando sobre E

la estructura de afgebroide de Lie) está relacionado con el Hamiltoniano

de Pontryagin HWE
0

: WE
0 → R (considerando sobre E la estructura de

algebroide de Lie) de la siguiente forma

HW0 = HWE
0

◦pr13 + pr2,

donde pr13 : W0 → WE
0 y pr2 : W0 → R son las proyecciones canónicas.

Además, la prolongación T ÃW0 = T E×RW0 es isomorfa a T EWE
0 ×R× TR

y, bajo esta identificación, tenemos que

ΩW0 = Ω0 + dT
EWE

0 HWE
0
∧ (0, 1, 0) y η = (0, 1, 0).
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Aśı, la subvariedad W1 que obtenemos al aplicar el algoritmo de ligaduras

precosimpléctico es

W1
∼= WE

1 × R,

siendo WE
1 la subvariedad obtenida al aplicar el algoritmo de ligaduras al

sistema presimpléctico (T EWE
0 ,Ω0, d

T EWE
0 HWE

0
). Aśı, concluimos que W ′

1
∼=

WE
1 . Además, la condición de regularidad del sistema vakónomo es equiva-

lente en ambos casos.

Ahora, si suponemos que el sistema vakónomo (L,M) es regular entonces,

bajo las identificaciones W1
∼= WE

1 × R y W ′
1
∼= WE

1 , tenemos que el

AV-fibrado µ1 : W1 → W ′
1 es el fibrado trivial pr1 : WE

1 × R → WE
1 y

el corchete de Poisson sobre WE
1 es exactamente la parte lineal-lineal del

corchete vakónomo sobre el AV-fibrado µ1 : W1 → W ′
1.

4.-Sistemas de control óptimo en afgebroides de Lie como sistemas vakóno-

mos. Sea τA : A → Q un afgebroide de Lie y C una variedad fibrada sobre

la variedad de estados π : C → Q. Consideramos también una sección

σ : C → A a lo largo de π y una función l : C → R.

De forma análoga a lo que ocurre en algebroides de Lie, cuando la sección

σ : C → A a lo largo de π es un embebimiento, la imagen M = σ(C) es

una subvariedad de A. Además, como σ : C → M es un difeomorfismo,

podemos definir el Lagrangiano L : M → R por L = l ◦σ−1. Por tanto,

en este caso, es equivalente analizar el problema de control óptimo definido

por (l, σ) (aplicando el principio de máximo de Pontryagin) que estudiar el

problema vakónomo sobre el afgebroide de Lie τA : A → Q definido por

(L,M).

En general, consideramos el subconjunto J AC del producto cartesiano A×
TC definido por

J AC = {(a, v) ∈ A× TC | ρA(a) = (Tπ)(v)}.

A continuación, veremos que J AC admite una estructura de afgebroide de

Lie.
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Consideramos la prolongación τπÃ : T ÃC → C del algebroide de Lie bidual

τÃ : Ã → Q de A mediante la fibración π : C → Q, esto es,

T ÃC =
⋃
p∈C

{(ã, Xp) ∈ Ãπ(p) × TpC | ρÃ(ã) = Tπ(Xp)}.

τπÃ : T ÃC → C es un algebroide de Lie sobre C.

Por otra parte, sea φ : T ÃC → R la sección de (τπÃ)∗ : (T ÃC)∗ → C definida

por

φ(ã, Xp) = 1A(ã),

para (ã, Xp) ∈ T Ãp C, con p ∈ C. Nótese que si pr1 : T ÃC → Ã es la

proyección canónica en el primer factor entonces (pr1, π) es un morfismo

entre los algebroides de Lie τπÃ : T ÃC → C y τÃ : Ã → Q y, además, se

verifica que

(pr1, π)∗(1A) = φ.

Aśı, como 1A es un 1-cociclo de τÃ : Ã → Q, se deduce que φ es un 1-cociclo

del algebroide de Lie τπÃ : T ÃC → C. Usando el hecho de que (1A)|Ãx
6= 0,

para todo x ∈ Q, tenemos que φ|T Ãp C 6= 0, para todo p ∈ C.

Además, se sigue que

φ−1{1} = {(ã, Xp) ∈ T Ãp C | 1A(ã) = 1} = J AC.

Por otra parte, sea T VC la prolongación del algebroide de Lie (V, [[·, ·]]V , ρV )

mediante la fibración π : C → Q. Sabemos que T VC es un algebroide de

Lie sobre C con estructura ([[·, ·]]πV , ρπV ) y proyección fibrada τπV : T VC → C.

Entonces, es fácil probar que

φ−1{0} = T VC.

Por tanto, concluimos que J AC es un fibrado af́ın sobre C con proyección

τπA : J AC → C definida por

τπA(a, v) = πC(v),
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donde πC : TC → C es la proyección canónica. Además, el fibrado af́ın

τπA : J AC → C admite una estructura de afgebroide de Lie tal que su

algebroide de Lie bidual es justamente (T ÃC, [[·, ·]]πÃ, ρ
π
Ã) (véase Sección 1.4.1).

Finalmente, el afgebroide de Lie τπA : J AC → C está modelado sobre el

algebroide de Lie (T VC, [[·, ·]]πV , ρπV ).

Aśı, podemos considerar la subvariedad de ligadurasM del afgebroide de Lie

J AC definida por

M =
⋃
p∈C

{(a, Xp) ∈ J A
p C |σ(p) = a}

y la función Lagrangiana L : J AC → R dada por L = l ◦ τπA. Aśı, (L,M) es

el sistema vakónomo asociado con el sistema de control óptimo.

Si A = J1τ es el fibrado de 1-jets de secciones locales de una fibración

τ : Q → R, es fácil probar que la prolongación de J̃1τ ∼= TQ mediante

π : C → Q es precisamente TC. Aśı, J AC ∼= {X ∈ TC | dt(X) = 1}, siendo

t la coordenada usual en R. Bajo estas identificaciones, la subvariedad de

ligaduras es

M = {X ∈ TC |Tπ(X) = σ(πC(X))}.

Aśı, recuperamos la construcción desarrollada en [3].

Ejemplo 6.26 Consideremos el problema mecánico planteado en la Sección

4.6.3, esto es, una bola homogénea de radio r > 0, masa m e inercia mk2

alrededor de un eje arbitrario, rueda sin deslizamiento sobre una mesa hori-

zontal la cual rota con una velocidad angular dependiente del tiempo Ω(t)

sobre el eje vertical a través de uno de sus puntos. Aparte de la fuerza de

gravedad constante, supondremos que no actúan sobre la bola otras fuerzas

externas (véase [7, 11, 68, 92]). El espacio de configuración de la esfera es

Q = R3 y el Lagrangiano del sistema se corresponde con la enerǵıa cinética

K(t, x, y; ẋ, ẏ, ωx, ωy, ωz) =
1

2
(mẋ2 +mẏ2 +mk2(ω2

x + ω2
y + ω2

z)),

donde (ωx, ωy, ωz) son las componentes de la velocidad angular de la bola.



6.4.3. Algunos ejemplos 297

Como ya vimos en la Sección 4.6.3, las ecuaciones dinámicas para este pro-

blema no holónomo pueden escribirse como

ẋ− rωy = −Ω(t)y,
ẏ + rωx = Ω(t)x,

ωz = c,

 (6.29)

donde c es una constante, junto con

ẍ+
k2

k2 + r2
(Ω′(t)y + Ω(t)ẏ) = 0,

ÿ − k2

k2 + r2
(Ω′(t)x+ Ω(t)ẋ) = 0.

Ahora, consideraremos el siguiente problema de optimización. Supongamos

que tenemos control total sobre el movimiento del centro de la esfera, con-

sideremos la función de coste

L(t, x, y; ẋ, ẏ, ωx, ωy, ωz) =
1

2

(
(ẋ)2 + (ẏ)2

)
y el problema de control óptimo: Dados dos puntos q0, q1 ∈ Q, encontrar

una curva de control óptimo (t, x(t), y(t)) en el espacio reducido que una los

puntos q0 y q1 y minimice
∫ 1

0
1
2
((ẋ)2 + (ẏ)2) dt sujeta a las ligaduras definidas

por las ecuaciones (6.29).

Nótese que este problema es equivalente al problema de control óptimo

definido por la sección σ : R3 × R2 → R × TR2 × R3 a lo largo de R ×
TR2 × R3 → R3 dada por

σ(t, x, y;u1, u2) = (t, x, y;u1, u2,
1

r
(−u2 + Ω(t)x),

1

r
(u1 + Ω(t)y), c)

y la función l(t, x, y;u1, u2) = 1
2
((u1)2 + (u2)2). Ya que σ es claramente un

embebimiento, deducimos la equivalencia entre ambos problemas.

Una condición necesaria de optimización del problema está dada por las

correspondientes ecuaciones vakónomas. En este caso, denotaremos por

y1 = ẋ, y2 = ẏ, y3 = ωx, y
4 = ωy, y

5 = ωz.
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Por tanto, el problema vakónomo está dado por el Lagrangiano

L(t, x, y; y1, y2, y3, y4, y5) =
1

2

(
(y1)2 + (y2)2

)
y la subvariedadM definida por las ligaduras

y3 = Ψ3(t, x, y, y1, y2) =
1

r
(−y2 + Ω(t)x),

y4 = Ψ4(t, x, y, y1, y2) =
1

r
(y1 + Ω(t)y),

y5 = Ψ5(t, x, y, y1, y2) = c.

Para este caso particular, obtenemos que las ecuaciones vakónomas son:

ẏ3 = −1

r
(y1 + Ω(t)y)y5 + cy4,

ẏ4 = −1

r
(y2 − Ω(t)x)y5 − cy3,

ẏ5 =
1

r
(y1 + Ω(t)y)y3 −

1

r
(−y2 + Ω(t)x)y4,

d

dt

(
ry1 − y4

)
= −Ω(t)y3,

d

dt

(
ry2 + y3

)
= −Ω(t)y4,

y1 = ẋ , y2 = ẏ .

Además, como la matriz(
∂2L

∂ya∂yb
−

5∑
A=3

yA
∂2ΨA

∂ya∂yb

)
1≤a,b≤2

=

(
1 0
0 1

)
es regular, tenemos que el sistema vakónomo es regular. Por tanto, existe

una única solución de las ecuaciones vakónomas en la subvariedad W ′
1 que

está determinada por las ecuaciones

y1 =
∂L

∂y1
− yA

∂ΨA

∂y1
= y1 − 1

r
y4,

y2 =
∂L

∂y2
− yA

∂ΨA

∂y2
= y2 +

1

r
y3,

y0 = L− yAΨA − yaya = −1

2
(y1 +

1

r
y4)

2

−1

2
(y2 −

1

r
y3)

2 − Ω(t)

r
(xy3 + yy4)− cy5.
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Aśı, se sigue que (t, x, y; y1, y2, y3, y4, y5) (respectivamente, (t, x, y; y0, y1, y2,

y3, y4, y5)) son coordenadas locales sobre W ′
1 (respectivamente, sobre W1).

Entonces, la expresión local del Hamiltoniano HW1 es

HW1(t, x, y; y0, y1, y2, y3, y4, y5) = −y0 −
1

2
(y1 +

1

r
y4)

2 − 1

2
(y2 −

1

r
y3)

2

−Ω(t)

r
(xy3 + yy4)− cy5

y, en términos del corchete vakónomo {·, ·}vak asociado al sistema regular

(L,M), las ecuaciones vakónomas son

ẏ1 = {h1, y1}alvak = −Ω(t)

r
y3,

ẏ2 = {h1, y2}alvak = −Ω(t)

r
y4,

ẏ3 = {h1, y3}alvak = −1

r

(
y1 +

1

r
y4 + Ω(t)y

)
y5 + cy4,

ẏ4 = {h1, y4}alvak =
1

r

(
−y2 +

1

r
y3 + Ω(t)x

)
y5 − cy3,

ẏ5 = {h1, y5}alvak =
1

r

[(
y1 +

1

r
y4 + Ω(t)y

)
y3 +

(
y2 −

1

r
y3 − Ω(t)x

)
y4

]
,

ẋ = {h1, x}alvak = y1 +
1

r
y4,

ẏ = {h1, y}alvak = y2 −
1

r
y3,

siendo {·, ·}alvak la parte af́ın-lineal del corchete bi-af́ın {·, ·}vak.
4
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Investigaciones futuras

A continuación, comentamos algunos posibles temas, relacionados con los

contenidos de esta Memoria, sobre los que estamos investigando en la actua-

lidad o pretendemos hacerlo en un futuro próximo.

• Nos proponemos completar el trabajo realizado por los autores en [24] sobre

la reducción de sistemas no holónomos con simetŕıas en algebroides de Lie.

Para ello dirigiremos nuestra atención sobre los pasos seguidos en [7, 10] para

el caso estándar. Por otra parte, también nos planteamos la extensión de este

tema a afgebroides de Lie (de esta forma completaremos el Caṕıtulo 4 de esta

Memoria). La idea es estudiar la reducción de la dinámica no holónoma con

simetŕıas en afgebroides de Lie y obtener la versión para afgebroides de Lie

de la ecuación momento no holónoma introducida en [24] en el contexto de

algebroides de Lie.

• Con la idea de profundizar en la teoŕıa de Hamilton-Jacobi propuesta en

el Caṕıtulo 2 de esta Tesis, pretendemos desarrollar una teoŕıa de Hamilton-

Jacobi para sistemas mecánicos no holónomos en afgebroides de Lie. Esta

teoŕıa debe ser una generalización de los resultados obtenidos en [44] para

301
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sistemas no holónomos (autónomos) estándar y de los resultados de [64] para

sistemas no holónomos sobre algebroides de Lie.

• Otro tema interesante sobre el que nos proponemos investigar es la teoŕıa

de Hamilton-Jacobi para problemas variacionales ligados, dando aśı una in-

terpretación geométrica de la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman para sis-

temas de control óptimo. Este desarrollo se pretende abordar dentro del con-

texto de algebroides de Lie, siguiendo la aproximación descrita en el Caṕıtulo

5 de esta Tesis, y dentro del contexto de afgebroides de Lie, usando la for-

mulación contenida en el Caṕıtulo 6 de esta Memoria.

• En otra dirección, nos planteamos introducir la noción de afgrupoide de Lie,

de tal forma que los afgebroides de Lie sean los invariantes infinitesimales de

dichos objetos (de la misma manera que los algebroides de Lie pueden ser con-

siderados como los objetos infinitesimales asociados a los grupoides de Lie).

Entonces, el siguiente paso seŕıa desarrollar una teoŕıa de mecánica discreta

sobre un afgrupoide de Lie como la versión discreta de la teoŕıa de mecánica

generalizada sobre un afgebroide de Lie. Los resultados obtenidos deben ser

una generalización de aquellos probados en [74] sobre mecánica discreta y

grupoides de Lie y de aquellos contenidos en [79] para sistemas mecánicos

discretos autónomos. Además, se deben dar evidencias de que dichos re-

sultados pueden ser aplicados a la hora de construir nuevos integradores

geométricos para sistemas mecánicos no autónomos con o sin simetŕıas.

Como continuación de la tarea anterior, nos proponemos desarrollar también

una teoŕıa de mecánica discreta no holónoma sobre afgrupoides de Lie. Esta

teoŕıa debe permitir la contrucción de nuevos integradores geométricos para

sistemas mecánicos no autónomos (con o sin simetŕıas) sujetos a ligaduras

no holónomas . Al mismo tiempo debe ser una generalización del formalismo

desarrollado en [45] para sistemas discretos Lagrangianos no holónomos sobre

grupoides de Lie.

• Finalmente, como la mecánica dependiente del tiempo puede ser conside-

rada como una teoŕıa clásica de campos especial, seŕıa interesante definir la

noción de multialgebroide de Lie como una generalización de la noción de
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afgebroide de Lie, de manera que estos objetos matemáticos contengan la

estructura geométrica necesaria para desarrollar teoŕıas clásicas de campos.

De forma más precisa, pretendemos extender a teoŕıas clásicas de campos

las investigaciones desarrolladas en esta Tesis para afgebroides de Lie. Para

ello seguiremos los pasos dados por Mart́ınez en [84, 85] en el contexto de

algebroides de Lie.
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metrical setting of time-dependent regular systems. Alternative mo-

dels, Rev. Math. Phys., 3 (3) (1991), 301–330.
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