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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de la Teor a de Control es determinar el comportamiento de un
sistema dinfmico por medio de acciones externas de forma que se cumplan ciertas
condiciones pre jadas como, por ejemplo, que haya un extremo jo, los dos, que
ciertas variables no alcancen algunos valores u otro tipo de situaciones m&s o
menos complicadas. En este trabajo, por concreci n, nos vamos a centrar en el
caso en el que los dos estados extremos, el estado inicial y el nal, son jos, aunque
otras situaciones m&s generales tienen un tratamiento similar. La ecuaci n que
describe la evoluci n de los estados para un problema de este tipo es un sistema
de ecuaciones diferenciales:

X'(t) = Fi(x();u(®); i=1:0m (1.1)

donde x' representa las variables que describen el estado del sistema y u? las
variables que describen las acciones externas o controles. En la Teor a de Control
ptimo, ademé#s, queremos que el sistema veri que una condici n adicional, que
consiste habitualmente en minimizar (o maximizar) un cierto funcional, es decir,
querr amos encontrar trayectorias (t) = (X(t);u(t)) su cientemente regulares,
por ejemplo, C?! a trozos, con extremos jos en el espacio de estados, x(0) = X, y
X(T) = Xy, que satisfagan la ecuaci n de control (1.1) y que adem&s minimicen
el siguiente funcional, Illamado tambi@n funcional objetivo o de coste, sobre un
cierto espacio de trayectorias admisibles:
Z
S()= L(x(t); u(t)) dt: (1.2)

0

Las trayectorias (t) que veri can todas estas condiciones se dirgn optimales.

Para resolver este problema y otros asociados naturalmente a @I, tales como
la estabilidad de las soluciones obtenidas, se han desarrollado un amplio abanico
de ideas, t@cnicas y resultados matemékticos. Adem#ks de herramientas anal ticas
y num@ricas, que han gozado de un gran predicamento, cada vez resulta m#s
importante el punto de vista geom@trico en la Teor a de Control. La introducci n



2 Introducci n

de un punto de vista geom@trico en la Teor a de Control fue iniciada seguramente
por el propio L. Pontryagin y sus seguidores [90, 3, 4] y de nitivamente por
R. Brockett en el estudio de problemas de control en esferas y grupos de Lie
[11, 12, 13, 14, 15].

As , la Teor a de Control se puede formular en tdrminos geom@tricos y obtener
resultados intr nsecos. ste serk el objetivo del cap tulo 2, aplicar los m@todos de
la geometr a para describir intr nsecamente la Teor a de Control ptimo. Paraello
estableceremos un marco axioméktico su cientemente general y, argumentando por
analog a con la Mec£nica Lagrangiana, mostraremos la formulaci n presimpldctica
de la Teor a de Control ptimo. Esta formulaci n estk inspirada en la formulaci n
de Skinner y Rusk de la Mecknica ClAsica [96] y ha sido utilizada ya entre otros
por E. Martnez y C. L pez [78, 77], M. C. Muzoz Lecanda y N. Romkn Roy
[87], Guerra [54], S. Mart nez [85] y M. Delgado y A. Ibort [33, 34].

La soluci n del problema de control ptimo enunciado antes fue obtenida de
manera muy general por L. Pontryagin y sus colaboradores [90] y estk dada por
el conocido como principio del miximo de Pontryagin, enunciado en el siguiente
teorema.

Teorema 1.0.1 (Principio del mAximo de Pontryagin) [90] La curva

() = (x(t); u(t)); t 2 [0;T], absolutamente continua, es una trayectoria optimal
si existe un levantamiento de x(t) al espacio de coestados, (X(t); p(t)); tal que se
satisfagan las ecuaciones de Hamilton,

X' = %—;; pi = %; (1.3)
y tal que se cumpla:
H((0); p(®); u(®) = max H(x(); p(t);v);  ae: t2[0;T];
donde H denota la funci n hamiltoniana
H(xpu) = pif'OGu) L u): (1.4)

El principio de miximo de Pontryagin ha sido aplicado con @xito en gran varie-
dad de problemas. Un ejemplo signi cativo de su uso lo constituyen las llamadas
soluciones bang bang al problema de control ptimo y ocurre, generalmente, si
los controles estkn limitados . Por razones f sicas, tecnol gicas o aen econ mi-
cas, se imponen restricciones a priori sobre los controles del tipo kuk < Cpnax. Si
la ecuaci n de estados es lineal en los controles, esto es:

X! = F3(x) + £ (xu?



y el funcional a minimizar es, por ejemplo, alguna de las variables de estado o
una funci n de ellas, pero no de los controles u?:

Z1

S= L(x) dt;
0

el hamiltoniano de Pontryagin serk H(x;p;u) = pifi(x) + pifi(x)ud  L(x), por
lo que para (x;p) jos el mkximo de H se alcanza solamente en el borde del
dominio de de nici n de los controles. Si tenemos ®nicamente un control u, el
méximo de H se alcanza cuando u(t) = Umax Si pif'(X) = 0y cuando u(t) = uUnn
si pif'(x) < 0. As, podemos desarrollar una estrategia optimal dependiendo del
valor del signo de la funci n = p;f'(x), llamada en la literatura por este motivo
funci n de switching , y que consiste en este ejemplo concreto en la elecci n de
los valores de u como:

Umax SI (X;p) >0
Unn Si (X;p) <0

u(t) = (1.5)

Si partimos de un punto (Xq;po) en t = 0 tal que (Xo;po) = 0, la estrategia
optimal consiste en resolver las ecuaciones de Hamilton:

X = 00+ F(X) Umax (1.6)

0f; or oL x): 1.7

Ppi = Pj W pjwumax W

Seguimos la trayectoria (x(t); p(t)) resultante hasta que x(T) = xt  (X(t); p(t))
cambie de signo. Si ocurre lo segundo, a partir de ese momento seguimos la
trayectoria (B(t); p(t)) soluci n de las ecuaciones de Hamilton:

X' = 500+ F1() Umn
of)  of oL
pjw pjwumn @

Ri = (x):
Si eventualmente B(T) = Xy, hemos resuelto el problema, pero si (t) vuelve a
cambiar de signo volveremos a las ecuaciones (1.6)-(1.7) y as sucesivamente.

Puede ocurrir que siguiendo esta estrategia 8(T) & Xt Y, entonces, el proble-
ma de control ptimo no tenga soluci n para ningen valor inicial (Xo; po). Podr a
modi carse esta estrategia permitiendo que (x(t); p(t)) est@ contenido en el con-
junto = 0 durante un cierto intervalo de tiempo, de niendo lo que se denomina
un arco singular.

Ahora bien, quf ecuaciones debe veri car la curva (x(t);p(t)) 2 f = 0g para
que la trayectoria sea optimal? EIl principio de m£ximo de Pontryagin no nos da
la respuesta a esta cuesti n. Dedicaremos el cap tulo 3 de esta memoria al estudio
de la dinEmica singular, esto es, de la dingmica inducida por las ecuaciones de
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Hamilton (1.3) en el subconjunto ¥ = 0g. Discutiremos un ejemplo no trivial
de din£mica singular no lineal en el cap tulo 4; el problema de frenado ptimo de
un veh culo y veremos que este anklisis es relevante.

Otra circunstancia natural donde se debe imponer la condicin = 0 a
priori consiste en el estudio de sistemas de control ptimo donde los controles
no estkn acotados (u 2 R™) y la dependencia de H en u® es su cientemente
regular para que la condici n de miximo implique que @H (x(t); p(t))=0u® = 0
(y posiblemente alguna derivada mks en el caso de miximos degenerados). En
este caso las trayectorias optimales siempre estar£n contenidas en el subconjunto
M; = f(X;p;u)] 2 = @H=@u?* = 0g. Tambi@n se dark esta circunstancia si la fun-
ci n H(X; p; u) tiene mkximos locales en u en el interior del dominio de de nici n
de los controles. La restricci n de las ecuaciones de Hamilton al subespacio M;
de ne, en general, una ecuaci n diferencial ordinaria impl cita. Los puntos en los
que dicha ecuaci n puede escribirse en forma normal diremos que son regulares y
singulares en caso contrario. As , el estudio de la dingmica en el subespacio M; se
ve enormemente di cultado por la aparici n de ecuaciones diferenciales impl citas
con puntos singulares.

Una familia de sistemas particularmente interesantes por su simplicidad con-
ceptual e innumerables aplicaciones son los sistemas LQ! o Lineal-Cuadrkticos.
Son aquellos en los que tanto el espacio de estados como el de controles son es-

FI(x(t); u(t)) es lineal en las variables y en los controles,
I (x(1); u(t)) = A + BLu®
y la densidad L(x(t); u(t)) es cuadrktica respecto de sus argumentos
LOx(@);u(®) = 2Px'xd + Quax'u® + ZRaptu”
Por lo tanto, las ecuaciones (1.1)-(1.2) tendrkn la siguiente forma:
x'(t) = Ajx + BLu? (1.8)

y
S( ) = EpinIXJ + (?iaXIUa + ERabuaub dt; (19)
0

donde A = (Aj) 2 R™™ B = (BL) 2 R™™, P = (P;) 2 R"™™,

Q = (Qi) 2 R™ y R = (Ry) 2 R™™: E| problema general incluir a un
tdrmino adicional de frontera en el funcional de coste, de la forma: x"(T)F x(T),
y las matrices A, B, P y Q dependientes del tiempo.

LAbreviatura del ingl@s: Linear-Quadratic .



La aplicaci n inmediata del principio del mAximo de Pontryagin nos conduce
al conjunto de ecuaciones

x' = A +BLu
pi = pAL+ P} + QiU
a — piBla QiaXI Rabub =0;

donde vemos inmediatamente que si la matriz R es invertible podemos despejar
los controles u en funci n de las variables X y p a trav@s de la ecuaci n

u’=(R®) piB, Qiax' ; donde R*Ry. = &; (1.10)
denominada relaci n de retroalimentaci n optimal ( optimal feedback ), que ma-
tricialmente se escribir a:

u=R * Q"'x+BTp):
Entonces, las ecuaciones para la dinkmica quedan escritas en forma normal como

X Ax+Bu=(A BR !Q")x+ (BR B")p; (1.11)
p = Px ATp+Qu=(P QR QNx+( AT+QR B")p; (1.12)

por lo que todos los puntos del problema son regulares y su soluci n nos determina
la estrategia optimal (x(t);u(t)), ®nica para datos iniciales dados. N tese que
los extremos de p(t) pueden jarse arbitrariamente y as lograr soluciones que
terminen en Xr. Sin embargo, si R no es invertible la resoluci n del sistema
anterior no es obvia. Tales sistemas, m£s generalmente los sistemas de ecuaciones
cuasilineales impl citos de la forma

A X=B Xx;

han recibido gran atenci n en la literatura por su sencillez y aplicaciones. El
problema de jar las condiciones iniciales de tal manera que exista una soluci n
que pase por ella ha sido llamado el problema de la inicializaci n. T picamente este
problema ha sido atacado a trav@s de la reducci n a formas normales que pueden
analizarse fEcilmente y distintas variaciones sobre este esquema conceptual. Ver,
por ejemplo, el uso de este punto de vista en Teor a de Control en Clements y
Anderson [28], Dai [32], Bell y Jacobson [8] y Willems, Kitap iy Silverman [105].
Tambifn en la Teor a General de Ecuaciones Impl citas, comenmente llamadas
DAEs? en la literatura especializada, ver por ejemplo Campbell [16, 17], Kunkel
y Mehrmann [68], etc.

En esta tesis abordaremos el estudio de la dinEmica singular desde un punto
de vista diferente, que tiene la ventaja de no estar sometido a condiciones de

2Acr nimo del ingl@s: Di erential-Algebraic Equations .
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linealidad, y es perfectamente aplicable a problemas no lineales. La aproximaci n
gue proponemos proviene directamente de la formulaci n presimpl@dctica del pro-
blema de control ptimo y que, en la literatura F sico Matemé&tica, se denomina
m@todo de las ligaduras de Dirac o algoritmo presimpl@dctico de ligaduras en su
formulaci n m&s moderna. El origen hist rico del procedimiento se encuentra en
el problema de la cuantizaci n de sistemas lagrangianos singulares, como aquellos
que aparecen en teor as fsicas con invariancia gauge tales como el electromag-
netismo o la gravitaci n. P. A. M. Dirac lo resolvi , al menos formalmente, a
trav@s de la formulaci n de un procedimiento para extraer un subespacio, del es-
pacio de fases de la teor a, equipado con un corchete de Poisson susceptible de ser
cuantizado can nicamente utilizando un adecuado principio de correspondencia
[37, 38]. La idea de Dirac fue sometida a un intenso escrutinio y a un proceso de
depuraci ny estilizaci n matemética que, en cierto modo, termina con el trabajo
de Gotay y Nester [45, 46, 47] cuando en 1978 establecen una formulaci n intr nse-
ca y matemkticamente s lida del procedimiento de Dirac y que es comenmente
conocida como el algoritmo PCA 3. Ver, por ejemplo, [84], [23] y las referencias
contenidas en ellos para tener una versi n panorgmica de este problema. A partir
de este momento, adem#s de explorar las aplicaciones de estas ideas se producen
diversos intentos de extender la teor a a situaciones ms complejas o con un origen
diverso, as , se desarrollan t@cnicas de proyectores [59, 73, 74, 75, 76], se extiende
la teor a a ecuaciones cuasilineales [49, 50, 51, 53, 87] e incluso a ecuaciones im-
pl citas con toda generalidad a travds de la formulaci n m&s depurada desde un
punto de vista geom@trico realizada por Marmo, Mendella y Tulczyjew [84].

SimultEneamente, en el contexto de la Teor a de Sistemas y sus aplicaciones
a la ingenier a, se estaban estudiando desde puntos de vista diversos ecuaciones
diferencial-algebraicas [102, 103], esto es, ecuaciones diferenciales sometidas a
ligaduras o condiciones algebraicas. El fracaso de los m@todos num@ricos con-
vencionales en el estudio de las DAEs determin que se iniciara un estudio m#s
profundo de su estructura y ya en 1984 Rheinboldt propone avanzar en su estudio
geom@trico [93]. Luego siguen muchos otros investigadores, Reich [92], etc., y en-
tre los diferentes procedimientos analizados para su estudio destaca la propuesta
desarrollada nalmente por Rabier y Reinbholt en 1994 [91], que consiste en un
procedimiento algor tmico bksicamente equivalente a la formulaci n general de
Marmo, Mendella y Tulczyjew del algoritmo de ligaduras de Dirac.

La posibilidad de usar este enfoque conceptual y el algoritmo de ligaduras
para el estudio de problemas de control ptimo singular resultaba muy natural
y as se menciona por primera vez en la literatura especializada de pasada en el
libro de Jurdjevic [61], pAgina 299, aunque es presentado por primera vez por
E. Martnez y C. L pez-Lacasta [77, 78]. Posteriormente, este algoritmo fue uti-
lizado por Guerra en su tesis doctoral para el estudio de sistemas LQ singulares
[64]. Resulta en cierto modo chocante que, a pesar de lo natural de las ideas

3Acr nimo del ingl@s: Presymplectic Contraint Algorithm .



involucradas y de su larga historia, esta aproximaci n al problema de control sin-
gular no haya tenido lugar antes. El punto de vista dominante en el estudio de
problemas de control ptimo singulares hasta hoy mismo lo constituye la Teor a
de Perturbaciones Singulares (ver por ejemplo: [64, 65, 79] y sus referencias).
Desgraciadamente, para problemas con singularidades no triviales, como las que
veremos més adelante, la Teor a de Perturbaciones Singulares no proporciona res-
puestas satisfactorias. Efectivamente, si partimos de un problema singular para
poder tratarlo a trav@s de la Teor a de Perturbaciones Singulares debemos con-
vertirlo en un problema regular * pr ximo al problema singular. En algunos casos
simples tal regularizaci n del problema se puede introducir a mano, ya que resul-
ta evidente como hacerlo, pero en problemas complejos tal procedimiento no se
conoce todav a. En el caso de lagrangianos singulares una respuesta a este pro-
blema bajo ciertas condiciones fue dada en [57]. Por otro lado, si partimos de un
problema que se encuentra muy pr ximo a ser singular y decidimos tratarlo como
una perturbaci n singular, tendremos que decidir cukl es el problema singular
al que se encuentra pr ximo y una vez establecido @ste, para poder determinar
la dinfmica lenta, deberemos estudiar la consistencia de la dinfmica reducida,
esto es, deberemos aplicar el algoritmo de ligaduras de una u otra forma. En
este sentido la teor a del algoritmo de ligaduras que describiremos aqu se puede
considerar tambi@n como un ingrediente necesario en una futura Teor a de Per-
turbaciones Singulares Global que extendiese el trabajo de N. Fenichel [41] y que
ya fue iniciado por [33].

En este trabajo, por tanto, revisamos el algoritmo de ligaduras desde sus
fundamentos deteni@ndonos en las distintas formulaciones que adopta @ste para
ecuaciones cuasilineales, presimpl@cticas y lineales, ya que, dependiendo de las
circunstancias, aprovecharemos la formulaci n m&s adecuada para su aplicaci n
y desarrollo especializado. As, por ejemplo, para sistemas LQ se elabora una
nueva versi n lineal del algoritmo que estk adaptada a su uso computacional,
proporcionando una familia de algoritmos y programas que resuelven el proble-
ma completamente con unas caracter sticas num@ricas heur sticamente estables.
Desarrollamos tambi@n un algoritmo derivado del algoritmo general que est£ par-
ticularmente bien adaptado para el tratamiento de sistemas singulares geng@ricos
y que denominaremos algoritmo subregular. Por otro lado, utilizamos una formu-
laci n apropiada del algoritmo para mostrar la relaci n existente entre el ndice
de Kronecker de la Teor a Ordinaria de DAESs y el nemero de pasos que necesita
el algoritmo de ligaduras para estabilizarse. El cap tulo 3 de la memoria se dedica
a establecer los resultados e ideas bsicas necesarias sobre la Teor a de Ecua-
ciones Impl citas desde un punto de vista geom@trico y a desarrollar las distintas
adaptaciones del algoritmo general de ligaduras. Se presenta un algoritmo lineal
de ligaduras apropiado para el estudio de sistemas LQ singulares y se exponen
distintos experimentos numg@ricos que muestran la estabilidad del algoritmo.

En el cap tulo 4 se aborda el estudio de diversos problemas de control ptimo
singular para los que no se veri can las condiciones tdcnicas de aplicabilidad del
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algoritmo de ligaduras general, bien porque los distintos subconjuntos que se ob-
tienen al aplicar el algoritmo tienen a su vez singularidades, como es el caso de
los sistemas gen@dricos catastr cos de los que se analiza con detalle el frunce, o
bien porque la dinEmica no es singular per se, sino que se debe considerar como
tal al implementar una cierta estrategia optimal. Este es el caso de los proble-
mas de frenado ptimo para los que ademks puede darse que los subconjuntos
obtenidos no sean de nuevo variedades diferenciables y aparezcan singularidades.
Describiremos brevemente uno de tales sistemas y mostraremos, ademks, simu-
laciones num@ricas que refrendan la bondad de las ideas utilizadas. Finalmente,
consideramos un tipo de sistemas de control ptimo generalizados para los cukles
no es posible aplicar el principio de miximo de Pontryagin. En estos sistemas
la ecuaci n de estado es impl cita y, por ejemplo, en el caso cuasilineal tiene la
forma:
A(X) x=B(X):

El punto de vista de Pontryagin [90] para la soluci n de los problemas de con-
trol ptimo consiste en sustituir el problema original (1.1)-(1.2) por un problema
equivalente de la forma:

X' =Ffi(xt);u®); =01
donde la ecuaci n para i = 0 estk dada por
X% = L(x(1); u(®)):

As , el problema de minimizar S se convierte en determinar las trayectorias inte-
grales de nuestro sistema tales que, en el conjunto de valores alcanzados en tiempo
T en R"?, proyecten sobre el valor m nimo en el eje x°. La existencia de tales
trayectorias se prueba mostrando la convexidad del conjunto de valores alcanza-
dos a tiempo T y reIacion/quolo con el mAximo de la constante del movimiento
para dicha dinfmica Hp = = { pif'(x; u). Esta idea ha sido recientemente anali-
zada cuidadosamente desde un punto de vista geom@trico por

B. Langerock [69, 70, 71].

Resulta evidente que tal estrategia no puede usarse si queremos obtener un
principio que generalice el principio de miximo de Pontryagin para un problema
de control ptimo cuya ecuaci n de estado es impl cita. En este punto, el ®ni-
co camino practicable es utilizar un teorema tipo multiplicadores de Lagrange
y tratar la ecuaci n de estado como una condici n del problema en el espacio
de trayectorias e incorporarla al funcional objetivo v a los multiplicadores ade-
cuados. Esta idea, usada con tan gran perspicacia por Lagrange, Euler y todos
los practicantes de la Mecknica, adolece de una di cultad tdcnica para hacerla
matemékticamente rigurosa. Efectivamente, su extensi n a espacios funcionales
se hace particularmente delicada (en dimensi n nita es trivial), ya que requiere
que los espacios, funciones, etc. involucrados veri quen las adecuadas propiedades



anal tico geom@tricas; bAsicamente que las variedades sean de Hilbert y las sub-
variedades a las que restringimos la funci n a minimizar estgdn de nidas como
ceros de funciones C! entre variedades de Hilbert. En el cap tulo 2 mostramos
¢ mo puede lograrse un resultado semejante al principio de miximo utilizando
una formulaci n ddbil del teorema de los multiplicadores de Lagrange, que no
requiere tantos arti cios tdcnicos, aunque resulta imprescindible la construcci n
del espacio de curvas de clase de Sobolev k en una variedad riemanniana para
poder utilizar el teorema. Con esta formulaci n del teorema de los multiplicadores
probamos que la condici n de extremalidad para curvas de clase de Sobolev H*
es equivalente a las ecuaciones del principio de mAximo de Pontryagin para solu-
ciones normales para una clase de puntos cr ticos que denominaremos ordinarios.
Gracias a esta aproximaci n somos capaces de derivar en el cap tulo 4 un princi-
pio de mEximo, esto es, un conjunto de ecuaciones diferenciales presimpldcticas
hamiltonianas a satisfacer por las curvas optimales, para los sistemas de control

ptimo impl citos, ademks de caracterizar el caso regular y singular y proponer
una extensi n del algoritmo de ligaduras para los problemas singulares. Azadi-
mos, por compleci n, la formulaci n completa del teorema de los multiplicadores
de Lagrange que ser a necesaria para estudiar estos problemas desde ese punto
de vista.






Capitulo 2

Teoria Geometrica de Control
Optimo y teorema de Pontryagin

En este cap tulo establecemos los fundamentos de una Teor a Geom@trica de
Control ptimo en forma axioméktica. Posteriormente, establecemos por analog a
con la formulaci n de Skinner y Rusk de la Mecknica Lagrangiana un nuevo
marco presimpldctico para dicha teor a. Estudiamos la caracterizaci n de los ex-
tremos del funcional objetivo sometido a las ligaduras impuestas por la ecuaci n
de control y probamos las generalizaciones del teorema de los multiplicadores de
Lagrange adecuados. Mostramos, nalmente, que una clase de extremales repro-
ducen exactamente las condiciones de las curvas optimales normales del principio
de mAximo de Pontryagin.

2.1. Axiomas para una Teoria Geométrica de Con-
trol Optimo

2.1.1. EIl espacio de estados y de controles

El espacio de estados es el objeto geom@trico que describe las variables que
caracterizan los distintos estados del sistema.

Axioma 2.1.1 El espacio de estados o de con guraci n de un sistema de control
es una variedad diferenciable de dimensi n nita, con o sin borde, y los controles
constituyen las bras de un brado af n sobre ella.

A la variedad diferenciable de los estados la denotamos como P y sus coor-
denadas locales las denotamos como x'; i = 1:::n; donde n es la dimensi n de
P. Al espacio total de estados y controles lo denotamos por C y sus coordena-
das (x';u?); a = 1;:::;m. Denotaremos como :C ——/P la proyecci n de la

braci n de C sobre P.
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No todos los sistemas de control ptimo se pueden describir de esta forma.
Otra situaci n m&s general que podr amos tener en cuenta es, por ejemplo, va-
riedades diferenciables a trozos (por ejemplo, en forma de zig-zag). Sin embargo,
para nuestros prop sitos tiene sentido asumir el axioma 2.1.1, ya que perseguimos
una comprensi n geom@trica, esto es, global, de ciertos problemas en Teor a de
Control Singular. Considerar situaciones mks generales, donde las complicaciones
anal ticas fueran mayores, no har a, quizks, sino oscurecer el anklisis.

Como generalmente los controles van a ser fuerzas externas aplicadas depen-
diendo del estado, las variables de control las podemos modelar utilizando la idea
geom@trica de brado; generalmente, este brado va a ser un brado vectorial o
af n, es decir, la bra sobre un punto arbitrario va a ser un espacio vectorial o
af n. Por lo tanto, tendremos un brado con espacio total que denotamos como C
sobre el espacio base P y una aplicaci n de proyecci n : C ——/P. Las variables
de control, es decir, las coordenadas locales a lo largo de las bras  (x) de , las
denotamos como u?; a =1;:::;m. La bra Cy, = 1(x) constituye el conjunto
de controles que actean en el punto x del espacio de estados.

La suposici n que hemos hecho en este trabajo sobre la estructura de brado
af n del espacio de estados y controles, permite simpli car el problema y cen-
trar el estudio en sus aspectos geom@tricos mks importantes. En general, no es
cierto que tengamos un conjunto no acotado de controles sino que, en muchas
situaciones prkcticas, vamos a tener unos | mites para los controles y el conjunto
de controles en cada punto va a estar acotado. Estas condiciones complican el
problema; hay que estudiar extremos no locales, ya que estos tambifdn pueden
maximizar el hamiltoniano, tal y como ya indicamos en la introducci n, pero con
la simpli caci n propuesta centramos el estudio en los puntos del interior.

2.1.2. Ecuaci n de estado

La dinEmica del sistema es descrita a trav@s de las relaciones f sico/mecknicas
entre las variables que describen el brado de control y sus derivadas. Dichas
ecuaciones t picamente son ecuaciones diferenciables de primer o segundo orden
y dependen de los controles como parkmetros. La formulaci n geom@trica de estas
ideas es debida a E. Mart nez [83] y se apoya en la noci n de c&lculo diferencial
a lo largo de aplicaciones, ampliamente desarrollada en el £mbito de la Mecknica
[81, 82, 22, 24].

Axioma 2.1.2 La ecuaci n din£imica de un sistema de control, tambi@n Ilamada
ecuaci n de estado o de control, estk descrita por un campo vectorial en el brado
de los estados y controles a lo largo de la proyecci n , i.e., el campo vectorial es
una aplicaci n : C ——/ TP tal que b = Yy que en coordenadas tiene la
expresi n = fI(x; u)@=@x".
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Cuando tratemos de extender la dinEmica al espacio total de estados y contro-
les (x 2.2) veremos que la dinkmica del sistema va a estar de nida por un campo
vectorial presimpl@ctico hamiltoniano.

No hemos tenido en cuenta la situaci n en que las variables puedan ser estocks-
ticas. F sicamente es mks realista el considerarlas de esta forma, pero introducen
di cultades anal ticas considerables cuya geometr a no estamos en condiciones de
dilucidar en este momento. Ver tambi@n, por ejemplo, a este respecto los trabajos
de Brockett [15].

2.1.3. Funcional Objetivo

El funcional objetivo en un problema de control ptimo es la funci n a mini-
mizar y, en general, es un funcional local de nido en un cierto espacio de curvas.

Axioma 2.1.3 El funcional objetivo S de un problema de control ptimo estk
de nido mediante una densidad lagrangiana L: C —/R, es decir,
Z ¢
S = L(x; u)dt;
0

y es una funci n diferenciable en un cierto espacio de curvas admisibles en C.

La funci n lagrangiana puede depender expl citamente del tiempo, L = L(X; u;t),
aunque no vamos a considerar expl citamente ese caso de nuevo para mantener
la sencillez de la exposici n.

El funcional objetivo va a estar de nido en un espacio de curvas, subconjunto de
(0;T;x; )=F :[0;T]—ICj (0)=x0; (T)2 g;

donde es una subvariedad de P. Dependiendo de ¢ mo sea  tendremos dis-
tintas situaciones interesantes, entre @stas cabe destacar las siguientes:

= Problema de extremos jos: = fxyg, aqu ambos extremos vienen jados.
= Problema de extremo nal libre =P.

El espacio de curvas se escoge en cada problema tanto para adecuarse a las
caracter sticas propias como para garantizar las propiedades de diferenciabilidad
gue exigimos en el axioma 2.1.3. Veremos ejemplos de estas elecciones en x 2.4.
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2.2. EIl marco presimpléctico para la Teoria Geo-
métrica de Control Optimo

2.2.1. Marco geom@trico lagrangiano a la Skinner y Rusk

Una vez establecidos los axiomas para una Teor a Geom@trica de Control pti-
mo, vamos a desarrollar una formulaci n donde las soluciones al problema adquie-
ran una descripci n geom@trica particularmente simple en tdrminos de geometr a
presimpl@ctica. Para ello nos vamos a inspirar en el formalismo a la Skinner y
Rusk de la Mecknica que describimos a continuaci n, v@anse los trabajos [77],
[96] vy [85]. Utilizamos los resultados conocidos de la Mecknica Lagrangiana para
introducir la geometr a b&sica que vamos a utilizar posteriormente.

Consideremos un sistema lagrangiano cuyo espacio de con guraci n sea una
variedad diferenciable P. La funci n lagrangiana de este sistema aut nomo va a
ser una funci n C1, L: TP —/R, donde TP denota el espacio de velocidades
del sistema, es decir, el espacio de con guraciones y velocidades generalizadas,

sistema, dadas por el principio de m nima acci n de Hamilton, van a ser aquellas
curvas que, dados dos puntos jos Xq, Xt Yy tiempos 0, T, hacen extremal el
funcional de acci n: 7
.
S()= i L( ();v(D)dt;
que estk de nido, por ejemplo, en el espacio de curvas diferenciables a trozos
:[0;T] ——P, tales que (0) = Xo, (T) =%y y _(t) = v(t). La soluci n, si
existe, viene dada por las ecuaciones de Euler-Lagrange de L. Si L es regular,
es decir, si la matriz W,, = @2L=@v2@Vv® es invertible, entonces las ecuaciones de
Euler-Lagrange:
d @L _ eL.
dt @va ~ @xa’

de nen un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, ya que podemos
invertir la matriz W y obtener:

a=1;::5;n; (2.1)

dx? dv?@

H—va; HzFa(X;v); a=1;:::;n; (2.2)
donde ] &
L L
FoOow) =W oxb c@XC@Vb P WEW = G

La dinEmica asociada al lagrangiano L viene de nida, as, por el campo vectorial
en TP que en coordenadas locales x2;v@ resulta ser:

a 0 0

=v i + F3(x; V)WZ
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Tratemos este problema como un problema de control ptimo. La primera
ecuaci n del sistema (2.2), x* = v&, va a jugar el papel de una ecuaci n de
control o de estado en el espacio de estados P, donde los controles van a ser
las velocidades generalizadas v2. Como ademks se tiene que cumplir el principio
de m nima acci n, el funcional de acci n va a ser aqu el funcional objetivo a
minimizar. Por lo tanto, encontrar la dinEmica asociada a este lagrangiano L es
equivalente a encontrar las trayectorias extremales del problema de control con
el funcional objetivo S, tiempo jo y extremos jos Xg, Xt.

Consideramos el espacio de velocidades y de momentos simultEneamente. El
espacio de momentos o de coestados es el brado cotangente T P de P; este
espacio tiene una 2 forma simpl@ctica can nica !p, que en las coordenadas locales
X2, pa €S 'p = dx? ™ dp,. Por lo tanto, el espacio total que nos interesa es
la suma de Whitney del espacio tangente y el cotangente, M = TP T P,
con coordenadas locales (x2;v@;p,). Este espacio M tiene varias proyecciones
naturales. : TP T P — P es la braci n natural sobre P de nida por

(x;v;p) = x. Las aplicaciones pry: TP T P —/TPy
pr: TP T P —T P de nidas por pri(x;v;p) = (X;V) y pra(x;v; p) = (X; p),
respectivamente, proyectan TP T P en el espacio de velocidades y en el espacio
de momentos respectivamente.

La forma simpl@dctica 'p induce mediante el pull-back a lo largo de pr, una
forma presimpl@ctica en M, = pr,1p. La representaci n matricial de en la
base dx?, dv? y dp, es la siguiente:

ojo| 1
()=40][0| 0
1/0] 0

2 3
S:

La distribuci n caracter stica, ker , de esta forma presimpl@ctica , es decir, el
conjunto de vectores Z tal que iz =0, estk formada por los campos vectoriales
verticales 1 @=@vA.

En M hay una funci n bien de nida, el hamiltoniano,

H(X; v;ip) =hp;vi  L(X;V);

de nido de la misma forma que el hamiltoniano de Pontryagin en la presentaci n
estEndar de la Teor a de Control ptimo. N tese que el hamiltoniano H estk
de nido incluso si L no es regular y la transformada de Legendre no es un difeo-
mor smo local.

Tenemos, por tanto, un sistema hamiltoniano presimpl@ctico, es decir, una
variedad presimpl@ctica (M; ) con una funci n hamiltoniana H en M. Queremos
resolver la ecuaci n

ix =dH (2.3)

YLos vectores de la distribuci n caracter stica de  son verticales en el sentido de que est£n
en el necleo de (pr2) , es decir, que son tangentes a las bras de la braci npry: M — It p.
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para obtener los llamados campos vectoriales dinEmicos determinados por el
sistema y cuyas curvas integrales son las soluciones de la dinkmica de nida por
H. Estk claro que la ecuaci n anterior (2.3) tendrk soluci n si se cumple que
izdH = 0 para todo Z 2 ker . Por lo tanto, debemos restringir el espacio total
M al subespacio M; de nido por las siguientes funciones:

oH _

gl):i@:@vadew—o; a:l;:::;n;

lo que es equivalente a
_ oL
Pa = W,
es decir, M, es el grafo de la transformada de Legendre F.: TP —/ T P,
Fu(a;v) = (a; @L=@V).
Restringidos a este subespacio My, la ecuaci n (2.3) tendrk soluciones de la

forma
0 a0 ,8L0

X =v 0 W @Xa@—pa'

con el vector C#? satisfaciendo,
Wy C® = Ba;

donde

0°L _ oL o, e°L

T avapt Y T ke viExe
Por lo tanto, la soluci n a la ecuaci n dinEmica (2.3) serk enica en My si W es
invertible, es decir, si el lagrangiano L es regular. En cuyo caso recuperamos las
ecuaciones (2.2). N tese nalmente que, en este caso, las ecuaciones del movimien-
to escritas en funci n de x; p y u resultan:
=, = §”=@i=0; a=1;::n
@pa oxa @ua

coincidentes con las condiciones expresadas en el principio del miximo de
Pontryagin (1.3).

Hay que destacar que hay algunas diferencias conceptuales importantes entre
la Teor a de Control ptimo y la Mecknica Lagrangiana. En @sta, el espacio de
estados es un brado tangente TP en todos los casos; en la Teor a de Control,
sin embargo, va a ser una variedad diferenciable P que no tiene por qu@ ser el
tangente de otra variedad, esto es, la Teor a de Control ptimo es m&s general.
Por tanto, el concepto de estado es distinto en ambas teor as.

En la Mec£nica Lagrangiana la dingmica viene de nidano s lo por la ecuaci n
(1.1), (x =), sino por ambas ecuaciones: (1.1)-(1.2), la de control y la ecuaci n
del funcional objetivo. Adem£s, en la Mecknica Lagrangiana no hay control, ya
que el sistema se mueve siempre con el principio de m nima acci n (m£s precisa-
mente las soluciones han de ser extremales del funcional objetivo) dictado por
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la naturaleza, luego en este sentido no es un problema de control, puesto que
en la Teor a de Control se pretende controlar un sistema para que realice lo
que queremos. En el caso general de control ptimo, la dinfmica viene de nida
@®nicamente por la ecuaci n x = f(Xx; u). La otra ecuaci n (1.2) es independiente,
ya que estk impuesta externamente.

Por tanto, la Mecknica Lagrangiana, aunque formalmente puede ser tratada
como un problema de control, no la podemos considerar realmente como un pro-
blema de control, ya que en @stos lo que se busca es poder controlar el sistema
desde fuera. Aqu el sistema ha de cumplir el principio f sico de m nima acci n.
Partiendo de un estado inicial el estado nal estE completamente determinado
y, por lo tanto, no hay nada que controlar. Estamos utilizando las ecuaciones de
control para resolver el problema de forma distinta a la usual, ya que, tomando
un sistema de control equivalente, es decir, un problema donde f(x;v) = v, y
L; el lagrangiano de la Mecknica, con las mismas ecuaciones y condiciones de
contorno, el resultado obtenido ser a matem&ticamente el mismo.

2.2.2. El espacio de fases total y sus proyecciones naturales.
La distribuci n vertical

Tal y como sugiere la anterior discusi n sobre la descripci n geom@trica de
la Mecknica Lagrangiana como un problema de control ptimo, el espacio de
fases de control, que denotaremos de nuevo por M, lo construimos como el pull-
back del brado C alo largo de p, la proyecci n natural del brado cotangente

p: TP —J/P,as M = (T P), o, equivalentemente como el pull-back del

brado cotangente a P, tambi@n llamado espacio de coestados T P, a lo largo de

,M = 5(C). En ambos casos, el espacio M se puede describir como el conjunto
depuntos (; ), 2C, 2T P queveri can ()= p( ). El espacio M no
es mks que la suma de Whitney de la variedad C y la variedad cotangente de P,
M =C T P. Las coordenadas can nicas en la variedad (2n + m) dimensional
M las denotamos como (x'; pi; u®). Tenemos, adem£s, dos proyecciones naturales
pri: M —/C, pry(x'; pi; u?) = (X; u?) y

pro: M ——T P, pra(X'; pi; ud) = (X';pi), Yy la relaci n entre todas estas aplica-
ciones se recoge en el siguiente diagrama conmutativo:
M=C 6-0 P
pr 00
g P,
C NNNNNNN OOOOOT P
NNNNN, 00000 o
P

Con respecto a pr,, M es un brado sobre T P cuyas bras son los espacios
de controles mientras que, con respecto a pr;, M es un brado sobre C con bras
los espacios de coestados.
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El espacio M estk equipado de forma natural con una 1 forma can nica, la
1 forma de Liouville , que en coordenadas locales (X'; pi; u®) tiene la expresi n
= p;dx' y que de manera intr nseca estk de nida por:

(; DU)Y=h i pri) U)i=h (e pr) (U)i; 8U 2T, y,M: (2.4)

Donde, en la parte derecha de la ecuaci n (2.4), h; i denota la dualidad natural
entre TP y T P. Asociada a esta 1 forma tenemos la 2 forma presimpl@ctica
can nica en M,

= d; (2.5)

gue en coordenadas locales es:
= dx' ~dp;:

Esta estructura coincide con la estructura presimpl@ctica en M inducida me-
diante el pull-back a lo largo de pr, de 1p, es decir,

=pr,1p: (2.6)

La expresi n en coordenadas locales de  es exactamente la misma que la de
1., =dx' ~dp;, y tiene rango constante igual a 2n. Esta 2 forma cerrada
es degenerada. Su distribuci n caracter stica ker , que denotamos por K, estk
generada por los campos vectoriales de control , @=Qu?, a=1;:::;m,

K = Lin @—; a=1;:::;m
@ua

2.2.3. EIl espacio de coestados y el levantamiento hamilto-
niano

De acuerdo con el axioma 2.1.2, la ecuaci n de estado es un campo vectorial
en C a lo largo de la proyecci n : C —— P. Podemos extender de manera
natural dicha ecuaci n a M.

Hay dos maneras equivalentes de de nir el levantamiento cotangente de un
campo vectorial X en una variedad diferenciable P, con coordenadas locales x',
X = f'@=@x', a un campo vectorial hamiltoniano en el espacio cotangente T P,
con coordenadas locales (X'; p;):

Por un lado, podemos de nir una funci n hamiltoniana, lineal en las coorde-
nadas p;, del modo siguiente [1]:

P (x; p) = pif'(x) = hp; X (X)i;
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de tal forma que el campo vectorial hamiltoniano Xp, de nido por este hamilto-

niano: g ol 0
X =To Piaxigp,

tiene la expresi n local:

dx'  OPx _

ad  opi red @7)
dpi _ @Px _ @fJ i

dat - exi - Texi’ (2.8)

siendo esta eltima ecuaci n (2.8) denominada habitualmente la ecuaci n adjunta
de la primera (2.7).

Por otro lado, podemos considerar el ujo ” de X, esto es, d”=dt = X 74,
y extenderloa T P como T”,: T P —T P, donde T”: TP —/TP es la
aplicaci n tangente a ”¢: P /Py, nalmente, de nir

¢ :=T7 T P —T P; que nos proporciona un ujo en el espacio cotan-
gente. EI ujo  veri ca claramente que:
d
dt t = Xpy t

y, por tanto, las curvas integrales de Xp, se obtienen a partir de . Esto es, si
(X(t); p(t)) es el punto en T P soluci n de las ecuaciones (2.7)-(2.8) con valores
iniciales (Xo; po) a tiempo t, entonces (X(t); p(t)) = (Xo; Po)-

Si tenemos adem#s un potencial V (x) podemos de nir un hamiltoniano del si-
guiente modo:

H(X; p) = Px(X;p) +V (X) = pif'(x) + V (X)

y podemos considerar el campo vectorial asociado a este hamiltoniano,
XPX+V - XH .

En el caso de control ptimo tanto la ecuaci n de control, x' = f'(x; u); como
el potencial, V. =V (x;u) = L(x;u), dependen de unos parkmetros (los controles
u) y podemos de nir el hamiltoniano H en M como
H =H(x;p;u) =pif'(x;u) L(x;u) que depender a a su vez de los controles u.

Si no hubiera dependencia en los controles, tendr amos que el campo vectorial
hamiltoniano Xy correspondiente a la funci n hamiltoniana H ser a el levan-
tamiento hamiltoniano del campo vectorial X = f'@=@x'. Si 15 es la 2 forma
can nicaen T P, se tendr a

ixH !p = dH

y, por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias correspondientes
al hamiltoniano H tendr a la forma:

i — @H

eH _ efl oV
X'=_
B @p;

= f'(x; u); PE T T Pigd o
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y concluir amos que la curva (t) = (x(t);u(t)) es una trayectoria optimal si
existe un levantamiento de x(t) al espacio de coestados T P que satisfaga las
ecuaciones de Hamilton:
i _ OH eH
X = -, Ri= —-
@pi ex!

Sin embargo, la dependencia en los controles complica ligeramente esta pre-
sentaci n.

2.2.4. El formalismo presimpld@ctico. La ecuaci n DinEmica

En el espacio de fases total M de un problema de control ptimo tenemos,
por tanto, la funci n can nica hamiltoniana H de nida como

HG P u) =h epnys U L(XU) = pif'(u)  L(x;u); (2.9)

donde denota la 1 forma can nica de Liouville en M. Este hamiltoniano coin-
cide con el de nido por Pontryagin en la presentaci n estZndar de la Teor a de
Control ptimo (1.4). La tripleta (M; ;H) de ne un sistema hamiltoniano pre-
simpl@ctico cuya dinfmica viene dada por todos los campos vectoriales ¢ en M
gue satisfacen la ecuaci n dinkEmica:

i . =dH: (2.10)

C

2.2.5. Condiciones necesarias y su cientes para la existen-
cia de dinkfmica. La subvariedad de las ligaduras pri-
marias

Como hemos visto en el apartado anterior es degenerada y tiene necleo
distinto de cero; existirkn soluciones ¢ a la ecuaci n (2.10) siy s lo si

iz(dH)=0; 8Z2ker =K:
Con la base Z, = f@=@u?g para el necleo K, la condici n previa se convierte en:

oH
@u2

y, por lo tanto, s lo habrk soluciones a la ecuaci n i
M; de M de nido por:

P i=liz,(dH) = Za(dH) = 7= =0; a=1;::m;

- = dH en el subconjunto

w_ 6H _ ofF L _

M= (xup2M 3 e T 0 : (2.11)
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A las funciones & las vamos a denominar ligaduras de primer orden o primarias

de acuerdo con la terminolog a usual.

Puede ocurrir que este subconjunto M; no sea una subvariedad diferenciable.
Sin embargo, tenemos que:

Lema 2.2.1 M; es una subvariedad diferenciable O 0 es un valor regular

de la aplicacin : M —/R™, =f él)g; a=1:::;m (O T esuna
aplicaci n sobreyectiva 8 2 ¢ D(0), es decir, la matriz
_0 .8 6
@x’ @p’ @u

tiene rango mAximo 8 2 M;.

Por otro lado, tenemos el conocido resultado sobre los valores cr ticos (no regu-
lares) de una aplicaci n.

Lema 2.2.2 (Lema de Sard) El conjunto de valores cr ticos de una aplicaci n
diferenciable entre dos variedades diferenciables es un conjunto de medida nula.

Gracias al lema de Sard sabemos que si tenemos un valor cr tico ¢, de una apli-
caci n diferenciable, 8" >0 9c tal que jc ¢coj <"y ces un valor regular de ,
es decir, que tan cerca como queramos del valor cr tico tenemos un valor regular
de la aplicaci n.

Podemos construir la siguiente forma cuadritica a lo largo de la braci n
vertical de pryjm, de nida localmente como

W = Wydu?  du®; (2.12)

siendo Wy, = @2H=@u?@u’. La forma cuadrftica W es un objeto intr nseco, es
decir, que no depende de las coordenadas, puesto que es la derivada brada o
vertical segunda de una funci n [7].

Con esta forma cuadrktica establecemos ya la de nici n de regularidad desde
el punto de vista de control ptimo.

De nici n 2.2.1 El problema de control ptimo de nido por las ecuaciones (1.1)
y (1.2) se dice regular en el punto ¢ = (Xo; po; Ug) Si la forma cuadrktica W es
regular en dicho punto. Diremos que el problema (P;C; ;L) es regular si W es
regular en todo punto de la subvariedad My, en otro caso diremos que el problema
es singular en el sentido de control ptimo.

Entonces, tenemos que si O es un valor cr ticode =) W es no invertible vy,
por tanto, hay puntos en M; singulares en el sentido de control ptimo. Por otro
lado, si los puntos de M; no son singulares en el sentido de control ptimo =) 0
es un valor regular para
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Entonces, la pregunta es la siguiente: Existe un sistema de control ptimo
pr ximo al original de manera que O sea un valor regular y no altere la naturaleza
de la singularidad como problema de control ptimo? La respuesta es que s . Si
tenemos el problema de control ptimo siguiente:

X ;gm
S = L(x;u) dt;
0

el hamiltoniano de Pontryagin es, como hemos de nido previamente,
H=pf(x;u) L(x;u)
y, por lo tanto, las ligaduras primarias quedan

_OH _ of oL
“ou Peu ou

La derivada de esta aplicaci n es la siguiente:

e*f  @’L  ef @* @’L

Ox@u @x@u’ @u’ IO@u2 Qu2 -

Si esta aplicaci n no tiene rango meximo en un punto dado, podemos perturbar
el problema de partida de la siguiente forma:

T =p

x =f.(x;u) = f(x;u) +" (U)Bu; (2.13)

donde B es una matriz de rango miximo de tal forma que rank(@f-=@Qu) sea
mAXimo en un punto dado (y, por tanto, en un entorno de @l), adem£s, el funcional
objetivo no se modi cay (u)es unafunci n bump con dominio en un disco de
radio 1 en torno al punto cr tico. Es importante sezalar que no estamos cambiando
la caracterizaci n del problema como problema de control ptimo singular, puesto
que la nueva matriz W- cumple que W- = W; 8", ya que hemos introducido una
perturbaci n lineal en los controles. Hemos probado por tanto el siguiente lema:

Lema 2.2.3 Dado un problema de control ptimo (P;C; ;L) tal que

o = (Xo;Po; Uo) €s un punto cr tico para Yy dado " > 0 existe un problema de
control ptimo (P;C; -;L)talque oesunpuntoregularpara ~yk - kq <™.
Ademé£s, la naturaleza de o como punto singular del problema de control ptimo
no cambia.

Por ejemplo, en los problemas LQ las ligaduras primarias son
= W= xTQ+p'B Uu'R,ylamatrizT queda de la forma siguiente:

T = QB'; R

por lo tanto, tenemos:
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= SilamatrizT no tiene rango mAXimo y, por tanto, ninguna de las matrices
Q; B y R tiene rango miximo, entonces estamos ante un problema singular
para la aplicaci n . N tese que puede ocurrir que Q; B y R no tengan
rango mAximoy T s . Por ejemplo:

T = QB";, R = ‘
y, por tanto, ser a un problema regular.

= Si T esderango mkximo pero W no, entonces estamos ante un problema
regular con respecto a la aplicaci n , pero es singular en el sentido de
control ptimo.

Podr amos modi car el problema de otra manera para regularizarlo pertur-
bando el lagrangiano como sigue:

1
L. = L(x;u) + E"uTu:

Claramente, cuando " ¥ 0 se tiene que L+ ¥ L, pero en este caso estamos
eliminando tambi@n la singularidad de control ptimo, porque la matriz W~ ahora
es regular. Esta es bksicamente la propuesta contenida en el an#lisis a travds de
perturbaciones singulares de problemas de control ptimo singulares, ver

[64, 65, 66, 79], pero que presentan importantes di cultades como ya vimos en la
introducci n.

Hemos visto en el apartado anterior la condici n necesaria para la existencia de
dinEmica. S lo va a ocurrir en la subvariedad M;. Vamos a ver ahora ¢ mo tienen
gue ser los campos vectoriales ¢ para gque sus curvas integrales permanezcan en
M;. Si el campo vectorial lo escribimos de la manera siguiente:

i @ @ @

1~ Lz a .

X axi +9'@pi +C a0’ (2.14)
al imponer que se cumpla la ecuaci n dinEmica (2.10), se obtiene que

i i @ 1 @ @I I
i i A I — I I 1 I I .
x'dp; pidx' = —@xi dx' + —@pi dp; + e

de donde deducimos que las curvas integrales de ¢ veri can las ecuaciones del
principio del mAximo de Pontryagin (1.3) como ya sezalamos anteriormente:

c =

du?;

X = @@))—::f‘ (2.15)
H_oL _@f

0 = %:% p (2.16)

LU (2.17)

iz~ Mg oue -
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Las soluciones de estas ecuaciones las Ilamaremos curvas optimales cr ticas. El
campo vectorial ¢ queda indeterminado al no aparecer las derivadas de los con-
troles y su expresi n es:

i @ oL of! @ 20
it o Mo T (2.18)

Entonces, en M; hay soluci n de la ecuaci n de la dinfmica (2.10), pero no
sabemos si los campos vectoriales ¢ son paralelos a esta subvariedad, donde
paralelo signi ca que cualquier trayectoria que parta de M; va a permanecer
todo el tiempo posterior en la subvariedad M;. Veremos mks adelante que esta
condici n es necesaria para la consistencia de las ecuaciones (ver x 3.1.3). Para
que esto se cumpla, tenemos que imponer que el campo deje invariante a la
subvariedad, es decir, que aplicado a las ecuaciones que de nen la subvariedad
M; se anule:

c( P)=0 en My; (2.19)

por lo tanto, en M :
2 j 2 2
@H N oL of @H e’ @H

— Dy — fi = A =
0 cCa)=Todr " o Mg Opi@u? auP@ua

R oL @fi  gF

- " Pigdge maae T B Pod oue

N Cb @Zfi @2L

pi@ub@ua Qub@ua
Como ya indicamos previamente, diremos que el problema es regular si la siguiente
matriz es invertible en cada punto de Mj:

W o o @f o eL _ @°H 05

(2.20)

Si W es invertible podemos obtener C® como:

0f L oL @fi gf

b — ab i A I .z

= W¥B;;

donde W&W,. = 2, En cuyo caso se tiene soluci n enica y va a existir un campo
vectorial dinkmico c, enico y bien de nido en My, cuyas curvas integrales van a
ser trayectorias extremales de S y tangente en todo punto a la subvariedad M;.
Podemos, ademé#s, despejar los controles de las ecuaciones O =y, (2.11), que
nos de nen la subvariedad M, en funci n de las variables (x;p) 2 T P, y as
obtenemos un feedback optimal:

u® = u(x; p); (2.21)
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con esta de nici n local de los controles, la introducimos en las ecuaciones del
problema (1.1) y (1.2) y nos queda localmente un sistema en el brado cotangente
aP, T P.Silamatriz Wy, no fuera invertible, podr an ocurrir dos cosas:

= rank(W) constante.
= rank(W) no constante.

La literatura sobre sistemas presimpl@cticos trata casi exclusivamente el primer
caso o situaciones donde se suponen condiciones de regularidad que permiten
avanzar en su anklisis [86, 87, 45, 46, 47]. En esta memoria realizaremos suposi-
ciones equivalentes, como se explicark en el siguiente cap tulo donde se analizarkn
varios algoritmos de ligaduras que permiten determinar eventualmente una sub-
variedad nal donde existe soluci n al problema propuesto. No habrk una soluci n
optimal cuando el punto inicial 0 nal no pertenezcan a la subvariedad nal, pero
en estos casos se pueden buscar soluciones cuasioptimales , que son soluciones
que en la parte de la subvariedad nal siguen una trayectoria optimal y fuera de
@sta siguen un camino de bajo coste. Veremos en el cap tulo 4, x 4.3, un ejemplo
de esta situaci n.

El segundo caso es mks dif cil de abordar, aunque se puede tratar con la
Teor a General de Singularidades de Aplicaciones. Este problema es realmente el
problema general y veremos algunos ejemplos e ideas para su tratamiento en el
cap tulo 4, x 4.1y x 4.2.

2.2.6. Problemas de control ptimo regulares. El sistema
hamiltoniano equivalente (My; 1;H1)

Hay una interpretaci n muy interesante de la noci n de la regularidad de un
sistema de control ptimo basada en la noci n de singularidades de aplicaciones.
La variedad M proyecta sobre T P mediante la aplicaci n de proyecci n
pr.: M ——/T P. Lasubvariedad My, de nida mediante las funciones de ligadura

o, proyecta sobre T P al restringir la aplicaci n de proyecci n pr, a fsta. Vamos
a denotar la restricci n de pr, a My como py, es decir, p; = prajm,, Y la inmersi n
de @sta en M como i;: M; ——/M, por tanto, p; = pr, i;. La subvariedad M;
hereda, por tanto, una 2 forma cerrada ; =i, . Finalmente, si denotamos por

W; la restricci n de W a M, tenemos:

Lema 2.2.4
ker ; =kerpy =TM; \K = kerW;:
Demostraci n. Demostramos la primera igualdad, ker ; = kerp; :
1=1; =ipryle =(pr2 i) 'p =p;!p luego
UZker 1+ O iu(!e)=0 O ip, e =0 O ppU=0 O
O U2kerp;:
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Demostramos ahora la segunda igualdad. EI necleo de ; en un punto viene
dado por T M; \ K, porque

1)) =1y (O)v;)= ((120))(1 (v);2) =0;
kerpp =fU 2T Myjp; (U)=0g=T My \ker(pr,)=T M;\K:
Finalmente, calculamos esa intersecci n

uzatTmMm QO d Dwy=0;8a=1:::m; |
U2K QO u=cat; ’

@ua,
y, por tanto,
@ (¢5) @ZH
d Pu)y=c’ @ij = Cb@uaub =0 (O U 2ker Wy:

Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1 Las siguientes a rmaciones son equivalentes:

[

. El punto = (x;p;u) 2 M; es regular.

N

. det Wy( ) & 0:

3. TM;\K =0:

4. p; es un difeomor smo local en

5. pr; es transversal a M; en

6. 1 es de rango mAximo en

7. p1 de ne un simplectomor smo local entre (M1; 1) y (T P;wp) en

8. Existe una soluci n @nica maximal de la ecuaci ni ; = dH; que pasa por

9. Existe una ®nica curva optimal cr tica a travds de
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2.3. Formulacion lagrangiana del problema de Con-
trol Optimo regular

Los apartados 6 y 7 del Teorema 2.2.1 nos dicen que al proyectar localmente
M; sobre T P en torno a un punto regular tenemos de nuevo la 2 forma 1p y
un hamiltoniano h; = H(x; u(x;p);p) hi(X; p). Por tanto, tenemos localmente
un sistema hamiltoniano en (T P; I;h;). Si p; fuera un difeomor smo global, en
cuyo caso podr amos llamar a tales sistemas de control ptimo hiperregulares
en semejanza de nuevo a la Meck£nica Lagrangiana, entonces la transformada de
Legendre inversa en T P de nida por H llevar a el sistema hamiltoniano global
antes de nido a un sistema lagrangiano equivalente (T P; !p;h;) ¥ (TP; I;L).

Veamos ahora la relaci n que existe entre la regularidad de la matriz W; la
matriz de segundas derivadas del hamiltoniano respecto de p, @2h,=@p?, y la
matriz de segundas derivadas del lagrangiano respecto de x. Primero, calculamos
la matriz de segundas derivadas de h; respecto de p en Mjy:

oh, efk oL @u*
epi LR o op;’
gh, _ efeur . 0P @< gL gu g

Op,0p;  Buagp; | Bur . P<GWGUs  GuPBLE  Bp; Op:
o O =2@fi@ua+ ab@—UbM:
® @pip;  @u? @p; @p; @p;

(2.22)

Como se tiene que veri car en M; que

8, 00 _
@pi @u® @p;

tendremos que

o @ P ef

W :
*op; @pi fue
Como la matriz W es invertible, podemos despejar @u°=@p; de la ecuaci n anterior

Bu _ o OF!
z7 = Wa .
Op; @ua’

y obtener la expresi n siguiente sustituyendo en (2.22):

e, of . L 0fF
R e T
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Matricialmente esta ecuaci n quedar a de la forma siguiente:

@h _ Of ,0fT

@pT@pT  Qu @u '

por lo tanto, observamos que para que @%h,=@p"@p" sea regular es condici n
necesaria que lo sea W.

Ahora vamos a calcular la matriz de segundas derivadas del lagrangiano res-
pecto de X. Partimos de las ecuaciones siguientes:

Xi_@_H. @H _O
S epi’ @ua

Tenemos que, debido a la relaci n de feedback optimal:

B =pi(x X)X hi(x; u(x; p(x; X)); p(x; X))

y podemos escribir el lagrangiano en funci n de las coordenadas (X; X). Procede-
mos a derivar respecto de x obtenigndose:

e _ . i Opi  @he@py _ L
@—)_(i—pu(X,X)'*')_( @ @—m@—)_(i—pn(X,X),
como deb a ocurrir. Derivando de nuevo
0B _ O
exi@xt  @x)’
pero como tenemos que,
i _ @hy - @fl  @L @ud
X' = =f'+ .
= 0pi Pigia  Gus op

l:%:ﬂ @hl = @Zhl @ﬂ
@xt  @x'  Op; @pi@p; @x'’

y podremos despejar @p;=@x' de esta eltima f rmula si la matriz @2h,=@pT > es

invertible
e’ _  @*h, "
ex  @pTepT
Finalmente, la ecuaci n que busckbamos es la siguiente:
06 _@p" _ @h  _  efm ' ef '
@xéx @x  @p'ep’  @u fu

Vemos de nuevo ¢ mo nos aparece la matriz W: Si @sta es singular no podremos
pasar al sistema lagrangiano equivalente, aunque tambi@n ser£ necesario que la
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matriz @f=@u sea invertible para poder llegar hasta este punto, lo cual se puede
lograr con una pequeza perturbaci n del sistema como hicimos en x 2.2.5 en
la ecuaci n (2.13). Por tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange para el sistema
lagrangiano equivalente son
T
X = gx+ gw 1_@f Tg @L

@x~  @u @u Ox  @x (2:23)

Dos ejemplos sencillos

Veamos ¢ mo quedan las matrices anteriores en algunos ejemplos sencillos.
En el primer ejemplo s podemos construir el sistema lagrangiano equivalente. La
ecuaciones son las siguientes:

X1 _ 10 uq

)_(2 - O l Ug
1

L= Loz,

por tanto, el hamiltoniano es
lll
H = pius + pau; 5 2(uf + ud):

Claramente, es un problema de control ptimo regular donde la matriz
W = "21,, como @f=@Qu = I, la matriz

@2h1 _i 10
@pT@pT T2 01

es invertible y comprobamos que se veri can los c£lculos previos. Finalmente,
comprobamos que podemos hallar la matriz

@e _,, 10

0x? 01

que es de nuevo invertible. Si " se anula, entonces estas matrices son singulares y
la eltima matriz no la podemos obtener.

Por cltimo, mostramos un ejemplo donde la matriz W es regular, pero no
podemos pasar de una formulaci n a otra porque la matriz @f=@u es singular. La
ecuaciones son las siguientes:

X1

00 X1 2
X2 01

+ u
X2 1

1
L = 26+ + )
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el hamiltoniano es
1
H = pXx, + (2p1 + po)u §(x§ + X2 + "2u);

la matriz W = "2 es de nuevo invertible y, por tanto, se obtiene un feedback
optimal u = (2p; + p,)="2, pero no podemos pasar a la formulaci n lagrangiana
equivalente porque la matriz

0*h, _ of, .0f7 _1 42
@pT@p” @u @u "2 21

no es invertible y no podemos obtener, por tanto, la matriz @°E=@x@x.

2.4. EIl marco analitico de la Teoria Geométrica
de Control Optimo. El principio de maximo
de Pontryagin

2.4.1. EI principio de miximo de Pontryagin y el cklculo
de variaciones

La formulaci n geom@trica presentada anteriormente, x 2.2 y x 2.3, fue obteni-
da por mera analog a con la formulaci n presimpl@ctica de la Mecknica Lagran-
giana tras realizar los cambios obvios. Sin embargo, la formulaci n geom@trica de
la Mecknica Lagrangiana se deriva directamente de un principio variacional, el
principio de m nima acci n de Hamilton. Podemos hacer algo semejante a partir
de la formulaci n del problema de control ptimo con extremos jos Xg, Xr.

Consideremos en el espacio P el conjunto de curvas Ct, : 1 —/P;

I =[0;T], con extremos jos Xq, Xt; (0) = Xq, (T) = X7. Denotemos tal con-
junto como .« (P). Si estamos en un problema de control ptimo deber amos
considerar el espacio total de controles C que proyecta sobre P. En este espacio
consideramos las curvas C1, e: | ——/C tales que

e = 2 ,x (P). De nuevo, denotaremos tal espacio de curvas como

xoxr (C). Dada una curva e = (x(t);u(t)) 2 C, llamaremos una variaci n de
e a una familia de curvas alrededor de e de nidas como

(™" 1 —JIC; (s;p)2C; 2C?%
ytalque (O;t)y=e()y ( (s:0))=Xo; ( (5;T))=Xr.

El vector tangente a lo largo de la curva e(t) de nido por es:

e(t) = % (s;t)

s=0
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N tese que si escribimos e = ( X; u), entonces Xx(0) =0; x(T) =0, mientras
que las variaciones de los controles u en los extremos son libres. Llamaremos
al campo de vectores a lo largo de la curva e, un campo de variaciones de e 0
una variaci n in nitesimal de e (ver X. Gr cia, J. Mar n Solano, M. C. Mugoz
Lecanda [52] para una descripci n mks detallada de estas nociones).

Diremos que un funcional S: ., (C) —R es diferenciable en e si para
toda variaci n e existe una aplicaci n dSe lineal en e tal que para toda variaci n

se tiene:

d . _
3so( D) - dSe( €)
y, ademés,
S( (s;1))  S(e) =dSe( e) +R(e; e);

con R(e; e) = O( €?) en el sentido de que si j e(t)j < " y jde(t)=dtj < ",
entonces R < C"2. Como veremos mks adelante el funcional objetivo es diferen-
ciable en este sentido y en el sentido un poco méks riguroso del c£lculo diferencial
en variedades de Hilbert.

Podemos debilitar la condici n de control ptimo requiriendo s lo que las
curvas buscadas sean extremales del funcional y no m nimos estrictos, esto es,
tales que dS. = 0.

Calculando dS, para una variaci n cualquiera tenemos:

d d 2
dSe( e) = ES( (s;) = s L( (s;p)dt =
7 . s=0 0 7 . @L s=0 @L
— d . — i a .
= &G B dt= g5 XO+ g5 O dt

Si las variaciones x y u fueran realmente arbitrarias la conclusi n seguir a in-
mediatamente del lema bAsico del cklculo de variaciones.

Lema 2.4.1 Si la funci n continua f de nida en [0; T] veri ca que
YA T
f()”()dt=0

0

para toda funci n >, C1 en [0; T], entonces f = 0.

Ahora bien, las curvas e sobre las que deseamos hallar el m nimo de S veri can
una condici n adicional: la ecuaci n de estado x = f(x; u). Por tanto, si (s;t) es
una variaci n de la curva y veri ca para todo s la ecuaci n de estado tendremos:

& En=fCE; sEn2( ) b
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Derivando respecto a s e intercambiando las derivadas por el lema de Schwarz
tendremos: _ _

d of' . of!

— X'() = — X (t) + — uv3(t); 2.24

Gt X0 = 55 ¥ O+ 50 v (2.24)
que es la ecuaci n lineal satisfecha por las variaciones ( x'; u?) a lo largo de la
curva e. Podremos escribir esta ecuaci n de otra manera mks apropiada como
sigue:

d . f! : f!

— L @— xJ (1) g

dt J  @xi Qua
Ahora bien, por razones que veremos de inmediato, podemos considerar d=dt
como un operador que actea en las variaciones in nitesimales X'y escribir

u3(t) = 0: (2.25)

Exi: Exi+xiﬂ Xiﬂz d i

i d
. 1 .
dt dt dt dt TRA

Xa,

+

y la ecuaci n anterior (2.25) resulta:

ig_l_ Xj@fi + a@fi _ d i Xj

ot Ced T Ve T ot v

(2.26)

+

Podemos interpretar tanto esta ecuaci n (2.26) como las anteriores en el siguiente
sentido. Si multiplicamos la ecuaci n (2.25) por una funci n p;(t) arbitraria, la
ecuaci n sigue siendo cierta

d , of
pi(t) ) o

_ i
x} o pi(t) @:a ud =0

@

y lo mismo ocurrirk en (2.26), donde tendremos

d o of d. d
X! Pt XJMPPL Ua@uapi: g X =g X (2.27)

Por tanto, hemos de buscar qu@ condiciones deben veri car @L=@x' y @L=@u?
para que 7

o Bx g "

siempre que X', u® veri quen la ecuaci n variacional (2.25) escrita anterior-
mente.

dt=0 (2.28)

Obviamente, si se veri ca que

oL _dpi_ @F gL _ @f

e, (229)
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para alguna funci n p, entonces:

Z T H

oL i oL a _ dp. @fJ

) ax X +—@ua u® dt = ) ot + pj o
T d ]

— . vl — 0

= dt(pI x")dt =0:

Z .
T Xi @fj a

+pj@ua u

Por tanto, las ecuaciones (2.29) constituyen una condici n su ciente para que
la curva e(t) sea un extremal. N tese que estas ecuaciones junto con la ecuaci n
de estado son precisamente las ecuaciones del principio de miximo (1.3).

Sin embargo, el problema surge al tratar de probar si estas condiciones son
necesarias y reproducir, as, el lema fundamental del c&lculo de variaciones para
esta situaci n y tener una demostraci n directa del teorema de Pontryagin.
Tal lema no es trivial y su deducci n y prueba nos va a ocupar en los pr ximos
pkrrafos.

El primer paso para conseguir este objetivo consiste en escribir la ecuaci n
(2.28) de manera mks geom@trica. Para ello observamos que podemos escribir
(2.28) como:

Z
OL i 0L o = O i 4 0L e ;. (2.30)

O: e - y ’
0o Ox @ua ex! L2 @ua L2

donde h ; i_> denota el producto L2 en el espacio de funciones ”: [0; T] —/R",
Z g
h?: = Zi(t) '(Hdt:
0
Por otro lado, la ecuaci n (2.25) puede escribirse como
L( x'; u®) =0;
donde L es el operador lineal

ofi  @f
dt ' @xi’ @u,

actuando en el espacio de variaciones ( x'; u?). Si consideramos la ecuaci n (2.30)
de nida en dicho espacio la podemos escribir tambi@n como:

(a;b); ( x5 u?) =0;

donde h ; i denota ahora la suma directa de los productos internos en cada uno
de los factores

(a;h):; ( X' u?) := a; x' +hb; Udi:
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En dimensi n nita el problema es trivial. Dado un espacio vectorial E con
producto interno h ; i, los vectores 2 E talesqueh ;vi = 0siempre que Lv = 0,
donde L: E ——/F es una aplicaci n lineal, son aquellos tales que 2 (kerL)~.
Alternativamente, dichos vectores pueden caracterizarse como sigue:

v2kerL O hp;Lvi=0; 8p 2F;

esto es,
hL*p;vi =0; 8p 2 F:
Por tanto,
v2kerL (O v2(Ran(L*))?:
Tenemos, as, que la soluci n del problema anterior estk dada por los vectores
2 E tales que
2 (Ran(L*))?? = Ran(L™);

esto es, talesque 9F 2 F con =L"f.

Por tanto, nuestro problema para determinar (@L=@x'; @L=@u?) es el mismo

con respecto a la variaci n ( x'; u?). Si llamamos H al espacio de las variaciones
( x'; u?d)yL: H—K al operador

. d . . @fi . @f
oAy = 2 i i a.
L( x'; u%) dt'X —@xix —@uau,
queremos hallar = (@L=@x';@L=@u®) tal que h ;( x'; u®i = 0 para todo

( x'; ud)tal que L( x'; u®) = 0. Lasoluci nformal de acuerdo con el argumento
anterior la constituyen los vectores tales que existe p 2 K con

= L"(p):

Si de momento suponemos que K = L2([0; t]; R"), un sencillo c£lculo muestra
gue = L™(p) es equivalente a

L _ dp; f! L ofi
oL _dp 0! 6L _ 6f!
@x dt @X @ua @U

y, as, habr amos probado la necesidad de dichas ecuaciones.

Obviamente, la extensi n a dimensi n in nita del sencillo argumento anterior
requiere precisar el marco geomgtrico y construir cuidadosamente sus ingredi-
entes. As, tendremos en primer lugar:

(2.31)

Lema 2.4.2 Sean H; K espacios de Hilbert y sea L: H ——/ K un operador
lineal densamente de nido. Entonces un vector 2 H veri cah ;vi = 0 para
todo v tal que Lv =0siy s lo si

2 (RanL™*):
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Demostraci n. Como L estk densamente de nido en H, existe el operador
adjunto L*: ——/H que satisface

hp; Lvi = hL™*p;vi; 8v 2 D(L); 8p 2 D(L™):

Por tanto, h ;vi=0; 8v2kerL (O 2 (kerL)?. Por otro lado,
v2kerL O v2(RanL*)?y, portanto, h ;vi =0; 8v 2 kerL QO
2 (kerL)? = (RanL*)?? = (RanL™). 2

Terminamos esta discusi n jando los espacios H y K que aparecen en la dis-
cusi n anterior. Recordemos que las variaciones Xy u son vectores tangentes a
C alo largo de la curva (t). Por tanto, x: | ——/TP es una aplicaci n tal que

X(t) 2 T @wP. Estoes, x2 (TP)donde (TP)——1 esel pull back del
brado TP a lo largo de . Ahora bien, como | es contractible, el brado
(TP) ——1 es trivial. Escogiendo una trivializaci n cualquiera podemos iden-
ti cardicho brado con el producto cartesiano I R". As, con estas convenciones,
podemos pensar que X es simplemente una aplicaci n x: I —/R". Ankloga-
mente, para u que se puede pensar como u: | —/R™.

Podemos tomar como espacios, por tanto, H = L?(I;R" R™)y
K = L2(1;R™). El operador L est£ de nido en el dominio denso
DIL)=Ff x:1 *R™ u:l * R"j xesa:c; Xx(0)= x(T)=0; u2L?qg.
N tese que el operador L no es continuo, aunque es cerrado. En este espacio, por
tanto, la condici n para que la curva e(t) sea un extremal ptimo es que el vector
(0L=@x; @L=@u) e 2 (RanL™).

De nici n 2.4.1 Diremos que el extremal optimal e es ordinario si
oL oL +
—(e(t)); —(e(t 2 RanL™;
@X( (1) @u( (1)

y an malo en caso contrario.

Si e(t) es un extremal ordinario, entonces existe p(t) 2 L2([0; T];R™) tal que
(@L=@x( (t));@L=@u( (t))) = L*(p) v, por lo tanto, se veri can las ecuaciones
(2.31), que constituyen las ecuaciones habituales para los extremales normales
en la teor a de Pontryagin cl&sica. Una pregunta que dejamos sin contestar con-
siste en establecer una caracterizaci n de los extremales optimales an malos y su
relaci n, si es que existe, con los extremales anormales de la teor a de Pontryagin
cl&sica.

N tese que para establecer los resultados anteriores no hemos necesitado rea-
lizar ninguna suposici n estricta sobre el espacio de curvas (t), sino sobre las
variaciones que podemos considerar. Si queremos interpretar las variaciones como
aut@nticos vectores tangentes a una variedad de curvas, entonces debemos traba-
jar un poco mAs y equipar a un espacio de curvas adecuado con una estructura
de variedad diferenciable de dimensi n in nita.
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Si hacemos esto, los resultados que acabamos de establecer se convierten en
la teor a geom@trica que describe la teor a de los multiplicadores de Lagrange.
Dedicaremos los siguientes apartados a discutir estos extremos.

2.4.2. Variedades de Hilbert de curvas en variedades rie-
mannianas

Comenzaremos esta discusi n introduciendo las nociones bksicas de la teor a
de espacios de Sobolev y de Hilbert que vamos a necesitar a continuaci n. Ver S.
L. Sobolev [98].

De nici n 2.4.2 Se de ne el espacio de curvas de Sobolev LP de clase k en R"
como:
d dk

LE(I;RD) = 1 1—JRj 2L°(;R) Y 9 a;:::;WZLp(I;Rr)

La notaci nd =dt en la de nici n anterior representa la derivada ddbil de
es decir, que 87 2 C([0; T]; R"); se tiene

o d.. dt = o & dt;
o dt’ 0 " dt ’
donde C4t([0; T]; R") denota el conjunto de funciones C1 de soporte compacto
contenido en (0; T):

El espacio de Sobolev es un espacio de Banach con la norma k k., de nida
de la forma siguiente:

. kp XZ T dl p
= F® du

En el caso particular p = 2, tenemos el espacio LZ(1;R") que tambign se denota
como HX(I;R");  WZ2X(1;R"), es decir,

d d«
K(r-pny = . /DT 2(rRYvO — - 2(1-RY
HX(1; R") 1 Rj 2L%(I;R)y9 S g 2 L2(1;R")

Este espacio, H(1;R"); es un espacio de Hilbert real, con respecto al producto

interno 7
XKET g de
h el = —(t); —(t) dt
k iy O dtl() dtl()
En particular los casos k = 0; 1 van a ser los de mayor inter@s a lo largo de todo
este trabajo. El espacio correspondiente a k = 1 es H(I; R"); que es el espacio
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de funciones absolutamente continuas : I ——/R tales que d =dt 2 L2(1;R"),
con el producto interno
h ;eip = ’ Th (t); e(b)i dt+Z ' d—(t)' OI—e(t) dt:
T ’ o dt 7 dt '

Esta aplicaci n no s lo es continua sino compacta. Ademés, los teoremas de em-
bedding de Sobolev muestran que hay un embedding natural continuo
i: HY(1;R") ,X C°(»I;R"). El espacio correspondiente a k = 0 es
HO(1;R") = L2(1;R").

Otra forma de de nir los espacios de curvas de Sovolev es como la compleci n
del espacio C*(I;R") con respecto a la norma k Ky.p:

CI(I;RY) ™ = LP(1;R"):

Si consideramos ahora el espacio anterior, pero con soporte compacto, Cs-(1; R"),
es decir, formado por funciones diferenciables con soporte compacto, para p = 2

tenemos que
K Ki:z

Hg(1;R") = C-(I;RY) ™
que es el espacio de Hilbert de curvas de Sovolev de clase k que se anulan en los
extremos de I = [0; T]:

Espacios de Sobolev de curvas en variedades riemannianas

De namos ahora los espacios de Sobolev de curvas en variedades riemannia-
nas. Sea (Q;g) una variedad diferenciable riemanniana sin borde. De nimos el
espacio de curvas de Sobolev de clase L} en Q como el espacio de aplicaciones

. 1 —/Q tales que

2LP(C * (1)\U);R") para toda carta diferenciable (U; ) en Q;
‘U Q—/R":

Este espacio se denotar a por L}(l; Q). Estamos interesados en particular en el
espacio de curvas de clase de Sobolev H?, es decir:

H'(1;Q) Li(1;Q);

que ha sido estudiado, por ejemplo, por W. Klingerberg [63]. Si 2 H!(I;Q),
entonces existe d( (t))=dt a.e. en [0; T], por lo que podemos de nir d =dtj,
a.e. en [0,T] como el vector tangente a (t) en t:

dC_ )

=D O~

t

d
a 2T (t)Q:

t
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Por lo tanto, dado 2 H'(I;Q), tenemos la aplicaci n siguiente:

d
. / A ST
e | TQ ae:en]0;T];
con la propiedad de que
¢ (1):
e dt ., 7

Esta aplicaci n d =dt pertenece claramente a L>(1;TQ) HI;TQ):

Sea E —— Q un brado vectorial sobre Q, donde Q estf dotada de una
m@trica, entonces podemos de nir un espacio de secciones de Sobolev de E de
clase L} como la compleci n de las secciones C1 de E, es decir, si denotamos por:

TE)=Ff : Q—Ej = ido; 2 C1g
las secciones C1 de E, tendremos:
LI(E) = Z(E) “";

donde de nimos la norma usual como:
& Z
k ki, = kO' kPd"x;
I=0 Q

donde d"x = pg dx*/:::~dx" es el volumen Riemanniano y r denota la derivada
corriente de nida por la conexi n de Levi-Civita en Q. Como estamos interesados
en la clase H?, en este caso tenemos
Z Z
k ki, = Kk Kd"x+ kO k*d"x:
Q Q

Estudiemos ahora los candidatos a brado tangente de H(I; Q). Sea una curva

2 H(l;Q), como posee derivada cl&sica a.e. podemos considerar el pull-back

(TQ) del brado tangente TQ, es decir,

(TQ)=ft;v)21 TQjv2T »nQg:

Tenemos una aplicaci n natural p;:  (TQ) ——/1 que es C1 a.e. En cualquier
caso, la aplicaci n p; es absolutamente continua y el brado es trivial. Si identi-
camos los siguientes espacios (TQ) =1 R", entonces tenemos que

Li( (TQ)) = Lg(1;R"):

En particular, vamos a estar interesados en los espacios de Hilbert H( (T Q))
y H°( (TQ)) que vamos a denotar en lo que sigue como H' y H° respectiva-
mente. La uni n de todos los espacios H! es el espacio tangente de H(I; Q).
Vefmoslo: dada una curva : | —— H(I;Q), esto es, una familia de funcio-
nes : ("™ | —-/Qtalque (s;t)es diferenciable ens, (0;t) = (b)y
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82( ""™); (s;)2HI;Q).Fijadot2[0;T],lacurva (;t): ( ") —Q
de ne un vector tangente @ (0;t)=@s 2 T (,Q y tambign de ne una curva H* en
TQ, es decir, @ (0;t)=@s 2 H'y, por lo tanto, H! es el candidato natural como
espacio tangente en

Teorema 2.4.1 Al espacio L) (1; Q) se le puede dotar con la estructura de una
variedad diferenciable de Banach separable paracompacta modelada en LY (1; R").
Al espacio H(I; Q) se le puede dotar con la estructura de una variedad diferencia-
ble de Hilbert separable paracompacta modelada en el espacio de Hilbert H(1; R")
con espacio tangente en  dado por H!. La variedad de Hilbert H(1; Q) se va a
denotar como P(Q) o simplemente como P.

El atlas diferenciable de P viene dado por la siguiente familia de cartas. Co-
mo C1(1;Q) ,¥ H(1;Q) ,¥ C°I;Q)y como C1(I;Q) es denso en C°(I;Q),
entonces C1(1; Q) va a ser denso en H(1; Q). Con esto se de nen cartas como
entornos de curvas en C1(1;Q).

Sea 2CT(;Q)y" >0, de nimos (O ~; ) de la forma siguiente: sea
H!=H( (TQ))y el entorno tubular de la secci n cero, es decir,
S(TQ)=1Fv(t) 2T HQj kv(t)k < "g: Entonces
O =fv(t) = (exp™)(D)j kX(Dk <" 8t2[0; T]g;
es decir,
0. = expHC-TA
O —IH(I;RY)
v(t) —/X(1)

donde v(t) = exp*(t):

2.4.3. Teorema de los multiplicadores de Lagrange

Sea M una variedad de Hilbert modelada en un espacio de Hilbert H y sea
S: M ——/R una funci n C! cuya diferencial es dS, es decir:

dS: M —IT M; dS(x) 2 T M
y 8V 2 T,M

d
dSEY(V) = S
t=0
donde d {(X)=dtji—c =V Yy o =X
El espacio tangente TxM = H estk dotado con un producto interno h; iy Y,
por lo tanto, debido al teorema de Riesz (H = H"), tenemos que 9 rS(x) tal que

hrS(X);Vixk =dS(X)(V) 8V 2 TM:
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El vector rS(xX) rS se denomina el gradiente de S en x.

Una subvariedad de M es una variedad de Hilbert N y una inmersi n
i: N ——'M tal que la aplicaci n Tyi: TN —/TixyM es una aplicaci n lineal
inyectiva y continua. Por tanto, i(TxN) es un subespacio cerrado de TxM. lden-
ti camos i(X) = x, y denotaremos como T,N 7 al subespacio ortogonal de TN
dentro de TxM, es decir, al conjunto:

TN?=Ff/ 2T,MjhU;Vi, =0 8U 2 T(Ng:

Teorema 2.4.2 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange) Sea S una
funci n C! sobre M y N ,¥ M una subvariedad de M: Sea Sy la restricci n de
S a N. Entonces x 2 N es un punto cr tico de Sy (O rS(x) 2 T,N~?.

Demostraci n. x es un punto crticode Sy O dSy(xX) =0 O
dSn(X)(U)=0 8U 2T,N O hrsSx);Ui=0 8U2TN O

rs(x) 2 TyN~. 2
Algunas subvariedades importantes

Veamos algunas subvariedades en P(Q) que aparecerkn a lo largo del texto.
Sea Xg 2 Q; entonces de nimos el conjunto de curvas que tienen como punto
inicial X, de la forma siguiente:

Puo(Q=F :1 8 Qj (0)=x0; 2H1;Q)g: (2.32)
Se ve que Py, (Q) es una subvariedad de P(Q) cuyo espacio tangente es el siguiente:

TPo@=F 1 8TQj o (0)) = xo; 2HY( (TQ);
o (0) (®;  (0) =0q:

Por lo tanto, la inmersi n i: P, (Q) P(Q); que enva alacurva enella
misma, es una aplicaci n C% cuya derivada es i : T Py, —/T P; que no es
otra que la identidad y siendo la codimensi n de T Py, igual a la dimensi n de Q:
De la misma forma, de nimos la variedad Py,.x, (Q) como la variedad de curvas
Cuyos extremos son Xo y Xt respectivamente, es decir:

Paor Q) =F 11 1 Qj (0)=xo; (T)=xr; 2H(;Q)g; (2.33)

cuyo espacio tangente, se construye de manera similar al caso anterior:

TPX[);XT(Q):
=f (18TQj o =; (0= (M=0 2HY (TQ)g:

Se ve, claramente, que Py,.x, tiene codimensi n 2n en P(Q):
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Finalmente, de nimos la subvariedad de curvas cerradas o peri dicas como
sigue:

LQ = f:11Q (0= (T); 2HY(1;Q)yg
= f:5'1 Q] 2HYSYQ)q; (2.34)

cuya codimensi n es n en P(Q), y como espacio tangente la siguiente variedad:

TLQ=Ff :18TQj o =; (0= (T) 2HY( (TQ)g

La variedad de curvas soluci n de una ecuaci n diferencial

Sea Q una variedad diferenciable y sea + 2 X(Q) un campo vectorial en Q
dependiente del tiempo, que en coordenadas locales X' en Q se escribe
= f'(x; t)@=0@x"; y cuyas curvas integrales satisfacen las ecuaciones diferenciales
dependientes del tiempo:
dx! :
— =f'(x;t); i=1:::;n
o (x;1)
Vamos a considerar ahora la subvariedad de P formada por las curvas que
veri can las ecuaciones anteriores, es decir, consideramos aquellas curvas
: 1 ——/Q de clase H* tal que
d _ ( (t);) ae: [0;T]:
it ; e [0;TT:
Nota. Si Q es compacta, estas curvas existen porque el ujo de  es completo.
Si no es compacta para cada X existe un T = T(Xo) y : [0; T] ——Q tal que
(0) = %o y que satisface la ecuaci n anterior.

Tenemos la siguiente aplicaci n A: P ——H°(I; TQ) de nida como:

AO=S (i (2.3)

Recordemos que sobre P(I; Q) hay dos brados vectoriales tangentes , H(1; TQ)
y HO(1; TQ). El primero modelado sobre H(I;R™) y el segundo sobre

HO(I;R™) = L2(1;R™): El espacio H°(I; TQ) es un brado de Hilbert sobre P con
una aplicaci n de proyecci n o: H°(1; TQ) ——/P dada por o ) = :
La aplicaci n A es una secci ndel brado H(1;TQ),A2 (H°(1;TQ)), porque
(o(A) = o (d =dt ( (©);t)) = (b), por lo tanto, el conjunto de soluciones
de la ecuaci n diferencial antes mencionada va a estar formada por la secci n cero
de la aplicaci n anterior, esto es, A 1(0); donde O representa la secci n cero de
HO(1; TQ), que es una subvariedad y que se de ne de la siguiente forma.
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De nici n 2.4.3 La subvariedad dinfmica o de las soluciones de se de ne

como:
d

W=A 0= 2P @ ( (1);H)=0
Tenemos que ver que es una subvariedad, para ello hay que demostrar que A es
transversa a la secci n cerode g, esdecir,que A +T 0=T H°(I;TQ), olo que
es lo mismo, que la aplicaci n tangente a A que denotamos de la siguiente forma:
L ;= A es sobreyectiva, as, tendremos que W es una subvariedad embebida. Si
la aplicaci n es sobreyectiva, ha de cumplirse que

T W =kerL :

Para ello estudiamos el espacio tangente L L :TP—Ta,HTQ), donde
hemos denotado como L a la aplicaci n tangente de A en , por de nici n
tenemos que:

8 e
L)y ) = @SA( (s;t) »
_ 0 d o _
= @ dt (s;1) ( (si0);1) s=0_
_ @ d @ . .
= @ dt (s;1) » @( ( (si1); 1)) L

Paraunt jod (s;t)=dtes unacurvaU(s) de vectores tangentes cuya derivada
en s de ne un vector verticalen T »TQ.

De la misma manera @ ( (S;t);t)=0Sj—o =T ©®( (1)) y donde
0 ()= implicaque To T =0 =esdecir@ ((s;t);t)=0sjs=o €s
vertical respecto a T o, por lo que tenemos que el rango L () estk en el espacio
HO(LV(TTQ) =H(;TQ) .

Lema 2.4.3 Sea o: H°(1; TQ) ——/P el brado HCtangente de P; entonces
THO(I;TQ) =V (o) ,H(I;TQ);dondeV (o) eselsub brado vertical respecto
a la proyecci n g, es decir, V( o) = ker o . MEs aen, V(o) =H(I;V(TTQ)) y
se puede identi car V(TTQ) con TQ; por lo que existe una identi caci n natural
entre V(o) y H°(1; TQ).

Utilizando la identi caci n anterior, podemos considerar la aplicaci n L como
una aplicaci nde T P a H°(1; TQ) vy, por tanto, tenemos el siguiente lema.

Lema 2.4.4 La aplicaci nL : T P——TayHO(1;TQ) se de ne como la apli-
caci n

L :H'( TQ) — H°( TQ=L*C TQ)
> L()=g D (O
donde D es la diferencial de en ( (t);t).
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Lema 2.4.5 El operador L es un operador el ptico Fredholm cuyo rango es denso
en H°( TQ)y, por lo tanto, su necleo tiene dimensi n nitay T W =kerL :

Los resultados previos nos muestran que W es una variedad nita dimensional,

lo que es obvio, debido a que para una condici n inicial dada, hay una enica curva

(t) que es soluci n de la ecuaci n diferencial dada, por lo tanto, el espacio W

tiene la misma dimensi n que Q, es decir, n, y la dimensi n de ker L es de nuevo
n porque la soluci n de la ecuaci n lineal

d

g - P @

es un espacio vectorial n dimensional.

Debemos aplicar ahora el teorema de multiplicadores de Lagrange al problema
que tenemos aqu .

Sea S: P ——/ R una funci n C! y consideremos la subvariedad W antes
mencionada, sea Sy = Sjw la restricci n de S a W. Queremos caracterizar los
puntos cr ticos de Syy; debido al teorema de los multiplicadores de Lagrange,
Teorema 2.4.2, sabemos que es un punto cr tico siy s lo si

rS2T W7

como se tiene que T W = ker L , entonces debemos calcular (ker L )? = RanL*.
Por lo tanto, tenemos que 2 W va a ser un punto cr tico siy s lo si

r S2Ran(L )*:
Diremos, como en la secci n anterior, que es un extremal ordinario si
r S2Ran(L )";
lo que signi caque 9 2 H°( (TQ)) tal que
hr'S; iy=hL*( ), iy 8 2HY( (TQ)):

Como se tiene que
YA T

L) =hL( die= (00

i it D ( (1)1 dt;

identi cando TQ con T Q mediante la m@trica riemanniana g escribimos el re-
sultado previo como sigue.
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Teorema 2.4.3 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange B) Con la
notaci n previa, 2 W es un punto cr tico ordinario de
Sw O 9 2H( (T Q) tal que
Z q
S e G O D (@i O dt=0 8 2 HY( (TQ):

Existe otra formulaci n de este teorema m&s conocida. Sea o: T Q —/Qel
brado cotangente a Q. Entonces el brado cotangente a P se construye de forma
similar al brado tangente de P y en  vendrk dado por T P = H( (T Q)).
Tambi@n tenemos el brado H° cotangente a P de nidoen como H°( (T Q)),
que denotaremos como HO(I; T Q), dual del brado tangente H°. La proyecci n
natural la denotamos como o: H(I; T Q) ——/P. Una curva en H°(I; T Q) se
va a denotar por el par ( (t); p(t)), donde p(t) 2 T ) Q es un campo covectorial
a lo largo de (t). Entonces de nimos la funci n
Z d
SC;p) = S()+ ) ) & (@O dt
= S()+hp; A )io
y, por lo tanto, para cualquier par ( ; p) 2 T¢ .yH(I; T Q) tenemos que:
hrepS;( 5 pi=hr S i+hpA()io+hp;L ()io:

Teorema 2.4.4 Sea ( ;p) 2 H°(I;T Q) una curva cotangente a P. Entonces
( ;p) esun punto crticode S ¢  es un punto cr tico ordinario de Sy.

Demostraci n. Si ( ;p) 2 H°(1; T Q) es un punto cr tico de S; entonces
hwrepS;(C 5 Pi=08 ; p=DhpA()ip=08p=DA()=0=> 2W:
Y, por otra parte, se ha de cumplir que

hr'S; i+hpL( Jip=08 =D r S2RanL*=T W~

=) es un punto cr tico de Sy
La demostraci n rec proca es trivial. 2

La diferenciabilidad del funcional objetivo

Lema 2.4.6 Sea Q una variedad riemanniana y sea L: Q ——/R una funci n
diferenciable en Q. Entonces el funcional S: P(Q) ——/R, de nido como sigue
Z

S()= L((D)dt

0

es diferenciable.
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Demostraci n. Essu ciente probar que existen todas las derivadas direccionales
en todas las direcciones y que @stas son continuas.

La derivada direccional de S en en la direcci n de viene dada por la
siguiente expresi n:

SCE) S(®) _, “TL(sY) L @)

S'"C ) = Im =Im dt =

s¥0 S s%10 g S
Z d Z

= —<L( () dt= hdL( (V); (Didt

o ds <=0 0
donde de nuevo  (t) = @=@s (s;t)j,—,: Por lo tanto,
Z
IS Q] jhdL( (1);  (Oijdt  KkdLkyok kg

0

Debido al embbeding de Sobolev tenemos que la aplicaci n H! ,¥ L? es continua
y, por lo tanto, S° estf en H( (TQ))'=H!( (TQ))y la diferencial
dS ( ) =S"( ) existe. 2

2.4.4. La variedad de Hilbert de curvas en el espacio de
estados y de controles

Nos situamos ahora en el contexto del problema de control ptimo. Ahora
tenemos un brado afn : C ——/P y denotamos el conjunto de curvas H* en
C como P(C).

El brado tangente de clase H! lo denotaremos por P o bien por HY(TC) y
el brado tangente de clase H® se denotark por H°(T C).

La ecuaci n de control es un campo vectorial a lo largo de la aplicaci n
Tenemos los siguientes espacios:

Paosr (C)=F 1 —ICj  (0)=x0; (T)=x7; 2HY(;C)q:
T Pyoxs (C)=F  2HYu (TC))j ¢ ()= (¥); ©0) = (t)=0g:

Donde las proyecciones y los espacios vienen representados en los siguientes dia-
gramas:

TP TC—ITP
ZZZZZZZ P Cc P
Vi
c—p c—p

De nimos la subvariedad din£mica como el conjunto de curvas que veri can
la ecuaci n de control, es decir,

_ d _ N
W= 2P —= (O : (2.36)
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Al igual que en las secciones previas tenemos que

TW= 2TP %zD((t);t) : (2.37)

De nuevo, tenemos que W = A 1(0), donde A: P ——H(TC) de nido como

d

AC)= & @

N tese que con la proyecci n : C ——/ P tenemos una aplicaci n inducida
e: P(C) —P(P), e() = y podemos tomar el pull back del brado
HO(TP) a P(C), es decir, e (H°(TP)) ——/P(C). Por lo tanto, podemos decir
que A es una secci n de brado sobre P(C). Entonces W es el conjunto de nivel
cero de la secci n A. Y se tiene que

TW=KerlL:
Como hemos visto previamente se tiene que este necleo es

ker L = RanL*:

Por lo tanto, un punto 2 P(C) serk un punto cr tico ordinario de
S: P(C) ——R restringido a Wsiy s losi rS 2 RanL™, esto es, si
9p 2 H°( (TP)) tal que

hrs; ip= L'p; [ =hpL e (2.38)

Por lo tanto, 2 W es un punto cr tico ordinario de Sjy si y s lo si  es un
punto cr tico de S: P( T P) ——R de nido como sigue:

SC;p)=S() hpAC)iy:
La demostraci n es la siguiente:

repSi( op) =hrsS; i, hpAQ), bl i;,=0 O
A()=0y hrs; i hpL ;=0

V@ase que el operador L ya no es el ptico, porque

d

L()= & D (®

y el s mbolo del operador tiene necleo. Pero sigue siendo cierto que T W = ker L :
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2.4.5. Equivalencia del problema de control ptimo regular
con la formulaci n presimpldctica de la teor a

En esta secci n probamos que las curvas integrales de los campos vectoriales
que satisfacen la ecuaci n dinkmica (2.10) son las trayectorias extremales del pro-
blema de control ptimo de nido por las ecuaciones (1.1-1.2). Para esto debemos
hallar los puntos cr ticos de S restringido a la subvariedad de las soluciones del
campo vectorial, es decir, restringido a W. En la secci n anterior hemos demostra-
do que los puntos cr ticos de Sjw son los mismos que los de S. Si es un punto
cr tico de S, entonces

S2CHd5()=0 O =0 8 = =(x pi W)
Por lo tanto, tenemos que calcular los puntos que anulan la derivada direccional

del funcional objetivo en la direcci n (t) = (t) = ( x(t); p(t); u(t)).

La de nici n de derivada direccional en R" de una funci n en un punto x y
en la direcci n del vector v es la siguiente:

of —| f(x+sv) f(X).
@v  svo S |

En una variedad diferenciable la noci n de x + sv la extendemos por la noci n
de ujo: s(v). Se tiene un campo vectorial V tal que V(X) = v; es decir, el
campo vectorial en el punto x es el vector v, la direcci n en la cual tomamos la
derivada direccional. As, en una variedad diferenciable la derivada direccional de
una funci n ¥ en un punto x y en la direcci n del vector v es:

of _, T F0o.
@v s¥o S

Por lo tanto, la derivada direccional del funcional objetivo S en un punto de la
curva (t) en la direcci n del vector = (t) es la siguiente:

BSC (®) _ |, SCsC ) SC (1),
@ s¥0 S ’

donde paratodot, ()2 M; () 2T yM; « = (t),cuyo ujoes . Si
denotamos por L = L + p;(x' ') con las de niciones del hamiltoniano y de la
1 forma siguientes: H =L p;f'y = p;dx', como

_ = X'@=@x" + p;@=@p; + u?@=@u®, nos queda que (_) = pix', por lo que el
lagrangiano extendido se puede escribir como L= (_) H , entonces tenemos
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que
ZT
Z . 10
= ImgLCs() LO)ldt=
AN .
= Img o) HG)  Q+HO)  dt=
o 1 -
= Im S <O s€)) () dt
2’
T l |
) Im S H(s()) H() dt

Veamos qu@ son cada una de las partes del integrando. Como H es una funci n
diferenciable se tiene que

p PO HO

= dH()():

Con la de nici n de la derivada de Lie, tenemos que

d

L0 = HDO =g o) _ =
= & oGO _=Ip 0 L),

Por lo tanto, la derivada direccional de S queda de la siguiente manera:

A
@S(@(t” = L0 HOO =

VA
= [(id )C)+di )() dH()()]dt;

donde hemos utilizado la siguiente relaci n de la derivada de Lie de una 1 forma:
(L )=id +di

Con la siguiente expresi n:id ()=d (; )= d (; )= (_; )y denotando
dH( )( ) =dH () la integral anterior queda de la siguiente forma:
z z
BSC®) = i) dH O+ dG)()de=
@ Z0 7 0
T T
= (i )] dH]()dt+ d@i )()dt:

0 0
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Por eltimo, utilizando el teorema de Stokes la segunda integral se convierte en
Z z z
did ) O()dt=d@i )dt= i =(@{ ) @) (@ ) (O

0

Por lo que hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.4.5 Las soluciones extremales del problema de control ptimo
(1.1-1.2), que son C? a trozos, son curvas integrales de los campos vectoriales
que satisfacen la ecuaci n din£mica:

i =dH: (2.39)






Capitulo 3

Teoria Geometrica de Control
Optimo Singular

En este cap tulo analizaremos los problemas de control ptimo singulares des-
de el punto de vista de la Teor a de Ecuaciones Diferenciales Impl citas. Analizare-
mos el problema de la existencia de soluciones, esto es, de arcos singulares, uti-
lizando el algoritmo recursivo de ligaduras. Presentaremos este algoritmo desde su
formulaci n geom@trica m£s general, hasta su adaptaci n y especializaci n para
sistemas LQ singulares. Probaremos el teorema de estabilidad del algoritmo en
el sentido de su nitud para ecuaciones que veri quen unas condiciones de regu-
laridad fuertes. Presentaremos, ademks, una formulaci n hamiltoniana extendida
que resulta crucial para la clasi caci n de las ligaduras en primera y segunda
clase. Los algoritmos de ligaduras en el caso lineal se describen ab initio y se pro-
ponen ¢ digos para su implementaci n num@rica presentando, ademks, evidencia
experimental sobre su estabilidad.

3.1. La geometria de las ecuaciones diferenciales
implicitas

Las ecuaciones diferenciales impl citas, tambi?@n denominadas ecuaciones dife-
renciales algebraicas o DAEs en la literatura, se pueden describir de forma general
COmo una ecuaci n:

que involucra a una variable independiente t, una variable dependiente Xx(t) y sus
derivadas hasta orden r. Vamos a trabajar con ecuaciones de primer orden, ya
que cualquier sistema de orden r puede transformarse en uno de primer orden
azadiendo variables. As pues, consideramos ecuaciones de la forma

Ft;x;x)=0
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e iremos estudiando casos particulares de @stas hasta llegar al problema concreto
que queremos analizar. Nos limitaremos al caso aut nomo donde las ecuaciones
no dependen de la variable de evoluci n t. Este tipo de ecuaciones son del tipo:

F(x;x) =0:

En aquellos casos en los que se puede despejar la derivada de la variable inde-
pendiente la ecuaci n se transforma en otra del tipo x = f(X). Entonces se dice
que la ecuaci n estk escrita en forma normal y dadas unas condiciones iniciales
la soluci n queda determinada de manera &nica.

En esta tesis vamos a tratar las ecuaciones diferenciales singulares, puesto
que son las que aparecen en el contexto del problema de control ptimo, sea
@ste singular o no. Despu@s analizaremos el caso en el que la dependencia en
las derivadas sea lineal, es decir, cuando la ecuaci n diferencial sea del tipo que
mostramos a continuaci n:

AX) x = f(x);

estas ecuaciones se llaman cuasilineales o ecuaciones diferenciales singulares linea-
les. Para terminar este anklisis de ecuaciones impl citas singulares, encontraremos
los sistemas hamiltonianos presimpl@cticos, que son aquellos en los que A(X) re-
presenta una 2 forma y la parte derecha de la ecuaci n, la diferencial de un
hamiltoniano, f(x) = dH(X): Las curvas soluci n de la ecuaci n diferencial es-
tEn contenidas en una variedad diferenciable M en la que tenemos de nido un
hamiltoniano H: M ——/R y una 2 forma cerrada  aunque posiblemente de-
generada.

Despu@s de este anklisis de las ecuaciones diferenciales impl citas, haremos
la descripci n del problema de control ptimo como un problema de ecuaciones
impl citas cuasilineal presimpl@ctico. Finalmente, extenderemos la variedad pres-
impl@ctica M a una variedad simpl@ctica ) gracias al teorema del embedding
cois tropo, debido a M. Gotay, donde estudiaremos el algoritmo de ligaduras,
comparkndolo con el algoritmo presimpl@ctico y las ligaduras que van aparecien-
do, que restringen el problema a la subvariedad nal de las ligaduras M, M
donde el campo vectorial es consistente.

En el sistema impl cito de partida descrito previamente como F (t; x;Xx) = 0,
el primer problema que nos aparece es la posible existencia de puntos del espacio
de fases del sistema por el que no puedan pasar soluciones de la ecuaci n dife-
rencial. Denotando como M al espacio de fases y como M; M al subconjunto
resultante de eliminar estos puntos, el siguiente problema es asegurar que no s lo
las condiciones iniciales pertenecezcan a este subconjunto M; M, sino que tam-
bign lo haga la evoluci n de @stas. Con esto se comienza un proceso algor tmico
gue conduce a la obtenci n de un subconjunto nal, donde la ecuaci n diferencial
tiene soluci n y es consistente. A este subconjunto nal M1 M lo llamaremos
subvariedad nal de las ligaduras.
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El contexto geom@trico natural para estas ideas es aquel en el que el espacio
de estados M sea una variedad diferenciable y la ecuaci n diferencial E estd
representada por una subvariedad del espacio R TM, es decir, E R TM:
El espacio R TM es isomorfo al espacio de 1-jets de R en M, por lo que
vamos a introducir brevemente los espacios de jets y a de nir geom@tricamente
las ecuaciones diferenciales impl citas con la ayuda de estos espacios.

3.1.1. Espacios de jets y ecuaciones diferenciales

Introducimos aqu los conceptos bksicos de los espacios de jets para describir
las ecuaciones impl citas. Los espacios de r-jets se de nen a partir de la siguiente
relaci n de equivalencia, vdanse V. I. Arnol’d [7] y M. de Le n y P. Rodr guez
[72].

De nici n 3.1.1 Sea M una variedad diferenciable con coordenadas locales x':

c(tp " to+") ——M tal que (tp) = Xo, CONty Yy Xo jos. Se de ne la siguiente
relaci n de equivalencia, denominada de contacto de orden r, entre las curvas
y Yen el punto ty, como

0 O W( )()t_ _w( )()t ' =Ul4g00n

r; t=t —t,

=to
De nimos ahora el espacio de r-jets.

De nici n 3.1.2 Dados ty y X, el conjunto de las clases de equivalencia de nidas
de la manera anterior forman el conjunto de r-jets en el punto (to; Xo). El conjun-
to de todos los r-jets en M se denota como J"(R; M) y es difeomorfaa T'"M R:
El conjunto J"(R; M) tiene una estructura natural de variedad diferenciable con

siendo m la dimensi n de la variedad M:

Dados r s; se tienen las proyecciones can nicas:

s I'RM) — P(RM); s

ft;xx' o x®Wig 30 fpxh X x®lg
que veri can S "= .. Tenemos la siguiente sucesi n de aplicaciones:
r 1
J'(R; M) —4J7 {(R; M) —1 1 —IYR M) —YIO(R;M) =M R:

Ver M. Crampin, W. Sarlet y F. Cantrijn [30] para mks detalles sobre la geometr a
del espacio de jets y sus usos en la Teor a de Ecuaciones Diferenciales.
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De nici n 3.1.3 Una ecuaci n diferencial impl cita en M se de ne como una
subvariedad diferenciable E de J"(R; M).

Dado un punto = (t;x; x;:::;xM) 2 E existen funciones F%; a =1;:::;r;
localmente de nidas en un entorno de tales que la ecuaci n queda descrita en
dicho entorno como:

Fax; ;i xM)=0; a=1;:::;r (3.1)

Dada una ecuaci n E de orden r en M, podemos considerar como nuevo

espacio M el espacio T" M vy la aplicaci n natural

TR M) —IY(R; W)

de nida por: (t;x;x;:::;XM) = (t;us; Uz ::1 U Ug U to i Uy) CON
u = X Up=x:;u =x"
U = Uy U =ug iUy =xO;

la aplicaci n  es un embedding natural que nos transforma la ecuaci n E en
otra ecuaci n E = (E) dentro de J(R; M:) y, por tanto, es una ecuaci n de

primer orden. Obs@rvese que la ecuaci n E en J'(R; IW) estk descrita localmente
por las ecuaciones

Up = U Up=Ug iU 1 =Ury F(ugiisiue ur) =0
Por tanto, a partir de ahora nos concentraremos en el estudio de ecuaciones de
primer orden, E  J}(R;M)=TM R,y la aplicaci n de proyecci n can nica:
5 IMR;M) —IM R; S(tx;x) = (X; b):
Particularizando la ecuaci n (3.1) observamos que, localmente, en un entorno

de cada punto = (t;x;X) 2 E podremos de nir una ecuaci n diferencial im-
pl cita a trav@s de un conjunto de ecuaciones independientes:

Fa(t;x;)_()zo; a=1;:::.;r; (3.2)

donde r es la codimensi n de la variedad E en J'(R; M). La condici n de inde-
pendencia signi ca que

dFi~  AdFT &0

en el punto (Y, por tanto, en un entorno de @l).
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De nici n 3.1.4 Dada una curva : 1 ——/M; existe una extensi n can nica
de @sta al espacio J'(R; M) denominada extensi n 1-jet de , denotada por j!
y de nida como jt (t) = (t; (t); (t)); 8t21.

De nici n 3.1.5 Dada la ecuaci n diferencial impl cita

E JY(R;M)=TM R, una soluci n de E se de ne como una curva C?,
;1 R——M tal que su extensi n 1-jet est£ contenida en E, es decir,

it E: (3.3)

Diremos tambidn que es una curva integral de E:

Tenemos el siguiente diagrama que representa estas nociones:

E TM R
W
.l VV
i 3
VV
vVVvV
| ——/M R

donde i: | — /R es la inclusi n can nica.

Si consideramos ecuaciones diferenciales impl citas aut nomas, el diagrama es
similar aunque ahora la ecuaci n E es simplemente una subvariedad del espacio
tangente a M, TM, es decir, que podemos encontrar localmente funciones dife-
renciales independientes F2 en un abierto de TM tal que E estk de nido en un
entorno por las expresiones siguientes:

Fe(x;x)=0;, a=1;:::;r (3.4)
y el diagrama resultante:
E. TM
" |
| —/™m

3.1.2. Puntos integrables, regulares, subregulares y singu-
lares de ecuaciones diferenciales

Dada una ecuaci n diferencial, E TM R, modelada localmente por las
ecuaciones (3.1), queremos estudiar por qu@ puntos (t;x') 2 R M va a pasar
una curva soluci n de la ecuaci n diferencial E, es decir, buscamos qu@ puntos
pueden ser datos iniciales del problema y cukles no. Este problema se conoce
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en la literatura de DAEs como el problema de la inicializaci n. En realidad,
estamos planteando el problema de la existencia de soluciones, primera parte
del problema general sobre la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones
diferenciales. Mks adelante abordaremos el problema de la unicidad. Para ello
vamos a introducir las siguientes de niciones.

De nici n 3.1.6 Se dice que un punto = (t;X;X) 2 E es integrable si existe
una curva integral que pasa por el, es decir, que cumple j1 = . El conjunto
de puntos integrables de E forman la parte integrable de E, que denotamos como

Einteg :

Nuestro objetivo serk pues, en primer lugar, describir los puntos integrables,
gue son los puntos por los cuales pasa al menos una curva soluci n de la ecuaci n
diferencial y, habiendo resuelto el problema de la existencia, en segundo lugar,
caracterizar el conjunto de soluciones que pasan por el.

De nici n 3.1.7 Un punto 2 E se dice regular si la aplicaci n de proyecci n
3 de JX(R;M) sobre R M es transversa a E en , es decir, si la aplicaci n
tangente de la restricci n de } a E es sobreyectiva en . Anal ticamente, si
SO TE)=T 1(yM. Denotamos como Eyeq al conjunto de puntos regulares de
E.

Proposici n 3.1.1 Sea 2 E un punto regular, entonces es integrable.

Demostraci n. Los puntos regulares se caracterizan localmente por una condi-
ci n de rango mAximo de la matriz @F2=@v', vefmoslo. La ecuaci n diferencial
E TM R, descrita localmente por la ecuaci n (3.2), tiene codimensi n igual
arysudimensi nes2n+1 r,siendo n =dimM. Si un punto = (t;X;V)
es regular quiere decir que la aplicaci n tangente de la restricci nde } aE es
sobreyectivaen ,estoes, § ( (TE)=T 1(HyM. La aplicaci n & veri ca

, 6 _@0. ., @6 _. . 8 _@
O exi exi’ % v 0 et et
n ) _@O
y ker } = ZZTEJZ=V'W:

Por otro lado, si Z = X'@=@x' + V'@=@v' + T@=@t es un vector tangente a E;
Z2TE, se tiene

BF ., 0F°  _@F° _
x +V v +T ot =0:

Ademés, al ser § jo una aplicaci n lineal se ha de cumplir

Z(F?) =X

dmTE=2n+1 r=dim Im § _ +dim ker }

E E
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Si ¢ je es sobreyectiva, dim(Im § jz) = n+ 1, entonces

dim(ker §jz) = n r. Tendremos, por tanto, que la dimensi n del subespa-
cio de soluciones de la ecuaci n V'@F3=@v' = 0 es n r lo que implica que
rank(@F 2=@v') = r: Debido al teorema de la funci n impl cita hay r coordenadas
del vector v que pueden ser despejadas, si denotamos las coordenadas de este

vector como v = (WJ;eX); j=1;:::;r; k=1;:::;n 1, entonces
dx*
—=vt = fi(t;xe
it (t; x; )
dx*>
— =v? = fi(txe
it (t; x; )
dx"
— =V = fi(txe);
a0t (t;x; e)
lo que implica que al menos existe una curva = (t;x(t)) soluci n de la ecuaci n

diferencial E cuyo levantamiento pasa por el punto 2 E vy, por lo tanto, es
integrable.

En el caso particular de que la codimensi n de E sea igual a n, se tiene que
cumplir que rank(@F?2=@v') = ny, entonces, se pueden despejar todas las coor-

diferenciales ordinarias en forma normal habr£ soluci n &nica. 2

De nici n 3.1.8 Un punto se dice singular si no es regular. El conjunto de
puntos singulares de la ecuaci n diferencial E lo denotamos como C(E).

Por lo tanto, la ecuaci n diferencial E es una subvariedad de TM R vy
estk formada por la uni n de los conjuntos E.g y C(E), formados por los puntos
regulares y por los puntos singulares respectivamente: E = E¢q [ C(E). Como los
puntos regulares no son todos los puntos integrables, sino que son un subconjunto,
Ereg  Einteg, €l problema es estudiar los puntos que no son regulares pero s son
integrables, es decir, C(E) \ Einteg Y SU proyecci n bajo . Si denotamos por

(E) la proyecci n de C(E) bajo §, llamaremos a (E) el locus singular de E
ya (E)\ §(Eineg) €l locus integrable singular de E.

Para estudiar el conjunto de puntos integrables singulares de la ecuaci n E,

introducimos la noci n de puntos subregulares.

De nici n 3.1.9 Dada una ecuaci n diferencial impl cita E, una subecuaci n
es una tripleta (i; E”; M) formada por una ecuaci n diferencial impl cita E' en
My una inmersi n i: M® —/ M tal que Ti(E") E. Se de ne un punto
subregular de E como un punto 2 E para el cual existe una subecuaci n E°
de E, talque 2 E’y es regular para E’, i.e., la aplicaci n } es transversal a
E’en . Vamos a denotar los puntos en E que son subregulares pero no regulares
como Egybreg Y 10s denominaremos puntos subregulares propios.
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Proposici n 3.1.2 Sea 2 E un punto integrable, entonces es subregular.

Demostraci n. Sea :( ; )——R M una soluci n de E que pasa por |,
entonces el par [( ; );F( (t); _()jt2( ; )g]es una subecuaci n tal que en
ella es regular (siempre que _(0) & 0). 2

Corolario 3.1.1 El conjunto de puntos integrables estk formado por la uni n
disjunta de los puntos regulares y los subregulares propios,

Einteg = Ereg L Esubreg;

Siendo Esubreg C(E).

A la hora de hallar los puntos integrables, como los puntos regulares se carac-
terizan por una condici n algebraica en el rango de la aplicaci n de proyecci n

& restringida a E, el problema que resta es ¢ mo caracterizar entre los puntos
singulares para cukles de ellos existe una subecuaci n en la que estos puntos sean
regulares. Este problema lo analizaremos en la pr xima secci n y nos conduce al
conocido algoritmo de ligaduras.

3.1.3. El algoritmo de ligaduras recursivo cl&sico

Consideremos una ecuaci n diferencial E ~ J*(R;M). Si = (t; x; V) fuera un
punto integrable de la ecuaci n E querr a decir que existir a una curva soluci n
de E que pasara por @I, i.e., tendramos que _(0) = y (0) = 3() = (t;x).
Como ( (t); _(t)) 2 E para t en un entorno del 0, entonces ( (t);t) 2 (E). Por
tanto, ( (t); _(t)) 2T » 3(E)y tendr aque pertenecer a E y al mismo tiempo
aT @ $(E) R.Estees el primer paso del algoritmo clésico introducido de forma
casi simultanea en [91] y en [84]. Este algoritmo fue generalizado posteriormente
para incluir a los sistemas no hol nomos en [58].

As que procederemos como sigue. Si denotamos como R My la variedad
total R M y como Eg la ecuaci n original en R M. De nimos la subecuaci n
(R My; Ex), k> 1 recursivamente como,

R My= §(Ek 1); Ex = I'(R;M) \ E 1; (3.5)
por lo que el algoritmo nos proporciona una doble familia de conjuntos

R Mo R I\/Ik

Eo Ex

Estas secuencias eventualmente se estabilizar£n en el sentido de que E,, = Ep+r
para todo r 0. Denotaremos el espacio resultante como E4 y lo llamaremos
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subecuaci n constrezida nal. Este espacio viene dado, entonces, por Tk oExY
debe ser id@nticamente igual a Ejneq. Para poder aplicar el algoritmo es nece-
sario que podamos de nir en cada paso J'(R; M,). Para ello es necesario poder
introducir una relaci n de equivalencia entre curvas semejante a la descrita con
anterioridad en la de nici n 3.1.1. Si My no es una variedad diferenciable se po-
dr a, a pesar de todo, introducir una relaci n de equivalencia de contacto que en
el caso diferenciable coincide con la utilizada previamente.

Sean 1; ,: 1 —— M dos curvas en un espacio mgtrico (M;g). Diremos
que las curvas ; , tienen un contacto de orden k en el punto x 2 M, si
1(0) = 2(0) =xy, ademfs,

g( 1(t); 2() = o( tj*):

En particular, si M es una variedad diferenciable con una mftrica y g es la
distancia asociada a ella, dos curvas diferenciables de clase C* tienen un contacto
de orden k en un punto en el sentido anterior si y s lo si de nen el mismo k jet
i 100) = j* 2(0).

Evitaremos introducir complicaciones derivadas de la no regularidad en las di-
versas etapas del algoritmo para concentrarnos en su simplicidad geom@trica. As ,
supondremos que todos los objetos que aparecen son su cientemente regulares.
Mé£s precisamente, tenemos la siguiente de nici n.

De nici n 3.1.10 [33] Diremos que una ecuaci n E  JY(R; M) es completa-
mente reducible si los subconjuntos R My resultantes al aplicar el algoritmo
anterior (3.5) son subvariedades diferenciables de R M para todo k  1:

Esta de nici n es muy semejante, aunque ligeramente mks general que la
noci n presentada en [91]. Por otro lado, tratamientos m#As generales, tanto en la
direcci n indicada anteriormente como en un contexto mks algebraico, se estEn
desarrollando en [26].

Teorema 3.1.1 Sea E una ecuaci n diferencial ordinaria, que a su vez es una
subvariedad del espacio de 1-jets J}(R;M) =TM R, entonces construimos de
forma recursiva la familia de ecuaciones (R  My; Ey) de la forma:

R M= §(Ex 1); Ex =J' (R, M)\ Ey 1

suponiendo que J(R; M) estk de nido 8k. Si el algoritmo se estabiliza en un
cierto paso r nito, entonces E;  Ejnteg.

Demostraci n. Sea 2 E; = E;+;. Veamos que 2 Ejneq. Para ello basta
ver que es regular para la subecuaci n (E;+1; M+1) Ya que, entonces, por la
Proposici n 3.1.1 existe una soluci n que pasa por @l y, por tanto, ser a integrable.

Pero es regular, ya que M., es justamente la proyecci n de E;, = E;+1 Y,
por tanto, su diferencial proyecta suprayectivamente el espacio tangente a E, en
el espacio tangente a M. 2
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Teorema 3.1.2 [91] Sea E una ecuaci n completamente reducible de
JY(R;M)=TM R con dim(E) = m: Entonces para cada componente conexa
no vac a Sk+; de Ex+1 de nimos Sy de manera recursiva como la componente
conexa de Ex que contiene a Sy+;1. Entonces existe un entero m nimo r,

0<r dim(Sg) m, tal que Sk+; = Sk para todo k r. Entonces la ecuaci n
resultante, E, , es 0 vac a o es una subvariedad cerrada de E y es una ecuaci n
completamente reducible igual a su reducci n.

Hemos descrito anteriormente el algoritmo de ligaduras en la situaci n mks
general. Los problemas que vamos a analizar en lo que sigue van a ser indepen-
dientes del parEmetro de evoluci n, por tanto, presentamos ahora el algoritmo en
el caso aut nomo que es similar, aungue los espacios donde tenemos de nidas las
ecuaciones ahora van a ser distintos. La ecuaci n E es simplemente una subva-
riedad diferenciable de TM, E  TM. Denotamos como M, la variedad total M
y como Eg la ecuaci n original en M. De nimos la subecuaci n (Mg; Ex), k > 1,
recursivamente como

Mk = m(Ek 1); Exk =TM\ Ex 1; (3.6)

el algoritmo nos proporciona de nuevo una doble familia de conjuntos

y

Estas secuencias, igual que antes, se estabilizarkn eventualmente y E,, = En+r
para todo r 0. Denotaremos el espacio resultante como E4 v la Ilafmaremos
subecuaci n constrezida nal. Este espacio viene dado, entonces, por |, (Exy
debe ser id@nticamente igual a Ejyey. Presentamos el teorema anterior, Teorema
3.1.1, adaptado a esta situaci n.

Teorema 3.1.3 Sea E una ecuaci n diferencial ordinaria, que es a su vez una
subvariedad del espacio tangente a otra variedad diferenciable M, E ™,
entonces construimos de forma recursiva la familia de ecuaciones (My; Ex) de la
forma:

Mk = m(Ex 1); Ex = TMc \ Ex 1;

suponiendo que T My estk de nido 8k. Si el algoritmo se estabiliza en un cierto
paso r nito, entonces E,  Eingeg-

3.1.4. Ecuaciones cuasilineales: “ndice de Kronecker y es-
tabilidad del algoritmo de ligaduras

Un caso particularmente interesante de ecuaciones diferenciales impl citas son
las ecuaciones cuasilineales. Ademéks, nos interesan porque @stas son las que nos
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aparecen en los problemas de control ptimo. Estas ecuaciones tienen la forma
siguiente:
AX) x = B(X):

Este tipo de ecuaciones podemos describirlas geom@tricamente con los siguien-

tes objetos: un brado vectorial : F ——/M sobre una variedad diferenciable M

y A: TM ——/F un mor smo de brados sobre la identidad, es decir, A= .

Esta aplicaci n brada de ne una ecuaci n diferencial impl cita cuasilineal de la
forma siguiente:

A()_.=B(), 2M; _2TM (3.7)

donde el tdrmino inhomogeneo B viene dado por una secci n del brado
' F —IM.

La ecuaci n diferencial E en el sentido anterior estk dada por:
E=1(x;x) 2 TMj A(X)x = B(X)g: (3.8)

Si la aplicaci n A no es invertible estamos de nuevo ante un problema singular y,
por tanto, no podemos escribir la ecuaci n (3.8) en forma normal y los resultados
estEndar de existencia y unicidad no son vElidos.

Asumimos que ker A TM e ImA  F son sub brados vectoriales, lo que
es equivalente a decir que A tiene rango constante localmente.

Ahora aplicamos el algoritmo cl&sico recursivo descrito previamente, donde la
ecuaci n Eq y la variedad de partida My son:

Mo =M; Eo=E =T%(x;x) 2TMjAX)x = B(X)g; (3.9)

Est£ claro que la condici n de partida del algoritmo de ligaduras, es decir, la
condici n de compatibilidad de la ecuaci n que elimina los puntos incompatibles
es que

B(x) 2 Im A(X): (3.10)

Lema 3.1.1
x2M; O ImA(X) 3 B(X):

Demostraci n. Efectivamente, six 2 M; =) x= pm(); =XxX)2E =
9x 2 TxM tal que x = M (X;X); pero (X;X) 2 E =) A(X)x = B(X).
Rec procamente ocurre 1o mismo. 2
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Por tanto, M; = n(Ep) = X 2 Mgj B(X) 2 Im A(x)g: Ahora
E1 =TM1 \Eo = f(x;X) 2 TMyj A(X)X = B(X)g:
Si denotamos por Ai(X)  Ajrp, la restricci n de A a TM; tendremos que
E1 = f(X;X) 2 TM1j Ai(x)x = B(X)g: (3.11)
Aplicando el lema anterior 3.1.1 de nuevo, obtenemos:
M, =fx 2 Myj B(X) 2 ImA;(X)g:

Denotando por Ag la restricci n de A a T My, tras iterar el argumento anterior
tenemos, por tanto, [49, 50]:

Mo=M; M¢=Fx2My 1j BX)2ImAc 1(X)g k 1 (3.12)

Eo =E; Ex=Ek 1 \TMk =1(x;X) 2 TMyj Ac(x)x = B(X)g: (3.13)

Bajo las condiciones apropiadas de regularidad, como las dadas en el Teorema
3.1.2, este algoritmo nos conduce a una ecuaci n diferencial E4 consistente de ni-
da en una subvariedad M+ ; que llamaremos variedad nal de las ligaduras. En
esta subvariedad se veri ca que B(X) 2 Im A4 (X) y las soluciones corresponden
a las curvas integrales de la familia de campos vectoriales X4 + ker A4, donde
X1 es una soluci n particular de la ecuaci n A1 (X1) =B.

Veamos otra forma de caracterizar el algoritmo de ligaduras para este tipo de
problemas. Si x 2 My, B(X) 2 ImA(X), por tanto 8 2 ker A F se tiene que
cumplir h ;B(X)i = 0y, rec procamente la aplicaci n, A : F ——/T M denota
la aplicaci n dual de A. En general,

My+1 = X 2 Myj Bi(X) 2 Im Ac(X)g; (3.14)
donde Bk = Bjy, ; Ak = Ajrp, - De nuevo tenemos

Mi+1 =X 2 Mij h ;B(X)i =0; 8 2 ker A.Q: (3.15)

En el caso particular de los sistemas lineales, la ecuaci n resultante es:

A x=B x; (3.16)
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donde x; x 2 R™; A; B 2 R" " En este caso tenemos que la subvariedad M,
viene de nida por
M; =fx2R"j B x2 ImAg;

pero esto es equivalente a decir que para todo z que cumple z' A = 0, entonces
z" B x =0, porque
0=z" A x=2z2" B x

de ligaduras primarias como
D)=z B x

Agrupando los vectores z, podemos construir la matriz C® = [z1j  jzm] V,
entonces, la familia de ligaduras lineales f ™ g™, es equivalente a la ecuaci n
matricial

cOT B x=0: (3.17)

Por lo tanto, la condici n x 2 M; es equivalente a CWT B x = 0, donde C®
genera el necleo de A:

Continuando el argumento y de niendo Ay como la restricci n de A a M;
obtenemos que la variedad lineal My, viene de nida recursivamente como el
conjunto de puntos x 2 My tal que:

ck+DT B x=0; (3.18)
donde C**D genera el necleo de la matriz Ay:
Relaci n entre el ndice de Kronecker y la estabilidad del algoritmo de
ligaduras

De nici n 3.1.11 Sea A x = B x una ecuaci n diferencial impl cita constante.
Diremos que el sistema es regular en el sentido de Kronecker si el haz de matrices
A B, 2 C, es regular, i.e., si el conjunto de soluciones de la ecuaci n
caracter stica p( ) = det(A B) =0 es nito.

Por ejemplo, si A es invertible, entonces el sistema es regular. Si Ay B son
proporcionales y A es singular, entonces el sistema no es regular en el sentido de
Kronecker. Tenemos el siguiente teorema estructural para haces regulares, [43].

Teorema 3.1.4 Sea A X = B x una ecuaci n diferencial impl cita constante
regular en el sentido de Kronecker; entonces existen dos matrices regulares E y

F tales que
_ 1o _ W |0 .
EAF = T’W ; EBF = T’T ; (3.19)
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donde la matriz N es una matriz nilpotente de ndice (i.e. N &0; N *1 =0).
Por tanto, el sistema A X = B X es equivalente a los sistemas desacoplados de
ecuaciones diferenciales impl citas:

yi = Wy (3.20)
Ny, = vy (3.21)

Demostraci n. Es bien sabido que existen las matrices E; F, vase [43], que
satisfacen las propiedades requeridas para un haz regular. Premultiplicando el
sistema por E obtenemos:

EAX = EBX

y de niendo la nueva variable y como x = Fy, entonces

1o _ wlo
oiN_ YT o1 v

Y1
Y2
anteriores. 2

por cltimo, reescribiendo el vector y comoy = obtenemos las ecuaciones

Nota. Los resultados se extienden sin di cultad al caso inhomogeneo.

Nota. Un teorema de estructura similar fue demostrado por Campbell para el
caso no constante, A(t)x = B(t)x, en [17].

Probaremos el siguiente resultado relacionado con el ndice del sistemay el
nemero de pasos, k, del algoritmo de ligaduras.

Teorema 3.1.5 El ndice de una ecuaci n diferencial impl cita del tipo
Ax = Bx regular en el sentido de Kronecker es el mismo que el nemero de pasos
del algoritmo de ligaduras recursivo menos uno, es decir,

numero de pasos =k = +1: (3.22)

Demostraci n. Debido al teorema de estructura, Teorema 3.1.4, s lo es nece-
sario considerar la parte nilpotente de la ecuaci n

Ny, = ys:

Al aplicar el algoritmo de ligaduras se obtiene que la subvariedad primaria M;
de ligaduras viene dada por las ligaduras primarias

M = cWTy,
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(en esta ecuaci n B = 1) donde C® genera el necleo de N: MAs aen, la ecuaci n
previa Ny, =y, implica que y, 2 M; siy s losi 9z 2 M tal que y, = Nz, i.e.,
y> 2 ImN, por lo que si y,(t) es una curva soluci n de la ecuaci n, esto quiere
decir que

y2() = Nz(t) =) Y2 =Nz =) y, 2 ImN:
Por lo que tenemos que y, = Ny, = NNz = N?z: Entonces
22 My, O Yy, 2 ImN?; pero esto eltimo, y, 2 ImN?, tiene lugar siy s lo si

@ — (2)Ty =0
donde C® genera el necleo de N?:
M, = y,2Myj CPTy, =0 ; LinfFC@g = ker N2

Si procedemos recursivamente, observamos quey, 2 Mix1 OO Y 2 ImNX O
() = c®Ty, =0, donde CK genera el necleo de la matriz N¥. Como la matriz
N es nilpotente de ndice tenemos que

ker N $ker N2$Sker NS $ker N $ker N "1 =R™

Por eso, en cada paso la matriz C® es cada vez mayor y se puede escoger de tal
forma que contenga a la anterior C& Y como submatriz,

c®k = [C(k 1)J I:
V@ase que en el paso se tiene que
y22ImN =)y, =

por lo que el siguiente pasoesy, = Ny, = NN z =0y lasubvariedad nal de las
ligaduras es M4 = fy, = 0g; formada simplemente por las ligadurasy, =0: 2

Nota. Este resultado puede obtenerse directamente (como se hace usualmente)
a partir del sistema original escribiendo la ecuaci n como;

d :
N gt I y, =0, (b, &0; caso inhomogeneo):
Por lo tanto, la soluci n es
d oK e g4
Y= N— | b= (1) N— by
dt dt
k=0
como la matriz N es nilpotente, de ndice , Yy constante, entonces:
k+1 d “ > k+1pn1k d “
(1 N— = (DN® —
_ dt _ dt
k=0 k=0

y si b, = 0 se obtiene el resultado previo, y, = 0: V@anse las referencias: [10], [43]
y [94].
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3.1.5. Ecuaciones cuasilineales presimpl@cticas

Si el brado auxiliar F es un sub brado de T M, entonces la condici n recur-
siva (3.15) se convierte en

Mi+1 = FX 2 Myj B(X) 2 (ker A (X))°g; (3.23)

donde ()° denota el aniquilador del subespacio correspondiente.

Particularizando aen més, si  es una forma bilineal en M y de nimos
A: TM —/T M como
AX)X = x(X; ) (3.24)

dada H: M ——/R una funci n cualquiera podemos de nir la ecuaci n cuasili-
neal:

x(X) = dH (x):

Si esta 2 forma  es cerrada pero degenerada, es decir, tiene necleo no nulo,
estamos ante un problema cuasilineal presimpl@ctico. El algoritmo de ligaduras
en este caso se convierte en el bien conocido algoritmo de ligaduras presimpl@dctico
0 abreviadamente PCA, v@ase [46].

En este caso, la condici n recursiva (3.23) se convierte en:
My =fx 2 Mg 1 B(X); Zi =0; 8Z 2 ker (X)jrm, ,0:

Si la secci n B: M ——/T M viene dada por la diferencial de una funci n
hamiltoniana H, B = dH, al ser la 2 forma cerrada y degenerada, su necleo o
distribuci n caracter stica, es integrable, y la condici n de recursi n se transforma
en el hecho de que el hamiltoniano H ha de ser constante a lo largo de las
componentes conexas de las hojas de la distribuci n generalizada de nida por la
distribuci n caracter stica ker . Iterando el argumento, de nimos la subvariedad
reducida k + 1 como sigue:

Mk+1 =fx2 Mkj Zk(Hk) = 0; 8Zk 2 ker k9, (325)

donde ¢ = i, o € ix: My — Mg es la inclusi n can nica. De nuevo, bajo
condiciones apropiadas de regularidad, como las dadas en el Teorema 3.1.2, este
algoritmo nos conduce a una ecuaci n diferencial E4 consistente de nida en una
subvariedad M4 ; que llamaremos variedad nal de las ligaduras.

Una descripci n de la geometr a de esta dinfmica y de la aplicaci n del algo-
ritmo de ligaduras para sistemas vak nomos se encuentra en [85].
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3.2. Teoria de Control Optimo Singular como una
teoria de ecuaciones implicitas

Ahora vamos a aplicar todo lo estudiado en las secciones anteriores al problema
de control ptimo, para ello nos situamos en el contexto adecuado.

3.2.1. Aplicaci n del algoritmo recursivo cl&sico a las ecua-
ciones del principio del mEximo de Pontryagin

Gracias a los resultados del cap tulo 2 podemos formular la besqueda de curvas
extremales como un problema presimpl@ctico, donde dichas curvas son curvas
integrales de los campos vectoriales soluci n de la ecuaci n (2.10). En efecto,
como vimos en x 2.4.5, el Teorema 2.4.5 nos garantiza que el problema de control

ptimo:
Zy
x'=Ff(x;u); mn  L(x;u)dt
0

es equivalente para sus curvas optimales ordinarias al sistema presimpl@ctico ha-
miltoniano (2.39)

i  =dH;

donde esla?2 forma presimpl@ctica can nica en el espacio total M del problema
de nido en x 2.2.2 y H es el hamiltoniano (2.9) de Pontryagin.

Matricialmente podemos escribir esto anterior de la forma descrita en x 3.1.5,
como un sistema cuasilineal presimpl@ctico A(x) x = (x):

2 30 1 O 1
of 1|0 X Hy
47 ooS@QA:@HpA;
0| 0]0 u Hy

donde la matriz de este sistema A = (ajj) es antisim@trica y representa la 2 forma
antes mencionada.

Podemos aplicar el algoritmo de ligaduras para sistemas cuasilineales presim-
pldcticos discutido en x 3.1.5 (ver, por ejemplo, X. Gr ciay J. M. Pons [49] para
mEks detalles).

De esta manera, la subvariedad de las ligaduras primarias M; queda de nida,
como ya hicimos en x 2.2.5, a travds de la condici n:

M, = f 2MjZ(H)=0; 8Z2ker ¢g=

. H
= 2 Mj az@ =0;,a=1:::;m
ua
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A continuaci n podemos iterar el algoritmo como hicimos en la secci n 3.1.5
0 bien retomar un anklisis m&s directo de la condici n de compatibilidad en cada
paso. La raz n de ello es que en la aproximaci n habitual, la variedad iterada en
el paso k + 1 estf determinada por la anulaci n de las funciones & = Z,(H,),
donde Z es una base de ker 'y  eslarestricci nde a My. Puede resultar
dif cil determinar en cada subvariedad el necleo de la restricci n a My, ya que
no dispondremos de coordenadas simples como las que ten amos en el primer
paso para construir la base de vectores en ker . Por todo ello, resultark més
prkctico replantear el algoritmo de ligaduras como condici n de existencia de
alguna dinEmica en cada punto tangente a la subvariedad. Es decir, tal y como
explicamos en x 2.2.5, debemos probar si existe para cada punto 2 M; algen
campo vectorial ¢, ecuaci n (2.18), tal que  sea paralelo a My, esto es, se
veri que la ecuaci n (2.19):

Dado 2 M, existe C tal que se veri ca (2.19) si y s lo si el punto es regular,
esto es, si Wy, ecuaci n (2.20), es invertible en . Si el punto es singular, Wy,
no es invertible y, en general, no existe C tal que la ecuaci n (2.19) se satisface
en . El algoritmo de ligaduras se aplicar a como sigue. Denotar amos por M,
el subconjunto de M; construido de tal forma que para cada uno de sus puntos
existe, al menos, un vector C tal que ( ;(,11))( ) = 0; 8a = 1;:::;m. Si este
subconjunto es una subvariedad diferenciable de My, podrk de nirse localmente
por nuevas ligaduras que denotamos gen@ricamente por . En ocasiones se
denota por @ las funciones

2) — .
D= (O

no porque realmente las ligaduras secundarias se obtengan directamente como
( él)), sino porque del anklisis de la ecuaci n  ( gl)) = 0 se obtienen las funcio-
nes . Veremos esta situaci n con todo detalle para sistemas LQ. As ,

Mz =F0Gpiu) 2Mij (2 =0; b=1;:1mgg:

Si denotamos por p, la restricci n de la proyecci n pr, a M,, se cumple,
anklogamente, que kerp, = ker jm, Y que p, serf inyectiva si la matriz que
multiplica a C® es invertible. Si no lo fuera, continuamos y vamos obteniendo as
un algoritmo de recurrencia y una familia de subvariedades de nidas como sigue:

M =FOcu;p)2Mg 1j9C t: g0 c( € V)y=0g; k> 1: (3.26)

Si este algoritmo se estabiliza, es decir, existe cierto r nito para el cual ya no
aparecen nuevas ligaduras, M, = M;4+1 = M4, = :::, decimos que el sistema
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es noetheriano o que se estabiliza en un nemero nito de pasos, y obtenemos
una subvariedad estable M1 = \x=¢ Mg en la cual se puede resolver la ecuaci n
dinkmica y las curvas integrales correspondientes de los campos vectoriales per-
manecerkn en esta subvariedad.

M M M, Ms . Mq:

La variedad M, se denomina subvariedad nal de las ligaduras. En ella las curvas
integrales de los campos vectoriales soluci ndelaecuaci ni = dH permanecen
en M4, pero pueden ocurrir dos cosas:

= ue exista un feedback optimal de todos los controles, u? = (X;p);
a = 1;:::;m, en la subvariedad nal de las ligaduras. Esto tendrk lugar
cuando en el eltimo paso quede completamente determinado el campo vec-
torial y, por lo tanto, el valor de las constantes C? = u@.

= gue no exista un feedback optimal de todos los controles. Esto se dark
cuando lleguemos a ligaduras que sean combinaci n lineal de las anteriores
y, por lo tanto, se pare el algoritmo sin determinar el valor de todas las
constantes C2. En este caso habrk algunos controles cuya velocidad podrk
tomar cualquier valor, por lo que diremos que hay una libertad gauge en
la soluci n del problema.

La discriminaci n entre los dos casos anteriores estf asociada a la naturaleza de
primera o segunda clase de las ligaduras que de nen M;, como veremos mé&s
adelante.

Tenemos una serie de inclusiones naturales

Ml &l T 4 /M3 '3 /Mz 2 /Ml L /M:

La subvariedad My, de nida mediante las funciones de ligadura &, proyec-
ta sobre T P al restringir la aplicaci n de proyecci n pr, a @sta. Denotando la
restricci n de pr, a My como py, es decir, p1 = prajm,, Y la inclusi n can ni-
ca como ix: My —— My ;. La subvariedad M, hereda una 2 forma cerrada

Kk =0 k1 =0l ; k2= = i, ; 1, . Denotando el resto de obje-
tos como Wy = Wjm, Y Kk = Kjrm,, podemos establecer un lema similar al
enunciado en el cap tulo anterior, Lema 2.2.4, que se prueba de la misma manera.

Lema 3.2.1
ker  =kerpx =TMg \ K¢ 1 = ker Wy:
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Un ejemplo simple

Veamos un ejemplo sencillo donde aplicamos estas ideas. Consideramos las
ecuaciones de control en R? con variables de estado (X;Y),

dx
dt

1
L = =v?
2

XU + XY;

donde los controles son en este caso (u;v), el estado inicial (Xo;Yo) ¥ el nal
(Xr:y7). El espacio total es M = My = R®, con coordenadas (X;Y; Px: Py; U; v):
El hamiltoniano es H = pyu %vz + xu Xy y el campo vectorial, utilizando
las ecuaciones que se obtienen a partir del principio de miximo de Pontryagin,
X=Hp: Y=Hy; px= Hx;y= Hp,; Hi=0; H,=0,sera

: ne ., 0 8, 0

=u_—+ — +X—+Cc— +d—:
ax Y Vap, T ap, %00 v
Las ligaduras de primer orden quedan como sigue:
oH oH
f,l)=@—u=px+x; \(/1):@_\/: V:

Estas ligaduras nos de nen la subvariedad
M; = F(X;Y;px: Py; U;V) 2 R% v = p, + x = 0g y aplicando el algoritmo de
ligaduras recursivo obtenemos

@ = (p+x)=y

y, por tanto, la variedad nal de ligaduras es
M, = M1 = F(X;y; px; Py; U; V) 2 RS v = px + x =y = 0g, puesto que
(y) =y = 0: En esta subvariedad M5y M la dinkmica viene de nida por el
siguiente campo vectorial
U R I T
@x Opx  @py QOu
Ademés, el valor del funcional es
Z Z 1 Z q 1
S = xudt = xxdt= = —(A)dt= Z(X3(T) x3(0)):
0 0 2 , dt 2
Como u = c¢ puede ser cualquier funci n podemos escoger, por ejemplo, ¢ = 0,
ya que no va a cambiar el valor del funcional, que s lo depende de los valores en
los extremos de x. Para este valor de c se tiene que u = ug y X(t) = X + Upt.
Elegimos el valor de uy, de forma que se cumpla el valor en el extremo de Xx;
X(T) = X = Xo + UpT, que queda up = (X  Xp)=T. Vemos entonces que el
sistema es controlable en la variable x, mientras que en la otra variable de estado
y = 0 es la enica soluci n.
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3.2.2. Teorema del embedding cois tropo y el algoritmo de
ligaduras

Un importante teorema debido a M. Gotay y J. Sniatycki [48] (ver mks de-
talles en [55]) establece que toda variedad presimpl@ctica puede sumergirse como
una variedad cois tropa en una variedad simpl@ctica ambiente de manera esen-
cialmente eenica. Veamos el teorema.

Teorema 3.2.1 Sea (M; ) una variedad presimpl@ctica, i.e., es una 2 forma

cerrada y su distribuci n caracter stica K = ker tiene rango constante. En-

tonces existe una variedad simpldctica (IW; €) y un embedding i: M — /¥ tal

que i € = y el embedding es cois tropo, esto es, TM?e  TM: Ademé&s, si

(Rfa; €D ja: M — /¥,; a=1;2; son dos embeddings cois tropos minimales,

existen dos abiertos U, conteniendo a j,(M), a = 1;2, y un difeomor smo
:U—U, tal que €, =€, en Uy:

La construcci n del embedding cois tropo minimal es sencilla. La variedad L]
se construye como un entorno tubular de la secci n cero del brado K ——/M;
dual del brado caracter stico de K = ker

Si el entorno es su cientemente pequeo, el brado tangente a L puede iden-
ti carse con el brado tangente a K restringido a M:

TW=TyK =TM K :

Por otro lado, si escogemos un suplementario simpl@ctico F a K en TM tendremos

TW=F K K

y, as, los vectores tangentes a N podr an identi carse con tripletes (v;a; );
v2F, a2K; 2K .Entonces de nimos € a travds de la expresi n

€ (via; );(w;b; ) = (viw)+h ;bi h ;ai

Utilizando el teorema de extensi n de Weinstein, se prueba que existe esen-
cialmente una enica 2 forma cerrada que extiende a la 2 forma as de nida a
un entorno de la secci n cero del brado K —/M.

Hemos encontrado antes una formulaci n del algoritmo recursivo para ecua-
ciones impl citas adaptado a la estructura presimpl@ctica de la Teor a de Control
ptimo. Podemos plantearnos ahora si existe una formulaci n genuinamente ha-
miltoniana de tal algoritmo, donde todos los objetos se encuentren de nidos en un
marco simpl@ctico natural. Podemos lograr este objetivo utilizando el embedding
cois tropo de Gotay descrito con anterioridad.
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Consideremos el an£lisis realizado en la secci n (3.1.5) de las ecuaciones cuasi-
lineales presimpl@cticas; donde A(X)X = 4(X; ); A: TM ——/ T M: Podemos
construir el embedding cois tropo de (M; ), que denotamos por (I‘f; €), donde
la ecuaci n cuasilineal presimpl@ctica de nida por y f = dH se extiende de
manera '%s:encialmente enica a M a travds de € y 8 es una extensi n cualquiera
de H a M:

Entonces, podemos considerar el campo hamiltoniano 4 de nido por la

ecuaci n
i €= :
i ds;

que tiene soluci n enica en todo punto de W al ser © simpl@ctica. Ademks,
consideramos las ligaduras de nidas por la subvariedad j(M) W de nidas por
el embedding cois tropo.

As,si W, ™My M, =j(M) vy aplicamos el algoritmo de ligaduras, de nimos
W, = fx 2 Wj () 2 TWig

0 equivalentemente W, es el conjunto de puntos en W, tal que Im € - 3 dA(x),
1

X

as , de nimos recursivamente

W, =fx2 W j Ime - 3 diA(X)g

Tx My

dando lugar a una familia encajada de variedades presimpldcticas:
W= W=jMm L

Teorema 3.2.2 Dada la ecuaci n cuasilineal presimpl@ctica (M; ;dH), el al-
goritmo recursivo presimpl@ctico, de nido en la secci n (3.1.5), y el algoritmo
de ligaduras asociado al sistema hamiltoniano (IW; €:18), obtenido a partir del
embedding cois tropo de (M; ;H) y la subvariedad j(M); son equivalentes.

Demostraci n. Si consideramos la subvariedad j(M) de M:y la denominamos
W, e imponemos que g sea tangente a ella, observamos que esto se veri ca
solamente en los puntos 2 W, tales que Z(19) = 0, donde Z 2 K = ker

En efecto, notemos que 4 serk tangente a W, si g(va) = 0, donde v, son
coordenadas a lo largo de K , pero @ = Hp+ 2v,y g(Va) = 2@Ho=0u? +
@ b=@uv, y, por tanto, q(v.) =0en M siy s losi @Ho=0u? = 0. 2

3.2.3. Aplicaci n ala Teor a de Control ptimo: la formu-
laci n hamiltoniana del algoritmo de ligaduras

Ahora vamos a transformar la formulaci n presimpl@dctica de los problemas de
control ptimo en una formulaci n simpl@ctica donde podemos utilizar todas las
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herramientas de la Mecknica Hamiltoniana, incluidos los corchetes de Poisson.
Para ello extendemos la variedad presimpldctica M =T P p C a una variedad
simpl@ctica L] gracias al teorema de embedding cois tropo de Gotay, haremos lo
mismo con el hamiltoniano y con todas las ligaduras.

El sistema que resulta lo resumimos en la tabla siguiente:

Presimpl@ctico Embedding coisotr pico
Espacio de fases Mo=TP C W=T1cC
Estructura
(pre) simpldctica o = dx' ~ dp; € = dx' ~dp; + du? ™ dv,
Hamiltoniano de
Pontryagin Ho Bc = H + C3v,
Ligaduras k) = (k)(x; p; u) ek) = K 4 Pr_ ba| ek I b
(k1)

eo , =y,

Ahora, el espacio total se obtiene azadiendo el espacio dual de la distribuci n
caracter stica K a los grados de libertad de control, i.e.,
W=TP C K =TC:N tese que el brado cotangente T C del espacio
total de estados y controles, C, tiene la estructura local en torno a la secci n
cecrodeC, TC=TP K K Yy, deacuerdo con el teorema del embedding
cois tropo, proporciona el modelo adecuado. Finalmente, en este caso la extensi n
es global, ya que T C es una variedad simpl@ctica. Las coordenadas duales en K
a los controles las denotamos como v,: Por lo tanto, la extensi n simpldctica €
de la forma presimpl@ctica  la obtenemos con la dualidad simpl@ctica natural
de su necleo, el subespacio vertical K, con su dual K :

La ecuaci n dinkmica (2.10) tambi@n debe ser satisfecha, pero en el nuevo
espacio. Ahora esta ecuaci n se convierte en

e € =dHc: (3.27)

Al imponer la ecuaci n anterior el campo vectorial € queda como sigue:

e _ 08c @ @ﬁc£+@|qc@ 08c @ _
E @pi X @x @p;  @va @UA  QUA @v,
@—Hﬂ @—H.£+Ca 0 oH E:

@pi @x'  @X' @p; @ua  @ua@v,

(3.28)
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Al haber extendido el espacio debemos imponer nuevas ligaduras para que
el problema se mantenga como el original. Estas ligaduras vienen dada por las
propias coordenadas cois tropas, Va, i.e.,

Mo = f(x;p;u;v) 2 Wj €@, := v, =0g;

estas nuevas ligaduras €@ ,, que llamaremos ligaduras de orden cero, nos restrin-
gen a la variedad M, de partida.

El campo vectorial € tiene la propiedad de que al actuar sobre las coordena-
das cois tropas v, el resultado es la ligadura primaria que ten amos previamente,
€c(va) = @H=@u?: Por lo tanto, €. serk tangente a Mg siy s lo si @H=@u? =0
como ya establecimos anteriormente.

Ahora vamos a demostrar que el corchete de Poisson de las nuevas ligaduras
con el nuevo hamiltoniano, esto es, la derivada de X con respecto al tiempo a
lo largo del campo vectorial, ha de veri car:

Cb.

(k)
ec(BW,) = (W)= ® Hg+ O e
My @u
donde ¥ ® _:Hg es una notaci n abreviada para la expresi n
@ ®,=@x)x+ (@ ® ,=@p)p. Para probarlo, primero de nimos las ligaduras ex-

tendidas como:
e(k)a — eC(e(k 1) a) + bak e(O)b:

Efectivamente, si las calculamos obtenemos:

e(O)a — Vg,
oH
e, = e,(e0 )+ b e® =" 4 b €O .
Qua
As , para k =1 se tiene que
’H oH
e (e y= @ . @ b b =
C( a) =f ayHg+ @ua@ubc + al @ub
y, entonces,
€c (e(l) a) = c( @ a)
M1
Para k general
e(k)a = ec(e(k 1) Q) + bak e(0)b

k Xb k |
= W4 RGN

k k X b k |
eC(e()a): c( ()a)+ a ST Dy

1=1
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y, por tanto, se concluye que

cP:

@ ®
(8 = (W)= O Hg+
M @u

Cualquier forma de extender las ligaduras, que consista en sumar una com-
binaci n lineal de las anteriores, va a ser VEklida, ya que nos va a conducir a la
misma subvariedad nal de las ligaduras M7 M; Mg M. Hemos elegi-
do esta extensi n para el desarrollo te rico, pero en el algoritmo num@rico que
mostraremos m#ks adelante las extenderemos de la manera més simple posible:
cogeremos las ligaduras de orden cero y el resto serkn iguales a las obtenidas
mediante el algoritmo PCA. Haremos esto para simpli car los c£lculos, pues nos
interesa que el proceso num@rico para obtener M, tenga que realizar el menor
nemero posible de operaciones.

AnkElisis de las ecuaciones de movimiento

Una vez que hemos hallado la subvariedad nal de ligaduras, M4, el siguiente
paso es analizar el campo vectorial que se obtiene en esta subvariedad. Para
ello iremos clasi caremos las ligaduras en ligaduras de primera clase y ligaduras
de segunda clase de acuerdo con las caracter sticas geom@tricas de los campos
hamiltonianos que de nen.

Sea (M; 1) una variedad simpl@ctica. Consideramos una subvariedad
i: N ,T M. Si denotamos por 'y = i I la restricci n de ! a N, el espacio
tangente a N se podrk descomponer como sigue: TN = (TN\XTN7?) F, donde
TN? =fv2TyMj Iy(v;u) =0; 8u 2 TN g es el ortogonal simpl@ctico de TN
en TM y F es un subespacio simpldctico. Notemos que
ker 'n = TN \XTN? vy Iyje es una forma no degenerada.

De nici n 3.2.1 [97] Diremos que una funci n tal que jn = 0 es de primera
clase si X 2 TN \TN?, esto es, el campo hamiltoniano correspondiente a en
N es tangente a N. En caso contrario diremos que una ligadura es de segunda
clase.

Es posible probar que si  es un conjunto de ligaduras independientes, pode-
mos descomponer este conjunto en dos familias = f #; 2g donde * son
ligaduras de primera clase y 2 de segunda clase y veri can

fA.B

g = Cc® ©
f A; ag — Céa (B);
f a; bg — Cab

y C® es no degenerada. MAs detalles en [97] y en [55].
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Teorema 3.2.3 Si existen ligaduras de primera clase “ de niendo la variedad
nal de las ligaduras M-, el campo vectorial es de la forma

1= Hot A Al (3.29)

Donde A~ es el campo hamiltoniano correspondiente a la ligadura A.

Demostraci n. La forma méks general del hamiltoniano en M4 es
H=Hy+ A A+ a ®

y el campo vectorial asociado a este hamiltoniano es

A + @

= Hot A A+ 4 at A ar

por lo tanto, restringido a M4 este campo vectorial es de la forma:

le = Ho —+ A A+ a a
como este campo tiene que dejar invariantes al conjunto de ligaduras, debemos
imponer que
(®)= (=0
lo que implica que, utilizando el hecho de que 4, ya las deja invariante por
construcci n, 5=0. 2

Corolario 3.2.1 Si existen ligaduras de primera clase, la 2 forma 1 es cerra-
da, pero degenerada y, por lo tanto, va a existir una libertad gauge . Ademés, las
direcciones ambiguas estEn generadas por los campos hamiltonianos correspondi-
entes a las ligaduras de primera clase.

Entonces, al nal del proceso, la subvariedad nal de las ligaduras, M4 , puede
ser:

= una subvariedad simpl@ctica de T, por lo que tenemos una 2 forma cerrada
y no degenerada 4 Yy un hamiltoniano H4 ; es decir, el siguiente sistema
(M1;H4; 1) essimpldctico, o bien,

= una subvariedad presimpl@ctica de W en cuyo caso habrk una libertad
gauge.

Veamos dos ejemplos muy sencillos donde se plasman todas estas ideas y se
resuelve el problema completamente.
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Primer ejemplo: La subvariedad nal de las ligaduras es simpl@dctica

Este ejemplo de control ptimo viene de nido por las siguientes ecuaciones:

X1 = Xp+Up
Xo = X2+ U
1 1 1
— 2 2 2.
L = §x1+§x2+x1u1+x2u2+§ul,

a partir de las cuales construimos el hamiltoniano de la forma usual y con @ste el
campo vectorial:

1 1 1
H = p;(Xg+Ug)+pa (X2 + Up) EXE EXE X1Up Xz Uy QUE
0] @ 1]

= X1 +Uj))— +(Xo +U))— + + X +Uj)— +

c (X1 1)@)(1 (X2 2)@)(2 ( pr+xs 1)@p1
] ] ]
+ 4+ Xy + Up)—— + C;—— + Cp——"
( p2+X 2)@p2 T T

El espacio extendido, azadiendo las variables cois tropas, queda como
N = (X1, P1; X2, P2; U1 Vo U2: Vo) 2 R®g. En estas coordenadas, la matriz que
representa a la 2 forma es

2
0 1 3

1 0

(&)= 01 (3.30)

0 1
1 0

vemos que  es simpl@ctica y, ademé&s, estk escrita en forma can nica.

Ahora imponemos que el problema sea el mismo que antes de extender el
espacio. Esto lo hac amos creando unas nuevas ligaduras, que son las que anulan
a las variables cois tropas. Estas ligaduras, que nos llevan a My, son las siguientes:

@ = v
@, = v,

Aplicando ahora el algoritmo de ligaduras obtenemos el resto de ligaduras:

@ 1 = P11 Xg U
@ 2 = P2 X2
@) , = X5

® 2 = Uy
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por lo tanto,
My = FfOp;uv) 2 REup = p1 XiiXe = P2 = Up = v, = v; = 0g, que
es una subvariedad de R® de dimensi n 2, descrita por las coordenadas x; y p;.
Aungue no son las enicas que podemos escoger, ya que si tomamos cualquier
combinaci n lineal de ellas, linealmente independiente, y le sumamos cualquiera
de las ligaduras, el resultado ser a el mismo. Al haber quedado determinadas
todas las variables de control, no tendremos libertad gauge y no van a aparecer
ligaduras de primera clase. Lo comprobamos calculando los corchetes de todas las
ligaduras. De nimos las ligaduras de la siguiente forma, para abreviar la notaci n,
=f1l 2;3 4 5 63:=fF @ O, O O, @, O, La

matriz ¥ ; g;; de los corchetes es la siguiente:
2 3

f, 0=

OO Orr oo
O O OOoOOo
OO OO o
O, OO OO
OO PFrr OOOoO
OO O ok o

que es invertible, lo que implica que todas las ligaduras son de segunda clase.
Podemos calcular la matriz de la 2 forma en las coordenadas que de nen la
subvariedad nal de las ligaduras y de las propias ligaduras,

fxi; py L %5 3% 4 5 6g, esto es simplemente un cambio de coordenadas
respecto de las coordenadas de partida con las que obtuvimos (3.30). Hacemos
esto para mostrar que la primera caja, denotada por ( 1), corresponde a una
2 forma simpl@ctica. Al calcular la 2 forma, despuds de haber hecho la extensi n
al espacio simpl@dctico LI siempre vamos a encontrar una 2 forma € simplf@ctica,
pero s lo serk simpl@ctica la 2 forma correspondiente a M4 cuando todas las
ligaduras sean de segunda clase. VeAmoslo:

2 3
0 1] 00 10 0 O
1 0/ 00 10 0 04 ,

0 0[] 00 10 0 O (1) |
ey=80 0] 00 0001:§

1 1] 10 00 0 0

0 0/ 00 00 1 O

0 0/ 00 01 0 O

0 0/ 01 00 0 O

Se ve que la subvariedad M es simpl@ctica, pues la 2 forma de nida all es
cerrada y no degenerada, aunque ahora ya no aparece de manera can nica. Para
que est@ escrita de forma can nica tenemos que hacer un cambio de variable,
reordenando las coordenadas y sumando a @stas o a las ligaduras una combinaci n
lineal del resto de ligaduras de forma adecuada, de manera que no se altere la
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subvariedad M4 ; escogiendo las siguientes coordenadas para M, :

X1 = X1 p1
Xz = p1 Vvl

y las ligaduras en el siguiente orden [x; pyp: vi; 3 % % 5 2 9] para
que queden agrupadas en parejas conjugadas, la matriz de la 2 forma (€) queda

ahora
2 1 3

1 0

(%) = 0 1

0 1
1 0

Este proceso de escoger de manera adecuada las coordenadas y ligaduras no es
@®nico. Realmente lo que s queremos es averiguar si existen ligaduras de primera
clase, porque intervienen en la construcci n de la dinEmica nal. El hecho de que
la 2 forma est@ escrita en forma can nica o no, no afecta al cklculo de soluciones.
En este ejemplo como todas las ligaduras son de segunda clase no intervienen en
el campo vectorial, que queda de la forma:

0]
1 =P17— Pr1z—
0x, Qu,
La soluci n es, entonces,
p1 = cte
X1 = Xpo+pit
Uy = Ug p1t

y el resto de variables son todas nulas. Como

P1 = Xg+U; = X0+ pPrt+uyg P1t = Xp0+Up; queda determinada la condici n
inicial para la variable de control en funci n del valor de p;; U0 = p1  Xp.0: Por
otro lado, el valor de p; tambifn queda determinado porque Xi.t = X3.0 +p1 T;
por lo tanto, tenemos que p; = (X1.1  X1.0)=T Y la soluci n queda completamente
determinada a partir de los datos inicial y nal de las variables de estado y del
valor de T:

D, = X1 X130
, = =02
T
X1 X10
X1 = Xl;O"‘ft
_ Xt (T+Dxio Xt X
u = t:

T T
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El lagrangiano toma el siguiente valor a lo largo de las curvas extremales:

— 2 2 2
L = —X1+—X2+X1U1+X2U2+—U1—

1 1
= E(Xl;o + pit)? + (X10 + P1t)(Uo  Pat) + E(Ul;o pit)? =
= (X0 + Ul;o)2 2X1,0p1t;

por lo que el funcional objetivo es:
Z Z
S = L(X, U) dt = (Xl;O + Ul;o)z 2X1;0p1t dt =
0 0
(X17 X1;0)2

T it Xpo(l+ T2

= (X0 + U:0)’T  XpopaT? =

Segundo ejemplo: La subvariedad nal de las ligaduras es presimpl@c-
tica

Ahora mostramos otro ejemplo, similar al anterior, en el cual aparecen liga-
duras de primera clase. Las ecuaciones que gobiernan el sistema ahora son:

Xp = Xp1+Uu
X2 = X
1 1 1
L = éx§+§x§+x1u1+x2u2+§uf:
El hamiltoniano y el campo vectorial son de la forma:
1 1 1
H = p(Xg+ Uy +p2Xo Exf Exg XiU;  Xp U Euf
c = (X1+U1)£+X2£+( p1+X1+U1)£+( p2+X2+U2)£
@x1 @x. @p: @p2
+ ol v, b
Qu; @u,

y el espacio extendido es igual que en el ejemplo anterior
W = (X1, P1; X2 P2; U1 Vo Ui Vo) 2 R8g. En estas coordenadas, la matriz que
representa a la 2 forma es la misma que en el ejemplo anterior:

2 01 3

1 0

(®) = 01 (3.31)
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gue es de nuevo simpldctica y ademés estk en forma can nica, por haber escogido
las coordenadas en ese orden. Las ligaduras que nos llevan a Mg son de nuevo:

@ = v

© , = Vs

y el resto de ligaduras las obtenemos a aplicando el algoritmo de ligaduras par-
tiendo de estas anteriores

Wy =p x oy

(1)2 = Xo.
Por lo tanto,
M1 = F(X1;X2; P1iP2i Us; Uz VisV2) 2 R%up = pr XiiXe = Vo = v; = Og
es una subvariedad de dimensi n 4 descrita, por ejemplo, por las coordenadas
X1, P1, U Y P2; Ya que no son las enicas posibles. En este problema apare-
cen unas variables que pueden tomar cualquier valor pero que no afectan a la
dinkmica del resto, es decir, tenemos libertad gauge. Calculamos los corchetes de
las ligaduras para estudiar cukles son las ligaduras de primera clase, que tene-
mos que azadir al campo vectorial. La matriz de los corchetes de las ligaduras

=f1 2;3 4:=Ff O O, @, D,gesla siguiente:
2 3

foooy=§ £

Vemos que la segunda ligadura y la eltima son de primera clase y el resto de
segunda clase. Estas dos son las que hay que azadir al campo vectorial. Veamos
en primer lugar que, efectivamente, la subvariedad nal de las ligaduras no es
simpl@ctica, pero que podemos encontrar una subvariedad Ms, simpl@ctica, que
contiene a la anterior, es decir, M7 Ms: Esta subvariedad Mg estk descrita por
las variables que de nen a la subvariedad nal y las ligaduras de primera clase:

O OO
o O O o
O O o
O O o o
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El campo vectorial, azadiendo la dinfmica correspondiente a las ligaduras de
primera clase, queda entonces de la forma que sigue a continuaci n

_ @ @ 0 .
1—91@—)(1 pl@—ul"‘ 1@—p2+ 2@—Uz,

al integrarlo obtenemos la soluci n del problema que resulta ser:

X1t X0

X1 = Xi1o + T t
Xt (T +1Xo  XeT X10
u = t
T T

X1t X0
p. = — T
p2 = 1t+pao
U, = t+uy

y el resto de variables nulas. El coste vuelve a ser el mismo que en el ejemplo
anterior:
Z ; Z ;
S = L(X, U) dt = (Xl;O + Ul;o)z 2X1;0p1t dt =
0 0
(Xy;7 X1;0)2

7 [Xer Xgo(l+TH)I:

= (X0 + U0)’T  Xpopa T2 =
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3.3. El algoritmo de ligaduras para el problema
de control optimo LQ y su implementacion
numeérica

En esta secci n proponemos un algoritmo numg@rico para calcular la variedad
nal de las ligaduras del problema de control ptimo LQ singular y las ligaduras
de primera clase que afectan al campo vectorial. Aplicaremos este algoritmo a los
dos ejemplos anteriores sencillos y, posteriormente, disearemos algunos ejemplos
no triviales para estudiar de forma emp rica la estabilidad del algoritmo.

Primero estudiaremos la parte del algoritmo que concierne enicamente a las
ligaduras. Escribimos las coordenadas como vectores columna:
(x;p) 2 R" R"yu 2 R™ Para el estudio de las ligaduras no azadimos las
coordenadas cois tropas, v, aunque las azadiremos posteriormente cuando pre-
sentemos el algoritmo completo que incluye el cElculo de corchetes y ligaduras de
primera y segunda clase.

3.3.1. El algoritmo de ligaduras lineal para problemas LQ
singulares
La ecuaci n de control y el lagrangiano tienen la forma que ya describimos en

el cap tulo 1, ecuaciones (1.8) y (1.9), y que reproducimos aqu para comodidad
del lector:

X = Ax+Bu (3.32)

1 1
L = EXTPX+XTQU+EUTRU; (3.33)

donde las matrices pertenecen a los siguientes espacios vectoriales: A; P 2 R" ",
B; Q2R" MyR 2R™ ™ El hamiltoniano, escrito en notaci n matricial, queda

H(x;p;u) = p' Ax + p' Bu %XTPX x"Qu %UTRUZ (3.34)

En estas coordenadas podemos expresar el campo vectorial como

@ @ @
=X—+p—+C—; 3.35
¢ =Xgx R T Cau (3.35)
donde las expresiones de las derivadas son las siguientes:

oH
X — = Ax+ Bu 3.36
X = gt (3.36)
p = OH _ ATp+Px+ Qu: (3.37)

i
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En lugar del vector de ligaduras primarias usual, @H=@u, trabajaremos con su
traspuesto, el vector columna equivalente

.- 0H

T - Q'x+B'p Ru: (3.38)

Lema 3.3.1 Todas las ligaduras introducidas por el algoritmo de ligaduras para
una ecuaci n diferencial impl cita lineal son lineales.

Demostraci n. Observamos que si E es lineal, el conjunto E es realmente un
subespacio lineal de TR®™*™ y su proyecci n tambi@n es un subespacio lineal M,
de R™™™M. La intersecci n TM; \ E = E; serf de nuevo un subespacio lineal y
as sucesivamente. 2

Como todas las ligaduras del problema LQ son lineales, las vamos a representar
en cada paso de la forma siguiente:

K = Ky 4+ (k)p_|_ ©y;

donde las ecuaciones matriciales @ = 0;:::; ® = 0 de nen los subespacios

lineales My que vamos obteniendo al aplicar el algoritmo de ligaduras. Describire-

mos las ligaduras a trav@s de las matrices ®; ® y  que las caracterizan e

iremos almacenando las matrices [ ® (9] Por lo tanto, la primera ligadura,
M, vendrk caracterizada por las matrices siguientes:

[(1) @® (1)]:[ QT BT R]:

Sabemos que si la matriz R es regular obtenemos un feedback optimal y el
problema termina aqu . Por lo tanto, trabajaremos siempre con matrices R sin-
gulares, de tal forma que haya que seguir aplicando el algoritmo de ligaduras. La
estabilidad de la ligadura impone que su derivada a lo largo del campo vectorial
se anule para algen C, esto es:

donde C = u. Dado que @ es singular la ecuaci n (3.39) no tendr£ soluci n
en general, sin embargo, dado que la parte inhomogenea de la ecuaci n depende
de x; p; u, podemos determinar para qud valores de ellos existe soluci n. Si en
esta segunda ecuaci n existen algunos valores del vector C 2 R™ que se pueden
despejar, quiere decir que para estos valores existe un feedback optimal, el
resto constituye la ligadura secundaria. Esta separaci n la realizamos gracias a
la descomposici n en valores singulares de la matriz @;






