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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de la Teorfa de Control es determinar el comportamiento de un
sistema dinamico por medio de acciones externas de forma que se cumplan ciertas
condiciones prefijadas como, por ejemplo, que haya un extremo fijo, los dos, que
ciertas variables no alcancen algunos valores u otro tipo de situaciones més o
menos complicadas. En este trabajo, por concrecién, nos vamos a centrar en el
caso en el que los dos estados extremos, el estado inicial y el final, son fijos, aunque
otras situaciones mas generales tienen un tratamiento similar. La ecuaciéon que
describe la evolucion de los estados para un problema de este tipo es un sistema
de ecuaciones diferenciales:

'(t) = fi(z(t),ut), i=1,...,n, (1.1)

donde z' representa las variables que describen el estado del sistema y u® las
variables que describen las acciones externas o controles. En la Teoria de Control
Optimo, ademas, queremos que el sistema verifique una condicién adicional, que
consiste habitualmente en minimizar (o maximizar) un cierto funcional, es decir,
querriamos encontrar trayectorias y(t) = (x(t),u(t)) suficientemente regulares,
por ejemplo, C! a trozos, con extremos fijos en el espacio de estados, £(0) = zy y
z(T) = zr, que satisfagan la ecuacion de control (1.1) y que ademés minimicen
el siguiente funcional, llamado también funcional objetivo o de coste, sobre un
cierto espacio de trayectorias admisibles:

S(y) = /0 L(x(t), u(t)) dt. (1.2)

Las trayectorias y(t) que verifican todas estas condiciones se diran optimales.

Para resolver este problema y otros asociados naturalmente a él, tales como
la estabilidad de las soluciones obtenidas, se han desarrollado un amplio abanico
de ideas, técnicas y resultados matematicos. Ademés de herramientas analiticas
y numéricas, que han gozado de un gran predicamento, cada vez resulta més
importante el punto de vista geométrico en la Teoria de Control. La introduccion



2 Introducciéon

de un punto de vista geométrico en la Teoria de Control fue iniciada seguramente
por el propio L. Pontryagin y sus seguidores [90, 3, 4| y definitivamente por
R. Brockett en el estudio de problemas de control en esferas y grupos de Lie
[11, 12, 13, 14, 15].

Asi, la Teoria de Control se puede formular en términos geométricos y obtener
resultados intrinsecos. Este sera el objetivo del capitulo 2, aplicar los métodos de
la geometria para describir intrinsecamente la Teoria de Control Optimo. Para ello
estableceremos un marco axiomaético suficientemente general y, argumentando por
analogia con la Mecénica Lagrangiana, mostraremos la formulacion presimpléctica
de la Teorfa de Control Optimo. Esta formulacion esté inspirada en la formulacion
de Skinner y Rusk de la Mecénica Clasica [96] y ha sido utilizada ya entre otros
por E. Martinez y C. Lopez [78, 77|, M. C. Munoz-Lecanda y N. Roman-Roy
[87], Guerra [54], S. Martinez [85] y M. Delgado y A. Ibort [33, 34].

La solucién del problema de control éptimo enunciado antes fue obtenida de
manera muy general por L. Pontryagin y sus colaboradores [90] y esta dada por
el conocido como principio del maximo de Pontryagin, enunciado en el siguiente
teorema.

Teorema 1.0.1 (Principio del méaximo de Pontryagin) [90/ La curva

v(t) = (z(t),u(t)), t € [0,T], absolutamente continua, es una trayectoria optimal
si existe un levantamiento de z(t) al espacio de coestados, (x(t),p(t)), tal que se
satisfagan las ecuaciones de Hamilton,

. OH .  0H

y tal que se cumpla:

H(x(t),p(t),u(t)) = max H(x(t), p(t),v), a.e. t € 0,7,

v

donde H denota la funcion hamiltoniana

H(x,p,u) = pif'(z,u) — L(x,u). (1.4)

El principio de méximo de Pontryagin ha sido aplicado con éxito en gran varie-
dad de problemas. Un ejemplo significativo de su uso lo constituyen las llamadas
soluciones “bang—bang” al problema de control 6ptimo y ocurre, generalmente, si
los controles estan “limitados”. Por razones fisicas, tecnologicas o ain econémi-
cas, se imponen restricciones a priori sobre los controles del tipo [|u|| < ¢pax. Si
la ecuacion de estados es lineal en los controles, esto es:

&' = fo(@) + fo(z)u"



y el funcional a minimizar es, por ejemplo, alguna de las variables de estado o
una funcion de ellas, pero no de los controles u®:

S = /OT L(z) dt,

el hamiltoniano de Pontryagin serd H(x,p,u) = p;fi(z) + pifi(x)u® — L(x), por
lo que para (z,p) fijos el maximo de H se alcanza solamente en el borde del
dominio de definiciéon de los controles. Si tenemos tnicamente un control u, el
maximo de H se alcanza cuando u(t) = umsx si pif'(x) > 0y cuando u(t) = umm
si pifi(x) < 0. Asi, podemos desarrollar una estrategia optimal dependiendo del
valor del signo de la funcién ¢ = p; f(z), llamada en la literatura por este motivo
funcion de “switching”, y que consiste en este ejemplo concreto en la eleccion de
los valores de u como:

| Umax sio(x,p) >0
u(t) = { Umin 81 O(z,p) <0 (1.5)

Si partimos de un punto (zg,po) en t = 0 tal que ¢(xg,py) > 0, la estrategia
optimal consiste en resolver las ecuaciones de Hamilton:

= fo(@) + [U2) Umax (1.6)
. ofl of oL
pi = _p]%_p]%uméx_%(x)- (1-7)

Seguimos la trayectoria (z(t), p(t)) resultante hasta que x(T) = zr 6 ¢(z(t), p(t))
cambie de signo. Si ocurre lo segundo, a partir de ese momento seguimos la
trayectoria (Z(t), p(t)) soluciéon de las ecuaciones de Hamilton:

it = fé(x) + fl(x) Umin
S B
pi = Dj Ot Dj o Umin oz Z).

Si eventualmente z(7T') = wzr, hemos resuelto el problema, pero si ¢(t) vuelve a
cambiar de signo volveremos a las ecuaciones (1.6)-(1.7) y asi sucesivamente.

Puede ocurrir que siguiendo esta estrategia z(T') # xr y, entonces, el proble-
ma de control 6ptimo no tenga solucién para ningtn valor inicial (zg, po). Podria
modificarse esta estrategia permitiendo que (z(t), p(t)) esté contenido en el con-
junto ¢ = 0 durante un cierto intervalo de tiempo, definiendo lo que se denomina
un arco singular.

Ahora bien, jqué ecuaciones debe verificar la curva (x(t), p(t)) € {¢ = 0} para
que la trayectoria sea optimal? El principio de maximo de Pontryagin no nos da
la respuesta a esta cuestion. Dedicaremos el capitulo 3 de esta memoria al estudio
de la dindmica singular, esto es, de la dinamica inducida por las ecuaciones de
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Hamilton (1.3) en el subconjunto { ¢ = 0 }. Discutiremos un ejemplo no trivial
de dindmica singular no lineal en el capitulo 4; el problema de frenado 6ptimo de
un vehiculo y veremos que este anélisis es relevante.

Otra circunstancia natural donde se debe imponer la condicion ¢ = 0 a
priori consiste en el estudio de sistemas de control ¢éptimo donde los controles
no estan acotados (u € R™) y la dependencia de H en u® es suficientemente
regular para que la condicién de maximo implique que 0H (x(t),p(t))/0u® = 0
(y posiblemente alguna derivada més en el caso de maximos degenerados). En
este caso las trayectorias optimales siempre estardn contenidas en el subconjunto
M, = {(z,p,u)| ¢po = O0H/Ou* = 0}. También se dara esta circunstancia si la fun-
cion H(x,p,u) tiene maximos locales en u en el interior del dominio de definicion
de los controles. La restriccion de las ecuaciones de Hamilton al subespacio M;
define, en general, una ecuacion diferencial ordinaria implicita. Los puntos en los
que dicha ecuacién puede escribirse en forma normal diremos que son regulares y
singulares en caso contrario. Asi, el estudio de la dinamica en el subespacio M; se
ve enormemente dificultado por la aparicion de ecuaciones diferenciales implicitas
con puntos singulares.

Una familia de sistemas particularmente interesantes por su simplicidad con-
ceptual e innumerables aplicaciones son los sistemas LQ! o Lineal-Cuadraticos.

Son aquellos en los que tanto el espacio de estados como el de controles son es-

pacios lineales, x = (z%,...,2") € R", u = (u!,...,u™) € R™. La funcién

fi(x(t), u(t)) es lineal en las variables y en los controles,
fiz(t),u(t) = Aijxj + B u”
y la densidad L(z(t),u(t)) es cuadratica respecto de sus argumentos
L(x (), ult)) = %Pijxixj + Quatu® + %Rabu“ub.
Por lo tanto, las ecuaciones (1.1)-(1.2) tendréan la siguiente forma:

i'(t) = ALa! + Blu® (1.8)

/ ( G2+ Qi u® + 2Rabu u ) dt, (1.9)
0

donde A = (4%) e R™", B = (B%) e R™™, P = (P;) € R"™

Q = (Qi) € R™™ y R — (Rw) € R™™ _ El problema general incluiria un
término adicional de frontera en el funcional de coste, de la forma: «'(T)Fx(T),
y las matrices A, B, P y () dependientes del tiempo.

! Abreviatura del inglés: “Linear-Quadratic”.



La aplicacion inmediata del principio del médximo de Pontryagin nos conduce
al conjunto de ecuaciones
it = A’ + Bu’
pi = —pid 4 Pya? + Qi
¢a szla - mez - Rabub = 07

donde vemos inmediatamente que si la matriz R es invertible podemos despejar
los controles u en funcion de las variables x y p a través de la ecuacion

u’ = (R™) (piB"a — mei) , donde R™Ry. = &%, (1.10)

denominada relacion de retroalimentacion optimal (“optimal feedback”), que ma-
tricialmente se escribiria:

-1 T T
u=R " (—Q z+ B'p).
Entonces, las ecuaciones para la dinamica quedan escritas en forma normal como

= Ar+ Bu=(A—-BR'Q")x+ (BR'B")p, (1.11)
= Pr—ATp+Qu=(P-QR QM) z+ (AT + QR'B") p, (1.12)

por lo que todos los puntos del problema son regulares y su soluciéon nos determina
la estrategia optimal (z(t),u(t)), unica para datos iniciales dados. Notese que
los extremos de p(t) pueden fijarse arbitrariamente y asi lograr soluciones que
terminen en xp. Sin embargo, si R no es invertible la resolucién del sistema
anterior no es obvia. Tales sistemas, mas generalmente los sistemas de ecuaciones
cuasilineales implicitos de la forma

A-2=B-z,

han recibido gran atencién en la literatura por su sencillez y aplicaciones. El
problema de fijar las condiciones iniciales de tal manera que exista una solucion
que pase por ella ha sido llamado el problema de la inicializacion. Tipicamente este
problema ha sido atacado a través de la reduccion a formas normales que pueden
analizarse facilmente y distintas variaciones sobre este esquema conceptual. Ver,
por ejemplo, el uso de este punto de vista en Teoria de Control en Clements y
Anderson [28], Dai [32], Bell y Jacobson [8] y Willems, Kitapgi y Silverman [105].
También en la Teoria General de Ecuaciones Implicitas, cominmente llamadas
DAEs? en la literatura especializada, ver por ejemplo Campbell [16, 17|, Kunkel
y Mehrmann [68], etc.

En esta tesis abordaremos el estudio de la dindmica singular desde un punto
de vista diferente, que tiene la ventaja de no estar sometido a condiciones de

2Acrénimo del inglés: “Differential-Algebraic Equations”.
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linealidad, y es perfectamente aplicable a problemas no lineales. La aproximacion
que proponemos proviene directamente de la formulaciéon presimpléctica del pro-
blema de control 6ptimo y que, en la literatura Fisico-Matemética, se denomina
“método de las ligaduras de Dirac” o “algoritmo presimpléctico de ligaduras” en su
formulacion mas moderna. El origen histoérico del procedimiento se encuentra en
el problema de la cuantizacion de sistemas lagrangianos singulares, como aquellos
que aparecen en teorias fisicas con invariancia gauge tales como el electromag-
netismo o la gravitacion. P. A. M. Dirac lo resolvio, al menos formalmente, a
través de la formulacién de un procedimiento para extraer un subespacio, del es-
pacio de fases de la teoria, equipado con un corchete de Poisson susceptible de ser
cuantizado canénicamente utilizando un adecuado principio de correspondencia
[37, 38|. La idea de Dirac fue sometida a un intenso escrutinio y a un proceso de
depuracion y estilizaciéon matematica que, en cierto modo, termina con el trabajo
de Gotay y Nester [45, 46, 47| cuando en 1978 establecen una formulacion intrinse-
ca y matematicamente solida del procedimiento de Dirac y que es comtinmente
conocida como el algoritmo PCA 3. Ver, por ejemplo, [84], [23] y las referencias
contenidas en ellos para tener una versiéon panoramica de este problema. A partir
de este momento, ademés de explorar las aplicaciones de estas ideas se producen
diversos intentos de extender la teoria a situaciones mas complejas o con un origen
diverso, asi, se desarrollan técnicas de proyectores |59, 73, 74, 75, 76|, se extiende
la teoria a ecuaciones cuasilineales [49, 50, 51, 53, 87| e incluso a ecuaciones im-
plicitas con toda generalidad a través de la formulacion més depurada desde un
punto de vista geométrico realizada por Marmo, Mendella y Tulczyjew [84].

Simultdneamente, en el contexto de la Teoria de Sistemas y sus aplicaciones
a la ingenieria, se estaban estudiando desde puntos de vista diversos ecuaciones
diferencial-algebraicas [102, 103|, esto es, ecuaciones diferenciales sometidas a
ligaduras o condiciones algebraicas. El fracaso de los métodos numéricos con-
vencionales en el estudio de las DAEs determin6 que se iniciara un estudio mas
profundo de su estructura y ya en 1984 Rheinboldt propone avanzar en su estudio
geométrico [93]. Luego siguen muchos otros investigadores, Reich [92], etc., y en-
tre los diferentes procedimientos analizados para su estudio destaca la propuesta
desarrollada finalmente por Rabier y Reinbholt en 1994 [91], que consiste en un
procedimiento algoritmico basicamente equivalente a la formulaciéon general de
Marmo, Mendella y Tulczyjew del algoritmo de ligaduras de Dirac.

La posibilidad de usar este enfoque conceptual y el algoritmo de ligaduras
para el estudio de problemas de control 6ptimo singular resultaba muy natural
y asi se menciona por primera vez en la literatura especializada de pasada en el
libro de Jurdjevic [61], pagina 299, aunque es presentado por primera vez por
E. Martinez y C. Lopez-Lacasta [77, 78|. Posteriormente, este algoritmo fue uti-
lizado por Guerra en su tesis doctoral para el estudio de sistemas L(Q singulares
[54]. Resulta en cierto modo chocante que, a pesar de lo natural de las ideas

3 Acronimo del inglés: “Presymplectic Contraint Algorithm?”.



involucradas y de su larga historia, esta aproximacion al problema de control sin-
gular no haya tenido lugar antes. El punto de vista dominante en el estudio de
problemas de control 6ptimo singulares hasta hoy mismo lo constituye la Teoria
de Perturbaciones Singulares (ver por ejemplo: [64, 65, 79] y sus referencias).
Desgraciadamente, para problemas con singularidades no triviales, como las que
veremos mas adelante, la Teorfa de Perturbaciones Singulares no proporciona res-
puestas satisfactorias. Efectivamente, si partimos de un problema singular para
poder tratarlo a través de la Teoria de Perturbaciones Singulares debemos con-
vertirlo en un problema regular e-préximo al problema singular. En algunos casos
simples tal regularizacion del problema se puede introducir a mano, ya que resul-
ta evidente como hacerlo, pero en problemas complejos tal procedimiento no se
conoce todavia. En el caso de lagrangianos singulares una respuesta a este pro-
blema bajo ciertas condiciones fue dada en [57|. Por otro lado, si partimos de un
problema que se encuentra muy préximo a ser singular y decidimos tratarlo como
una perturbacion singular, tendremos que decidir cual es el problema singular
al que se encuentra préoximo y una vez establecido éste, para poder determinar
la dinamica lenta, deberemos estudiar la consistencia de la dindmica reducida,
esto es, deberemos aplicar el algoritmo de ligaduras de una u otra forma. En
este sentido la teoria del algoritmo de ligaduras que describiremos aqui se puede
considerar también como un ingrediente necesario en una futura Teoria de Per-
turbaciones Singulares Global que extendiese el trabajo de N. Fenichel [41] y que
ya fue iniciado por [33].

En este trabajo, por tanto, revisamos el algoritmo de ligaduras desde sus
fundamentos deteniéndonos en las distintas formulaciones que adopta éste para
ecuaciones cuasilineales, presimplécticas y lineales, ya que, dependiendo de las
circunstancias, aprovecharemos la formulacién mas adecuada para su aplicacion
y desarrollo especializado. Asi, por ejemplo, para sistemas L(Q se elabora una
nueva version lineal del algoritmo que estd adaptada a su uso computacional,
proporcionando una familia de algoritmos y programas que resuelven el proble-
ma completamente con unas caracteristicas numeéricas heuristicamente estables.
Desarrollamos también un algoritmo derivado del algoritmo general que esté par-
ticularmente bien adaptado para el tratamiento de sistemas singulares genéricos
y que denominaremos algoritmo subregular. Por otro lado, utilizamos una formu-
lacion apropiada del algoritmo para mostrar la relacion existente entre el indice
de Kronecker de la Teorfa Ordinaria de DAEs y el nimero de pasos que necesita
el algoritmo de ligaduras para estabilizarse. El capitulo 3 de la memoria se dedica
a establecer los resultados e ideas basicas necesarias sobre la Teoria de Ecua-
ciones Implicitas desde un punto de vista geométrico y a desarrollar las distintas
adaptaciones del algoritmo general de ligaduras. Se presenta un algoritmo lineal
de ligaduras apropiado para el estudio de sistemas LQ singulares y se exponen
distintos experimentos numéricos que muestran la estabilidad del algoritmo.

En el capitulo 4 se aborda el estudio de diversos problemas de control 6éptimo
singular para los que no se verifican las condiciones técnicas de aplicabilidad del
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algoritmo de ligaduras general, bien porque los distintos subconjuntos que se ob-
tienen al aplicar el algoritmo tienen a su vez singularidades, como es el caso de
los sistemas genéricos “catastroficos” de los que se analiza con detalle el frunce, o
bien porque la dinamica no es singular per se, sino que se debe considerar como
tal al implementar una cierta estrategia optimal. Este es el caso de los proble-
mas de frenado 6ptimo para los que ademas puede darse que los subconjuntos
obtenidos no sean de nuevo variedades diferenciables y aparezcan singularidades.
Describiremos brevemente uno de tales sistemas y mostraremos, ademaés, simu-
laciones numéricas que refrendan la bondad de las ideas utilizadas. Finalmente,
consideramos un tipo de sistemas de control 6ptimo generalizados para los cuales
no es posible aplicar el principio de méximo de Pontryagin. En estos sistemas
la ecuacion de estado es implicita y, por ejemplo, en el caso cuasilineal tiene la
forma:

A(z) - i = B().

El punto de vista de Pontryagin [90] para la solucién de los problemas de con-
trol 6ptimo consiste en sustituir el problema original (1.1)-(1.2) por un problema
equivalente de la forma:

it = fi(zt),u(t)), i=0,1,...,n,

donde la ecuacion para ¢ = 0 esta dada por

Asi, el problema de minimizar S se convierte en determinar las trayectorias inte-
grales de nuestro sistema tales que, en el conjunto de valores alcanzados en tiempo
T en R™!, proyecten sobre el valor minimo en el eje 2°. La existencia de tales
trayectorias se prueba mostrando la convexidad del conjunto de valores alcanza-
dos a tiempo T y relacionandolo con el méaximo de la constante del movimiento
para dicha dinamica Hp = Y ¢ p;f*(x,u). Esta idea ha sido recientemente anali-
zada cuidadosamente desde un punto de vista geométrico por

B. Langerock [69, 70, 71].

Resulta evidente que tal estrategia no puede usarse si queremos obtener un
principio que generalice el principio de méximo de Pontryagin para un problema
de control 6ptimo cuya ecuaciéon de estado es implicita. En este punto, el tni-
co camino practicable es utilizar un teorema tipo multiplicadores de Lagrange
y tratar la ecuacion de estado como una condiciéon del problema en el espacio
de trayectorias e incorporarla al funcional objetivo via los “multiplicadores” ade-
cuados. Esta idea, usada con tan gran perspicacia por Lagrange, Euler y todos
los practicantes de la Mecanica, adolece de una dificultad técnica para hacerla
matematicamente rigurosa. Efectivamente, su extension a espacios funcionales
se hace particularmente delicada (en dimension finita es trivial), ya que requiere
que los espacios, funciones, etc. involucrados verifiquen las adecuadas propiedades



analitico-geométricas; basicamente que las variedades sean de Hilbert y las sub-
variedades a las que restringimos la funcién a minimizar estén definidas como
ceros de funciones C! entre variedades de Hilbert. En el capitulo 2 mostramos
como puede lograrse un resultado semejante al principio de méximo utilizando
una formulacion débil del teorema de los multiplicadores de Lagrange, que no
requiere tantos artificios técnicos, aunque resulta imprescindible la construccion
del espacio de curvas de clase de Sobolev k£ en una variedad riemanniana para
poder utilizar el teorema. Con esta formulacion del teorema de los multiplicadores
probamos que la condicién de extremalidad para curvas de clase de Sobolev H!
es equivalente a las ecuaciones del principio de maximo de Pontryagin para solu-
ciones normales para una clase de puntos criticos que denominaremos ordinarios.
Gracias a esta aproximacion somos capaces de derivar en el capitulo 4 un princi-
pio de maximo, esto es, un conjunto de ecuaciones diferenciales presimplécticas
hamiltonianas a satisfacer por las curvas optimales, para los sistemas de control
6ptimo implicitos, ademas de caracterizar el caso regular y singular y proponer
una extension del algoritmo de ligaduras para los problemas singulares. Anadi-
mos, por complecion, la formulacion completa del teorema de los multiplicadores
de Lagrange que seria necesaria para estudiar estos problemas desde ese punto
de vista.






Capitulo 2

Teoria Geométrica de Control
Optimo y teorema de Pontryagin

En este capitulo establecemos los fundamentos de una Teoria Geométrica de
Control Optimo en forma axiomatica. Posteriormente, establecemos por analogia
con la formulaciéon de Skinner y Rusk de la Mecanica Lagrangiana un nuevo
marco presimpléctico para dicha teoria. Estudiamos la caracterizacion de los ex-
tremos del funcional objetivo sometido a las ligaduras impuestas por la ecuacion
de control y probamos las generalizaciones del teorema de los multiplicadores de
Lagrange adecuados. Mostramos, finalmente, que una clase de extremales repro-
ducen exactamente las condiciones de las curvas optimales normales del principio
de maximo de Pontryagin.

2.1. Axiomas para una Teoria Geométrica de Con-
trol Optimo

2.1.1. El espacio de estados y de controles

El espacio de estados es el objeto geométrico que describe las variables que
caracterizan los distintos estados del sistema.

Axioma 2.1.1 El espacio de estados o de configuracion de un sistema de control
es una variedad diferenciable de dimension finita, con o sin borde, y los controles
constituyen las fibras de un fibrado afin sobre ella.

A la variedad diferenciable de los estados la denotamos como P y sus coor-
denadas locales las denotamos como 2%, i = 1...n, donde n es la dimensién de
P. Al espacio total de estados y controles lo denotamos por C' y sus coordena-
das (z*,u%), a = 1,...,m. Denotaremos como 7: C' —= P la proyecciéon de la
fibracion de C' sobre P.
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No todos los sistemas de control 6ptimo se pueden describir de esta forma.
Otra situacion més general que podriamos tener en cuenta es, por ejemplo, va-
riedades diferenciables a trozos (por ejemplo, en forma de zig-zag). Sin embargo,
para nuestros propositos tiene sentido asumir el axioma 2.1.1, ya que perseguimos
una comprension geométrica, esto es, global, de ciertos problemas en Teoria de
Control Singular. Considerar situaciones mas generales, donde las complicaciones
analiticas fueran mayores, no haria, quizés, sino oscurecer el analisis.

Como generalmente los controles van a ser fuerzas externas aplicadas depen-
diendo del estado, las variables de control las podemos modelar utilizando la idea
geométrica de fibrado; generalmente, este fibrado va a ser un fibrado vectorial o
afin, es decir, la fibra sobre un punto arbitrario va a ser un espacio vectorial o
afin. Por lo tanto, tendremos un fibrado con espacio total que denotamos como C
sobre el espacio base P y una aplicaciéon de proyeccion m: ' —— P. Las variables
de control, es decir, las coordenadas locales a lo largo de las fibras 771 () de 7, las
denotamos como u®, a = 1,...,m. La fibra C, = 7~ !(x) constituye el conjunto
de controles que actian en el punto x del espacio de estados.

La suposicién que hemos hecho en este trabajo sobre la estructura de fibrado
afin del espacio de estados y controles, permite simplificar el problema y cen-
trar el estudio en sus aspectos geométricos mas importantes. En general, no es
cierto que tengamos un conjunto no acotado de controles sino que, en muchas
situaciones précticas, vamos a tener unos limites para los controles y el conjunto
de controles en cada punto va a estar acotado. Estas condiciones complican el
problema; hay que estudiar extremos no locales, ya que estos también pueden
maximizar el hamiltoniano, tal y como ya indicamos en la introduccién, pero con
la simplificaciéon propuesta centramos el estudio en los puntos del interior.

2.1.2. Ecuacion de estado

La dindmica del sistema es descrita a través de las relaciones fisico/mecénicas
entre las variables que describen el fibrado de control y sus derivadas. Dichas
ecuaciones tipicamente son ecuaciones diferenciables de primer o segundo orden
y dependen de los controles como parametros. La formulacion geométrica de estas
ideas es debida a E. Martinez [83] y se apoya en la nocion de calculo diferencial
a lo largo de aplicaciones, ampliamente desarrollada en el ambito de la Mecénica
[81, 82, 22, 24].

Axioma 2.1.2 La ecuacion dindamica de un sistema de control, también llamada
ecuacion de estado o de control, estd descrita por un campo vectorial en el fibrado
de los estados y controles a lo largo de la proyeccion w, i.e., el campo vectorial es
una aplicacion I': C —— TP tal que 7,0l = m y que en coordenadas tiene la
expresion I' = f'(x,u)0/0x".



2.1. Axiomas para una Teorfa Geométrica de Control Optimo 13

s
C——P

Cuando tratemos de extender la dindmica al espacio total de estados y contro-
les (§ 2.2) veremos que la dinamica del sistema va a estar definida por un campo
vectorial presimpléctico hamiltoniano.

No hemos tenido en cuenta la situacion en que las variables puedan ser estocés-
ticas. Fisicamente es més realista el considerarlas de esta forma, pero introducen
dificultades analiticas considerables cuya geometria no estamos en condiciones de
dilucidar en este momento. Ver también, por ejemplo, a este respecto los trabajos
de Brockett [15].

2.1.3. Funcional Objetivo

El funcional objetivo en un problema de control 6ptimo es la funcién a mini-
mizar y, en general, es un funcional local definido en un cierto espacio de curvas.

Axioma 2.1.3 El funcional objetivo S de un problema de control dptimo estd
definido mediante una densidad lagrangiana L: C —— R, es decir,

T
S:/ L(z,u)dt,
0
y es una funcion diferenciable en un cierto espacio de curvas admisibles en C'.

La funcion lagrangiana puede depender explicitamente del tiempo, L = L(x, u,t),
aunque no vamos a considerar explicitamente ese caso de nuevo para mantener
la sencillez de la exposicion.

El funcional objetivo va a estar definido en un espacio de curvas, subconjunto de

donde ¥ es una subvariedad de P. Dependiendo de cémo sea ¥ tendremos dis-
tintas situaciones interesantes, entre éstas cabe destacar las siguientes:

= Problema de extremos fijos: ¥ = {zr}, aqui ambos extremos vienen fijados.
= Problema de extremo final libre ¥ = P.

El espacio de curvas se escoge en cada problema tanto para adecuarse a las
caracteristicas propias como para garantizar las propiedades de diferenciabilidad
que exigimos en el axioma 2.1.3. Veremos ejemplos de estas elecciones en § 2.4.
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2.2. El marco presimpléctico para la Teoria Geo-
métrica de Control Optimo

2.2.1. Marco geométrico lagrangiano a la Skinner y Rusk

Una vez establecidos los axiomas para una Teoria Geométrica de Control Opti-
mo, vamos a desarrollar una formulacién donde las soluciones al problema adquie-
ran una descripcion geométrica particularmente simple en términos de geometria
presimpléctica. Para ello nos vamos a inspirar en el formalismo a la Skinner y
Rusk de la Mecénica que describimos a continuacion, véanse los trabajos [77],
[96] y [85]. Utilizamos los resultados conocidos de la Mecénica Lagrangiana para
introducir la geometria basica que vamos a utilizar posteriormente.

Consideremos un sistema lagrangiano cuyo espacio de configuracion sea una
variedad diferenciable P. La funcion lagrangiana de este sistema auténomo va a
ser una funciéon C*°, L: TP —— R, donde T'P denota el espacio de velocidades
del sistema, es decir, el espacio de configuraciones y velocidades generalizadas,
con coordenadas locales (z%,v%), a = 1,...,n. Las trayectorias clasicas de este
sistema, dadas por el principio de minima accién de Hamilton, van a ser aquellas
curvas que, dados dos puntos fijos xg, x7 y tiempos 0, T, hacen extremal el
funcional de accion:

que esta definido, por ejemplo, en el espacio de curvas diferenciables a trozos
v: [0, 7] — P, tales que (0) = xg, Y(T) = 27 y ¥(t) = v(t). La solucién, si
existe, viene dada por las ecuaciones de Euler-Lagrange de L. Si L es regular,
es decir, si la matriz W, = 0*L/0v*0v® es invertible, entonces las ecuaciones de

Euler-Lagrange:
d (0L OL
— = — =1,... 2.1

dt (01}“) dge’ ¢ T o™ 2.1)

definen un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, ya que podemos
invertir la matriz W y obtener:

dx® dv®
= = F* =1,... 2.2
dt v ) dt (xﬁv)7 a ) 7n7 ( )
donde 5 52
L L
a _ ab c . ab __ ga
F(.T,U)—W <@—’U W)7 %74 Wbc—(sc.

La dinamica asociada al lagrangiano L viene definida, asi, por el campo vectorial
I en TP que en coordenadas locales x%, v* resulta ser:

a a a a
F=v %—FF (x,v)%.
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Tratemos este problema como un problema de control 6ptimo. La primera
ecuacion del sistema (2.2), £ = 0%, va a jugar el papel de una ecuacion de
control o de estado en el espacio de estados P, donde los controles van a ser
las velocidades generalizadas v*. Como ademas se tiene que cumplir el principio
de minima accién, el funcional de accién va a ser aqui el funcional objetivo a
minimizar. Por lo tanto, encontrar la dinamica asociada a este lagrangiano L es
equivalente a encontrar las trayectorias extremales del problema de control con
el funcional objetivo S, tiempo fijo y extremos fijos xq, x7.

Consideramos el espacio de velocidades y de momentos simultaneamente. El
espacio de momentos o de “coestados” es el fibrado cotangente T*P de P; este
espacio tiene una 2—forma simpléctica canénica wp, que en las coordenadas locales
% pe €s wp = dx® A dp,. Por lo tanto, el espacio total que nos interesa es
la suma de Whitney del espacio tangente y el cotangente, M = TP & T*P,
con coordenadas locales (z% v% p,). Este espacio M tiene varias proyecciones
naturales. m: TP @& T*P —— P es la fibraciéon natural sobre P definida por
7(x,v,p) = z. Las aplicaciones pri: TP @ T*P —= TPy
pro: TP@®T*P —— T*P definidas por pri(x,v,p) = (z,v) y pra(z,v,p) = (z,p),
respectivamente, proyectan TP ®T™* P en el espacio de velocidades y en el espacio
de momentos respectivamente.

La forma simpléctica wp induce mediante el pull-back a lo largo de prs una
forma presimpléctica en M, 2 = prjwp. La representacion matricial de (2 en la
base dz“, dv® y dp, es la siguiente:

0lo| -1
Q) =1]0[0]0
710] 0

La distribucién caracteristica, ker €2, de esta forma presimpléctica €2, es decir, el
conjunto de vectores Z tal que i1z€) = 0, esta formada por los campos vectoriales
“verticales”! 9/dv".

En M hay una funcién bien definida, el hamiltoniano,

H(Q?,U,p) = <p> U) - L(QE,’U),

definido de la misma forma que el hamiltoniano de Pontryagin en la presentacion
estandar de la Teorfa de Control Optimo. Notese que el hamiltoniano H esté
definido incluso si L no es regular y la transformada de Legendre no es un difeo-
morfismo local.

Tenemos, por tanto, un sistema hamiltoniano presimpléctico, es decir, una

variedad presimpléctica (M, Q) con una funcién hamiltoniana H en M. Queremos
resolver la ecuacion

ixQ =dH (2.3)

Los vectores de la distribucién caracteristica de € son verticales en el sentido de que estan
en el nucleo de (prz)., es decir, que son tangentes a las fibras de la fibracion pro: M —— T*P.
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para obtener los llamados campos vectoriales “dindmicos” determinados por el
sistema y cuyas curvas integrales son las soluciones de la dinamica definida por
H. Esta claro que la ecuacion anterior (2.3) tendra solucion si se cumple que
izdH = 0 para todo Z € ker (). Por lo tanto, debemos restringir el espacio total
M al subespacio M; definido por las siguientes funciones:

OH
sz(zl) :ic’?/c’?v“dH: ove =0, a=1,...,n,
lo que es equivalente a
oL
pa - 62}“’

es decir, M; es el grafo de la transformada de Legendre Fj: TP —— T*P,
FL(q7 U) - (q7 8L/3v)

Restringidos a este subespacio M, la ecuacion (2.3) tendréa soluciones de la

forma 5 5 9L 8
X = ce
U e * v * Ox® Op,’
con el vector C satisfaciendo,
Wabcb - Ba7
donde
0*L 0L , O°L

Wab -

ot ¥ Ba = Ox® v ovbdxe

Por lo tanto, la solucién a la ecuacion dindmica (2.3) sera tnica en M si W es
invertible, es decir, si el lagrangiano L es regular. En cuyo caso recuperamos las
ecuaciones (2.2). Notese finalmente que, en este caso, las ecuaciones del movimien-
to escritas en funcion de x, p y u resultan:

_OH ) 0H n _ OH

- ) a — — ) a :—207 a'zla"'ana
Opa p Ox® e ou®

ia

coincidentes con las condiciones expresadas en el principio del maximo de
Pontryagin (1.3).

Hay que destacar que hay algunas diferencias conceptuales importantes entre
la Teoria de Control Optimo y la Mecéanica Lagrangiana. En ésta, el espacio de
estados es un fibrado tangente TP en todos los casos; en la Teoria de Control,
sin embargo, va a ser una variedad diferenciable P que no tiene por qué ser el
tangente de otra variedad, esto es, la Teoria de Control Optimo es méas general.
Por tanto, el concepto de estado es distinto en ambas teorias.

En la Mecanica Lagrangiana la dinamica viene definida no solo por la ecuacién
(1.1), (# = v), sino por ambas ecuaciones: (1.1)-(1.2), la de control y la ecuacion
del funcional objetivo. Ademas, en la Mecanica Lagrangiana no hay control, ya
que el sistema se mueve siempre con el principio de minima accién (mas precisa-
mente las soluciones han de ser extremales del funcional objetivo) dictado por
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la naturaleza, luego en este sentido no es un problema de control, puesto que
en la Teoria de Control se pretende “controlar” un sistema para que realice lo
que queremos. En el caso general de control 6ptimo, la dindmica viene definida
tnicamente por la ecuacion & = f(z,u). La otra ecuacion (1.2) es independiente,
ya que esta impuesta externamente.

Por tanto, la Mecanica Lagrangiana, aunque formalmente puede ser tratada
como un problema de control, no la podemos considerar realmente como un pro-
blema de control, ya que en éstos lo que se busca es poder controlar el sistema
desde fuera. Aqui el sistema ha de cumplir el principio fisico de minima accién.
Partiendo de un estado inicial el estado final esta completamente determinado
y, por lo tanto, no hay nada que controlar. Estamos utilizando las ecuaciones de
control para resolver el problema de forma distinta a la usual, ya que, tomando
un sistema de control equivalente, es decir, un problema donde f(z,v) = v,y
L, el lagrangiano de la Mecanica, con las mismas ecuaciones y condiciones de
contorno, el resultado obtenido serfa matematicamente el mismo.

2.2.2. El espacio de fases total y sus proyecciones naturales.
La distribuciéon vertical

Tal y como sugiere la anterior discusion sobre la descripciéon geométrica de
la Mecanica Lagrangiana como un problema de control éptimo, el espacio de
fases de control, que denotaremos de nuevo por M, lo construimos como el pull-
back del fibrado C a lo largo de mp, la proyeccion natural del fibrado cotangente
wp: T*P —— P, asi M = n*(T*P), o, equivalentemente como el pull-back del
fibrado cotangente a P, también llamado espacio de coestados TP, a lo largo de
7, M = 75(C'). En ambos casos, el espacio M se puede describir como el conjunto
de puntos (¢, ), £ € C, a € T*P que verifican 7(§) = mp(a). El espacio M no
es mas que la suma de Whitney de la variedad C' y la variedad cotangente de P,
M = C @& T*P. Las coordenadas canonicas en la variedad (2n + m)-dimensional
M las denotamos como (z°, p;, u®). Tenemos, ademas, dos proyecciones naturales
pri: M ——=C, pri(a’, p,u®) = (2',u") y
pro: M ——=T*P, pro(x’, p;,u®) = (2, p;), y la relacion entre todas estas aplica-
ciones se recoge en el siguiente diagrama conmutativo:

M=C®T*P
C \ P
P /
Con respecto a pry, M es un fibrado sobre T*P cuyas fibras son los espacios

de controles mientras que, con respecto a pry, M es un fibrado sobre C' con fibras
los espacios de coestados.
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El espacio M esté equipado de forma natural con una 1-forma canoénica, la
1-forma de Liouville #, que en coordenadas locales (x%, p;, u®) tiene la expresion
0 = p;dx’ y que de manera intrinseca estd definida por:

0(&, ) (U) = (ag, (1o pri).(U)) = (aa, (mp 0 pra)«(U)), YU € Ty M. (2.4)

Donde, en la parte derecha de la ecuacion (2.4), (-, -) denota la dualidad natural
entre TP y T*P. Asociada a esta 1-forma tenemos la 2—forma presimpléctica
canodnica €2 en M,

Q= —db, (2.5)

que en coordenadas locales es:
Q = dz' A dp;.

Esta estructura coincide con la estructura presimpléctica €2 en M inducida me-
diante el pull-back a lo largo de pry de wp, es decir,

Q = priwp. (2.6)

La expresion en coordenadas locales de {2 es exactamente la misma que la de
wp, Q = dx' A dp;, y tiene rango constante igual a 2n. Esta 2-forma cerrada Q
es degenerada. Su distribucion caracteristica ker €2, que denotamos por K, esté
generada por los “campos vectoriales de control”, 9/0u®, a =1,...,m,

K:Lin{a—, azl,...,m}.
ou®

2.2.3. El espacio de coestados y el levantamiento hamilto-
niano

De acuerdo con el axioma 2.1.2, la ecuacion de estado es un campo vectorial
en C' a lo largo de la proyeccion 7w: €' —— P. Podemos extender de manera
natural dicha ecuaciéon a M.

Hay dos maneras equivalentes de definir el levantamiento cotangente de un
campo vectorial X en una variedad diferenciable P, con coordenadas locales x?,
X = f'9/dz", a un campo vectorial hamiltoniano en el espacio cotangente T P,
con coordenadas locales (z°, p;).

Por un lado, podemos definir una funcién hamiltoniana, lineal en las coorde-
nadas p;, del modo siguiente [1]:

Px(ﬂf,p) = pzfl(x) = <an(x)>7
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de tal forma que el campo vectorial hamiltoniano Xp, definido por este hamilto-
niano:

TR ofr o
Xex =1 ori Py op;’
tiene la expresion local:
da’ oP,
dt oxt Piggi (2.8)

siendo esta ultima ecuacion (2.8) denominada habitualmente la ecuacion adjunta
de la primera (2.7).

Por otro lado, podemos considerar el flujo ¢; de X, esto es, do;/dt = X o ¢y,
y extenderlo a T*P como T'yp;: T*P —— T*P, donde Tp,;: TP —— TP es la
aplicacion tangente a ¢;: P —— Py, finalmente, definir
&, .= Ty*,: T*P —— T*P, que nos proporciona un flujo en el espacio cotan-
gente. El flujo @, verifica claramente que:
%@t = Xp, 0P,
y, por tanto, las curvas integrales de Xp, se obtienen a partir de ®,. Esto es, si
(x(t),p(t)) es el punto en T*P solucion de las ecuaciones (2.7)-(2.8) con valores
iniciales (g, po) a tiempo t, entonces (z(t), p(t)) = ®:(zo, po).
Si tenemos ademés un potencial V(z) podemos definir un hamiltoniano del si-
guiente modo:

H(x,p) - Pm(x7p) + V(x) - pzfz(x> + V(l’)

y podemos considerar el campo vectorial asociado a este hamiltoniano,
Xp4v = Xg.

En el caso de control 6ptimo tanto la ecuacion de control, &' = f*(z,u), como
el potencial, V = V(z,u) = —L(x, u), dependen de unos parametros (los controles
u) y podemos definir el hamiltoniano H en M como
H = H(z,p,u) = p; f'(z,u) — L(z,u) que dependerfa a su vez de los controles u.

Si no hubiera dependencia en los controles, tendriamos que el campo vectorial
hamiltoniano Xy correspondiente a la funcién hamiltoniana H seria el levan-
tamiento hamiltoniano del campo vectorial X = f'9/0z'. Si wp es la 2-forma
canodnica en T* P, se tendria

1 XgWp = —dH

y, por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias correspondientes

al hamiltoniano H tendria la forma:

_OH
Opi

_oH . 0f oV
ort Pi oxt  Oxt’

jj'i

:fi(x>u)> i =
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y concluiriamos que la curva v(t) = (z(t),u(t)) es una “trayectoria optimal” si
existe un levantamiento de z(t) al espacio de coestados T*P que satisfaga las
ecuaciones de Hamilton:

_O9H . 0H

jj'i

Sin embargo, la dependencia en los controles complica ligeramente esta pre-
sentacion.

2.2.4. El formalismo presimpléctico. La ecuacién Dinamica

En el espacio de fases total M de un problema de control 6éptimo tenemos,
por tanto, la funcién candnica hamiltoniana H definida como

H(z,p,u) = (O@puw, (@, u) — L(x,u) = pifi(z,u) — L(z,u), (2.9)

donde 6 denota la 1-forma canénica de Liouville en M. Este hamiltoniano coin-
cide con el definido por Pontryagin en la presentacion estandar de la Teoria de
Control Optimo (1.4). La tripleta (M, 2, H) define un sistema hamiltoniano pre-
simpléctico cuya dinamica viene dada por todos los campos vectoriales I'c en M
que satisfacen la ecuacion dinamica:

ir,Q = dH. (2.10)

2.2.5. Condiciones necesarias y suficientes para la existen-
cia de dinAmica. La subvariedad de las ligaduras pri-
marias

Como hemos visto en el apartado anterior {2 es degenerada y tiene ntucleo
distinto de cero; existiran soluciones I'c: a la ecuacion (2.10) si y solo si

iz(dH) =0, VZ € kerQ) = K.
Con la base Z, = {0/0u®} para el ntucleo K, la condicion previa se convierte en:

OH
oue

oW =iy (dH) = Z,(dH) =

0, a=1,...,m,

y, por lo tanto, s6lo habra soluciones a la ecuacion ir {2 = dH en el subconjunto
M, de M definido por:

(2.11)

OH  8fF oL
M, {(x,u,p) € M' oy 50 = Pige T B } :
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. 1 . . . . .
A las funciones gzﬁg ) Jas vamos a denominar ligaduras de primer orden o primarias
de acuerdo con la terminologia usual.

Puede ocurrir que este subconjunto M; no sea una subvariedad diferenciable.
Sin embargo, tenemos que:

Lema 2.2.1 M; es una subvariedad diferenciable <= 0 es un valor reqular
de la aplicacion ®: M —— R™, & = {qbgl)}, a=1,....m <= TP es una
aplicacion sobreyectiva V¢ € ®Y(0), es decir, la matriz

TP — {8@ 0P 8@]

dzr’ dp’ du
tiene rango mdximo V& € M.

Por otro lado, tenemos el conocido resultado sobre los valores criticos (no regu-
lares) de una aplicacion.

Lema 2.2.2 (Lema de Sard) El conjunto de valores criticos de una aplicacion
diferenciable entre dos variedades diferenciables es un conjunto de medida nula.

Gracias al lema de Sard sabemos que si tenemos un valor critico ¢y de una apli-
cacion diferenciable, Ve > 0 Jc¢ tal que |¢ — ¢p| < £ y ¢ es un valor regular de P,
es decir, que tan cerca como queramos del valor critico tenemos un valor regular
de la aplicacion.

Podemos construir la siguiente forma cuadratica a lo largo de la fibracion
vertical de pra|y, definida localmente como

W = Wudu® @ du?, (2.12)

siendo Wy, = 0*H/0udu’. La forma cuadratica W es un objeto intrinseco, es
decir, que no depende de las coordenadas, puesto que es la derivada fibrada o
vertical segunda de una funcién [7].

Con esta forma cuadratica establecemos ya la definicién de regularidad desde
el punto de vista de control 6ptimo.

Definicion 2.2.1 El problema de control dptimo definido por las ecuaciones (1.1)
y (1.2) se dice regular en el punto & = (xg, po, uo) Si la forma cuadrdtica W es
reqular en dicho punto. Diremos que el problema (P,C,T', L) es reqular si W es
reqular en todo punto de la subvariedad My, en otro caso diremos que el problema
es singular en el sentido de control optimo.

Entonces, tenemos que si 0 es un valor critico de ® = W es no invertible y,
por tanto, hay puntos en M; singulares en el sentido de control 6ptimo. Por otro
lado, si los puntos de M; no son singulares en el sentido de control 6ptimo = 0
es un valor regular para ®.
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Entonces, la pregunta es la siguiente: ;Existe un sistema de control 6éptimo
proximo al original de manera que 0 sea un valor regular y no altere la naturaleza
de la singularidad como problema de control 6ptimo? La respuesta es que si. Si
tenemos el problema de control 6ptimo siguiente:

r = f(z,u)
T
S = / L(z,u)dt,
0
el hamiltoniano de Pontryagin es, como hemos definido previamente,

y, por lo tanto, las ligaduras primarias quedan

_OH  9f 0L
“ o Pou ou
La derivada de esta aplicacion es la siguiente:

o%f  PL of f 0L

p@xau © Ozou’ Ou’ p8u2 ou? |

o

T =

Si esta aplicacion no tiene rango maximo en un punto dado, podemos perturbar
el problema de partida de la siguiente forma:

= f(x,u) = f(z,u) +ep(u)Bu, (2.13)

donde B es una matriz de rango maximo de tal forma que rank(df./0u) sea
méximo en un punto dado (y, por tanto, en un entorno de él), ademas, el funcional
objetivo no se modifica y p(u) es una funcion “bump” con dominio en un disco de
radio 1 en torno al punto critico. Es importante senalar que no estamos cambiando
la caracterizacion del problema como problema de control 6ptimo singular, puesto
que la nueva matriz W, cumple que W, = W, Ve, ya que hemos introducido una
perturbacion lineal en los controles. Hemos probado por tanto el siguiente lema:

Lema 2.2.3 Dado un problema de control éptimo (P,C,T', L) tal que

&0 = (o, po, ug) es un punto critico para ® y dado € > 0 existe un problema de
control optimo (P, C,T'., L) tal que & es un punto reqular para . y [|[T-—T'||o < &.
Ademds, la naturaleza de & como punto singular del problema de control dptimo
no cambia.

Por ejemplo, en los problemas LQ las ligaduras primarias son
b =) = —27Q + p" B — u'R, y la matriz T® queda de la forma siguiente:

T = [_Qa BT7_RT]a

por lo tanto, tenemos:
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= Sila matriz T'® no tiene rango méaximo y, por tanto, ninguna de las matrices
@, By R tiene rango maximo, entonces estamos ante un problema singular
para la aplicacion ®. Notese que puede ocurrir que (), B y R no tengan
rango maximo y T'® si. Por ejemplo:

To—[-0, BT’_RT}:{O 0‘1 0‘—1 0]

0 1{0 0] 0 O

y, por tanto, serfa un problema regular.

= Si TP es de rango maximo pero W no, entonces estamos ante un problema
regular con respecto a la aplicacion ®, pero es singular en el sentido de
control 6ptimo.

Podriamos modificar el problema de otra manera para regularizarlo pertur-
bando el lagrangiano como sigue:

1
L. = L(x,u) + iéuTu.

Claramente, cuando ¢ — 0 se tiene que L. — L, pero en este caso estamos
eliminando también la singularidad de control 6éptimo, porque la matriz W, ahora
es regular. Esta es basicamente la propuesta contenida en el analisis a través de
perturbaciones singulares de problemas de control 6ptimo singulares, ver

|64, 65, 66, 79|, pero que presentan importantes dificultades como ya vimos en la
introduccion.

Hemos visto en el apartado anterior la condicién necesaria para la existencia de
dindmica. So6lo va a ocurrir en la subvariedad M;. Vamos a ver ahora cémo tienen
que ser los campos vectoriales I'¢ para que sus curvas integrales permanezcan en
M;. Si el campo vectorial lo escribimos de la manera siguiente:

0 0
r ; c® 2.14
= gy T (2.14)
al imponer que se cumpla la ecuacion dinadmica (2.10), se obtiene que
. . OH . OH OH
z'dp; — pidr' = —dz' + —dp; + du®,
ox’ op; ou®

de donde deducimos que las curvas integrales de I'c verifican las ecuaciones del
principio del méximo de Pontryagin (1.3) como ya senalamos anteriormente:

i = O _ f (2.15)
Opi
. OH 0L afi
b= Toni T o Piori (2.16)
0H afi OL

aua p]% — aua =0. (217)
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Las soluciones de estas ecuaciones las llamaremos curvas optimales criticas. El
campo vectorial I'c queda indeterminado al no aparecer las derivadas de los con-
troles y su expresion es:

(2.18)

0 oL 9f7\ 9 )
FC — flaxz + ( f ) a

or Piga ) ap T qu

Entonces, en M; hay solucion de la ecuacion de la dinamica (2.10), pero no
sabemos si los campos vectoriales I'c son paralelos a esta subvariedad, donde
paralelo significa que cualquier trayectoria que parta de M; va a permanecer
todo el tiempo posterior en la subvariedad M;. Veremos més adelante que esta
condicion es necesaria para la consistencia de las ecuaciones (ver § 3.1.3). Para
que esto se cumpla, tenemos que imponer que el campo deje invariante a la
subvariedad, es decir, que aplicado a las ecuaciones que definen la subvariedad
M se anule:

Te(¢W) =0 en M, (2.19)

por lo tanto, en M; :

0 = Te(ey)) = f

0*H oL af’\ 0*H , O°H
Ozt ou® (893’ bi 893’) Op;Ou® +c ubous

, O*f O*L oL afi\ of
= F (p] dridus 8xi8ua) (% — B ax") oue *

O*f O*L
b . —
o (pZ Jubou® Gubau“) '

Como ya indicamos previamente, diremos que el problema es regular si la siguiente
matriz es invertible en cada punto de M;:

>f 9L OPH  0¢y)
War = (pi dubdue 8ubau“) © Outdub  Oub (220)

Si W es invertible podemos obtener C* como:

o*fi 0*L oL of7\ of
b _ 4 R =
¢ = {f ( 0zt ous axiau“) * <8xi B Gxi) Gua}

= WabBaa

donde W®W,,. = 6. En cuyo caso se tiene soluciéon tinica y va a existir un campo
vectorial dinamico I'¢, Gnico y bien definido en M, cuyas curvas integrales van a
ser trayectorias extremales de S y tangente en todo punto a la subvariedad M;.
Podemos, ademés, despejar los controles de las ecuaciones ¢§}) =0, (2.11), que
nos definen la subvariedad M; en funcion de las variables (z,p) € T*P, y asi
obtenemos un “feedback” optimal:

u® = u(z,p), (2.21)
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con esta definiciéon local de los controles, la introducimos en las ecuaciones del
problema (1.1) y (1.2) y nos queda localmente un sistema en el fibrado cotangente
a P, T*P. Si la matriz Wy, no fuera invertible, podrian ocurrir dos cosas:

= rank(W) constante.
» rank(WW) no constante.

La literatura sobre sistemas presimplécticos trata casi exclusivamente el primer
caso o situaciones donde se suponen condiciones de regularidad que permiten
avanzar en su analisis [86, 87, 45, 46, 47]. En esta memoria realizaremos suposi-
ciones equivalentes, como se explicara en el siguiente capitulo donde se analizaréan
varios algoritmos de ligaduras que permiten determinar eventualmente una sub-
variedad final donde existe soluciéon al problema propuesto. No habra una solucion
optimal cuando el punto inicial o final no pertenezcan a la subvariedad final, pero
en estos casos se pueden buscar soluciones “cuasioptimales”’, que son soluciones
que en la parte de la subvariedad final siguen una trayectoria optimal y fuera de
ésta siguen un camino de bajo coste. Veremos en el capitulo 4, § 4.3, un ejemplo
de esta situacion.

El segundo caso es més dificil de abordar, aunque se puede tratar con la
Teoria General de Singularidades de Aplicaciones. Este problema es realmente el

problema general y veremos algunos ejemplos e ideas para su tratamiento en el
capitulo 4, § 4.1 y § 4.2.

2.2.6. Problemas de control 6ptimo regulares. El sistema
hamiltoniano equivalente (M, ), H;)

Hay una interpretaciéon muy interesante de la nociéon de la regularidad de un
sistema de control 6ptimo basada en la nociéon de singularidades de aplicaciones.
La variedad M proyecta sobre T* P mediante la aplicaciéon de proyeccion
pro: M —— T*P. La subvariedad M, definida mediante las funciones de ligadura
¢>E}>, proyecta sobre T P al restringir la aplicacion de proyeccion prq a ésta. Vamos
a denotar la restriccion de pry a M; como py, es decir, py = pra|a,, v la inmersion
de ésta en M como iy: My —— M, por tanto, p; = pry o i;. La subvariedad M;
hereda, por tanto, una 2-forma cerrada €; = 77€2. Finalmente, si denotamos por
W1 la restriccion de W a M, tenemos:

Lema 2.2.4
ker Ql = kerpl* = TM1 N K = ker Wl.

Demostracion. Demostramos la primera igualdad, ker 2; = ker py,:
Q1 = i1Q = ijpriwp = (pr2 0 i1)"'wp = pjwp luego
Ucker Q) < iy(piwp) =0 <= ip,wp=0 <= p.U=0 <=
<— U € ker py,.
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Demostramos ahora la segunda igualdad. El ntcleo de €2; en un punto £ viene
dado por T:M; N K¢, porque

(&) (v, ) = 12UE (v, ) = Qir(€)) (i1(v), ) = O,

ker p1, = {U € TeMy| p1.(U) =0} = Te My Nker (pro,) = Te My N K.

Finalmente, calculamos esa interseccion

Ue K — U =2 ’

{ UeTM, < d¢i’(U)=0,Va=1,...,m,

ou®’
y, por tanto,
00 *H
dpM(U) = C* o = Cbauaub =0 <= U € ker W;.

Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

~

. El punto & = (x,p,u) € My es reqular.

2. det Wy(&) # 0.

3. TeMy N Ke = 0.

4. p1 es un difeomorfismo local en &.

5. pro es transversal a My en &.

6. 1 es de rango mdximo en &.

7. p1 define un simplectomorfismo local entre (My,$) y (TP, w,) en €.

8. Eziste una solucion inica maximal de la ecuacion ir$) = dHy que pasa por

3

9. Emiste una unica curva optimal critica a través de .
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2.3. Formulaciéon lagrangiana del problema de Con-
trol Optimo regular

Los apartados 6 y 7 del Teorema 2.2.1 nos dicen que al proyectar localmente
My sobre T*P en torno a un punto regular tenemos de nuevo la 2—forma wp y
un hamiltoniano hy = H(x,u(x,p),p) = hi(x, p). Por tanto, tenemos localmente
un sistema hamiltoniano en (7*P,w, hy). Si p; fuera un difeomorfismo global, en
cuyo caso podriamos llamar a tales sistemas de control 6ptimo hiperregulares
en semejanza de nuevo a la Mecanica Lagrangiana, entonces la transformada de
Legendre inversa en T* P definida por H llevaria el sistema hamiltoniano global
antes definido a un sistema lagrangiano equivalente (7" P, wp, hy) — (TP, wj, Z~L)

Veamos ahora la relacion que existe entre la regularidad de la matriz W, la
matriz de segundas derivadas del hamiltoniano respecto de p, 8%hy/0p?, vy la
matriz de segundas derivadas del lagrangiano respecto de &. Primero, calculamos
la matriz de segundas derivadas de h; respecto de p en M;:

ohy of* 0L Out

Ip; = I (pk Ou, aua) ap/
Phy Of ou” N [afj N ( 02 fk B 0?L ) 8_1#’} ou
Op;Op;  Oue Jp, ou® Foubdus  Oubous dp; | Op;

a Put 26]”' ou® oub du®

%a OpiOp;  ~ Ous Op; * “op; Op;

(2.22)

Como se tiene que verificar en M; que

OtV N a0 dub
Opi oub Op; B

0,

tendremos que

ou_ oe) _f
opi  Opi Ou*

Como la matriz W es invertible, podemos despejar du’/dp; de la ecuacioén anterior

8ub ab 8.]0Z
op; - oue’

y obtener la expresion siguiente sustituyendo en (2.22):

Ph __Of wOf

op;Op;  Oue oub
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Matricialmente esta ecuacion quedaria de la forma siguiente:

h___of0r

opTopT —  ou ou’

por lo tanto, observamos que para que 0%*h;/OpTOp’ sea regular es condicién
necesaria que lo sea W.

Ahora vamos a calcular la matriz de segundas derivadas del lagrangiano res-
pecto de . Partimos de las ecuaciones siguientes:
. OH oH
- Op ou®

T

Tenemos que, debido a la relacion de “feedback” optimal:

L= pi(x, x)xZ - hl(x,u(a?,p(a?, x)),p(as,x))

y podemos escribir el lagrangiano en funcion de las coordenadas (x, ). Procede-
mos a derivar respecto de & obteniéndose:

oL Op; Ohy Op;

(o . Oy ol
g Pl ) e g g~ hlE ),
como debia ocurrir. Derivando de nuevo
L _opi
0430xt O’
pero como tenemos que,
., Oh ; of7 0L\ ou®
==t Py o
Op; ou®  Ou® ) Op;

it 0 \dp; ) Opidp; it

y podremos despejar dp;/0i" de esta tltima formula si la matriz 9*hy/ opT” es

invertible .
(9pT . 82h1 a
ot opT opT '
Finalmente, la ecuacién que buscabamos es la siguiente:
L ot [ Pm TN [ofT\ w (9 -
00 o0& \opTopT N ou ou '
Vemos de nuevo como nos aparece la matriz W. Si ésta es singular no podremos
pasar al sistema lagrangiano equivalente, aunque también seré necesario que la
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matriz 0f/Ou sea invertible para poder llegar hasta este punto, lo cual se puede
lograr con una pequena perturbacion del sistema como hicimos en § 2.2.5 en
la ecuacion (2.13). Por tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange para el sistema
lagrangiano equivalente son

. of. Of . _10fT af 0L
B = oti (%W 187) {pT% — a_x} : (2.23)

Dos ejemplos sencillos

Veamos como quedan las matrices anteriores en algunos ejemplos sencillos.
En el primer ejemplo si podemos construir el sistema lagrangiano equivalente. La
ecuaciones son las siguientes:

,ﬁt’l o ]_ 0 u1
i‘2 o 0 1 U2
L = 552(@ + u%),

por tanto, el hamiltoniano es

1
H = piuy + paus — 552@% +u3).

Claramente, es un problema de control 6ptimo regular donde la matriz
W = —&%I,, como df /Ou = I, la matriz
hi 110
opTopT 2| 0 1

es invertible y comprobamos que se verifican los calculos previos. Finalmente,
comprobamos que podemos hallar la matriz

L ,[1 0
o2~ |0 1
que es de nuevo invertible. Si € se anula, entonces estas matrices son singulares y

la ultima matriz no la podemos obtener.

Por tltimo, mostramos un ejemplo donde la matriz W es regular, pero no
podemos pasar de una formulacion a otra porque la matriz 0f /Ou es singular. La

ecuaciones son las siguientes:
0 0 T + 2 u
01 i) 1

T _
T N
L = (27423 +%u),

N| —r—
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el hamiltoniano es
H— 9 _ 1 2 2 2
= paw2 + (2p1 + p2)u 2(331 + x5 + 7u),
la matriz W = —¢? es de nuevo invertible y, por tanto, se obtiene un “feedback”

optimal u = (2p; + p2)/e2, pero no podemos pasar a la formulacion lagrangiana
equivalente porque la matriz

0%hy gw_la_fT 1

4 2
opTopT — Ou ou _?{2 1}

no es invertible y no podemos obtener, por tanto, la matriz 9L /020%.

2.4. El marco analitico de la Teoria Geométrica
de Control Optimo. El principio de maximo
de Pontryagin

2.4.1. El principio de maximo de Pontryagin y el calculo
de variaciones

La formulacion geométrica presentada anteriormente, § 2.2 y § 2.3, fue obteni-
da por mera analogia con la formulaciéon presimpléctica de la Mecénica Lagran-
giana tras realizar los cambios obvios. Sin embargo, la formulaciéon geométrica de
la Mecanica Lagrangiana se deriva directamente de un principio variacional, el
principio de minima acciéon de Hamilton. Podemos hacer algo semejante a partir
de la formulacién del problema de control 6ptimo con extremos fijos xg, z7.

Consideremos en el espacio P el conjunto de curvas C*°, v: [ —— P;

I =[0,T], con extremos fijos o, zr; 7(0) = zo, ¥(T') = 2. Denotemos tal con-
junto como 2, .. (P). Si estamos en un problema de control 6ptimo deberfamos
considerar el espacio total de controles C' que proyecta sobre P. En este espacio
consideramos las curvas C*°, 7: I —— (' tales que

Toy =5 € Quar(P). De nuevo, denotaremos tal espacio de curvas como
Q.2 (C). Dada una curva 7 = (x(t),u(t)) € C, llamaremos una variacion de
~ a una familia de curvas o alrededor de ¥ definidas como

o: (—g,e) x I —=C, o(s,t) €C, o¢cC?
y tal que 0(0,t) =7(t) y 7(c(s,0)) = zo; w(o(s,T)) = .

El vector tangente a lo largo de la curva 7(¢) definido por o es:

0y(t) == %O’(S, t)

s=0
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Notese que si escribimos 07 = (dz, Ju), entonces dz(0) = 0; dx(7T") = 0, mientras
que las variaciones de los controles du en los extremos son libres. Llamaremos
al campo de vectores a lo largo de la curva v, un campo de variaciones de ¥ o
una variacion infinitesimal de 7 (ver X. Gracia, J. Marin—Solano, M. C. Munoz—-
Lecanda [52] para una descripcion méas detallada de estas nociones).

Diremos que un funcional S: Q,, ., (C) — R es diferenciable en 7 si para
toda variacion 0 existe una aplicacion dS5 lineal en 7 tal que para toda variaciéon
o se tiene:

L S(o(s.t)| = ass(67)

dS s=0

y, ademas,

S(o(s,t)) = S(7) = dS5(07) + R(¥,07),
con R(¥,07) = O(67?) en el sentido de que si |65(t)| < e y |dy(t)/dt| < e,
entonces R < Ce2. Como veremos més adelante el funcional objetivo es diferen-
ciable en este sentido y en el sentido un poco mas riguroso del calculo diferencial
en variedades de Hilbert.

Podemos debilitar la condicién de control 6ptimo requiriendo sélo que las
curvas buscadas sean extremales del funcional y no minimos estrictos, esto es,
tales que dSy = 0.

Calculando dS5 para una variacién cualquiera o tenemos:

d T
-4 /0 L(o(s, 1)) dt
Ta TrorL _ . oL
- [ 45 — [ 1) + Zsue .
/0 Ll /0 [ SSbr() + 5o (t)} dt

Si las variaciones dx y du fueran realmente arbitrarias la conclusion seguiria in-
mediatamente del lema bésico del célculo de variaciones.

45:(57) = S(o(s.1)

s=0

Lema 2.4.1 Si la funcion continua f definida en [0, T verifica que

/0 F(t)p(t)dt =0

para toda funcion @, C* en [0,T], entonces f = 0.

Ahora bien, las curvas 7 sobre las que deseamos hallar el minimo de .S verifican
una condiciéon adicional: la ecuacion de estado & = f(x,u). Por tanto, si o(s,t) es
una variacion de la curva y verifica para todo s la ecuacion de estado tendremos:

d
%WOU(S,t) = f(o(s,t), V(s,t) € (—g,e) x L.
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Derivando respecto a s e intercambiando las derivadas por el lema de Schwarz
tendremos: '
aft

—4 t) + =—

at (1) = 6339 7 (1) u?

que es la ecuacion lineal satisfecha por las variaciones (dz°, du®) a lo largo de la
curva . Podremos escribir esta ecuacion de otra manera méas apropiada como

sigue: , ,
(iy' . afl) 5;17j(t) _ %&ﬂ(t) =0. (2.25)

d of

Sut(t), (2.24)

dt 7  OxI ous

Ahora bien, por razones que veremos de inmediato, podemos considerar d/dt
como un operador que actia en las variaciones infinitesimales dz" y escribir

d d d d d d
Bl i = — N Vo I I
dtém (dtéx + 0z dt) o 7 {dtaj’éx }Jr b’ o

y la ecuacion anterior (2.25) resulta:

d oft oft
7 a
ox' 7 +ox 6J+5 5

d )
‘ . 2.2
- o] (2.26)

Podemos interpretar tanto esta ecuacion (2.26) como las anteriores en el siguiente
sentido. Si multiplicamos la ecuacion (2.25) por una funcion p;(t) arbitraria, la
ecuacion sigue siendo cierta

d ;, Of , af
i) (550 = 55 ) ot = o) 32 60" =0

y lo mismo ocurrira en (2.26), donde tendremos

d aft
J
oz dtpl+(5a: O

af d . d |
a i = —(p; 0. 2.2
FPi o+ 0ut oo = {dt%ﬁ Lpz 7 (pi0z) (2.27)

Por tanto, hemos de buscar qué condiciones deben verificar L/0x" y OL/0u®

para que
T
/0 <§;5 —i—%é ) dt=0 (2.28)

siempre que dx’, du® verifiquen la ecuacion variacional (2.25) escrita anterior-
mente.

Obviamente, si se verifica que

oL dp,  9f AL  Of

- s 2.2
oxt  dt P ]633“ ous P ous (2.29)
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para alguna funciéon p, entonces:

Tron oL, Tlldp | OFN . Of .,
/0 (a$l5x +%(5U) dt = /0 KEerjaxl)&E +pjaua5U:| dt =
Td ]
_ /O = (piéa)dt = 0.

Por tanto, las ecuaciones (2.29) constituyen una condicion suficiente para que
la curva 7(t) sea un extremal. Notese que estas ecuaciones junto con la ecuacion
de estado son precisamente las ecuaciones del principio de maximo (1.3).

Sin embargo, el problema surge al tratar de probar si estas condiciones son
necesarias y reproducir, asi, el lema fundamental del célculo de variaciones para
esta situacion y tener una demostracion “directa” del teorema de Pontryagin.
Tal lema no es trivial y su deducciéon y prueba nos va a ocupar en los proximos
parrafos.

El primer paso para conseguir este objetivo consiste en escribir la ecuaciéon
(2.28) de manera méas geométrica. Para ello observamos que podemos escribir
(2.28) como:

T 3L i 3L a aL i aL .
0= /0 <%(5$ + %(51! ) dt = <%751’ >L2 + <%,(5U >L27 (230)

donde (-, )72 denota el producto L? en el espacio de funciones ¢: [0,7] —= R",

T
(o= [ et
0
Por otro lado, la ecuacion (2.25) puede escribirse como
£(6x",6u") = 0,

donde £ es el operador lineal

(dy 9 of
2_(dt6i oxt’ aua)

actuando en el espacio de variaciones (dz’, du®). Si consideramos la ecuacion (2.30)
definida en dicho espacio la podemos escribir también como:

{(a,b), (02", 6u")) = 0,

donde (-,-) denota ahora la suma directa de los productos internos en cada uno
de los factores

{(a,b), (02", 6u”)) == (a,0x") + (b, ou”) .
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En dimensién finita el problema es trivial. Dado un espacio vectorial E con
producto interno (-, -), los vectores a € E tales que (o, v) = 0 siempre que £v = 0,
donde £: E —— F es una aplicacién lineal, son aquellos tales que o € (ker £)=+.
Alternativamente, dichos vectores pueden caracterizarse como sigue:

vEker < (p,Lv) =0, Vp € F,

esto es,
(£tp,v) =0, Vpe F.

Por tanto,
vEker & <= ve (Ran(L€h))" .

Tenemos, asi, que la solucién del problema anterior estd dada por los vectores
a € F tales que
a € (Ran(£%))* = Ran(£"),

esto es, tales que 3 f € F con o = £* f.

Por tanto, nuestro problema para determinar (0L/0x',0L/0u®) es el mismo
con respecto a la variacion (dx%, du®). Si llamamos H al espacio de las variaciones
(0, 6u®) y £: H —= XK al operador

i a\ __ d g S0 af] i afj

£(dz*, du?) = Eéiéx = B dx' — e

queremos hallar a = (9L/dz",0L/0u®) tal que (o, (dx%,du®)) = 0 para todo

(02", 0u”) tal que £(dz", du®) = 0. La solucion formal de acuerdo con el argumento
anterior la constituyen los vectores « tales que existe p € K con

a=L£"(p).

ou®,

Si de momento suponemos que X = L%([0,¢]; R™), un sencillo calculo muestra
que o = £7(p) es equivalente a

OL _dp; ~ Oft 0L _ 9f
oxt  dt Pi oxt’  Ou, — b ou®

y, asi, habriamos probado la necesidad de dichas ecuaciones.

(2.31)

Obviamente, la extension a dimension infinita del sencillo argumento anterior
requiere precisar el marco geométrico y construir cuidadosamente sus ingredi-
entes. Asi, tendremos en primer lugar:

Lema 2.4.2 Sean H, X espacios de Hilbert y sea £: H ——= K un operador
lineal densamente definido. Entonces un vector o € H werifica (o,v) = 0 para
todo v tal que Lv =0 si y solo si

a € (Rangt).
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Demostracion. Como £ estd densamente definido en JH, existe el operador
adjunto £7: —— H que satisface

(p, Lv) = (£Tp,v), Vo € D(L), Vp € D(L™).

Por tanto, (o,v) =0, Vv € ker £ <= « € (ker £)*. Por otro lado,
v € ker £ <= v € (RanLh)t y, por tanto, (,v) = 0, Vv € ker £ <+

a € (ker £)* = (Ran £7)*++ = (Ran £1). 0

Terminamos esta discusion fijando los espacios H y K que aparecen en la dis-
cusion anterior. Recordemos que las variaciones dz y du son vectores tangentes a
C' alo largo de la curva «(t). Por tanto, dx: I —— T'P es una aplicacion tal que
dx(t) € TyyP. Esto es, dx € v*(TP) donde v*(T'P) — I es el pull-back del
fibrado T'P a lo largo de . Ahora bien, como I es contractible, el fibrado
v (T P) — I es trivial. Escogiendo una trivializacion cualquiera podemos iden-
tificar dicho fibrado con el producto cartesiano I xIR"™. Asi, con estas convenciones,
podemos pensar que dx es simplemente una aplicacion dz: I —— R". Anéloga-
mente, para du que se puede pensar como ou: [ —= R™.

Podemos tomar como espacios, por tanto, H = L*([;R" x R™) y
K = L*(I;R"). El operador £ esta definido en el dominio denso
D(L) ={d0z: I — R", du: I — R™| dx es a. c., 6x(0) = éx(T) = 0,6u € L*}.
Notese que el operador £ no es continuo, aunque es cerrado. En este espacio, por
tanto, la condicion para que la curva () sea un extremal 6ptimo es que el vector

(OL/0x,0L/0u) o5 € (Ran £1).
Definicion 2.4.1 Diremos que el extremal optimal v es ordinario si

(55600, 506D € Ran 2,

y andmalo en caso contrario.

Si J(t) es un extremal ordinario, entonces existe p(t) € L%([0,T],R") tal que
(OL/0x(y(t)), OL/ou(v(t))) = £%(p) vy, por lo tanto, se verifican las ecuaciones
(2.31), que constituyen las ecuaciones habituales para los extremales normales
en la teorfa de Pontryagin clasica. Una pregunta que dejamos sin contestar con-
siste en establecer una caracterizacion de los extremales optimales anémalos y su
relacion, si es que existe, con los extremales anormales de la teoria de Pontryagin
clasica.

Notese que para establecer los resultados anteriores no hemos necesitado rea-
lizar ninguna suposicion estricta sobre el espacio de curvas ~(t), sino sobre las
variaciones que podemos considerar. Si queremos interpretar las variaciones como
auténticos vectores tangentes a una variedad de curvas, entonces debemos traba-
jar un poco mas y equipar a un espacio de curvas adecuado con una estructura
de variedad diferenciable de dimension infinita.



36 Teoria Geométrica de Control Optimo y teorema de Pontryagin

Si hacemos esto, los resultados que acabamos de establecer se convierten en
la teoria geométrica que describe la teoria de los multiplicadores de Lagrange.
Dedicaremos los siguientes apartados a discutir estos extremos.

2.4.2. Variedades de Hilbert de curvas en variedades rie-
mannianas

Comenzaremos esta discusion introduciendo las nociones bésicas de la teoria
de espacios de Sobolev y de Hilbert que vamos a necesitar a continuaciéon. Ver S.
L. Sobolev [98].

Definicion 2.4.2 Se define el espacio de curvas de Sobolev LP de clase k en R”
como:

P T T j4 d’y dk P T
IR = 7: [ —=R[ye (LR y 3 =, = € (IR

La notacion dv/dt en la definicion anterior representa la derivada débil de -,
es decir, que Yo € C§°([0, T],R"), se tiene

T T
dy dy
dt = — ) dt
[ Gepa==[ (i)
donde C§°([0,T],R") denota el conjunto de funciones C'* de soporte compacto
contenido en (0,7).

El espacio de Sobolev es un espacio de Banach con la norma || - ||, definida
de la forma siguiente:

i, = Z /

En el caso particular p = 2, tenemos el espacio L2 (I;R") que también se denota
como H*(I;R™), 6 W2*(I,R"), es decir,

dtl

k
HY(I;R") = {7; I —=R'|y€eL*(;R)y 3 Z_Z""’C;TZ € L2([;R’“)}.

Este espacio, H*(I;R"), es un espacio de Hilbert real, con respecto al producto

mterno
dlﬁ
(v, M)k Z dtl dtl (t) ) dt.

En particular los casos £ = 0,1 van a ser los de mayor interés a lo largo de todo
este trabajo. El espacio correspondiente a k = 1 es H(I;R"), que es el espacio
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de funciones absolutamente continuas v: I — R tales que dv/dt € L*(I;R"),
con el producto interno

= [ oo as [ (So. Do) a

Esta aplicacion no sélo es continua sino compacta. Ademaés, los teoremas de em-
bedding de Sobolev muestran que hay un embedding natural continuo
i: HY(I;R") — C°(I;R"). El espacio correspondiente a k = 0 es
HYI;R") = L*(I;R").

Otra forma de definir los espacios de curvas de Sovolev es como la complecion
del espacio C'*°(1;R") con respecto a la norma || - || ,:

O=(LR) M = (R,

Si consideramos ahora el espacio anterior, pero con soporte compacto, C§°(I; R"),
es decir, formado por funciones diferenciables con soporte compacto, para p = 2
tenemos que

HEILRY) = Co (LR 2

que es el espacio de Hilbert de curvas de Sovolev de clase k que se anulan en los
extremos de [ = [0, 7.

Espacios de Sobolev de curvas en variedades riemannianas

Definamos ahora los espacios de Sobolev de curvas en variedades riemannia-
nas. Sea (@), g) una variedad diferenciable riemanniana sin borde. Definimos el
espacio de curvas de Sobolev de clase L} en @ como el espacio de aplicaciones
~v: I —— @ tales que

Yoy e LY(y Hy(I)NU),R") para toda carta diferenciable (U, 1)) en Q,
Yv:UcC@Q—R".

Este espacio se denotaria por L} (I; Q). Estamos interesados en particular en el
espacio de curvas de clase de Sobolev H', es decir:

HY(I;Q) = Li(1; Q),

que ha sido estudiado, por ejemplo, por W. Klingerberg [63]. Si v € H'(I;Q),
entonces existe d(i o y(t))/dt a.e. en [0,T], por lo que podemos definir dvy/dt|,
a.e. en |0,T] como el vector tangente a y(t) en t:

d d(y o
T = priwenn) T2 erpe
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Por lo tanto, dado v € H'(I; @), tenemos la aplicacién siguiente:

Z_Z; I—=TQ ae.en[0,7T],

con la propiedad de que
dry

il Y
TQodtt v(t)

Esta aplicacion dvy/dt pertenece claramente a L*(I;TQ) = H°(I; TQ).

Sea E —— () un fibrado vectorial sobre ), donde () estd dotada de una
métrica, entonces podemos definir un espacio de secciones de Sobolev de E de
clase L} como la complecion de las secciones C™ de E, es decir, si denotamos por:

I'*(E)={0:Q—=E| 100 =idg, 0 € C*}
las secciones C*° de F, tendremos:
ool ke
LY(BE) =T=(E) ",

donde definimos la norma usual como:

k
ol =3 / |90l ",
1=0 Y@

donde d"z = /g dx' A.. .Adx™ es el volumen Riemanniano y V denota la derivada
corriente definida por la conexiéon de Levi-Civita en ). Como estamos interesados
en la clase H', en este caso tenemos

loliz, = /Q loll? e + /Q |vol? d.

Estudiemos ahora los candidatos a fibrado tangente de H'(I; Q). Sea una curva
v € HY(I;Q), como posee derivada clasica a.e. podemos considerar el pull-back
v*(TQ) del fibrado tangente T'Q, es decir,

Y(TQ) ={(t,v) € I x TQ| v € T,»Q}.

Tenemos una aplicacion natural p;: v*(TQ) — I que es C* a.e. En cualquier
caso, la aplicacion p; es absolutamente continua y el fibrado es trivial. Si identi-
ficamos los siguientes espacios v*(T'Q) = I x R", entonces tenemos que
Ly(v(TQ)) = Li(I; R").

En particular, vamos a estar interesados en los espacios de Hilbert H'(v*(T'Q))
y H°(v*(T'Q)) que vamos a denotar en lo que sigue como H. y HY respectiva-
mente. La uniéon de todos los espacios le es el espacio tangente de H'(I;Q).
Vedmoslo: dada una curva v: I —— H'(I;Q), esto es, una familia de funcio-
nes o: (—¢g,e) x I —= @ tal que o(s,t) es diferenciable en s, 0(0,t) = y(t) y
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Vs € (—¢,¢), o(s,+) € HY(I;Q). Fijado t € [0,T],la curva o (-, t): (—¢,&) —= Q
define un vector tangente 9o (0,t)/ds € T,;)@Q y también define una curva H' en
TQ, es decir, do(0,t)/0s € H. y, por lo tanto, H' es el candidato natural como
espacio tangente en +y.

Teorema 2.4.1 Al espacio L} (I; Q) se le puede dotar con la estructura de una
variedad diferenciable de Banach separable paracompacta modelada en LY (I; R™).
Al espacio H'(I; Q) se le puede dotar con la estructura de una variedad diferencia-
ble de Hilbert separable paracompacta modelada en el espacio de Hilbert H'(I; R™)
con espacio tangente en vy dado por H}{. La variedad de Hilbert H'(I; Q) se va a
denotar como P(Q) o simplemente como P.

El atlas diferenciable de P viene dado por la siguiente familia de cartas. Co-
mo C(I;Q) — H'Y(I;Q) — C°(I;Q) y como C*(I;Q) es denso en C°(I;Q),
entonces C°(I; Q) va a ser denso en H'(I; Q). Con esto se definen cartas como
entornos de curvas en C([; Q).

Sea v € C*([;Q) y € > 0, definimos (O, ., ®,.) de la forma siguiente: sea
H}{ = H'(v*(TQ)) y el entorno tubular de la seccién cero, es decir,

VE(TQ) = {v(t) € T,»@Q| ||v(t)|| < e}. Entonces

0y.c = {v(t) = (exp™) ()] [X@)]| <& vt € [0,T]},

es decir,
0,0 = expf 02(TQ)
®,. : O,.—=H'(LR")
v(t) — X(?)

donde v(t) = exp™ ().

2.4.3. Teorema de los multiplicadores de Lagrange

Sea M una variedad de Hilbert modelada en un espacio de Hilbert H y sea
S: M —— R una funcion C! cuya diferencial es dS, es decir:

dS: M —=T*M, dS(z)eT:M

yvwWwel,.M
d
4S()(V) = 5Cu@)|
t=0
donde dvyi(x)/dt|;=o =V y 70 = .
El espacio tangente T, M = H esta dotado con un producto interno (-, ), v,
por lo tanto, debido al teorema de Riesz (H = H'), tenemos que 3 V.S(z) tal que

(VS(x), V), = dS(z)(V) YV € T, M.
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El vector VS(z) = V.S se denomina el gradiente de S en z.

Una subvariedad de M es una variedad de Hilbert N y una inmersion
i: N —— M tal que la aplicacion Tyi: T, N — Tj,) M es una aplicacion lineal
inyectiva y continua. Por tanto, i(7,N) es un subespacio cerrado de T, M. Iden-
tificamos i(x) = x, y denotaremos como T, N+ al subespacio ortogonal de T, N
dentro de T, M, es decir, al conjunto:

T,.N*t ={VeT,M|(UV),=0 YU € T,N}.

Teorema 2.4.2 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange) Sea S una
funcion C* sobre M y N — M wuna subvariedad de M. Sea Sy la restriccion de
S a N. Entonces x € N es un punto critico de Sy <= VS(z) € T,N* .

Demostracion. x es un punto critico de Sy <= dSy(z) =0 <~
dSn(z)(U)=0 VU € T,N <= (VS(z),U)=0 VU € T,N <—
VS(z) € T,N*. O

Algunas subvariedades importantes

Veamos algunas subvariedades en P(Q)) que apareceran a lo largo del texto.
Sea ry € (), entonces definimos el conjunto de curvas que tienen como punto
inicial zy de la forma siguiente:

Puo(Q) = {7: I = Q| ¥(0) = w0, v € H(I;Q)}. (2.32)

Se ve que P,, (@) es una subvariedad de P((Q)) cuyo espacio tangente es el siguiente:

T,%:,(Q) = {0v: I = TQ| 70(07(0)) = w0, v € H'(v'(TQ)),
T(0y(t)) = ~(t), 6v(0) = 0}.

Por lo tanto, la inmersion i: P, (Q) C P(Q), que envia a la curva v en ella
misma, es una aplicacion C* cuya derivada es ., : T, P,, — T,P, que no es
otra que la identidad y siendo la codimension de T, P, igual a la dimensién de Q).
De la misma forma, definimos la variedad P, .,.(Q)) como la variedad de curvas
cuyos extremos son xg y xr respectivamente, es decir:

Proar (@) = {7: I = Q| 1(0) = 2o, ¥(T) =27, v € H'(1;Q)}, (2.33)

cuyo espacio tangente, se construye de manera similar al caso anterior:

T’y?zo,zT (Q) =
={6y: I - TQ| rgody =1, d7(0) =0v(T) =0, 5y € H'(v*(TQ))}.

Se ve, claramente, que P tiene codimension 2n en P(Q).

Zo,TT
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Finalmente, definimos la subvariedad de curvas cerradas o peridédicas como
sigue:

LQ) = {y: I—Q|~v(0)=~T), ye H(I;Q)}
= {7: 5" = Q|ye H'(S:Q)}, (2.34)

cuya codimension es n en P(Q), y como espacio tangente la siguiente variedad:

T,L(Q) = {6y: I - TQ| g 00y =7, 6v(0) =6v(T), &y € H' (v (TQ))}.

La variedad de curvas soluciéon de una ecuacién diferencial

Sea ) una variedad diferenciable y sea I'; € X(Q) un campo vectorial en @
dependiente del tiempo, que en coordenadas locales z* en @ se escribe
Iy = fi(z,t)0/0x, y cuyas curvas integrales satisfacen las ecuaciones diferenciales
dependientes del tiempo:

dx’ , .
= fiz,t), i=1,...,n.
dt
Vamos a considerar ahora la subvariedad de P formada por las curvas que
verifican las ecuaciones anteriores, es decir, consideramos aquellas curvas
v: I —=Q de clase H* tal que

d
T oT((t), ) ae. [0,T].
dt
Nota. Si (Q es compacta, estas curvas existen porque el flujo de I'; es completo.
Si no es compacta para cada zg existe un 7" = T'(xg) y v: [0,7] — @ tal que

v(0) = x¢ y que satisface la ecuaciéon anterior.

Tenemos la siguiente aplicacion A: P —— HO(I; TQ) definida como:

AG) = D1 (0).0). (23)
Recordemos que sobre P(I; Q) hay dos fibrados vectoriales “tangentes”, H'(I; TQ)
y H°(I; TQ). El primero modelado sobre H'(I;R") y el segundo sobre
H°(I;R"™) = L*(I;R"). El espacio H°(I; T'Q) es un fibrado de Hilbert sobre P con
una aplicacion de proyeccion 79: H(I; TQ) — P dada por 1(dv) = 79 o 7.
La aplicacion A es una seccion del fibrado H°(I; TQ), A € T(H°(I;TQ)), porque
(1o(A))y = 1go(dy/dt —T'(y(t),t)) = v(t), por lo tanto, el conjunto de soluciones
de la ecuacion diferencial antes mencionada va a estar formada por la seccion cero
de la aplicacion anterior, esto es, A7*(0), donde O representa la seccién cero de
HO(I; TQ), que es una subvariedad y que se define de la siguiente forma.
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Definicion 2.4.3 La “subvariedad dindmica o de las soluciones de I'” se define
como:

W= A"1(0) = {76?' fl—Z—F(y(t),t) :0}.

Tenemos que ver que es una subvariedad, para ello hay que demostrar que A es
transversa a la seccion cero de 7y, es decir, que A, +7,0 = T,H(I; TQ), o lo que
es lo mismo, que la aplicaciéon tangente a A que denotamos de la siguiente forma:
£ := A, es sobreyectiva, asi, tendremos que W es una subvariedad embebida. Si
la aplicacion es sobreyectiva, ha de cumplirse que

T W = ker £,.

Para ello estudiamos el espacio tangente £, = £,: T,P —— T,y H*(T'Q), donde
hemos denotado como £, a la aplicacién tangente de A en v, por definicién
tenemos que:

(£)57) = ~Alo(s,1)

s=0

s=0

_ % (%U(S,t) _r<o—(s,t),t))
_ % (%a(s,t))

Para un ¢ fijo do (s, t)/dt es una curva U(s) de vectores tangentes cuya derivada
en s define un vector vertical en T ,)T'Q.

De la misma manera OI'(o(s,t),t)/0s|,_y = TTu(d7(t)) y donde
19 o I'(y) = 7 implica que T7g o TT = 0 = es decir II'(v(s,t),t)/0s|s=0 e€s
vertical respecto a T'7g, por lo que tenemos que el rango £,(d7) esté en el espacio
HO(I;V(TTQ)), = HY(I;TQ),.

Lema 2.4.3 Sea 19: H'(I; TQ) —= P el fibrado H°-tangente de P, entonces
THYI;TQ) 2 V(r)®rs HY(I; TQ), donde V (1y) es el subfibrado vertical respecto
a la proyeccion 1y, es decir, V(7y) = ker 79.. Mds aiin, V(7o) = H(I;V(TTQ)) y
se puede identificar V(TTQ) con TQ; por lo que existe una identificacion natural
entre V(1) y H(I;TQ).

0
- 55 ([(o(s.0).1)

s=0 s=0

Utilizando la identificacién anterior, podemos considerar la aplicacién £, como
una aplicacion de T,P a H(I; TQ) y, por tanto, tenemos el siguiente lema.

Lema 2.4.4 La aplicacion £.: TP — T, H(I; TQ) se define como la apli-
cacion
L H(y'TQ) —= H'(Y'TQ) = L*(v'TQ)

d
oy o~ L (0y) = %57 — DT (7(1),t) v

donde DT es la diferencial de T en (y(t),t).
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Lema 2.4.5 El operador £, es un operador eliptico Fredholm cuyo rango es denso
en H'(v*T'Q) y, por lo tanto, su nicleo tiene dimension finita y T, W = ker £.,.

Los resultados previos nos muestran que W es una variedad finita dimensional,
lo que es obvio, debido a que para una condicién inicial dada, hay una tnica curva
~(t) que es solucion de la ecuacion diferencial dada, por lo tanto, el espacio W
tiene la misma dimension que @, es decir, n, y la dimension de ker £, es de nuevo
n porque la solucién de la ecuacion lineal

d
~ 5y =DT
dtcw (v(t),t)dy

es un espacio vectorial n dimensional.

Debemos aplicar ahora el teorema de multiplicadores de Lagrange al problema
que tenemos aqui.

Sea S: P —— R una funciéon C! y consideremos la subvariedad W antes
mencionada, sea Sy = S|w la restriccion de S a W. Queremos caracterizar los
puntos criticos de Syy; debido al teorema de los multiplicadores de Lagrange,
Teorema 2.4.2, sabemos que v es un punto critico si y sélo si

v,S e TW,

como se tiene que T, W = ker £,, entonces debemos calcular (ker £,)* = Ran £7.

Por lo tanto, tenemos que v € W va a ser un punto critico si y sélo si
V,S € Ran (£,)*.
Diremos, como en la secciéon anterior, que v es un extremal ordinario si
V.S € Ran (£,)7,
lo que significa que I\ € H(v*(TQ)) tal que
(V58,0701 = (L5 (N),67)1, Vo € H' (v'(TQ)).
Como se tiene que

(000 = 0o = [ (M0, 587 = D005 )

identificando T'Q) con T™*() mediante la métrica riemanniana ¢ escribimos el re-
sultado previo como sigue.
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Teorema 2.4.3 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange B) Con la
notacion previa, v € W es un punto critico ordinario de
Sw < dpe H'(v(T*Q)) tal que

(5001 [ a0) (59900~ DTOW0.059(0)) e =0, oy € 1 (T Q)

Existe otra formulacién de este teorema més conocida. Sea mg: T"Q) — Q el
fibrado cotangente a (). Entonces el fibrado cotangente a P se construye de forma
similar al fibrado tangente de P y en 7 vendra dado por TP = H'(v*(T*Q)).
También tenemos el fibrado H%-cotangente a P definido en v como H°(y*(T*Q)),
que denotaremos como HY(I;T*Q), dual del fibrado tangente H°. La proyeccion
natural la denotamos como my: H°(I;T*Q) — P. Una curva en H°(I;T*Q) se
va a denotar por el par (y(t),p(t)), donde p(t) € T, @ es un campo covectorial
a lo largo de 7(t). Entonces definimos la funciéon

T d'y
S(v.p) = SO+ | »t) | - —T(@).0) ) dt
0
= S(7) + (., A7)
y, por lo tanto, para cualquier par (67, dp) € Ty, H°(I; T*Q) tenemos que:
(VS, (67,0p)) = (V45,67) + (0p, A(7))o + (P, £5(67))o-

Teorema 2.4.4 Sea (v,p) € H°(I;T*Q) una curva cotangente a P. Entonces
(v,p) es un punto critico de S <= v es un punto critico ordinario de Sy.

Demostracion. Si (v,p) € H(I; T*Q) es un punto critico de S, entonces
(Vrp)S, (67,6p)) = 0 Vo7, 6p = (0p, A(7))o =0 Vop = A(y) =0 =7y € W.
Y, por otra parte, se ha de cumplir que

(V45,07) + (9, £,(67))o =0 Voy = V.S € Ran &7 = T, W+

= 7 es un punto critico de Sy,
La demostracion reciproca es trivial. O

La diferenciabilidad del funcional objetivo

Lema 2.4.6 Sea ) una variedad riemanniana y sea L: Q) — R una funcion
diferenciable en Q. Entonces el funcional S: P(Q) — R, definido como sigue

es diferenciable.
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Demostracion. Es suficiente probar que existen todas las derivadas direccionales
en todas las direcciones y que éstas son continuas.

La derivada direccional de S en v en la direccion de vy viene dada por la
siguiente expresion:

t =

S5 =t SEED =80 T Llo(s.0) = LOW)

s—0 S s—0 [, S

= [ et = [ ne), s

donde de nuevo 6v(t) = 9/0so(s,t)|,_, - Por lo tanto,

|55,(67)] S/O [(dL(v(1)), 0v()) dt < K|[dLI|y2[|07]]12-

Debido al embbeding de Sobolev tenemos que la aplicacion H* < L? es continua
y, por lo tanto, S! estd en H'(y*(TQ)) = H'(v*(TQ)) y la diferencial
dS,(d) = S (d7) existe. O

2.4.4. La variedad de Hilbert de curvas en el espacio de
estados y de controles

Nos situamos ahora en el contexto del problema de control éptimo. Ahora
tenemos un fibrado afin 7: C' —— P y denotamos el conjunto de curvas H' en

C' como P(C).

El fibrado tangente de clase H' lo denotaremos por P o bien por HY(T'C) y
el fibrado tangente de clase H® se denotara por H*(T'C').

La ecuacion de control I' es un campo vectorial a lo largo de la aplicaciéon 7.
Tenemos los siguientes espacios:

Proar(C) ={7: I —=C| 7y(0) =z, 7y(T) =27, v € H'(I;C) }.
T P00 (C) = {6y € H' (u*(TC))| 7e87(t) = 7(t), m07(0) = m.dv(t) =0}

Donde las proyecciones y los espacios vienen representados en los siguientes dia-
gramas:

TP TC-—>TP
. |

TP TC TP
C—W>P CT>P

Definimos la subvariedad dinamica como el conjunto de curvas v que verifican
la ecuacion de control, es decir,

dy

mo— = L(y(t),1) } . (2.36)

W = P
{76 dt
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Al igual que en las secciones previas tenemos que

T W = {57 cT,p

ﬂ*%(W = DI'(y(t), t)(%y} . (2.37)

De nuevo, tenemos que W = A~1(0), donde A: P ——= H°(T'C)) definido como

dw_

A(y) = Tt L(v(t),1).

Notese que con la proyeccion 7m: €' —— P tenemos una aplicaciéon inducida
7: P(C) — P(P), 7(y) = m o~ y podemos tomar el pull-back del fibrado
HY(TP) a P(C), es decir, 7*(H(TP)) — P(C). Por lo tanto, podemos decir
que A es una seccion de fibrado sobre P(C'). Entonces W es el conjunto de nivel
cero de la seccion A. Y se tiene que

T.W = ker £,.
Como hemos visto previamente se tiene que este nucleo es

ker £, = Ran Ej.

Por lo tanto, un punto vy € P(C') sera un punto critico ordinario de
S: P(C) — R restringido a W si y sélo si V.S, € Ran £F, esto es, si
Jp € HY(v*(TP)) tal que

(VS,,07), = (Lip,07), = (9, £,67), - (2.38)

Por lo tanto, v € W es un punto critico ordinario de S|y si y solo si 7 es un
punto critico de S: P(7*T*P) —— R definido como sigue:

S(v,p) = S(v) — (0, A7), -

La demostracion es la siguiente:

(VS (67,6p)) = (V4S,07), — (6p, A(7))o — (p, £,07), =0 =
A(’y) =0y <V’YSa 57>1 - <p> £’y§7>0 = 0.

Véase que el operador £, ya no es eliptico, porque

d
£,(6y) = W*EM — DI'(7(t),t)dy

y el simbolo del operador tiene nticleo. Pero sigue siendo cierto que T,'W = ker £,.



2.4. El marco analitico de la Teoria de Control Optimo 47

2.4.5. Equivalencia del problema de control 6ptimo regular
con la formulacién presimpléctica de la teoria

En esta seccion probamos que las curvas integrales de los campos vectoriales
que satisfacen la ecuacion dinamica (2.10) son las trayectorias extremales del pro-
blema de control 6ptimo definido por las ecuaciones (1.1-1.2). Para esto debemos
hallar los puntos criticos de S restringido a la subvariedad de las soluciones del
campo vectorial, es decir, restringido a W. En la secciéon anterior hemos demostra-
do que los puntos criticos de S|w son los mismos que los de S. Si 7 es un punto
critico de S, entonces

SeCh, dS(y) =0 — g—? =0, V¢ =0dy=(dx,dp,du).

Por lo tanto, tenemos que calcular los puntos que anulan la derivada direccional
del funcional objetivo en la direccion £(t) = dy(t) = (dz(t), op(t), du(t)).

La definicién de derivada direccional en R"™ de una funcién en un punto = y
en la direccion del vector v es la siguiente:

0f _ o fwtsv) = fla)

62} o s—0 S

En una variedad diferenciable la nociéon de x + sv la extendemos por la nocion
de flujo: ¢4(v). Se tiene un campo vectorial V' tal que V(z) = v, es decir, el
campo vectorial en el punto x es el vector v, la direccién en la cual tomamos la
derivada direccional. Asi, en una variedad diferenciable la derivada direccional de
una funcién f en un punto z y en la direcciéon del vector v es:

of . (&) ~ fx)

v s—0 S

Por lo tanto, la derivada direccional del funcional objetivo S en un punto de la
curva () en la direccion del vector £ = 07(¢) es la siguiente:

BO(1) _ | S(6.0(0) ~ S((1)
o€ 50 s ’

donde para todo t, y(t) € M, &£(t) € TywyM, & = £(t), cuyo flujo es ¢,. Si
denotamos por L = L + p;(i* — f*) con las definiciones del hamiltoniano y de la
1-forma siguientes: H = L — p; f* v 6 = p;da?, como

¥ = #'9/0x" + p;0/0p; + u*d/Ou”, nos queda que O(¥) = p;i’, por lo que el
lagrangiano extendido se puede escribir como L = 6, (¥) — H.,, entonces tenemos
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que

aggﬁ(t)) - i G/o [L(#s(7)) — L(v)] dt) =

- / ltm L [L(pu(7)) — L(7)] dt =

s—0 S

- /OT lim % <9¢s(v)(m) — H(s(7)) — 05(%) + H(ﬂ)] df —
N /OT limy % <9¢s(w>(m) - 07(7))] dt —
- /OTEL% % (H(cbs(v)) - H(v))] dt.

Veamos qué son cada una de las partes del integrando. Como H es una funcion
diferenciable se tiene que

Con la definicion de la derivada de Lie, tenemos que

ENE) = @00 = L Bo@e)]| =
= % [9%(7) (m)} By _ ?L% 9¢5(7)(¢5(1)) — 97(7)'

Por lo tanto, la derivada direccional de S queda de la siguiente manera:

PO~ [ i) - ane) -

— | lican )5) + et (3) = an () .

donde hemos utilizado la siguiente relacion de la derivada de Lie de una 1-forma:
(Lel) = iedf, + digh,.

Con la siguiente expresion: icdf(§) = df(§,7) = —dO(¥,€) = (7, &) y denotando
dH(v)(§) = dH, (&) la integral anterior queda de la siguiente forma:

9S(r(1))
¢

= [ e —am i [ e -

= | L —amj©a+ [ did))a
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Por dltimo, utilizando el teorema de Stokes la segunda integral se convierte en
T
| i@ = [ iy = [ i = o), 1)~ o), 00
g gl

Por lo que hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.4.5 Las soluciones extremales del problema de control optimo
(1.1-1.2), que son C™ a trozos, son curvas integrales de los campos vectoriales T'
que satisfacen la ecuacion dindmica:

irQ = dH. (2.39)






Capitulo 3

Teoria Geométrica de Control
Optimo Singular

En este capitulo analizaremos los problemas de control éptimo singulares des-
de el punto de vista de la Teoria de Ecuaciones Diferenciales Implicitas. Analizare-
mos el problema de la existencia de soluciones, esto es, de arcos singulares, uti-
lizando el algoritmo recursivo de ligaduras. Presentaremos este algoritmo desde su
formulacion geométrica mas general, hasta su adaptacion y especializacion para
sistemas LQ singulares. Probaremos el teorema de estabilidad del algoritmo en
el sentido de su finitud para ecuaciones que verifiquen unas condiciones de regu-
laridad fuertes. Presentaremos, ademas, una formulacién hamiltoniana extendida
que resulta crucial para la clasificacién de las ligaduras en primera y segunda
clase. Los algoritmos de ligaduras en el caso lineal se describen ab initio y se pro-
ponen codigos para su implementacion numérica presentando, ademas, evidencia
experimental sobre su estabilidad.

3.1. La geometria de las ecuaciones diferenciales
implicitas

Las ecuaciones diferenciales implicitas, también denominadas ecuaciones dife-
renciales algebraicas o DAESs en la literatura, se pueden describir de forma general
como una ecuacion:

F(t,z, @, ..., ") =0

que involucra a una variable independiente ¢, una variable dependiente z(t) y sus
derivadas hasta orden r. Vamos a trabajar con ecuaciones de primer orden, ya
que cualquier sistema de orden r puede transformarse en uno de primer orden
anadiendo variables. Asi pues, consideramos ecuaciones de la forma

F(t,z,z) =0
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e iremos estudiando casos particulares de éstas hasta llegar al problema concreto
que queremos analizar. Nos limitaremos al caso auténomo donde las ecuaciones
no dependen de la variable de evolucion t. Este tipo de ecuaciones son del tipo:

F(z,%) = 0.

En aquellos casos en los que se puede despejar la derivada de la variable inde-
pendiente la ecuacion se transforma en otra del tipo © = f(z). Entonces se dice
que la ecuacion esta escrita en forma normal y dadas unas condiciones iniciales
la solucion queda determinada de manera tnica.

En esta tesis vamos a tratar las ecuaciones diferenciales singulares, puesto
que son las que aparecen en el contexto del problema de control 6ptimo, sea
éste singular o no. Después analizaremos el caso en el que la dependencia en
las derivadas sea lineal, es decir, cuando la ecuaciéon diferencial sea del tipo que
mostramos a continuacion:

Alx) & = f(x),

estas ecuaciones se llaman cuasilineales o ecuaciones diferenciales singulares linea-
les. Para terminar este analisis de ecuaciones implicitas singulares, encontraremos
los sistemas hamiltonianos presimplécticos, que son aquellos en los que A(x) re-
presenta una 2-forma y la parte derecha de la ecuacion, la diferencial de un
hamiltoniano, f(z) = dH(z). Las curvas solucion de la ecuacion diferencial es-
tan contenidas en una variedad diferenciable M en la que tenemos definido un
hamiltoniano H: M —— R y una 2—forma cerrada €2 aunque posiblemente de-
generada.

Después de este anélisis de las ecuaciones diferenciales implicitas, haremos
la descripcion del problema de control ¢éptimo como un problema de ecuaciones
implicitas cuasilineal presimpléctico. Finalmente, extenderemos la variedad pres-
impléctica M a una variedad simpléctica M gracias al teorema del embedding
coisotropo, debido a M. Gotay, donde estudiaremos el algoritmo de ligaduras,
comparandolo con el algoritmo presimpléctico y las ligaduras que van aparecien-
do, que restringen el problema a la subvariedad final de las ligaduras M., C M
donde el campo vectorial es consistente.

En el sistema implicito de partida descrito previamente como F'(t,xz, %) = 0,
el primer problema que nos aparece es la posible existencia de puntos del espacio
de fases del sistema por el que no puedan pasar soluciones de la ecuacion dife-
rencial. Denotando como M al espacio de fases y como M; C M al subconjunto
resultante de eliminar estos puntos, el siguiente problema es asegurar que no sélo
las condiciones iniciales pertenecezcan a este subconjunto M; C M, sino que tam-
bién lo haga la evolucion de éstas. Con esto se comienza un proceso algoritmico
que conduce a la obtencion de un subconjunto final, donde la ecuacién diferencial
tiene solucion y es consistente. A este subconjunto final M., C M lo llamaremos
subvariedad final de las ligaduras.
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El contexto geométrico natural para estas ideas es aquel en el que el espacio
de estados M sea una variedad diferenciable y la ecuacion diferencial F esté
representada por una subvariedad del espacio R x T'M, es decir, £ C R x T M.
El espacio R x TM es isomorfo al espacio de 1-jets de R en M, por lo que
vamos a introducir brevemente los espacios de jets y a definir geométricamente
las ecuaciones diferenciales implicitas con la ayuda de estos espacios.

3.1.1. Espacios de jets y ecuaciones diferenciales

Introducimos aqui los conceptos basicos de los espacios de jets para describir
las ecuaciones implicitas. Los espacios de r-jets se definen a partir de la siguiente
relacion de equivalencia, véanse V. I. Arnol’d [7] y M. de Leon y P. Rodriguez
[72].

Definiciéon 3.1.1 Sea M una variedad diferenciable con coordenadas locales x*,
t=1,...,m, donde toman sus imdgenes las curvas de clase C",

v: (to—e, to+e) —= M tal que y(to) = xg, conty y xo fijos. Se define la siguiente
relacion de equivalencia, denominada de contacto de orden r, entre las curvas y
y ' en el punto ty, como

/ dk b /
Yo~ Y = %(qbov)(t) :%(qborY)(t) ) k:0,1,2,...,7’.

ry t=to t=to t=to
Definimos ahora el espacio de r-jets.

Definicion 3.1.2 Dadosty y xq, el conjunto de las clases de equivalencia definidas
de la manera anterior forman el conjunto de r-jets en el punto (to, zo). El conjun-

to de todos los r-jets en M se denota como J"(R, M) y es difeomorfa a T"M x R.

El conjunto J" (R, M) tiene una estructura natural de variedad diferenciable con
coordenadas locales {t,z*, ", ... ™}, Su dimension es dim(J" (R, M)) = mr+1,

siendo m la dimension de la variedad M.

Dados r > s, se tienen las proyecciones canoénicas:

T J(RM) — J(R,M), r>s

{t,%, &' .. 2"~ {2l it 2
que verifican 7%, o 7", = 7",. Tenemos la siguiente sucesion de aplicaciones:
7" _ 7r1
JR,M)—5J Y R,M)—- — J(R,M) —=J°(R,M) = M x R.

Ver M. Crampin, W. Sarlet y F. Cantrijn [30] para més detalles sobre la geometria
del espacio de jets y sus usos en la Teoria de Ecuaciones Diferenciales.
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Definiciéon 3.1.3 Una ecuacion diferencial implicita en M se define como una
subvariedad diferenciable E de J" (R, M).

Dado un punto £ = (t,7,4,...,2")) € E existen funciones F?, a =1,...,r,
localmente definidas en un entorno de £ tales que la ecuacion queda descrita en
dicho entorno como:

Fot,z,&,...,.2")=0, a=1,...,r (3.1)

Dada una ecuaciéon E de orden r en M, podemos considerar como nuevo
espacio M el espacio T" ' M y la aplicacién natural

®: J(R, M) —> J'(R, M)

definida por: ®(¢,z, @,...,2M) = (t,uy, uy, . . ., Uy, i1, Uy, . . ., 1) con
U = I, us =&, ... u =Y
ul = Uy, u2:u37"'aur:x(r)7

la aplicacion ® es un embedding natural que nos transforma la ecuacién E en

otra ecuacion F = ®(F) dentro de J'(R, M) y, por tanto, es una ecuaciéon de

primer orden. Obsérvese que la ecuacion E en J'(R, M) esté descrita localmente
por las ecuaciones

Uy = Ug, Uy =Ugy. ., U1 = Up; F(tyug, ... u—1,u,) =0.

Por tanto, a partir de ahora nos concentraremos en el estudio de ecuaciones de
primer orden, E C JY(R, M) = TM x R, y la aplicacién de proyeccién canénica:

mo: JHR, M) —= M xR, 7y(t,x,3) = (z,1).

Particularizando la ecuacion (3.1) observamos que, localmente, en un entorno
de cada punto £ = (t,z,%) € E podremos definir una ecuacion diferencial im-
plicita a través de un conjunto de ecuaciones independientes:

Fi(t,z,2)=0; a=1,...,r, (3.2)

donde r es la codimension de la variedad E en J'(R, M). La condicién de inde-
pendencia significa que

dF' A - ANdF"™ #0

en el punto £ (y, por tanto, en un entorno de él).
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Definicion 3.1.4 Dada una curva v: I —— M, existe una extension candnica
de ésta al espacio J'(R, M) denominada extension 1-jet de vy, denotada por jlv
y definida como j'y(t) = (t,v(t),¥(t)), Vt € I.

Definicion 3.1.5 Dada la ecuacion diferencial implicita

E Cc JY(R,M) 2 TM x R, una solucién de E se define como una curva C?,
v: I CR——= M tal que su extension 1-jet estd contenida en E, es decir,

j'v(I) C E. (3.3)
Diremos también que v es una curva integral de E.

Tenemos el siguiente diagrama que representa estas nociones:

EcCcTMxR

I , M xR

YX%

donde i: I —— R es la inclusiéon canénica.

Si consideramos ecuaciones diferenciales implicitas autonomas, el diagrama es
similar aunque ahora la ecuacién F es simplemente una subvariedad del espacio
tangente a M, T'M, es decir, que podemos encontrar localmente funciones dife-
renciales independientes F'* en un abierto de T'M tal que E esta definido en un
entorno por las expresiones siguientes:

F(z,2)=0; a=1,...,r (3.4)

y el diagrama resultante:

3.1.2. Puntos integrables, regulares, subregulares y singu-
lares de ecuaciones diferenciales

Dada una ecuaciéon diferencial, £ C T'M x R, modelada localmente por las
ecuaciones (3.1), queremos estudiar por qué puntos (¢,z") € R x M va a pasar
una curva 7y solucién de la ecuacion diferencial F| es decir, buscamos qué puntos
pueden ser datos iniciales del problema y cuales no. Este problema se conoce
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en la literatura de DAEs como el problema de la inicializacion. En realidad,
estamos planteando el problema de la existencia de soluciones, primera parte
del problema general sobre la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones
diferenciales. Mas adelante abordaremos el problema de la unicidad. Para ello
vamos a introducir las siguientes definiciones.

Definiciéon 3.1.6 Se dice que un punto & = (t,x,) € E es integrable si eziste
una curva integral v que pasa por el, es decir, que cumple jlvy = &. El conjunto

de puntos integrables de E forman la parte integrable de E, que denotamos como
Einteg'

Nuestro objetivo seré pues, en primer lugar, describir los puntos integrables,
que son los puntos por los cuales pasa al menos una curva soluciéon de la ecuacion
diferencial y, habiendo resuelto el problema de la existencia, en segundo lugar,
caracterizar el conjunto de soluciones que pasan por el.

Definicion 3.1.7 Un punto & € E se dice reqular si la aplicacion de proyeccion
mh de JH R, M) sobre R x M es transversa a E en &, es decir, si la aplicacion
tangente de la restriccion de ) a E es sobreyectiva en &. Analiticamente, si
Tox (E)(TEE) = TryeyM. Denotamos como Ereq al conjunto de puntos requlares de
E.

Proposicion 3.1.1 Sea £ € E un punto reqular, entonces £ es integrable.

Demostracion. Los puntos regulares se caracterizan localmente por una condi-
ciéon de rango maximo de la matriz 9F*/dv’, veamoslo. La ecuacion diferencial
E C TM x R, descrita localmente por la ecuacion (3.2), tiene codimension igual
a Ty su dimension es 2n + 1 — r, siendo n = dim M. Si un punto & = (¢, z,v)
es regular quiere decir que la aplicacion tangente de la restriccion de 7} a E es
sobreyectiva en ¢, esto es, 7, (£)(TeE) = TryM. La aplicacion mg, verifica

L (ON_ O (0N _ o (9)_0.
T\ Bzi ) ~ oz "o \gei ) T T\t ) T ot

y ker m), = {Z e TE| Z = VZ%}

Por otro lado, si Z = X'0/0z' + V0/0v' + T/t es un vector tangente a E,
Z € T¢E, se tiene

OF OF Fe
9 +Vla +Ta =0.

R o’ ot

Ademas, al ser m;,|, una aplicacion lineal se ha de cumplir

dimT¢E = 2n+ 1 —r = dim (Im g,

E) + dim (ker o

5)-
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Si 7g,| es sobreyectiva, dim (Imw(,|,) = n + 1, entonces

dim (ker mg,| ;) = n — r. Tendremos, por tanto, que la dimension del subespa-
cio de soluciones de la ecuacion VOF®*/0v' = 0 es n — r lo que implica que
rank(9F/0v') = r. Debido al teorema de la funcion implicita hay r coordenadas
del vector v que pueden ser despejadas, si denotamos las coordenadas de este

vector como v = (v/,0%), j=1,...,r, k=1,...,n —r, entonces
dx! -
i vt = fit,x,0)
dx? -
i v = At x,0)
dx”

=v" = f"(t,x,0v),
- Fr(t,2.9)
lo que implica que al menos existe una curva v = (¢, z(t)) solucion de la ecuacion
diferencial F cuyo levantamiento pasa por el punto & € E vy, por lo tanto, es
integrable.

En el caso particular de que la codimension de E sea igual a n, se tiene que
cumplir que rank(0F*/dv") = n y, entonces, se pueden despejar todas las coor-
denadas v%, i = 1,...,n. Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales ordinarias en forma normal habra solucién tunica. O

Definicion 3.1.8 Un punto se dice singular si no es reqular. El conjunto de
puntos singulares de la ecuacion diferencial E lo denotamos como C(E).

Por lo tanto, la ecuacion diferencial £ es una subvariedad de TM x R y
esta formada por la unién de los conjuntos E,e, y C(E), formados por los puntos
regulares y por los puntos singulares respectivamente: £ = E,, UC(E). Como los
puntos regulares no son todos los puntos integrables, sino que son un subconjunto,
Erieg C Eipteg, €l problema es estudiar los puntos que no son regulares pero si son
integrables, es decir, C'(E) N Eiyeg ¥ su proyeccion bajo mj. Si denotamos por
Y(E) la proyeccion de C(F) bajo mj, llamaremos a %(F) el locus singular de F
v a X(E) N7y (Fineg) €l locus integrable singular de E.

Para estudiar el conjunto de puntos integrables singulares de la ecuacion F,
introducimos la nocién de puntos subregulares.

Definicion 3.1.9 Dada una ecuacion diferencial implicita E, una subecuacion
es una tripleta (i, E', M") formada por una ecuacion diferencial implicita E' en
M' y una inmersion i: M’ —— M tal que Ti(E') C E. Se define un punto
subregular de E como un punto & € E para el cual existe una subecuacion E’
de E, tal que £ € E' y & es reqular para F', i.e., la aplicacion w) es transversal a
E" en & Vamos a denotar los puntos en E que son subregulares pero no requlares
como Egpreg Y los denominaremos puntos subregulares propios.
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Proposicion 3.1.2 Sea £ € E un punto integrable, entonces & es subregular.

Demostracion. Sea v: (—e,e) — R x M una solucién de E que pasa por &,
entonces el par [(—e,€), { (7(t),%(t))| t € (—¢,€) }] es una subecuacion tal que en
ella & es regular (siempre que 4(0) # 0 ). a

Corolario 3.1.1 El conjunto de puntos integrables estd formado por la union
disjunta de los puntos requlares y los subregulares propios,

Einteg = Ereg U Esubrega
siendo Egpreg C C(E).

A la hora de hallar los puntos integrables, como los puntos regulares se carac-
terizan por una condicién algebraica en el rango de la aplicacion de proyeccion
7y restringida a F, el problema que resta es como caracterizar entre los puntos
singulares para cudles de ellos existe una subecuacion en la que estos puntos sean
regulares. Este problema lo analizaremos en la préoxima secciéon y nos conduce al
conocido algoritmo de ligaduras.

3.1.3. El algoritmo de ligaduras recursivo clasico

Consideremos una ecuacion diferencial E C JY(R, M). Si & = (¢, z,v) fuera un
punto integrable de la ecuacion E querria decir que existiria una curva - solucion
de E que pasara por ¢él, i.e., tendriamos que ¥(0) = & y v(0) = 7} (€) = (¢, ).
Como (y(t),7(t)) € E para t en un entorno del 0, entonces (y(t),t) € n}(F). Por
tanto, (y(t),%(t)) € Tywmy(E) v & tendria que pertenecer a E 'y al mismo tiempo
a Tymmo(E) xR. Este es el primer paso del algoritmo clasico introducido de forma
casi simultanea en [91] y en [84]. Este algoritmo fue generalizado posteriormente
para incluir a los sistemas no holénomos en [58|.

Asi que procederemos como sigue. Si denotamos como R x M, la variedad
total R x M y como Ej la ecuacion original en R x M. Definimos la subecuacion
(R x My, E), k > 1 recursivamente como,

R x Mk = W(l)(Ek_l), Ek = Jl(R, Mk) N Ek—la (35)
por lo que el algoritmo nos proporciona una doble familia de conjuntos

RxMOQQRka

EyD--DE--.

Estas secuencias eventualmente se estabilizaran en el sentido de que E,, = E, .,
para todo r > 0. Denotaremos el espacio resultante como E,, y lo llamaremos



3.1. La geometria de las ecuaciones diferenciales implicitas 59

subecuacion constrefiida final. Este espacio viene dado, entonces, por (),~, Ex ¥
debe ser idénticamente igual a Eiyeq. Para poder aplicar el algoritmo es nece-
sario que podamos definir en cada paso J'(R, M},). Para ello es necesario poder
introducir una relacion de equivalencia entre curvas semejante a la descrita con
anterioridad en la definicién 3.1.1. Si M}, no es una variedad diferenciable se po-
dria, a pesar de todo, introducir una relacién de equivalencia de contacto que en
el caso diferenciable coincide con la utilizada previamente.

Sean 7y, ve: I —— M dos curvas en un espacio métrico (M, g). Diremos
que las curvas 7y, 7. tienen un contacto de orden k en el punto x € M, si
7(0) = 12(0) = = y, ademas,

g(n(t),2(t)) = of[t[").

En particular, si M es una variedad diferenciable con una métrica y g es la
distancia asociada a ella, dos curvas diferenciables de clase C* tienen un contacto
de orden k en un punto en el sentido anterior si y solo si definen el mismo k—jet
7*71(0) = j*12(0).

Evitaremos introducir complicaciones derivadas de la no regularidad en las di-
versas etapas del algoritmo para concentrarnos en su simplicidad geométrica. Asi,
supondremos que todos los objetos que aparecen son suficientemente regulares.
Mas precisamente, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 3.1.10 [33] Diremos que una ecuacion E C J'(R, M) es completa-
mente reducible si los subconjuntos R x M; resultantes al aplicar el algoritmo
anterior (3.5) son subvariedades diferenciables de R x M para todo k > 1.

Esta definicion es muy semejante, aunque ligeramente més general que la
nocion presentada en [91]. Por otro lado, tratamientos mas generales, tanto en la
direccién indicada anteriormente como en un contexto mas algebraico, se estan
desarrollando en [26].

Teorema 3.1.1 Sea E una ecuacion diferencial ordinaria, que a su vez e€s una
subvariedad del espacio de 1-jets J'(R, M) =2 TM x R, entonces construimos de
forma recursiva la familia de ecuaciones (R x My, Ey) de la forma:

R x Mk:ﬂ'(l)(Ek_l), Ek:JI(R,Mk)ﬁEk_l,

suponiendo que J'(R, My) estd definido V' k. Si el algoritmo se estabiliza en un
cterto paso r finito, entonces E, C Fiyteg-

Demostracion. Sea { € E, = E,1. Veamos que { € Liye,. Para ello basta
ver que & es regular para la subecuacion (F,. 1, M,.11) ya que, entonces, por la
Proposicion 3.1.1 existe una soluciéon que pasa por él y, por tanto, seria integrable.

Pero ¢ es regular, ya que M, es justamente la proyeccion de E, = E,.,1 v,
por tanto, su diferencial proyecta suprayectivamente el espacio tangente a FE, en
el espacio tangente a M, . O
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Teorema 3.1.2 [91] Sea E una ecuacion completamente reducible de

JY R, M) = TM x R con dim(E) = m. Entonces para cada componente conexa
no vacia Sypi1 de Ey.q definimos Sy de manera recursiva como la componente
coneza de Ey que contiene a Syy1. Entonces existe un entero minimo r,

0 <r <dim(Sy) < m, tal que Syy1 = Sk para todo k > r. Entonces la ecuacion
resultante, F.,, es o vacia o es una subvariedad cerrada de E 1y es una ecuacion
completamente reducible igual a su reduccion.

Hemos descrito anteriormente el algoritmo de ligaduras en la situacion maéas
general. Los problemas que vamos a analizar en lo que sigue van a ser indepen-
dientes del parametro de evolucion, por tanto, presentamos ahora el algoritmo en
el caso auténomo que es similar, aunque los espacios donde tenemos definidas las
ecuaciones ahora van a ser distintos. La ecuacién E es simplemente una subva-
riedad diferenciable de TM, E C T'M. Denotamos como M la variedad total M
y como Ej la ecuacion original en M. Definimos la subecuacion (My, Ey), k > 1,
recursivamente como

Mk = TM(Ek_l), Ek == TMk N Ek—l, (36)

el algoritmo nos proporciona de nuevo una doble familia de conjuntos

MyD---DM---
y
EyD---DE,---.
Estas secuencias, igual que antes, se estabilizardn eventualmente y F,, = E, .,

para todo r > 0. Denotaremos el espacio resultante como E,, y la llamaremos
subecuacion constrefiida final. Este espacio viene dado, entonces, por (),~, Ex ¥
debe ser idénticamente igual a Ejyes. Presentamos el teorema anterior, Teorema
3.1.1, adaptado a esta situacion.

Teorema 3.1.3 Sea E una ecuacion diferencial ordinaria, que es a su vez una
subvariedad del espacio tangente a otra variedad diferenciable M, E C TM,
entonces construimos de forma recursiva la familia de ecuaciones (My, Ey) de la
forma:

My, = 7o (Eg-1), Ey=TM; N Eg_q,

suponiendo que T My, estd definido ¥ k. St el algoritmo se estabiliza en un cierto
paso 1 finito, entonces E, C Eipteg-

3.1.4. Ecuaciones cuasilineales: Indice de Kronecker y es-
tabilidad del algoritmo de ligaduras

Un caso particularmente interesante de ecuaciones diferenciales implicitas son
las ecuaciones cuasilineales. Ademés, nos interesan porque éstas son las que nos
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aparecen en los problemas de control 6ptimo. Estas ecuaciones tienen la forma
siguiente:
A(z) & = B(x).

Este tipo de ecuaciones podemos describirlas geométricamente con los siguien-
tes objetos: un fibrado vectorial p: F'—— M sobre una variedad diferenciable M
y A: TM —— F un morfismo de fibrados sobre la identidad, es decir, po A = 7.
Esta aplicacion fibrada define una ecuacion diferencial implicita cuasilineal de la
forma siguiente:

Ay =DB(), ve M, y€ T,M (3.7)

donde el término inhomogeneo B viene dado por una secciéon del fibrado
p: FF—— M.

T™M 2~ F

I—M

La ecuacion diferencial E en el sentido anterior esta dada por:
E={(z,2) e TM| A(z)i = B(z)}. (3.8)

Si la aplicaciéon A no es invertible estamos de nuevo ante un problema singular y,
por tanto, no podemos escribir la ecuacion (3.8) en forma normal y los resultados
estandar de existencia y unicidad no son validos.

Asumimos que ker A C TM e Im A C F son subfibrados vectoriales, lo que
es equivalente a decir que A tiene rango constante localmente.

Ahora aplicamos el algoritmo clasico recursivo descrito previamente, donde la
ecuacion Fy y la variedad de partida M, son:

My=M, Ey=E=1{(z,&)eTM| A(x)i = B(z)}, (3.9)

Esta claro que la condiciéon de partida del algoritmo de ligaduras, es decir, la
condicion de compatibilidad de la ecuaciéon que elimina los puntos incompatibles
es que

B(z) € Im A(x). (3.10)

Lema 3.1.1
r €M < ImA(z)> B(x).

Demostracion. Efectivamente, si x € My = = = 74(§), £ = (2,2) € £ =
Ji € T, M tal que x = 7p(z, &), pero (z,&) € E = A(z)i = B(x).
Reciprocamente ocurre lo mismo. O
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Por tanto, M; = 7y (Ep) = {x € My| B(z) € Im A(z)} . Ahora
Ey =TM NEy={(z,2) € TM| A(z)t = B(x)}.
Si denotamos por Ai(z) = Alyyy, () la restriccion de A a TM; tendremos que
E, ={(z,2) € TM,| Ay(z)z = B(x)}. (3.11)
Aplicando el lema anterior 3.1.1 de nuevo, obtenemos:
My ={x € M;| B(z) € Im A;(x)}.

Denotando por Ay la restriccion de A a T My, tras iterar el argumento anterior
tenemos, por tanto, [49, 50]:

My =M, My, ={z¢€M_|Bx)eImA (z)}, k>1 (3.12)

Bajo las condiciones apropiadas de regularidad, como las dadas en el Teorema
3.1.2, este algoritmo nos conduce a una ecuacion diferencial F, consistente defini-
da en una subvariedad M., que llamaremos variedad final de las ligaduras. En
esta subvariedad se verifica que B(x) € Im A, (x) y las soluciones corresponden
a las curvas integrales de la familia de campos vectoriales X, + ker A, donde
X es una solucion particular de la ecuacion A, (X)) = B.

Veamos otra forma de caracterizar el algoritmo de ligaduras para este tipo de
problemas. Si z € M;, B(z) € Im A(x), por tanto Vi € ker A* C F* se tiene que
cumplir (u, B(z)) = 0y, reciprocamente la aplicacion, A*: F* —— T*M denota
la aplicacion dual de A. En general,

donde By, = Bl,, ; A, = Alp), - De nuevo tenemos

My = {w € My| (u, Bp(x)) = 0, ¥y € ker A%}, (3.15)

En el caso particular de los sistemas lineales, la ecuaciéon resultante es:

A-i=B-uz, (3.16)



3.1. La geometria de las ecuaciones diferenciales implicitas 63

donde z, z € R"; A, B € R™". En este caso tenemos que la subvariedad M;
viene definida por
M, ={z eR"| B-xz€ImA},

pero esto es equivalente a decir que para todo z que cumple z? - A = 0, entonces
' B-x =0, porque
0=2"-A-2=2"-B-x

Siz,, a=1,...,m, es una base del ker A" entonces podemos construir la familia
de ligaduras primarias como

oW (z) =21 - Bz

Agrupando los vectores z, podemos construir la matriz O = [z]--|2,] v,
entonces, la familia de ligaduras lineales {¢(") ,}™ | es equivalente a la ecuacién
matricial

CWT.B.z=0. (3.17)

Por lo tanto, la condicion « € M; es equivalente a CWT . B . 2 = 0, donde C'V)
genera el nicleo de A.

Continuando el argumento y definiendo Aj como la restriccion de A a My,
obtenemos que la variedad lineal My, viene definida recursivamente como el
conjunto de puntos x € M, tal que:

CkUT . By =0, (3.18)

donde C**+1 genera el niicleo de la matriz A.

Relaciéon entre el indice de Kronecker y la estabilidad del algoritmo de
ligaduras

Definiciéon 3.1.11 Sea A-& = B-x una ecuacion diferencial implicita constante.
Diremos que el sistema es reqular en el sentido de Kronecker si el haz de matrices
AN — B, A € C, es regular, i.e., si el conjunto de soluciones de la ecuacion
caracteristica p(\) = det(AX — B) = 0 es finito.

Por ejemplo, si A es invertible, entonces el sistema es regular. Si A y B son
proporcionales y A es singular, entonces el sistema no es regular en el sentido de
Kronecker. Tenemos el siguiente teorema estructural para haces regulares, [43].

Teorema 3.1.4 Sea A-1 = B -x una ecuacion diferencial implicita constante
reqular en el sentido de Kronecker; entonces existen dos matrices requlares E y

F tales que
110 W10



64 Teoria Geométrica de Control Optimo Singular

donde la matriz N es una matriz nilpotente de indice v (i.e. NV # 0, N1 =0).
Por tanto, el sistema A -1 = B -x es equivalente a los sistemas desacoplados de
ecuaciones diferenciales implicitas:

ho= Wiy (3.20)
Ny = yo. (3.21)

Demostracion. Es bien sabido que existen las matrices E, F, véase [43], que
satisfacen las propiedades requeridas para un haz regular. Premultiplicando el
sistema por E obtenemos:

FAtr = EBx

y definiendo la nueva variable y como x = F'y, entonces

[t - Latr]s

Yo
anteriores. O

por tltimo, reescribiendo el vector y como y = [ } obtenemos las ecuaciones

Nota. Los resultados se extienden sin dificultad al caso inhomogeneo.

Nota. Un teorema de estructura similar fue demostrado por Campbell para el
caso no constante, A(t)& = B(t)z, en [17].

Probaremos el siguiente resultado relacionado con el indice v del sistema y el
ntmero de pasos, k, del algoritmo de ligaduras.

Teorema 3.1.5 El indice v de una ecuacion diferencial implicita del tipo
Az = Bx reqular en el sentido de Kronecker es el mismo que el nimero de pasos
del algoritmo de ligaduras recursivo menos uno, es decir,

nimero de pasos =k =v + 1. (3.22)

Demostracion. Debido al teorema de estructura, Teorema 3.1.4, s6lo es nece-
sario considerar la parte nilpotente de la ecuacion

Nys = ys.

Al aplicar el algoritmo de ligaduras se obtiene que la subvariedad primaria M;
de ligaduras viene dada por las ligaduras primarias



3.1. La geometria de las ecuaciones diferenciales implicitas 65

(en esta ecuacion B = I) donde C™M) genera el nticleo de N. Mas atn, la ecuacion
previa Nyo = yo implica que y, € M; si y sblo si dz € M tal que y, = Nz, i.e.,
y2 € Im N, por lo que si y2(t) es una curva solucion de la ecuacion, esto quiere
decir que

yo(t) = Nz(t) = o = N2 =y € Im N.

Por lo que tenemos que ys = N1j» = NNz = N2z. Entonces
ys € My <= 1 € Im N2, pero esto ultimo, y» € ImN?, tiene lugar si y sélo si

#2 = @7y, —
donde C'® genera el ntcleo de N2.
My = {y> € My| CPTy, = 0}, Lin{C®} = ker N2.

Si procedemos recursivamente, observamos que ys € My, <= y; € In N¥ <=
p*) = C®WTy, = 0, donde C* genera el niicleo de la matriz N*. Como la matriz
N es nilpotente de indice v tenemos que

kerN;ker]\ﬂ;kerN?’;---;kerN”;kerN”H:Rm,

Por eso, en cada paso la matriz C*) es cada vez mayor y se puede escoger de tal
forma que contenga a la anterior C*~1) como submatriz,

C® =D« .
Véase que en el paso v se tiene que
Yo € Im NY = yo, = N"2,

por lo que el siguiente paso es yo = Nys = NN¥z = 0 y la subvariedad final de las
ligaduras es My, = {y2 = 0}, formada simplemente por las ligaduras yo = 0. O

Nota. Este resultado puede obtenerse directamente (como se hace usualmente)
a partir del sistema original escribiendo la ecuaciéon como;

d
(N£ - I) y2 = by (b # 0, caso inhomogeneo).
Por lo tanto, la solucién es
d -1 00 d k
=(N—=—1) by=> (=D (N—] b
yQ(dt ) 2;() (dt) 2
como la matriz N es nilpotente, de indice v, y constante, entonces:
[e%¢) d k v d k
—1 k+1 N— _ -1 k+1Nk -
S0 () = e (g

y si by = 0 se obtiene el resultado previo, y» = 0. Véanse las referencias: [10], [43]
y [94].



66 Teoria Geométrica de Control Optimo Singular

3.1.5. Ecuaciones cuasilineales presimplécticas

Si el fibrado auxiliar F' es un subfibrado de T* M, entonces la condicién recur-
siva (3.15) se convierte en

Myp1 = {x € My| B(z) € (ker A%(2))°}, (3.23)

donde (+)° denota el aniquilador del subespacio correspondiente.
Particularizando atin mas, si {2 es una forma bilineal en M y definimos
A: TM —T*M como
A(x)t = Qu(x,-), (3.24)

dada H: M —— R una funciéon cualquiera podemos definir la ecuacion cuasili-
neal:

Q. (%) = dH(x).

Si esta 2—forma () es cerrada pero degenerada, es decir, tiene nucleo no nulo,
estamos ante un problema cuasilineal presimpléctico. El algoritmo de ligaduras
en este caso se convierte en el bien conocido algoritmo de ligaduras presimpléctico
o abreviadamente PCA, véase [46].

En este caso, la condicion recursiva (3.23) se convierte en:
Mk = {33 € Mk_1| <B(I), Z> = O, VZ € ker Q(x)‘TMkfl}'

Si la seccion B: M —— T*M viene dada por la diferencial de una funciéon
hamiltoniana H, B = dH, al ser la 2-forma §2 cerrada y degenerada, su ntcleo o
distribucion caracteristica, es integrable, y la condicién de recursion se transforma
en el hecho de que el hamiltoniano H ha de ser constante a lo largo de las
componentes conexas de las hojas de la distribucion generalizada definida por la
distribucion caracteristica ker €). Iterando el argumento, definimos la subvariedad
reducida k + 1 como sigue:

Mk+1 = {x - Mk| Zk(Hk) = 0, VZk € ker Qk}, (325)

donde Q) = Qg e i M —— M, es la inclusién canoénica. De nuevo, bajo
condiciones apropiadas de regularidad, como las dadas en el Teorema 3.1.2, este
algoritmo nos conduce a una ecuacion diferencial E., consistente definida en una
subvariedad M., que llamaremos variedad final de las ligaduras.

Una descripcion de la geometria de esta dinamica y de la aplicacion del algo-
ritmo de ligaduras para sistemas vakonomos se encuentra en [85].
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3.2. Teoria de Control Optimo Singular como una
teoria de ecuaciones implicitas

Ahora vamos a aplicar todo lo estudiado en las secciones anteriores al problema
de control 6ptimo, para ello nos situamos en el contexto adecuado.

3.2.1. Aplicacién del algoritmo recursivo clasico a las ecua-
ciones del principio del maximo de Pontryagin

Gracias a los resultados del capitulo 2 podemos formular la bisqueda de curvas
extremales como un problema presimpléctico, donde dichas curvas son curvas
integrales de los campos vectoriales solucion de la ecuacion (2.10). En efecto,
como vimos en § 2.4.5, el Teorema 2.4.5 nos garantiza que el problema de control
optimo:

T
i = fi(x,u); min/ L(z,u)dt
0

es equivalente para sus curvas optimales ordinarias al sistema presimpléctico ha-
miltoniano (2.39)

irQ = dH,

donde 2 es la 2-forma presimpléctica canénica en el espacio total M del problema
definido en § 2.2.2 y H es el hamiltoniano (2.9) de Pontryagin.

Matricialmente podemos escribir esto anterior de la forma descrita en § 3.1.5,
como un sistema cuasilineal presimpléctico A(z) & = f(x):

0|-I]0 i H,
Il 00 » | = H, |,
0] 0]0 i H,

donde la matriz de este sistema A = (a;;) es antisimétrica y representa la 2-forma
(2 antes mencionada.

Podemos aplicar el algoritmo de ligaduras para sistemas cuasilineales presim-
plécticos discutido en § 3.1.5 (ver, por ejemplo, X. Gracia y J. M. Pons [49] para
més detalles).

De esta manera, la subvariedad de las ligaduras primarias M; queda definida,
como ya hicimos en § 2.2.5, a través de la condicion:

My = {{£eM|Z(H)=0,VZ cker Q} =

= {§€M| gzﬁa:aH:O, azl,...,m}.
ou?
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A continuacién podemos iterar el algoritmo como hicimos en la secciéon 3.1.5
o bien retomar un anélisis mas directo de la condicién de compatibilidad en cada
paso. La razon de ello es que en la aproximacion habitual, la variedad iterada en
el paso k + 1 esta determinada por la anulacién de las funciones ¢®) = Z,(Hy),
donde Zj es una base de ker €y v £, es la restriccion de Q a Mj,. Puede resultar
dificil determinar en cada subvariedad el nucleo de la restriccion a My, ya que
no dispondremos de coordenadas simples como las que teniamos en el primer
paso para construir la base de vectores en ker 2. Por todo ello, resultard mas
practico replantear el algoritmo de ligaduras como condicién de existencia de
alguna dindmica en cada punto tangente a la subvariedad. Es decir, tal y como
explicamos en § 2.2.5, debemos probar si existe para cada punto & € M; algin
campo vectorial ¢, ecuacion (2.18), tal que I'c sea paralelo a M, esto es, se
verifique la ecuacion (2.19):

D(¢M)=0 en My, Ya=1,...,m.

Dado & € M; existe C tal que se verifica (2.19) si y so6lo si el punto es regular,
esto es, si Wy, ecuacion (2.20), es invertible en £. Si el punto £ es singular, W,
no es invertible y, en general, no existe C' tal que la ecuacion (2.19) se satisface
en &. El algoritmo de ligaduras se aplicaria como sigue. Denotariamos por M,
el subconjunto de M; construido de tal forma que para cada uno de sus puntos
existe, al menos, un vector C' tal que F(qbgl))(g) =0, Ya = 1,...,m. Si este
subconjunto es una subvariedad diferenciable de M, podra definirse localmente
por nuevas ligaduras que denotamos genéricamente por ¢. En ocasiones se
denota por ¢ las funciones

o =T (o),

no porque realmente las ligaduras secundarias se obtengan directamente como
r (¢£3)), sino porque del anéalisis de la ecuacion F(¢,(11)) = 0 se obtienen las funcio-
nes ¢?. Veremos esta situacion con todo detalle para sistemas LQ. Asi,

My = {(z,p,u) € My| 6" =0, b=1,....my}.

Si denotamos por ps la restriccion de la proyecciéon pro a My, se cumple,
analogamente, que ker po, = ker Q|y, v que po, seré inyectiva si la matriz que
multiplica a C? es invertible. Si no lo fuera, continuamos y vamos obteniendo asi
un algoritmo de recurrencia y una familia de subvariedades definidas como sigue:

My, = {(x,u,p) € Mj_1| IC t. q. Te(o® V) =0}, k> 1. (3.26)

Si este algoritmo se estabiliza, es decir, existe cierto r finito para el cual ya no
aparecen nuevas ligaduras, M, = M,,; = M,,» = ..., decimos que el sistema
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es noetheriano o que se estabiliza en un nimero finito de pasos, y obtenemos
una subvariedad estable M., = Ni~o My en la cual se puede resolver la ecuacion
dindmica y las curvas integrales correspondientes de los campos vectoriales per-
maneceran en esta subvariedad.

M2 M 2M, 2 M;2D...0 M.

La variedad M, se denomina subvariedad final de las ligaduras. En ella las curvas
integrales de los campos vectoriales solucion de la ecuacion ir€) = dH permanecen
en M., pero pueden ocurrir dos cosas:

= que exista un “feedback” optimal de todos los controles, u® = ¢ (x, p),
a = 1,...,m, en la subvariedad final de las ligaduras. Esto tendréa lugar
cuando en el ultimo paso quede completamente determinado el campo vec-
torial y, por lo tanto, el valor de las constantes C* = u°.

= que no exista un “feedback” optimal de todos los controles. Esto se dara
cuando lleguemos a ligaduras que sean combinacién lineal de las anteriores
y, por lo tanto, se pare el algoritmo sin determinar el valor de todas las
constantes C'*. En este caso habra algunos controles cuya velocidad podra
tomar cualquier valor, por lo que diremos que hay una libertad “gauge” en
la solucién del problema.

La discriminaciéon entre los dos casos anteriores esta asociada a la naturaleza de
primera o segunda clase de las ligaduras que definen M., como veremos mas
adelante.

Tenemos una serie de inclusiones naturales

MOO too o i4 M3 i3 M2 12 Ml i1 M.

La subvariedad M, definida mediante las funciones de ligadura gzﬁgk), proyec-
ta sobre TP al restringir la aplicaciéon de proyeccion pry a ésta. Denotando la
restriccion de pro a M), como py, es decir, p; = pra|a,, ¥ la inclusién canoni-
ca como i;: M —— M;_,. La subvariedad M, hereda una 2-forma cerrada
Qp = 01 = 035 Qp—o = -+ = i35, ---1;€2. Denotando el resto de obje-
tos como Wy = Wy, v Kx = Klra,, podemos establecer un lema similar al
enunciado en el capitulo anterior, Lema 2.2.4, que se prueba de la misma manera.

Lema 3.2.1
ker ), = ker pp = T'My N Kj_1 = ker W,.
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Un ejemplo simple

Veamos un ejemplo sencillo donde aplicamos estas ideas. Consideramos las
ecuaciones de control en R? con variables de estado (z,y),

dx
JR— — u
dt
L,
L = §U —xu + 2y,

donde los controles son en este caso (u,v), el estado inicial (xg,yo) y el final
(z7,yr). El espacio total es M = My = R° con coordenadas (z,y; p., py; U, v).
El hamiltoniano es H = p,u — %212 + zu — xy y el campo vectorial, utilizando
las ecuaciones que se obtienen a partir del principio de méaximo de Pontryagin,

T = sza Y= pr7 Pz =—Hg, y= _pr7 H, =0, H, =0, serfa

r= 3+( - )a + i+ ﬁ+dﬁ
Y TV u@pz xapy “Ou ov

Las ligaduras de primer orden quedan como sigue:

¢u au pr—i_'r? ¢v av v

Estas ligaduras nos definen la subvariedad
My = {(2,y; e, py;u,v) € R v = p, + 2 = 0} y aplicando el algoritmo de
ligaduras recursivo obtenemos

0@ =T(p, +2) =y

y, por tanto, la variedad final de ligaduras es

My = My, = {(2,Y; Pz, Dy; u,v) € R®| v = p, + 2 =y = 0}, puesto que

I'(y) = y = 0. En esta subvariedad M., C M la dindmica viene definida por el
siguiente campo vectorial

Ademés, el valor del funcional es

T T 1 (T4 1
S = / _rudt = —/ vi di = ——/ L)t = —222(T) - 22(0)).
0 0 2/, dt 2
Como u = ¢ puede ser cualquier funciéon podemos escoger, por ejemplo, ¢ = 0,
ya que no va a cambiar el valor del funcional, que s6lo depende de los valores en
los extremos de x. Para este valor de ¢ se tiene que u = uy y z(t) = xg + uot.
Elegimos el valor de uy de forma que se cumpla el valor en el extremo de x,
z(T) = xp = x9 + upT', que queda uy = (zy — x0)/T. Vemos entonces que el
sistema es controlable en la variable x, mientras que en la otra variable de estado
y = 0 es la tnica solucion.
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3.2.2. Teorema del embedding coisétropo y el algoritmo de
ligaduras

Un importante teorema debido a M. Gotay y J. Sniatycki [48] (ver més de-
talles en [55|) establece que toda variedad presimpléctica puede sumergirse como
una variedad coisoétropa en una variedad simpléctica ambiente de manera esen-
cialmente tinica. Veamos el teorema.

Teorema 3.2.1 Sea (M, Q) una variedad presimpléctica, i.e., 0 es una 2-forma
cerrada y su distribucion caracteristica K = ker Q tiene rango constante. En-
tonces existe una variedad simpléctica (M Q) y un embedding 1: M —— M tal
que z’:Q = Q y el embedding es coisdtropo, esto es, TM*a C TM. Ademds, si
(My,20), Jo: M — M,, a = 1,2, son dos embeddings coisétropos minimales,
existen dos abiertos U, conteniendo a j,(M), a = 1,2, y un difeomorfismo

¢: Uy ——= U, tal que ¢*Qy = Qy en U;.

La construccion del embedding cois6tropo minimal es sencilla. La variedad M
se construye como un entorno tubular de la seccién cero del fibrado K* —— M,
dual del fibrado caracteristico de K = ker Q.

Si el entorno es suficientemente pequeno, el fibrado tangente a M puede iden-
tificarse con el fibrado tangente a K* restringido a M:

TM =Ty K*~TM & K*.

Por otro lado, si escogemos un suplementario simpléctico ' a K en T'M tendremos

TM2Fao KoK

y, asi, los vectores tangentes a M podrian identificarse con tripletes (v;a, @),
veF a€ K,a e K*. Entonces definimos €2 a través de la expresion

Q((v;a,a), (w;b, B)) = Q(v, w) + (@, b) — (B, a).

Utilizando el teorema de extension de Weinstein, se prueba que existe esen-
cialmente una tnica 2—forma cerrada que extiende a la 2—forma () asi definida a
un entorno de la seccion cero del fibrado K —— M.

Hemos encontrado antes una formulacion del algoritmo recursivo para ecua-
ciones implicitas adaptado a la estructura presimpléctica de la Teoria de Control
Optimo. Podemos plantearnos ahora si existe una formulacién genuinamente ha-
miltoniana de tal algoritmo, donde todos los objetos se encuentren definidos en un
marco simpléctico natural. Podemos lograr este objetivo utilizando el embedding
coisétropo de Gotay descrito con anterioridad.
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Consideremos el analisis realizado en la seccion (3.1.5) de las ecuaciones cuasi-
lineales presimplécticas; donde A(z)t = Q. (%, ); A: TM —— T*M. Podemos
construir el embedding coisotropo de (M, ), que denotamos por (M , SNI), donde
la ecuacion cuasilineal presimpléctica definida por Q2 y f = dH se extiende de
manera esencialmente tnica a M a través de 2 y H es una extension cualquiera
de H a M.

Entonces, podemos considerar el campo hamiltoniano I'z; definido por la
ecuacion

ir Q= dH,
que tiene soluciéon tnica en todo punto de M al ser Q simpléctica. Ademaés,

consideramos las ligaduras definidas por la subvariedad j(M) C M definidas por
el embedding coisotropo.

Asi, si J\A/[/O =M y Ml = j(M) y aplicamos el algoritmo de ligaduras, definimos
]/\\4/2 = {.T € Ml‘ Fﬁ(ﬂf) € Txﬂl}

o equivalentemente M, es el conjunto de puntos en M, tal que ImQ| _ >dH (x),
T, My
asi, definimos recursivamente

M, ={xeM_i| ImQ| _  >dH(z)}

TeMy_1

dando lugar a una familia encajada de variedades presimplécticas:

—~

M=MyD>M=jM)DM>--DM>---.

Teorema 3.2.2 Dada la ecuacion cuasilineal presimpléctica (M,Q,dH), el al-
goritmo recursivo presimpléctico, definido en la seccion (3.1.5), y el algoritmo
de ligaduras asociado al sistema hamiltoniano (M,(Nl,f[), obtenido a partir del
embedding coisdétropo de (M,Q, H) y la subvariedad j(M), son equivalentes.

Demostracion. Si consideramos la subvariedad j(M) de M y la denominamos
M, e imponemos que I'; sea tangente a ella, observamos que esto se verifica

solamente en los puntos £ € M tales que Z(H) = 0, donde Z € K = ker Q.
En efecto, notemos que I'; serd tangente a M; si I'z(v,) = 0, donde v, son
coordenadas a lo largo de K*, pero H = Hy + X\v, y I'5(ve) = A*0Hy/0u® +

O’ JOuv, y, por tanto, I'5(v,) = 0 en M, siy solo si 0Hy/0u® = 0. O

3.2.3. Aplicacién a la Teoria de Control Optimo: la formu-
lacién hamiltoniana del algoritmo de ligaduras

Ahora vamos a transformar la formulacion presimpléctica de los problemas de
control 6ptimo en una formulacién simpléctica donde podemos utilizar todas las
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herramientas de la Mecanica Hamiltoniana, incluidos los corchetes de Poisson.
Para ello extendemos la variedad presimpléctica M =T*P xp C' a una variedad
simpléctica M gracias al teorema de embedding coisétropo de Gotay, haremos lo
mismo con el hamiltoniano y con todas las ligaduras.

El sistema que resulta lo resumimos en la tabla siguiente:

Presimpléctico Embedding coisotropico
Espacio de fases My=T*P x C M =TC
Estructura
(pre) simpléctica | Qg = dx* A dp; QO = da' Adp; + du® A du,
Hamiltoniano de
Pontryagin H, He=H + C,
Ligaduras ¢ = ¢ (z,p,u) | ¢F) = ® 4+ 37 N kD,
(k>1)

QNS(O) a = Uq

Ahora, el espacio total se obtiene anadiendo el espacio dual de la distribucion
caracteristica K a los grados de libertad de control, i.e.,
M =ZT*P x C x K* =T*C. Notese que el fibrado cotangente T*C' del espacio
total de estados y controles, C, tiene la estructura local en torno a la seccion
cero de C', T*C' = T*P @& K @& K* y, de acuerdo con el teorema del embedding
coisotropo, proporciona el modelo adecuado. Finalmente, en este caso la extension
es global, ya que T*C' es una variedad simpléctica. Las coordenadas duales en K
a los controles las denotamos como v,. Por lo tanto, la extensiéon simpléctica €2
de la forma presimpléctica () la obtenemos con la dualidad simpléctica natural
de su nucleo, el subespacio vertical K, con su dual K*.

La ecuacion dindmica (2.10) también debe ser satisfecha, pero en el nuevo
espacio. Ahora esta ecuaciéon se convierte en

i, Q= d He. (3.27)

Al imponer la ecuacion anterior el campo vectorial I'c queda como sigue:

5 _ OHo 0 0Ho 9 OHo 9 0Ho 9 _
¢ - Op; Ox' oxt Op; ov, Ou®  Ou® dv,
OH & 9H 9 __,0 OH d

op; 01 Ox' Op; * ous  Ou® v,

(3.28)
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Al haber extendido el espacio debemos imponer nuevas ligaduras para que
el problema se mantenga como el original. Estas ligaduras vienen dada por las
propias coordenadas coisdtropas, v, i.e.,

MO = {(x,p,u,v) E M‘ 5(0)61 = _/Ua — 0}7

estas nuevas ligaduras 5(0) a, que llamaremos ligaduras de orden cero, nos restrin-
gen a la variedad M, de partida.

El campo vectorial [ tiene la propiedad de que al actuar sobre las coordena-
das coisotropas v, el resultado es la ligadura primaria que tenfamos previamente,
Lo (ve) = —0H/0u®. Por lo tanto, I'c sera tangente a M siy sélo si 0H/0u® =0
como ya establecimos anteriormente.

Ahora vamos a demostrar que el corchete de Poisson de las nuevas ligaduras
con el nuevo hamiltoniano, esto es, la derivada de ¢*) con respecto al tiempo a
lo largo del campo vectorial, ha de verificar:

r (k)
FC (¢(k) a) M, = Fc(¢(k) a) — {¢(k) s H} + ag#iub a

Cb

donde {¢® ,, H} es una notacién abreviada para la expresion
(0¢®) ,/0x) & + (0 , /Op) p. Para probarlo, primero definimos las ligaduras ex-
tendidas como: B B

5(k) a — fC’(QS(k_D a) + )\b ak ¢(O) b-

Efectivamente, si las calculamos obtenemos:
¢(0) a — Vg,

- —n  OH
925(1) a — FC(¢(O) a) + >\b al QS(O) b —

ou®

+ AP0 5(0) be

Asi, para k = 1 se tiene que
0*H
ouQub

on
oub

To(W o) = {oW ., H} + CP 4+ N o

y, entonces,

To (V2] =Te(@M.,).

Para k general
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y, por tanto, se concluye que

Cold (k)
Fo(3.)] = Te(o® ) = (09, 1) + 22 o0

M, oub

Cualquier forma de extender las ligaduras, que consista en sumar una com-
binacion lineal de las anteriores, va a ser valida, ya que nos va a conducir a la
misma subvariedad final de las ligaduras M., C M; C My C M. Hemos elegi-
do esta extension para el desarrollo tedrico, pero en el algoritmo numérico que
mostraremos mas adelante las extenderemos de la manera més simple posible:
cogeremos las ligaduras de orden cero y el resto seran iguales a las obtenidas
mediante el algoritmo PCA. Haremos esto para simplificar los calculos, pues nos
interesa que el proceso numérico para obtener M, tenga que realizar el menor
nimero posible de operaciones.

Analisis de las ecuaciones de movimiento

Una vez que hemos hallado la subvariedad final de ligaduras, M, el siguiente
paso es analizar el campo vectorial que se obtiene en esta subvariedad. Para
ello iremos clasificaremos las ligaduras en ligaduras de primera clase y ligaduras
de segunda clase de acuerdo con las caracteristicas geométricas de los campos
hamiltonianos que definen.

Sea (M,w) una variedad simpléctica. Consideramos una subvariedad
t: N — M. Si denotamos por wy = *w la restricciéon de w a N, el espacio
tangente a N se podra descomponer como sigue: TN = (TN NTN+) @ F, donde
TN+ ={veTyM| wy(v,u) =0, Yu € TN } es el ortogonal simpléctico de TN
en T'M y F es un subespacio simpléctico. Notemos que
kerwy =TNNTN+ y wn|F es una forma no degenerada.

Definiciéon 3.2.1 [97] Diremos que una funcion ¢ tal que ¢|y = 0 es de primera
clase si Xy € TNNTN*, esto es, el campo hamiltoniano correspondiente a ¢ en
N es tangente a N. En caso contrario diremos que una ligadura es de sequnda
clase.

Es posible probar que si ® es un conjunto de ligaduras independientes, pode-
mos descomponer este conjunto en dos familias ® = {v4,x*} donde v son
ligaduras de primera clase y x® de segunda clase y verifican

(' Py = CEPe'9,
{VA> Xa} - O§a¢(B)a
{Xaij} — Cab

y C® es no degenerada. Més detalles en [97] y en [55].
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Teorema 3.2.3 Si existen ligaduras de primera clase v* definiendo la variedad
final de las ligaduras M, el campo vectorial es de la forma

Too = Tpy + Aul,a. (3.29)

Donde T',a es el campo hamiltoniano correspondiente a la ligadura v*.

Demostracion. La forma mas general del hamiltoniano en M, es
H = Hy+ Aav™ + XX
y el campo vectorial asociado a este hamiltoniano es
I'=Tp, +Aala + Alye + 04T, + T,
por lo tanto, restringido a M, este campo vectorial es de la forma:
F\MOO =Tpg, + Aala + AT

como este campo tiene que dejar invariantes al conjunto de ligaduras, debemos
imponer que
L") =T(x") =0,

lo que implica que, utilizando el hecho de que 'y, ya las deja invariante por
construccion, A, = 0. O

Corolario 3.2.1 Si existen ligaduras de primera clase, la 2—forma Q4 es cerra-
da, pero degenerada y, por lo tanto, va a existir una libertad “gauge”. Ademds, las
direcciones ambiguas estan generadas por los campos hamiltonianos correspondi-
entes a las ligaduras de primera clase.

Entonces, al final del proceso, la subvariedad final de las ligaduras, M., puede
ser:

= una subvariedad simpléctica de M , por lo que tenemos una 2-forma cerrada
y no degenerada €2, y un hamiltoniano H,, es decir, el siguiente sistema
(Moo, Hoo, Q2s) es simpléctico, o bien,

= una subvariedad presimpléctica de M , en cuyo caso habra una libertad
gauge.

Veamos dos ejemplos muy sencillos donde se plasman todas estas ideas y se
resuelve el problema completamente.
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Primer ejemplo: La subvariedad final de las ligaduras es simpléctica

Este ejemplo de control 6ptimo viene definido por las siguientes ecuaciones:

351 = T +u
1:2 = T2+ Ug

1 2 1 2 1 2
L = §x1+§x2+x1u1+x2uz+§ul,

a partir de las cuales construimos el hamiltoniano de la forma usual y con éste el
campo vectorial:

1 1 1
H = pl(xl+ul)+p2(x2+u2)—§I%—§x§—x1ul—x2u2_§u%
o = (2 +U)i+(ﬂs +u)i+(— +a +U)—a +

+ (=p2+ 22+ u) 0 + 0 + 0
— To+ Ug)=— +C1— + co—.
P2 2 2 s 1 oy 2 B
El espacio extendido, anadiendo las variables coisétropas, queda como
M = {(zy,p1, T2, P2, w1, vy, U, v2) € R®}. En estas coordenadas, la matriz que
representa a la 2-forma €2 es

[0 =1 -
1 0

Q) = (3.30)

0 -1
1 0

vemos que () es simpléctica y, ademaés, esté escrita en forma canonica.

Ahora imponemos que el problema sea el mismo que antes de extender el
espacio. Esto lo haciamos creando unas nuevas ligaduras, que son las que anulan
a las variables coisotropas. Estas ligaduras, que nos llevan a My, son las siguientes:

Cb(o)l = U
925(0)2 = U2

Aplicando ahora el algoritmo de ligaduras obtenemos el resto de ligaduras:

1

<

Wy = p—m—w
oWy = py—my
925(2) 2 —X2
¢(3) 2 U2,
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por lo tanto,

My = {(z,p,u,v) € R¥| uy = py — 21,29 = pp = uy = v = v; = 0}, que
es una subvariedad de R® de dimension 2, descrita por las coordenadas x1 y p.
Aunque no son las tnicas que podemos escoger, ya que si tomamos cualquier
combinacion lineal de ellas, linealmente independiente, y le sumamos cualquiera
de las ligaduras, el resultado seria el mismo. Al haber quedado determinadas
todas las variables de control, no tendremos libertad gauge y no van a aparecer
ligaduras de primera clase. Lo comprobamos calculando los corchetes de todas las
ligaduras. Definimos las ligaduras de la siguiente forma, para abreviar la notacion,
= {¢', ¢* ¢, ¢, ¢, 0%} = {9V, 9Oy, ¢V, oWy, ¢y, ¢y} La

matriz {®, @}, ; de los corchetes es la siguiente:

(@, @}, =

oo o~k OO
_— o o O o o
OO OO OO
O = O O OO
SO = O OO
S OO o= O

que es invertible, lo que implica que todas las ligaduras son de segunda clase.
Podemos calcular la matriz de la 2-forma en las coordenadas que definen la
subvariedad final de las ligaduras y de las propias ligaduras,

{z1, p1, &', ¢, 0%, ¢*, @°, ¢#°}, esto es simplemente un cambio de coordenadas
respecto de las coordenadas de partida con las que obtuvimos (3.30). Hacemos
esto para mostrar que la primera caja, denotada por (£2,), corresponde a una
2-forma simpléctica. Al calcular la 2-forma, después de haber hecho la extension
al espacio simpléctico M, siempre vamos a encontrar una 2—forma 2 simpléctica,
pero sOlo sera simpléctica la 2-forma correspondiente a M., cuando todas las
ligaduras sean de segunda clase. Veamoslo:

0 -1 00 =10 0 0
1 0/ 00 —-10 0 0
0 0/ 00 10 0 0 Q) | *
~ 0 0l 00 00 0 —1
@=17 1210 00 0 o~ x *
0 0l 00 00 -1 0
0 0l 00 01 0 0
(0 0] 01 00 0 O]

Se ve que la subvariedad M, es simpléctica, pues la 2—forma definida alli es
cerrada y no degenerada, aunque ahora ya no aparece de manera canoénica. Para
que esté escrita de forma canodnica tenemos que hacer un cambio de variable,
reordenando las coordenadas y sumando a éstas o a las ligaduras una combinacion
lineal del resto de ligaduras de forma adecuada, de manera que no se altere la
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subvariedad M. ; escogiendo las siguientes coordenadas para M.:
X1 = 11—n;
Xy = pp—vl

y las ligaduras en el siguiente orden [z, — py,py — vi; @3, @b ¢, °; 2, #5] para

que queden agrupadas en parejas conjugadas, la matriz de la 2—forma (§2) queda
ahora

0 —1
1 0

0 —1
1 0

Este proceso de escoger de manera adecuada las coordenadas y ligaduras no es
unico. Realmente lo que si queremos es averiguar si existen ligaduras de primera
clase, porque intervienen en la construcciéon de la dinamica final. El hecho de que
la 2-forma esté escrita en forma canoénica o no, no afecta al calculo de soluciones.
En este ejemplo como todas las ligaduras son de segunda clase no intervienen en
el campo vectorial, que queda de la forma:

0 0

' =p1— —p1—.
P1ax1 p1au1

La solucién es, entonces,

7 cte
T T10+p1t
Uy U0 —p1t

y el resto de variables son todas nulas. Como

p1=21+u = T10+prt+uo—pit = x10+u 0, queda determinada la condicion
inicial para la variable de control en funcién del valor de py, uy 9 = p1 — 1. Por
otro lado, el valor de p; también queda determinado porque z1 7 = z19 + p1 7T,
por lo tanto, tenemos que p; = (x1. 7 —10)/T y la solucion queda completamente
determinada a partir de los datos inicial y final de las variables de estado y del
valor de T':

T1,m — 21,0
P = 7T
L1 — X1,0
Ty = T1p0 + 77_, t
S (T+1)x10 @117 — Z1p y
1 = - .

T T
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El lagrangiano toma el siguiente valor a lo largo de las curvas extremales:

1 1
L = §xf+§x§+xlu1+x2u2+§uf:

1 1
= 5(%,0 + pit)* + (x10 + p1t)(ur o — pat) + §(U1,0 —pit)? =

2
= (21,0 + u1p0)” — 221 0p1t,

por lo que el funcional objetivo es:

T T
S = / L(z,u)dt = / [(Il,o +uy0)? — 2x1,0p1t} dt =
0 0

($1,T - $1,0)2

T [3317]“ — .TLQ(l + TQ)]

= (z10+ U1,0)2T - 931,0P1T2 =

Segundo ejemplo: La subvariedad final de las ligaduras es presimpléc-
tica

Ahora mostramos otro ejemplo, similar al anterior, en el cual aparecen liga-
duras de primera clase. Las ecuaciones que gobiernan el sistema ahora son:

1:1 = T+
Ty = I
L = 13324-1%24—33 Uy + 22U +1u2.
2 1 2 2 1 U1 2 U2 9 1
El hamiltoniano y el campo vectorial son de la forma:
1, 1, 1,
H = pi(z1+uy)+pras — 571~ %2 — iU~ Tp Uy — SU]
e = (o1 + ul)i + $2i +(—p1 + 21+ ul)i + (—p2 + 22+ uz)i
0x4 O0xs opy Op2
0 0
+ 018—u1 + 628—u2

y el espacio extendido es igual que en el ejemplo anterior
M = {(x1,p1,x2, pa, us, v1, Uz, v3) € Rg}. En estas coordenadas, la matriz que
representa a la 2—forma es la misma que en el ejemplo anterior:

0 —1
1 0

Q) = (3.31)
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que es de nuevo simpléctica y ademaés esté en forma canénica, por haber escogido
las coordenadas en ese orden. Las ligaduras que nos llevan a M, son de nuevo:

(,15(0)1 = U
¢(0)2 = U

y el resto de ligaduras las obtenemos a aplicando el algoritmo de ligaduras par-
tiendo de estas anteriores

Por lo tanto,

Mo = {(21,22,p1, P2, w1, 2, v1,02) € R¥| ug = py — 21,20 = vp = vy = 0}
es una subvariedad de dimensiéon 4 descrita, por ejemplo, por las coordenadas
1, P1, U2 ¥ P2, ya que no son las tunicas posibles. En este problema apare-
cen unas variables que pueden tomar cualquier valor pero que no afectan a la
dinamica del resto, es decir, tenemos libertad gauge. Calculamos los corchetes de
las ligaduras para estudiar cuales son las ligaduras de primera clase, que tene-
mos que anadir al campo vectorial. La matriz de los corchetes de las ligaduras

= {¢', ¢*,¢% ¢'}:={p01, 9@, oW, ¢W,} es la siguiente:

{@, 2}, =

O = O O
o O OO
o O O
o O OO

Vemos que la segunda ligadura y la ultima son de primera clase y el resto de
segunda clase. Estas dos son las que hay que anadir al campo vectorial. Veamos
en primer lugar que, efectivamente, la subvariedad final de las ligaduras no es
simpléctica, pero que podemos encontrar una subvariedad Mg, simpléctica, que
contiene a la anterior, es decir, M, C Mg. Esta subvariedad Mg esta descrita por
las variables que definen a la subvariedad final y las ligaduras de primera clase:
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0 -1 0 0]l0o o0]1 o0
1 00 0|0 01 o0
0O 00 0/0 —1/0 0
~ 0O 00 O0/1 0/0 o0
(@) = 0 00 —-1]0 0|0 0|
0O 01 0/0 0/0 O
1 10 0/0 0]0 -1
0 00 00 O0[1 0
(Qoo)** (QS) *
= ES X | ok =
* * |k * *

El campo vectorial, anadiendo la dinamica correspondiente a las ligaduras de
primera clase, queda entonces de la forma que sigue a continuacion

0 0 0 0

oo = Pre— — p1o—o
pl@xl pl@ul Opo Ous

al integrarlo obtenemos la solucion del problema que resulta ser:

1,7 — 21,0
1T = T10 + # t
i —(T+ 1)z 2110 — T1p0
Uy = — t
T T

_ 1,1 — 21,0
y4 -7
P2 = Ait+Dpao
Uy = )\2 t+ U2,0

y el resto de variables nulas. El coste vuelve a ser el mismo que en el ejemplo
anterior:

T T
S = / L(z,u)dt = / [(z1,0 + u1,0)” — 2x19p1t] dt =
0 0

($1,T - $1,0)2

T [3317]“ — .TLQ(l + TQ)]

= (z10+ U1,0)2T - 931,0P1T2 =
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3.3. El algoritmo de ligaduras para el problema
de control 6ptimo LQ y su implementacion
numérica

En esta seccion proponemos un algoritmo numeérico para calcular la variedad
final de las ligaduras del problema de control 6ptimo LQ singular y las ligaduras
de primera clase que afectan al campo vectorial. Aplicaremos este algoritmo a los
dos ejemplos anteriores sencillos y, posteriormente, disenaremos algunos ejemplos
no triviales para estudiar de forma empirica la estabilidad del algoritmo.

Primero estudiaremos la parte del algoritmo que concierne tnicamente a las
ligaduras. Escribimos las coordenadas como vectores columna:
(x,p) € R" x R" y u € R™. Para el estudio de las ligaduras no anadimos las
coordenadas coisotropas, v,, aunque las anadiremos posteriormente cuando pre-
sentemos el algoritmo completo que incluye el calculo de corchetes y ligaduras de
primera y segunda clase.

3.3.1. El algoritmo de ligaduras lineal para problemas LQ
singulares

La ecuacion de control y el lagrangiano tienen la forma que ya describimos en
el capitulo 1, ecuaciones (1.8) y (1.9), y que reproducimos aqui para comodidad
del lector:

t = Ax+ Bu (3.32)
1 1
L = §mTPx + 2T Qu + §uTRu, (3.33)

donde las matrices pertenecen a los siguientes espacios vectoriales: A, P € R™*",
B, Q € R™™y R € R™™, El hamiltoniano, escrito en notaciéon matricial, queda

1 1
H(z,p,u) =p" Az + p" Bu — §xTP:17 — 2T Qu — §uTRu. (3.34)

En estas coordenadas podemos expresar el campo vectorial como

.0 .0 0

donde las expresiones de las derivadas son las siguientes:

H

T = g? = Ax + Bu (3.36)
OH

p = ——=—-ATp+ Px+ Qu. (3.37)

oxT
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En lugar del vector de ligaduras primarias usual, 0H/0u, trabajaremos con su
traspuesto, el vector columna equivalente

H
oV = gﬁ =—-Q"z+ BTp — Ru. (3.38)

Lema 3.3.1 Todas las ligaduras introducidas por el algoritmo de ligaduras para
una ecuacion diferencial implicita lineal son lineales.

Demostracion. Observamos que si E es lineal, el conjunto E es realmente un
subespacio lineal de TR?*"™ y su proyecciéon también es un subespacio lineal M,
de R*™™_ La interseccion TM; N E = F, sera de nuevo un subespacio lineal y
asi sucesivamente. O

Como todas las ligaduras del problema LQ son lineales, las vamos a representar
en cada paso de la forma siguiente:

donde las ecuaciones matriciales ¢V = 0:...:¢®*) = 0 definen los subespacios
lineales M), que vamos obteniendo al aplicar el algoritmo de ligaduras. Describire-
mos las ligaduras a través de las matrices o®), %) y p*) que las caracterizan e
iremos almacenando las matrices [c*) () p*¥)]. Por lo tanto, la primera ligadura,
#M | vendra caracterizada por las matrices siguientes:

o™ g0 M) = [~ BT — R

Sabemos que si la matriz R es regular obtenemos un “feedback” optimal y el
problema termina aqui. Por lo tanto, trabajaremos siempre con matrices R sin-
gulares, de tal forma que haya que seguir aplicando el algoritmo de ligaduras. La
estabilidad de la ligadura impone que su derivada a lo largo del campo vectorial
se anule para algin C', esto es:

To(pW) = oWi 4+ gWp 4+ pMC = 0, (3.39)

donde C' = 4. Dado que p(!) es singular la ecuacion (3.39) no tendra solucién
en general, sin embargo, dado que la parte inhomogenea de la ecuaciéon depende
de x, p, u, podemos determinar para qué valores de ellos existe solucion. Si en
esta segunda ecuacion existen algunos valores del vector C' € R™ que se pueden
despejar, quiere decir que para estos valores existe un “feedback” optimal, el
resto constituye la ligadura secundaria. Esta separacion la realizamos gracias a
la descomposicion en valores singulares de la matriz p(),
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S

oD = g 5O yOT — ) " 0| yor
Sy

0 0

siendo sgl) > sgl) >0 > s,(%) > 0 los valores singulares de p y UM V) matri-
ces ortogonales. Ahora, haciendo el cambio de variable que vemos a continuacion

uV = T, — O — yOT, — yOTo — o)
y multiplicando la ecuacion (3.39) por UMVT ésta queda de la forma siguiente:

0 = UDTT(pV) = UOT (605 + f0p) + SO W

»® 1o
- U<1>T(a<l>¢+ﬁ<”p)+[ o O]C“):o, (3.40)

donde E(Tll) denota la siguiente matriz:
S
n(1) —
T1

s\

La ecuacion (3.40) se puede separar en dos partes, al escribir el vector C") como

oy
Colr,
donde Cﬁll) son las componentes 1,...,7 de CV y Cr(;)_rl las componentes
r1+1,...,m. Tenemos una primera ecuaciéon que consiste en las primeras r; filas
de (3.40) y otra que corresponde a las restantes:
[ L, 0 JUWT (eWi 4+ gWp) +x0Ch =0 (3.41)
[0 | Ly, JUDT (cWi + pWp) = 0. (3.42)

De la primera de estas ecuaciones (3.41) obtenemos un “feedback” parcial para las

1 . . .
componentes C’ﬁl) y podemos almacenarlo si nos interesa. La segunda ecuaciéon
(3.42) corresponde a una nueva ligadura y es la condicion en las variables x, p, u,
para que exista C' solucion de la ecuacion (3.40):

¢(2) — [ 0 ‘ A ]U(I)T [U(l)j} + ﬁ(l)p]
= [0 ] LIn_p, |UDT [0V (Az + Bu) + B (=A"p + Pz + Qu)]
[0 | Iy, ]U(I)T [(U(l)A + ﬁ(l)P)x + (_ﬁ(l)AT)pJr (0(1)3 + 6(1)@”}
= oWz 4+ 8%p 4+ @y =0,
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de aqui obtenemos:

0@ = [0] L, |UDT (cW A+ p0P) (3.43)
B = [0 In-p JUDT (-1 AT) (3.44)
p? = [0 Ly, JUDT (6B +YQ) . (3.45)

Reiteramos el argumento para la ligadura ¢*). Primero imponemos que el campo
vectorial la deje invariante:

Po(®) = oWi + g®p + 0 = 0, (3.46)

luego calculamos la descomposicion en valores singulares de la matriz p®), obte-
niendo las matrices U®) y V) y separamos la parte correspondiente al “feedback”
parcial de (3.46) de la nueva ligadura ¢*+ que tendra a su vez la forma:

U = Gkt gy gDy 4 (D), (3.47)

Las expresiones explicitas de o, 3, p se obtienen, al igual que antes:

o D = (0] Ly, |UPT (6® A 4 g® P) (3.48)
BED = [0 | Loy, |UBT (_5(k)AT) (3.49)
P = [0 ] Ly, JUMT (6WB + 59Q) (3.50)

El algoritmo se detendré si la ligadura que obtenemos en el paso k+ 1 cumple
que o bien p**1) tiene rango maximo y, por tanto, existe C' V (z,p,u) € M o
bien ¢*+1) es combinacion lineal de las anteriores y, por tanto, para todo punto
(z,p,u) € My, la ecuacion (3.46) tiene solucion en C'. Esto tltimo es equivalente
a decir que la matriz [c*1) gE+1) p(k+1)] no aumenta el rango de la matriz f;
que acumula las k primeras matrices de ligaduras:

SOOI

(2 ﬂ(2) (2
o P

o gk Hk)
El calculo del rango de la matriz f; se hara utilizando la descomposicion en

valores singulares de ésta. Esto es, si A es una matriz cualquiera existen U, V
matrices unitarias y Y una matriz diagonal tal que:

A=UxT VT,
donde

S1
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y rank(A) = rank(X) = r. Sin embargo, en la implementacion numérica del
algoritmo se debe utilizar la nociéon de rango numeérico por motivos de estabilidad,
véanse los trabajos [44] y [62] .

Definiciéon 3.3.1 Diremos que r es el e-rango de una matriz A € R™™ si
r = inf{rank(A + E)| £ € R™™, ||E|| < ¢}. (3.51)
También diremos que r es el rango numérico de A con tolerancia €.

Otra forma equivalente de entender esta definicién consiste en observar que al rea-
lizar la descomposicion en valores singulares de A, obtenemos r valores singulares
mayores que €, es decir, que si s1, So, ..., Sy, Sy11, - - . Son los valores singulares de
A, entonces §1 > 89> - > 8, >EYE> S > Spyg > v
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3.3.2. Implementacion del algoritmo numeérico

Describamos la implementacion numérica del algoritmo de ligaduras para sis-
temas LQ. Primero mostramos un esquema del algoritmo y luego el pseudocodigo
del algoritmo.

Esquema del algoritmo de ligaduras para el computo de
la variedad final de ligaduras
para problemas de control 6ptimo singulares LQ.

input A, B, P, ), R, tol.

Formar la matriz de las ligaduras f = [oy (1 p1].

while rank(p, tol) sea deficiente & rank(f, tol) se incremente
(U, p,V) = svd(p) % descomposicion en valores singulares de p*).
Calcular las matrices iteradas o+ g+ = pk+1),
Formar las nueva matriz de ligaduras: f = [ f; o®t) g+l 0+ T,
Eliminar las filas dependientes de f.

end while

output f, k.




3.3. El algoritmo de ligaduras para el problema de control 6ptimo LQ ...

89

/ Pseudocdédigo del algoritmo de ligaduras:
‘“variedad_ final de_ligaduras”
para problemas de control 6ptimo singular lineal cuadratico.

input A, B, P, (), R, tol.
o« —QT; B BT; p— —R; % Iniciar las variables o, (3, p.

f < lo,0,pl; % Iniciar la matriz de las ligaduras f.

f < filas_independientes(f, tol); % Eliminar las filas dependientes.
p «— 0; % p=anterior.

k —1;

while rank(p, tol)< [ & rank(f, tol) >p

p < rank(f); % Actualizar el rango de la matriz f.

k—k+1;

r — rank(p, tol); % Actualizar el rango de la matriz p¥).

[1,m] «size(p); % Actualizar las dimensiones | x m de la matriz p®).

(U, p, V] «svd(p); % Descomposicion en valores singulares de p*).
U« UT;

% Calcular las matrices iteradas o®+1), glt1) -~ pk+1) .
p— Ulr+1:1:) - [cB+pQ];

o— Ulr+1:1,:)-[cA+BP];

B Ulr+1:1,:)-[-pAT];

Pl g ‘
f [ o Bp | % Anadir las nuevas ligaduras.
f < filas_independientes(f, tol); % Eliminar las filas dependientes de f.

end while

k—k-—1,

gtput (f, k).

[[,m] «size(p); % Iniciar las dimensiones | X m de la matriz p, l=mdzimo valor.
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/ Pseudocoédigo de la funcién ‘filas_independientes” \
llamada por el algoritmo ‘“variedad final de ligaduras”.

Procedure filas _independientes(f, tol)
[lf,cf] « size(f) % Iniciar las dimensiones Lf x cf de la matriz f.

if If > 1 & rank(f,tol) > 0 then
F— f(1,);
fori=2:1If
if rank (F|tol) < rank ([ f(F) ] ,t0l> then
F

Fe [ £i,2)

end if

} ; % Sila fila i es independiente la aniadimos.

end for
else if

F — [ |; % Si la matriz tiene rango nulo o es vacia
% nos devuelve una matriz vacia.

end if

f<F

gtput f. /

Veamos ahora los c6digos en el lenguaje de programacion MatLab.



3.3. El algoritmo de ligaduras para el problema de control 6ptimo LQ ...

91

-

p=0;
k=1;

Cédigo del algoritmo ‘“variedad_ final de_ligaduras”
en el lenguaje de MatLab

para problemas de control 6ptimo singular lineal cuadratico.

% La funcién variedad_final de_ligaduras.m calcula la matriz f de

% las ligaduras del problema de control 6ptimo singular definido por
% las matrices A, B, P, Q y R; tol es la tolerancia en la definicidn
% de rango numérico utilizado en el algoritmo. La variedad final de las
% ligaduras es el subespacio definido por fx*[x|p|ul~T=0.
% La funcién devuelve el nimero de pasos, k, realizado por el algoritmo.
% La funcién variedad_final_de_ligaduras.m llama a la funcidn
% filas_independientes.m.

function [f,k]=variedad_final_de_ligaduras(A,B,P,Q,R,tol)

sigma=-Q.’;beta=B.’;rho=-R;
[1,m]=size(rho);
f=[sigma,beta,rho];
f=filas_independientes(f,tol);

while rank(rho,tol)<1l & rank(f,tol)>p

p=rank(f);

k=k+1;

r=rank(rho,tol);

[1,m]=size(rho);
[U,rho,V]=svd(rho);

U=uU.’;

rho= U(r+1:1,:)*(sigma*B+betaxqQ);
sigma=U(r+1:1,:)*(sigma*xA+beta*P) ;
beta= U(r+1:1, :)*(-beta*xA.’);
f=[f;sigma,beta,rho];
f=filas_independientes(f,tol);

~
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/Cc’)digo en el lenguaje MatLab de la funcién “filas 'L'ndependientes’x
llamada por el algoritmo ‘“variedad final de ligaduras”.

% La funcién filas_independientes.m elimina

% las filas dependientes de la matriz f;

% tol es la tolerancia en la definicidén del rango numérico.
function F=filas_independientes(f,tol)

[1f,cfl=size(f);

if 1f >= 1 & rank(f,tol) > O

F=f(1,:);
for i=2:1f
if rank(F,tol) < rank([F;f(i,:)],tol)
F=[F;f(i,:)];
end
end
else
F=[ 1;
end
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3.3.3. Algoritmo de ligaduras lineal para calcular las liga-
duras de primera y segunda clase

El algoritmo descrito anteriormente para obtener la variedad final de las liga-
duras de un problema de control 6ptimo lineal cuadrético, lo vamos a extender
ahora para generar otro algoritmo que, ademas, calcule las ligaduras de primera
y segunda clase que debemos utilizar en el campo vectorial. Para obtener las
ligaduras de primera clase demostramos que estas se pueden calcular a partir
del nucleo de la matriz de corchetes de Poisson. Primero anadimos las coorde-
nadas coisotropas, v,, en forma de vectores columna, por lo que las coordenadas
totales de este problema extendido seran (x, p;u,v) del espacio vectorial simpléc-
tico R?™ x R*™. Al afladir estas coordenadas debemos incluir m ligaduras nuevas
que son las que anulan estas coordenadas coisétropas; escritas de forma matricial
como en la seccién anterior éstas son:

f: [ Omxn‘omxn‘omxm ‘ _Im ] .

La extension de las ligaduras para el algoritmo la vamos a realizar de la forma
mas sencilla posible para no incrementar las operaciones numéricas. Lo que hare-
mos sera anadir estas nuevas ligaduras mencionadas anteriormente y el resto de
ligaduras las construiremos igual que las ligaduras que tenfamos en el algoritmo
anterior anadiendo ceros en la parte coisétropa. Previamente a la entrada en el
bucle separaremos las ligaduras de segunda clase de las de primera del conjunto
de ligaduras obtenidas

0m><n 0m><n 0m><m _Im

SO ORI

Ome

Para ello debemos calcular la matriz de los corchetes de Poisson, que denotamos
por COR, y su niicleo nos va a dar la clave para hacer esta separacion. Veamos
coOmo realizar esta separacion de ligaduras con la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.1 Sean {¢®}, i =1,...,p, un conjunto de funciones indepen-
dientes que definen una subvariedad N C M de una variedad simpléctica M vy
sean estas ligaduras expresiones lineales en coordenadas canonicas locales de M.
Denotamos por (COR)y; = {¢W, oW}, i, j =1,...,p, la matriz formada por los
corchetes de Poisson de las ligaduras entre si. Sean v](-a) las coordenadas de una
base del nicleo de la matriz COR, a=1,...,d, donde r =p—d es el rango de
esta matriz. Sean w', ao=1,...,r las coordenadas de los vectores que amplian

una base del nicleo. Entonces, las expresiones:

P = 6@ =1, d, (3.52)

W=Dl a=1,..m (3.53)
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forman sendas bases del conjunto de ligaduras de primera y sequnda clase respec-
twamente.

Demostracion. Estas nuevas ligaduras asi definidas son una combinacion lineal
de las ligaduras de partida. Si calculamos los corchetes de Poisson obtenemos lo
siguiente:

a b b
v "t = oV o, My}
= U]( <{ qb(k}v >—U()X0:0
Wi ") = (6P 00 o) = uf ({6%.09)0" ) =0,
de estas dos expresiones se concluye que las ligaduras wy;) son de primera clase,

puesto que los corchetes de éstas con todas las ligaduras son nulos. Por tultimo,
los corchetes de las ligaduras definidas en (3.53) consigo mismas quedan:

a B) B
{057,017} = {8V w0}, 0¥ w?} = wP {9, ¥ }u
como la matriz COR es invertible cuando la restringimos al subespacio
W = L{w', ..., w"] por construccion, la matriz {w%), ﬁ)} ha de ser invertible. O

Con ayuda de esta proposicion iremos separando las ligaduras de primera clase
de las de segunda clase en cada paso del algoritmo.

Si denotamos las ligaduras obtenidas en el paso k de la siguiente forma:

Fi(k): conjunto de ligaduras de primera clase obtenidas hasta el paso k
Fy (k) : conjunto de ligaduras de segunda clase obtenidas hasta el paso k
COR(k) : matriz de los corchetes de {Fi(k), F1(k)}

fi: nuevo conjunto de ligaduras.

Con las nuevas ligaduras, fi, y las de primera clase anteriores generamos una

nueva matriz: )
Fi(k
F =
Y
y calculamos la matriz de corchetes de cada fila de F', obteniendo la matriz

COR(k +1). No es necesario calcular todos los corchetes, puesto que algunos ya
los tenemos calculados en la matriz COR(k).

[ COR() |{FR(k), /}
COR(k+1) = { {fi, (k)Y | {fi. 1} }

Por tanto, calculamos la parte que falta sabiendo, ademaés, que esta matriz es
antisimétrica y no es necesario calcular todas las cajas.

Ahora calculamos una base del ntcleo de esta matriz y lo almacenamos en
una matriz donde cada columna es un vector de esta base: v = [ ) ‘ e ‘ v(@ }
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y otra matriz cuyas columnas completan a una base del espacio al que pertenecen
estos vectores, w = [ w® ‘ e ‘ w™ } . A partir de estas matrices, separamos las
ligaduras de primera y segunda clase. Las ligaduras de primera clase actualizadas,
utilizando la formula (3.52), son

Fik+1)=v"%F. (3.54)

Las ligaduras de segunda clase obtenidas en esta paso, gracias a la formula (3.53),
las podemos escribir como

Fy=w" x F, (3.55)

que debemos almacenar con las que teniamos de pasos anteriores para formar el
conjunto de ligaduras de segunda clase hasta este paso, es decir,

Fy(k)
Bk +1) = . (3.56)
Fy

Finalmente, calculamos el corchete de las ligaduras de primera clase actualizadas
para ser utilizado en el siguiente paso

COR(k+1)={F1(k+1),F1(k+1)}.

Calculo de las las matrices v y w

Para calcular el nicleo de una matriz A € R?, de rango r, cuya dimension es,
por tanto, d = p—r, utilizamos de nuevo la descomposiciéon en valores singulares.
Si la SVD de la matriz A estéd dada por:

S1
A=USVT =U . 01 v,
(. |0
siendo s; > s9 > --- > s, > 0 los valores singulares de A y U, V son matrices

ortogonales, podemos calcular el nticleo como:
0=Ar =UXV 'z = Uxy,
donde y = VT, por tanto, nos queda

. . n Sl.yl
0=xVTz =Usy = r =1 |,
y SrYr

P 0
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entonces el niicleo de ¥ va a estar esta generado por los vectores

{y e R?| y; = --- =y, = 0} y podemos escribirlo como las columnas de la matriz
[ O}Xd } . A partir del nucleo de X, obtenemos el de A simplemente multiplican-
d
dolo por V:
_ Orxd
v=V x : (3.57)
Ly

Claramente, la matriz v esta formada por las d ultimas columnas de la matriz V,
por lo tanto, para formar la matriz w podemos coger las r primeras columnas de
V', por ser ésta invertible, de tal forma que [ w ‘ v } =V y sus columnas formen
una base de R”:

w:Vx[ L } (3.58)
der

De nuevo, por razones de estabilidad numeérica, a la hora de calcular los vec-
tores v y w utilizaremos la nociéon de rango numérico definida en (3.3.1), es decir,
que el rango 7 de las definiciones previas seré calculado con una tolerancia y eso
afectara al calculo de las matrices v y w.
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3.3.4. Implementaciéon numérica del algoritmo

En este apartado vamos a desarrollar el algoritmo numeérico utilizando todas
las técnicas previas como la separacion de ligaduras de primera y segunda clase,
calculo de rangos, etc. Primero explicamos en un esquema los pasos bésicos que
hay que llevar a cabo, después expondremos el pseudocddigo de este algoritmo
para ayudar a su implementaciéon en cualquier lenguaje de programacion y, por
altimo, mostramos el codigo en el lenguaje MatLab.

Esquema del algoritmo de ligaduras
con separacion de las ligaduras de primera clase
para problemas de control 6ptimo singular lineal cuadratico.

input A, B, P, Q, R, tol.

Iniciar las variables o, (3, p.
Iniciar la matriz de las ligaduras f anadiendo las variables coisdtropas y las
ligaduras asociadas:

Eliminar las filas dependientes.

Construir la matriz COR de los corchetes de Poisson de las ligaduras.

COR=({f.f}).

Construir la matriz v cuyas columnas generan el nicleo de COR
y la matriz w cuyas columnas junto a las de v forman una base del espacio.
Separar las ligaduras de primera clase, Fy, de las de sequnda clase, Fy:

Fr=vlsf; Fob=w"«f.

Construir la matriz COR de los corchetes de Poisson de las ligaduras de primera
clase:

COR=({F,F}).

Almacenar todas las ligaduras: f = [ ]};1 } .
2
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while rank(p, tol)< mdzimo valor & rank(f, tol)> anterior

Descomposicion en valores singulares de p®) - (U®) p®) V*)) = syd(p*)).
Calcular las matrices iteradas o® 1) g+ pk+1) .

ot =10 | A yeT (a(k)A + ﬁ(k)P)

ﬁ(k-l-l) [ 0 ‘ ]m—rk ]U(k)T (—ﬂ(k)AT)

kD) — [0 Ln_y, ] U®T (a(k)B + ﬁ(k)Q) ]

Iniciar las nuevas ligaduras: f; = [ gkt glktl) k) g } )
Eliminar las filas dependientes de f;.

Construir la matriz COR de los corchetes de Poisson del conjunto de
ligaduras de primera clase anteriores, Fi, y de las nuevas ligaduras fi:

[ COR(k) |{Fi(k), 1}
COR(k+1) = { BB U h)

Construir la matriz v cuyas columnas generan el nicleo de COR
y la matriz w, tal que las columnas de [v,w| forman una base del espacio.

Separar las ligaduras de primera clase, Fy, de las de sequnda clase, F'Fy,

de la matriz F' = £ :
fi

F1:UT*F; FF2:wT>|<F_

Eliminar las filas dependientes de las ligaduras de primera clase F;.
Construir la matriz COR de los corchetes de Poisson de las ligaduras
de primera clase Fy: COR = ( {F, F} ) )
Anadir las ligaduras de sequnda clase a las previas: Fy = { FF]? }

2
y eliminar filas dependientes.

Almacenar todas las ligaduras: f = [ ? } .
2

end while

Construir la matriz COR de los corchetes de Poisson de todas las ligaduras

obtenidas: COR= ( {f,f} ).

output f, k, Fy, Fy, COR.
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Ahora mostramos el pseudocodigo.

/ Pseudocodigo del algoritmo de ligaduras con separacion de las
ligaduras de primera clase
para problemas de control 6ptimo singular lineal cuadratico:
‘“variedad_ final de ligaduras y ligaduras primera clase”.

input A, B, P, ), R, tol.

o« —QT; B« BT: p« —R; % Iniciar las variables o, (3, p.
[[,m] «size(p); % Iniciar las dimensiones | x m de la matriz p, l=mdzimo valor.
[n,n] «size(A); % Iniciar dimensiones n X n de la matriz A.

Omxn 0m><n 0m><m _Im
f— ; % Iniciar la matriz de ligaduras f
o B p Omxm
% anadiendo las variables coisdtropas y las ligaduras asociadas.
f < filas_independientes(f, tol); % FEliminar las filas dependientes.

COR «corchete(f, f,n,m);

% Construir la matriz COR de los corchetes de Poisson de las ligaduras.
COR « (COR — COR")/2; % Aseguramos que es antisimétrica.

[v,w] « kernumerico(COR, tol); % Construir la matriz v cuyas columnas
% generan el nicleo de COR y la matriz w cuyas columnas junto a las de v

% forman una base del espacio.

F— v x f; Fy —w” « f; % Separar las ligaduras de primera clase, F\,
% de las de sequnda clase, F;.

COR « corchete(Fy, Fi,n,m); COR «— (COR — COR™)/2;

% Construir la matriz de los corchetes de Poisson de las ligaduras

% de primera clase Fy.

F
f%[F;];

p < 0 % p—anterior.
k«—1;

N
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while rank(p, tol)< ! & rank(f, tol) > p

p < rank(f); % Actualizar el rango de la matriz f.

k—k+1;

r — rank(p, tol); % Actualizar el rango de la matriz p¥).

[1,m] «size(p); % Actualizar las dimensiones | x m de la matriz p*).
(U, p, V] «<svd(p); % Descomposicion en valores singulares de p*.
U« UT;

% Calcular las matrices iteradas o'
p— Ulr+1:1:) - [cB+pQ];
o— Ulr+1:1,:)-[cA+ 5P
B Ulr+1:1,:) - [-8AT];

f1 < [ o B p Omxm ] : % Iniciar las nuevas ligaduras.

f1 < filas_independientes( f1,tol); % Eliminar las filas dependientes de fi.

RHD) glktD) ket

COR ‘ corchete(Fy, f1,m,m)
corchete(f1, F1,n,m) ‘ corchete(fi1, f1,n,m)
% Construir la matriz COR de los corchetes de Poisson del conjunto de
% ligaduras de primera clase anteriores, Fy, y de las nuevas ligaduras f1.
[v, w] < kernumerico(COR, tol);

% Construir la matriz v cuyas columnas generan el nicleo de COR, y
% la matriz w, tal que las columnas de [v,w] forman una base del espacio.

F— [ ?1 } [ — vl « F; FFy, — wl « F; % Separar las ligaduras
1

% de primera clase, Fy, de las de sequnda clase, FFy, de la matriz F.

Fy < filas_independientes(F} tol); % Eliminar las filas dependientes de Fi.
COR « corchete(Fy, Fi,n,m); COR «— (COR — COR™)/2;

% Construir la matriz COR de los corchetes de Poisson

% de las ligaduras de primera clase F1 .

?

C’OR<—[

Fy [ FF; } : % Anadir las ligaduras de sequnda clase a las previas.
2
F, — filas_independientes(Fy,tol); % Eliminar las filas dependientes de F;.

[ [ ]1::; }; % Almacenar las ligaduras en la matriz f.

end while

COR « corchete(f, f,n,m), COR «— (COR — COR")/2;
% Construir la matriz COR de los corchetes de todas las ligaduras.

k—Fk—1,

gtput f, k, F1, F5, COR.

~
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Veamos ahora los pseudocddigos de todas las funciones implicadas en el al-
goritmo anterior: “filas _independientes,” “kernumerico,” “corchete” y “bracket”.

/ Pseudocédigo de la funcién “filas independientes” \
llamada por el algoritmo
‘“variedad_ final de_ligaduras y ligaduras primera clase”.

Procedure filas _independientes(f, tol)

(Lf,cf] « size(f) % Iniciar las dimensiones Lf x cf de la matriz f.
if [f > 1 & rank(f,tol) > 0 then

P f(1,2);

fori=2:1If

if rank (F,tol) < rank ([ f(F) } ,tol> then
F
F )
- { £i.:)
end if
end for

else if

]; % Si la fila 1 es independiente la anadimos.

F — [ ] % Si la matriz tiene rango nulo o es vacia
% nos devuelve una matriz vacia.

end if

f<F

output f. /

/Pseudoc()digo de la funcién “kernumerico” llamada por el algoritmo\
‘“variedad_ final de_ligaduras y ligaduras primera clase”.

procedure kernumerico(A tol)

[m,n] < size(A); % Dimensiones m x n de la matriz A.

r < rank(A,tol); % Rango numérico de la matriz A.

[U, S, V] «svd(A); % Descomposicion en valores singulares de la matriz A.
ve—V(,r+1:n); % Matriz cuyas columnas generan el nicleo

% con tolerancia tol de A.

w— V(:,1:7); % Matriz cuyas columnas son independientes a las de v,

% de forma que [v,w] generan R".

output v, w. /

La siguiente funcion, “corchete”, genera una matriz A = (a;;). Donde cada
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elemento de matriz a;; es el corchete de Poisson de la fila 7 de la matriz F' con la
fila j de la matriz GG. Esta funcion llama a otra, “bracket”, que calcula el corchete
de Poisson entre dos vectores. Las dimensiones n y m de las variables de estado
(x) y de control (u), son necesarias para calcular el corchete de Poisson. Veamos

los pseudocddigos de ambas funciones.

/ Pseudocddigo de la funcién “corchete” llamada por el algoritmo \

‘“variedad_ final de_ligaduras y ligaduras primera clase”.
procedure corchete(F, G, n, m)

[lf,cf] « size(F'); % Dimensiones lf x cf de la matriz F.
[lg,cqg] « size(G); % Dimensiones lg x dg de la matriz G.

A — Opfrxigs
fori=1:1If
for j=1:Ig
A(i, j) < bracket(F(i,:), G(4,:), n, m);
end for
end for

gtput A

-

/ Pseudocédigo de la funciéon “bracket” llamada por la funcién
“corchete”.

procedure bracket (f, g, n, m)

A «— 0; % Inicializar el valor del corchete de Poisson.
fort=1:n

A=A+ f(i) xg(i+n) — f(i+n)*g(i);
end for

forj=1:m
A=A+ f(G+2*xn)*xg(j+2x«xn+m)—f(Gj+2xn+m)*xg(j+2xn);
end for

gtput A

% Aportacion al corchete de Poisson de las variables de estado y coestados (x,p).

% Aportacion al corchete de las variables de control y las variables coisdtropas (u,v).

/

/

Veamos ahora los c6digos en el lenguaje de programacion de MatLab.
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/ Codigo del algoritmo \
‘“variedad_ final de_ligaduras vy ligaduras primera clase” en el
lenguaje MatLab.

% La funcién vflig_y_ligaduras_primera_clase.m calcula la matriz f de
% las ligaduras del problema de control 6ptimo singular definido por
% las matrices A, B, P, Q, R;

% tol es la tolerancia en la definicidén del rango numérico usado

% en el algoritmo.

% La variedad final de las ligaduras es el subespacio definido por

% fx[x|plul ~T=0.

% La funcién devuelve el nimero de pasos k realizado por el algoritmo.
% También separa la matriz de ligaduras en dos matrices F1 y F2

% conteniendo las ligaduras de primera y segunda clase respectivamente.
% La funcién llama a las siguientes funciones:

% filas_independientes.m, corchete.m y kernumerico.m.
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- ~

function [f,k,F1,F2,COR]=vflig_y_ligad_primera_clase(A,B,P,Q,R,tol)

sigma=-Q.’;beta=B.’; rho=-R;
[1,m]=size(rho); [n,n]l=size(A);
f=[sigma,beta,rho,zeros(size(rho))];
f=filas_independientes(f);
f=[zeros(size(sigma)) ,zeros(size(beta)),
zeros (size(rho)),eye(size(rho));f];
COR=corchete(f,f,n,m); COR=(COR-COR.’)/2;
[v,w]=kernumerico(COR,tol);

Fl=v.’xf; F2=w.’xf; f=[F1;F2];
COR=corchete(F1,F1,n,m); COR=(COR-COR.’)/2;
p=0;k=1;

while rank(rho,tol)<l & rank(f,tol)>p
p=rank(f,tol); k=k+1;
r=rank(rho,tol); [1,m]=size(rho);
[U,rho,V]=svd(rho); U=U.’;
rho= U(r+1:1,:)*(sigma*B+betaxQ);
sigma=U(r+1:1,:)*(sigma*A+beta*P);
beta= U(r+1:1, :)*(-beta*xA.’);
f1=[sigma,beta,rho,zeros(size(rho))];
fi=filas_independientes(f1l,tol);
CORl1=corchete(F1,fl,n,m);
COR2=corchete(f1,f1,n,m); COR2=(COR2-COR2.’)/2;
COR=[COR,COR1;-COR1.’,COR2];
[v,w]=kernumerico(COR,tol);
F=[F1;f1];
Fl=v.’*F; FF2=w.’%F;
Fi=filas_independientes(F1,tol)
COR=corchete(F1,F1,n,m); COR=(COR-COR.’)/2;
F2=[F2;FF2]; F2=filas_independientes(F2,tol)
f=[F1;F2];

end

COR=corchete(f,f,n,m); COR=(COR-COR.’)/2;
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/Cc’)digo en el lenguaje MatLab de la funcién “filas 'L'ndependientes’x
llamada por el algoritmo
‘“variedad_ final de ligaduras y ligaduras primera clase”.

% La funcidén filas_independientes.m elimina
% las filas dependientes de la matriz f;

% tol es la tolerancia en la definicidén del rango numérico.

function F=filas_independientes(f,tol)
[1f,cfl=size(f);

if 1f >=1 & rank(f,tol) > 0

F=f(1,:);
for i=2:1f
if rank(F,tol)<rank([F;f(i,:)],tol)
F=[F;f(i,:)];
end
end
else
F=[ 1;
end

/

Gf)digo en lenguaje MatLab de la funcién “kernumerico” llamada p&
el algoritmo
‘“variedad_ final de_ligaduras y ligaduras primera clase”.

% La funcidén kernumerico.m obtiene la matriz v, cuyas columnas forman una
% base del nicleo de la matriz A calculado con una tolerancia tol en la

% definicién de rango numérico. La otra matriz, w, que devuelve esta

% funcion forma junto a v una base del espacio vectorial en el que

% estan contenidas las columnas de estos vectores.

function [v,w]=kernumerico(A,tol)
[m,n]=size(A);

r=rank(A,tol);

[U,S,V]=svd(A);

v=V(:,r+1:n);

w= V(:,1:1);
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/C(')digo en lenguaje MatLab de la funcién “corchete” llamada por el\
algoritmo
‘“variedad_ final de_ligaduras y ligaduras primera clase”.

% La funcidn corchete.m calcula la matriz A formada por los corchetes de
% Poisson de las filas de las matrices F y G.

% Esta funcién llama a la funcién bracket.m que calcula los corchetes de
% Poisson entre dos vectores fila.

% La dimensidén del espacio de estados es n y la de los controles m.

function A=corchete(F,G,n,m)

[1f,cfl=size(F);
[1g,cgl=size(G);
A=zeros(1f,1g);

for i=1:1f;
for j=1:1g;
A(i,j)=bracket(F(i,:),G(j,:),n,m);
end
end

N /

/C(')digo en lenguaje MatLab de la funcién “bracket” llamada por la\
funcion “corchete”.

% La funcidén bracket.m calcula el corchete de Poisson entre dos
% vectores fila f y G.
% La dimensidén del espacio de estados es n y la de los controles m.

function A=bracket(f,g,n,m)
A=0;
for i=1:n;

A=A+f (i) *g(i+n) -f (i+n) *g (i) ;
end

for j=1:m;
A=A+f (j+2#n) *g (j+2*n+m) -f (j+2*n+m) *g (j+2+*n) ;
end
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3.3.5. Algunos ejemplos sencillos. Calculo exacto de las li-
gaduras

Una vez expuesto el algoritmo numeérico el siguiente paso es verificarlo en un
conjunto lo suficientemente amplio de problemas. Aqui mostraremos algunos de
ellos. Primero, lo que haremos sera utilizar los problemas sencillos que resolvimos
anteriormente y, después, haremos un desarrollo de las ecuaciones recursivas del
problema lineal-cuadratico para ver la expresion exacta de las ligaduras, con el
proposito de disenar algunos problemas complejos con un niimero significativo de
pasos para poder estudiar la estabilidad numeérica del algoritmo.

Primer ejemplo: La subvariedad final de las ligaduras es simpléctica

Las ecuaciones de partida del problema eran

351 = T +u
33'2 = X9+ Ug

Lo, 1, L
L = §x1+§x2+x1u1+x2uz+§ul,

por lo tanto, los datos del problema para el algoritmo numérico son

10 10
[ 0 pereqeans[1 0]

El espacio extendido es M= {(z1, T2, p1, P, U1, Us, v1,v2) € R®} y el conjunto
de ligaduras obtenidas:

0

Cb( 1= —u

925(0) 2 = U

o D1 — X1 — U
Cb(l) 2 = P2— 72

925(2) 2 = —I2

6Py = uy

My = {(z,p,u,v) € R¥| uy = p — 21,09 = po = ug = vy = v; = 0} es
una subvariedad de R® de dimension 2, descrita por las coordenadas z; y pi.
Al resolver este problema vimos que todas las ligaduras eran de segunda clase,
por lo que la subvariedad final de las ligaduras es simpléctica. Escribiendo esta
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subvariedad en forma matricial, nos queda de la forma:

T
{5
b1
P2
Uy
Ug
U1
V2

corr oo o
|

—o oo oo

cocoocoococo

S oo+~ OO
oo o~k OO
S oo oo
S OO o+ O

Aplicamos el algoritmo y los resultados son los siguientes, la matriz de ligaduras,
cuyo nucleo es la subvariedad final de las ligaduras anterior, queda

0 00 0 0 0 -1 0]
-1 01 0 -1 0 0 0
0o 00 -1 0 0 0 0
=1 0o 10-1 0 0 0 o0
0O 00 0 0 0 0 -1
0 -10 1 0 -1 0 0

Las matrices de ligaduras de primera y segunda clase son, F'1 una matriz vacia y
F2 = f respectivamente. El nimero de pasos que realiza el algoritmo es k =2y,
por tltimo, la matriz de los corchetes de Poisson de las ligaduras es la siguiente

[0 -1 000 0]
1 0 000 O
0 0 010 —1
COR=140 0 100 o
0 0 000 —1
0 0 101 0]

que es invertible, lo que implica que todas las ligaduras son de segunda clase.
Ahora, para calcular la soluciéon correspondiente al problema de conducir la va-
riable de estado z(t) de x¢ a x7 en el tiempo T', tenemos que hallar las condiciones
iniciales de x(t), p(t) y u(t). Hemos visto que este problema era controlable en la
variable x;(t) y no en la segunda, ya que teniamos que z5(t) = 0. Para seleccio-
nar los valores posibles de condiciones iniciales lo hacemos con la matriz f de
ligaduras, su nicleo nos da los vectores que pertenecen a la subvariedad final de
las ligaduras. Entonces, lo que tenemos que hacer es seleccionar esas condiciones
iniciales. En este ejemplo, como el nucleo de la matriz de ligaduras tiene dimen-
sion 2, los vectores de la subvariedad final de las ligaduras seran de la forma:
(21, T2, p1, P2, U1, Uz, v1,v2) = «(1,0,1,0,0,0,0,0) + B(—1,0,0,0,—1,0,0,0), en-
tre los cuales hay que seleccionar los valores de v y (3 de las condiciones iniciales,
que, en este ejemplo que sabemos resolver exactamente y es muy sencillo, se ob-
tiene a = (219 — 217)/T vy B = a — x1. Veamos el otro ejemplo, para mostrar
simplemente que los resultados coinciden.
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Segundo ejemplo: Ligaduras de primera clase

El segundo ejemplo tenia los siguientes datos:

10 10
[P0 regea a2 0]

Al aplicar el algoritmo la matriz de ligaduras, que lleva almacenada en sus dos
primeras filas las ligaduras de primera clase y en las tltimas las de segunda clase,
resulta ser:

0O 000 00 01
f_Fl_ 0 -1 00 00 00
T | R 0 000 00 —-10
-1 010 -10 00

00‘00

0 0[O0 O

COR= =10 1

0 0[1 0

Vemos que la parte correspondiente a los corchetes de las ligaduras de primera
clase con todas las demas es completamente nula, como demostramos en la
Proposiciéon 3.3.1, y el naimero de pasos que realiza el algoritmo es k£ = 1.

Estos dos ejemplos, que son los mismos que hemos desarrollado con anteri-
oridad, los resuelve el algoritmo perfectamente, con la tolerancia tan pequena
como queramos a la hora de calcular los rangos. Pero en problemas mas com-
plejos, con matrices de mayor tamano y con problemas que tenian que realizar
un cierto nimero de pasos, nos encontramos que, en algunas situaciones, el al-
goritmo paraba antes de lo debido, porque donde tenia que aparecer un cero
tedricamente, aparecian nimeros muy pequenos, que paraban el algoritmo. Esto
lo solucionamos anadiendo el célculo de los rangos de forma numérica que vimos
en la definicion (3.3.1). El siguiente paso, entonces, es aplicar el algoritmo a pro-
blemas mas complejos. Para disenar estos problemas lo que hemos hecho es hallar
primero la solucién explicita del problema, que mostramos a continuacion.

Calculo de la expresion exacta de las ligaduras en cada etapa

El objetivo de este apartado es obtener la solucion explicita de las ligaduras
k—ésimas del problema de control 6ptimo lineal-cuadratico. Para ello debemos
desarrollar las expresiones recursivas de las ligaduras, que obtuvimos en las ecua-
ciones (3.48)-(3.50):
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Problema de partida que queremos resolver:

oW = [0 Ly JUOT (6W A+ 5O P) (3:59)
BED = [0 | Ly, JUPT (=p® AT) (3.60)
P = (0] Lo | UBT (0B + 59Q) (.61

Primero vamos a resolver un problema simplificado, que mostramos a conti-
nuacion, y luego daremos la expresion de las soluciones del problema en funcion
de estos resultados. Lo que haremos serd expresar los valores de okt plktl) 5
de p**tD en funcion de los valores de g**t1), g+ 5 de pF+1) cuyas ecuaciones
recursivas son muy similares a las anteriores, pero mas sencillas:

Problema modificado méas sencillo:

s = G4 gk p (3.62)
Bt = Gk gT (3.63)
D = G p 4 kg, (3.64)

Estas ecuaciones anteriores son mas sencillas de resolver. Antes de proceder al
calculo de estas soluciones, veamos la relacion entre las soluciones de ambos pro-
blemas. Para abreviar notacion denotamos como U* := [0 | I,,_x ] U®T. Desa-
rrollando cada paso, obtenemos las siguientes expresiones para las matrices § que
son las primeras que hay que resolver, ya que intervienen en el resto de ecuaciones:

ﬁ(l) 5(1)
@ = yt (—ﬁ(l)AT) =U'5®
56— 2 (_6(2)AT) — 2t <_B’(2)AT) _ U2U1B’(3)

e — gk (_ﬁ(k—l)AT> Ukt <_B(k:—1)AT> _ k1., U2U1§(k)
gy — gk (_ﬂ(kz)AT) _ Uk 2yt (_B(k:)AT) _ Uk g gD,
por lo tanto, la expresion general es
6(k+l) — Uk . UQUIB(kH_l). (365)
El mismo procedimiento nos lleva a la relaciéon entre las matrices o
O_(k+l) — U U2U1 k’+1 (366)

Y, finalmente, al calcular p*+1) se obtiene un resultado similar y en cada paso va-
mos calculando los valores de las matrices U', U?,---, U*, con la descomposicion
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en valores singulares de las matrices p de cada paso, es decir, p*) = UR) LR}/ Tk)

y a partir de la matriz U*) construimos U* = [0 | I,,,_, |URT,
p(l) _ ﬁ(l) N p(l) — yWOyOyOT _, 7t = [ 0 ‘ A ]U(I)T
P = U (oW B 4 gBQ) = Uk ... U <g(k) B goc)Q)
— Uk...p2ytstty)
pH) = OO Y EDT R [0 ] ey |URFDT

Ahora procedemos a resolver el problema recursivo planteado por las ecua-
ciones (3.62)-(3.64) que parten de los mismos datos iniciales que las ecuaciones
del problema de partida, que son las que definen la ligadura primaria:

G0 = _QT, BV BT, 5V R (3.67)

Vamos desarrollando las ecuaciones recursivas, partiendo de estos valores, y se
obtienen las expresiones siguientes:

5(1) — BT
—BTAT
6(3) _ BT(AT)2

K
.
®
N

I

E(k—i-l) : (_1)kBT(AT>k

st = Q7
7@ = WA+ pYP=_QTA+BTP
o® = —QTA?+ BT[PA— ATP]
7 = —QTA*+ BT[PA* — ATPA+ (AT)*P)
k—1
’O‘:(k-l-l) _ _QTAk+BT Z(_1>Z(AT>ZPAk—1—Z
=0
M= R
ﬁ@) _ —QTB+BTQ
k—2
ﬁ(k+1) — _QTAk—lB + (_1>k—1BT(AT>k—1Q + BT (_1>z’(AT>z‘PAk—2—z' B.
1=0
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Entonces, tenemos que la solucion de este problema es la que sigue:

Solucién del problema modificado:

B’(kﬂ) _ (_DkBT(AT)k7 E>1
c = —Q", " =-Q"A"+B" S PARH Lk >2
pV = R, i =-Q"B+B"Q Zﬂ
prty = 4?M*B+PU“%%NV4Q+BTkﬂ—wmﬂﬁwh%ia
k> 3. o

Obtenemos a partir de estas expresiones las del problema inicial, que detallamos
en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 La expresion de las ligaduras,
G = gD g gD D)

del problema de control optimo lineal cuadrdtico singular definido por las siguien-
tes matrices A, P e R™"; B, Q € R"™™; R R™™,

T = Az + Bu

1 1
= §xTPx + 2T Qu + §uTRu,

quedan como sigue:

5(k+1) _ (_1)kUk L U2U1BT(AT)I¢’ k> 1
n _— _QT
o )
k—1
oD Uk~--U2U1< QT A* 4+ BT Z A’““), k>2

pV = R, p®=U"(-Q"B+ BTQ
p(k+l) _ Uk . U2U1 (_QTAk—lB + (_1)k—lBT(AT)k—lQ +
Z(_l)z’(AT)z‘PAk—2—z‘

B),kz&
=0

p(k—i-l) _ U(k—i—l)z(k—i—l)v(kz-ﬁ-l) - Uk+1 [O ‘ I, Pkt 1) ]U(k—i-l

k—2
+ BT
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3.3.6. Experimentos numéricos sobre la estabilidad del al-
goritmo de ligaduras

Primer experimento: El algoritmo realiza n pasos, se perturba la matriz
A

A partir de las soluciones del problema, halladas en el apartado anterior, ahora
procedemos a disenar algunos ejemplos méas complejos y mostramos los resultados
del algoritmo de ligaduras. Veamos el siguiente ejemplo, en el cual analizaremos
primero la solucion teérica y luego veremos los resultados obtenidos al aplicar el
algoritmo. Los datos iniciales de partida son los siguientes:

AcR™ P=A+ AT BeR"™ @Q=B,R=0. (3.68)
Veamos cual es la forma de cada ligadura, primero el valor de las matrices

) = R=0

2 = BT"Q-Q"B=B"B-B"B=0

) = —QTAB-B"ATQ+B"PB=B"-A- AT+ A+ A"|B=0
Y = BY-AT 4+ (—AT? + (A4+ ATYA - AT(A+ AT)]B=0

N

p — BT[_Ak—l + (_1)k—1(AT)k—1 + - (_1>i(AT)i(A+AT>Ak—2—z‘]B

i

Il
o

= BT[—AF' 4 (—1)F (AT

k—2

N
—_

+ Z —(—1) (AT AR Z(—l)j(AT)jA’“‘l‘j]B
_ BT[_Ak—l + (_1)k—1(AT)k—l - (_1)k—1(AT)k—l + Ak—l]B = 0.

Estas matrices son siempre nulas, por lo tanto, en este tipo de problema no va a
existir “feedback” optimal (s6lo tenemos un tnico control). Esto quiere decir que
todas las ligaduras van a ser de primera clase y las matrices U, U?,--- son todas
la unidad, asi que las omitiremos. Veamos qué ocurre con las otras matrices de
estas ligaduras:
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sV — _RgT

0@ = _BTA4+ BT(A+ AT) = BTA"

0(3) _ BT[—A2 + (A—|— AT)A o AT(A+AT)] — _BT(AT)2
O_(k_H) _ Ak+z A—l—AT)Ak 1- Z] -

_ Ak + Z AT i+l gk—1—i + (_1)Z(AT)zAk—z] _

= BT[-A"+ Z TATY AR 43 (—1) (AT) AR =

— BT[_Ak . (_1>k(AT)k + Ak — (_1)k—1BT(AT>k

5(1) — BT
6(2) _ —BTAT
ﬁ(kz—l—l) _ (—1)kBT(AT)k.

Por lo tanto, tenemos que las ligaduras de este problema son de la forma

ﬂk-‘rl — _O_k—i-l — (_1)I~<:BT(AT)k7 pk-i-l =0 (369)
y la matriz de ligaduras quedara como sigue:
[ —BT BT 0]
BT AT —BTAT 0
;o= —BT(AT)? BT(AT)? 0l _

_(_1>kBT(AT)k (_1)kBT(AT>k 0

I I 0
AT _AT 0
= (BT, BT, --.,B7 —(AT)? (AT)?

- O

—(=DFATF (=DFADE 0
Claramente, el algoritmo parara solo cuando lleguemos a un paso en el cual se
obtenga una combinacién lineal de las filas anteriores. Tenemos para este proble-
ma dos posibilidades, si el polinomio minimo de la matriz A es de grado ¢, el
algoritmo parara si:



3.3. El algoritmo de ligaduras para el problema de control 6ptimo LQ ... 115

» BT ¢ ker(A*), k=1,...,q, entonces la fila ¢ + 1 es combinacién lineal
de las anteriores.

» BT € ker(4P), 0 < p < q, entonces la fila p + 1 es automaticamente nula

Vamos a aplicar el algoritmo numérico a este problema con las siguientes
matrices: A € R™*" nilpotente, de manera que A"! # 0 pero A" = 0, y tal que
la matriz BT ¢ ker(A*), k =1,...,n— 1. El nimero de pasos que tiene que
realizar el algoritmo es k = n. Las matrices que hemos elegido son las siguientes,
en el caso de n = 5:

01001 1

00100 1
A=100010]|;:B=|1| P=A+A". Q=B: R=0.

00001 1

00000 1

Estas son para n = 5, en otras dimensiones mantendremos esa misma estructura
por encima de la diagonal tendremos unos y en la esquina superior derecha tam-
bién un uno. Aplicamos el algoritmo numérico a una matriz de esta clase con
n = 20 y a una coleccién de matrices perturbadas a partir de ésta de la siguiente
forma:

Ay = A+ deltaxrand(20); P, = A; + Aip,

donde delta = 10° y e toma los valores e = 0 : 0,01 : 1. Analizamos los resultados
del algoritmo, tanto el nimero de pasos, la distancia entre la subvariedad final de
las ligaduras definida por el problema de partida y el perturbado como la norma
de la matriz COR, que tiene que ser menor que la tolerancia, puesto que todas
las ligaduras son de primera clase. Para el problema de partida y el perturbado la
variedad final de las ligaduras ha de ser la misma. Veamos las graficas obtenidas
para n = 20. La primera de ellas nos informa sobre el nimero de pasos. Con una
tolerancia igual o superior a 1072 el niimero de pasos obtenidos es k = 20 en
todo los casos, que es el resultado correcto, pero si ponemos una tolerancia menor
que la anterior, nos aparecen algunos valores de la perturbacion para los cuales
el algoritmo termina en un nimero menor de pasos, porque el valor de p, aunque
es muy pequeno, obliga al algoritmo a detenerse.
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21

20.8F i
k=namero de pasos; n=20; toI=1O_12;
206 perturb: A1=A+10°rand(20). b
20.4F B
202 B
k 20
19.8F B
19.6F E
19.4F i
192+ B
19 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2

Exponente de la perturbacion, e

Como la subvariedad final de las ligaduras tiene que ser la misma para el
problema de partida y para toda la coleccion de problemas perturbados, medimos
la distancia entre las subvariedades finales de las ligaduras obtenidas. Eso lo
hacemos con el comando de MatLab “subspace” que calcula el 4ngulo entre dos
subespacios. El resultado lo muestra la siguiente gréfica.

x10"

D=distancia entre las var. fin. lig; n=20; toI=10_12;
45} perturb: A1=A+10%rand(20). R

* * *
*k *
e * Fokk * *k ok * * %

35 b
* kK * sk Kbhiekkk Sk ok okk ok ok ok * * ko ok R %

D B[ OB ORK B K H Rhokk Rk ok ok SRRk Sk olek k0 %

25%%% R kK * KRR X Fokork ke * Rk Kk kK ok Kk SHkke K

* * * 0 kk X% X% * * * * * %

15F * N

1 I I I I I I
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2

Exponente de la perturbacion, e

Ahora mostramos la figura que representa la distancia definida anteriormente
pero dividida por la norma de la matriz de partida, A, que denotamos como d.
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-8

d=distancia relativa entre las var. fin. lig;
n=20; tol=10"'% perturb: A1=A+10°rand(20).
26} * * * 4

2.8

221 B

* K ok * sk Skbekkokk ke ok okk ok ok * * ko ok Rk K

Sfokkokope okl ke sk Hk Rkokok bk ko ol Sobkokk ok okkok ok ko

1.6 phik % e Rk * Fkohk K Kkokk Sk * Rk ok ok ok K ok Skl K

14 b
* * * ok k kK * * * * * %
1.2 b

0.8 I I I I I I
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2

Exponente de la perturbacion,

Por dltimo, mostramos una figura que representa la norma de la matriz COR
donde se puede observar que es del orden de 10~ y, por tanto, la funcion
kernumerico, que separa las ligaduras de primera de las de segunda clase, va a
tomar todas las ligaduras como ligaduras de primera clase.

x10°"

6 _ i
cor=norm(COR); n=20; tol=10 12;
perturb: A1=A+10%rand(20).
5k *
ar E
cor
sk i
2+ « *|
*
*, P
1F * *. L T * N
*
* e X % ﬁ****&gf&% g R J*ﬁ*@‘
Foack g, KX ool * % * K kex *T % *
**%* KK W@ﬁw*mw*w& * * * K
0 Il Il Il Il Il Il
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2

Exponente de la perturbacion, e

Para terminar el estudio de este ejemplo mostramos, en la siguiente tabla, la
tolerancia necesaria para obtener resultados correctos para distintos valores de n.
Téngase en cuenta que para un n dado, el nimero de pasos a realizar es k =n 'y
las matrices son de tamano n x n.
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‘ n ‘ tolerancia ‘
2-3 | cualquiera
4-8 10~
9-13 10713
14-20 1012
21-24 10~
25-30 1010
31-36 1079
37-40 10-8
41-45 1077
46-50 1076
51-55 1075
56-60 1074

Segundo experimento: El algoritmo realiza 3 pasos, se perturban las
matrices A y Q. Se prueba con n = 1000

Este segundo ejemplo que vamos a analizar aqui, dentro de este apartado
de ejemplos complejos, es mas simple, porque tnicamente tiene que realizar un
pequeno nimero de pasos. Lo que vamos a estudiar es como se comportan las
matrices con n muy grande. Los resultados obtenidos son completamente satis-
factorios, veamoslo.

El problema es un problema lineal cuadrético donde la matriz A es propor-
cional a la matriz identidad, A = a, hallamos primero la forma de las ligaduras
y después lo que haremos serd implementar un subcaso mas simple en el cual

el algoritmo sélo tiene 3 pasos. La forma explicita de las ligaduras, utilizando el
Teorema 3.3.1, es:

i o BT " -
U' [-aQ” + BT P] ~U' [aB7] U'[-Q"B + BTQ]
- ~U2U [02Q7] UU [a2BT] | UU [a(-QTB — BTQ) + BT PB]
| UPU%U? [aQT + BTP] | ~UPUU! [0® BT ] USUU*a? [-QT B + BTQ)

Como la cuarta fila se relaciona con la segunda con la formula Fy, = U3U%a?F,
quiere decir que el algoritmo termina aqui (si no lo ha hecho antes), ya que son
linealmente independientes.

Escogemos las siguientes matrices P = A = I,, € R"*",
BT =(1,...,1) e R QT =(0,...,0) € R™!' y R = 0; entonces la matriz de
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ligaduras solo tiene tres filas:

donde n es la dimension de las matrices A y P. Por lo tanto, en la tercera fila
aparece un “feedback” optimal y la subvariedad final es simpléctica, que viene
dada por las ecuaciones x1 + -+, =p1 + -+ p, =u = 0.
Veamos los resultados del algoritmo numérico aplicados sobre una matriz

A=1,conn=1000, P=A, R=0, B=ones(n,1),Q = B;

tol = le — 16; y las matrices perturbadas de la siguiente manera:

Al = A+deltaxrand(size(A)); Q1 = Q+deltaxrand(size((Q)) donde delta = 10°
y e toma los valores e = 0 : 0,01 : 1. De nuevo, como la variedad final de las
ligaduras del problema de partida y el perturbado han de ser iguales, medimos
el angulo entre estas, este va a ser el error, denotando como D. El error relativo,
denotado por errorrel, es el error dividido por la norma de la matriz A. En la

siguiente tabla mostramos algunos de los resultados.

‘ n ‘ delta ‘ k exacto ‘ k ‘ codimension error
1000 | 1e-016 3 3 | 0.00000033052374 | 0.00000033052374
1000 | 1e-015 3 3 | 0.00000033085947 | 0.00000033085947
1000 | 1e-014 3 3| 0.00000033152991 | 0.00000033152991
1000 | 1e-013 3 3 | 0.00000027837666 | 0.00000027837666
1000 | 1e-012 3 3 | 0.00000027232866 | 0.00000027232866
1000 | 1le-011 3 3 | 0.00000008161702 | 0.00000008161702
1000 | 1e-010 3 3 | 0.00000005771195 | 0.00000005771195
1000 | 1e-009 3 3 | 0.00000000000000 | 0.00000000000000
1000 | 1e-008 3 3 1 0.00000034012533 | 0.00000034012533
1000 | 1e-007 3 3 1 0.00000186324110 | 0.00000186324110
1000 | 1e-006 3 3 1 0.00001849894992 | 0.00001849894992
1000 | 1e-005 3 3 1 0.00017928945709 | 0.00017928945709
1000 | 1e-004 3 31 0.00170179566370 | 0.00170179566370
1000 | 1e-003 3 31 0.00921722522445 | 0.00921722522445
1000 | 1e-002 3 3 1 0.01653407568550 | 0.01653407568550
1000 | 1e-001 3 3 1 0.03302253079414 | 0.03302253079414

Las siguientes graficas muestran los resultados obtenidos.
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s8r -16 ]
k=numero de pasos; n=1000; tol=10 ~;

36f perturb: A1=A+10°rand(1000);
Q1=Q+10 *®rand(1000,1).

341 b

3.2 4

2.8t E
2.6f E
24t E
22t E

2 Il Il Il Il Il Il Il
16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0
Exponente de la perturbacion, e
0.035
*
0031 D=distancia entre las var. fin. lig; ]
n=1000; tol=10"5;
0025 perturb: A1=A+10%rand(1000); |
Q1=0Q+10 *¥rand(1000,1).
0.02| E
D
*
0.015 E
0.01f E
*
0.005 | E
*
D S S !
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Exponente de la perturbacion, e
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0.035

0.03 B

d=dist. rel. entre las var. fin. lig; n=1000; to|:1(_)16;
0025 perturb: A1=A+10°rand(1000);
Q1=Q+10"6rand(1000,1).

0.02 q

0.015 B

0.01 B

0.005 q

0 R

*
-16 -14 -12

* * * * * —* . !
-10 -8 -6 -4 -2 0
Exponente de la perturbacion, e

Tercer experimento: El algoritmo realiza 3 pasos, se perturba la matriz
R

Las matrices A, B, Py (@) son la identidad n x n. La matriz R es degenerada
de rango 1, es una matriz de tamano n x n cuyo elemento r;; = 1 y el resto son
todos nulos. Se perturba la matriz R con perturbaciones aleatorias de tamano
del orden de tol. Se efectiia el computo para matrices de tamanos n = 2,. .., 10.
Se representa el numero de pasos del algoritmo de ligaduras y el angulo formado

entre los subespacios de ligaduras. La perturbacion sobre la matriz R es
R + delta * rand(size(R)).
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‘ n ‘ delta ‘ k exacto ‘ k ‘ codimension ‘ error ‘
2 | 1le-016 3 3 4 0.00000003332001
2 | 1le-015 3 3 4 0.00000002580957
2 | le-014 3 3 4 0.00000001490116
2 | 1le-013 3 3 4 0.00000002980232
2 | le-012 3 3 4 0.00000002107342
2 | le-011 3 3 4 0.00000001490116
2 | 1e-010 3 3 4 0.00000001490116
2 | 1e-009 3 3 4 0.00000003332001
2 | 1e-008 3 3 4 0.00000002580957
2 | 1e-007 3 3 4 0.00000004942156
2 | 1e-006 3 3 4 0.00000039537248
2 | 1e-005 3 1 2 0.00000487880493
2 | 1le-004 3 1 2 0.00001805804337
2 | 1e-003 3 1 2 0.00034372942995
2 | 1e-002 3 1 2 0.00526915574630
2 | 1e-001 3 1 2 0.05589451451255

‘ n ‘ delta ‘ k exacto ‘ k ‘ codimension ‘ error ‘
4 | 1e-016 3 3 10 0.00000003650024
4 | 1e-015 3 3 10 0.00000003942477
4 | 1le-014 3 3 10 0.00000002980232
4 | 1e-013 3 3 10 0.00000003650024
4 | 1le-012 3 3 10 0.00000002580957
4 | 1le-011 3 3 10 0.00000003332001
4 | 1e-010 3 3 10 0.00000002580957
4 | 1e-009 3 3 10 0.00000002580957
4 | 1e-008 3 3 10 0.00000002580957
4 | 1e-007 3 3 10 0.00000013160349
4 | 1e-006 3 3 8 0.00000064506712
4 | 1e-005 3 3 6 0.00000622677788
4 | 1e-004 3 1 4 0.00007143808146
4 | 1e-003 3 1 4 0.00068477146653
4 | 1e-002 3 1 4 0.00581794392304
4 | 1e-001 3 1 4 0.07538298627753
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n ‘ delta ‘ k exacto ‘ k ‘ codimension ‘

error

6 | 1le-016 3 3 16 0.00000002580957
6 | 1le-015 3 3 16 0.00000003650024
6 | le-014 3 3 16 0.00000002580957
6 | 1e-013 3 3 16 0.00000004214685
6 | 1le-012 3 3 16 0.00000003650024
6 | le-011 3 3 16 0.00000003942477
6 | 1e-010 3 3 16 0.00000002980232
6 | 1e-009 3 3 16 0.00000002580957
6 | 1e-008 3 3 16 0.00000003650024
6 | 1e-007 3 3 16 0.00000012555942
6 | 1e-006 3 3 14 0.00000105577645
6 | 1e-005 3 3 8 0.00000935019071
6 | 1e-004 3 3 8 0.00010755560816
6 | 1e-003 3 1 6 0.00082359077595
6 | 1e-002 3 1 6 0.00817169631273
6 | 1e-001 3 1 6 0.09843151527492
n ‘ delta ‘ k exacto ‘ k ‘ codimension ‘ error ‘
8 | 1e-016 3 3 22 0.00000003332001
8 | 1le-015 3 3 22 0.00000003332001
8 | le-014 3 3 22 0.00000002580957
8 | 1e-013 3 3 22 0.00000004214685
8 | 1e-012 3 3 22 0.00000003942477
8 | 1le-011 3 3 22 0.00000004214685
8 | 1e-010 3 3 22 0.00000003332001
8 | 1e-009 3 3 22 0.00000002980232
8 | 1e-008 3 3 22 0.00000004214685
8 | 1e-007 3 3 22 0.00000015485741
8 | 1e-006 3 3 18 0.00000110931114
8 | 1e-005 3 3 10 0.00001074353055
8 | 1e-004 3 1 8 0.00009129082427
8 | 1e-003 3 1 8 0.00081806634576
8 | 1e-002 3 1 8 0.00633310246368
8 | 1e-001 3 1 8 0.07345585140539
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‘ n ‘ delta ‘ k exacto ‘ k ‘ codimension ‘ error ‘
10 | 1e-016 3 3 28 0.00000003650024
10 | 1e-015 3 3 28 0.00000003650024
10 | 1e-014 3 3 28 0.00000004470348
10 | 1e-013 3 3 28 0.00000003650024
10 | 1e-012 3 3 28 0.00000003650024
10 | 1e-011 3 3 28 0.00000005161914
10 | 1e-010 3 3 28 0.00000003942477
10 | 1e-009 3 3 28 0.00000004712161
10 | 1e-008 3 3 28 0.00000004214685
10 | 1e-007 3 3 28 0.00000020157917
10 | 1e-006 3 3 22 0.00000104616340
10 | 1e-005 3 3 12 0.00000835236338
10 | 1e-004 3 3 12 0.00009933359611
10 | 1e-003 3 1 10 0.00092695927571
10 | 1e-002 3 1 10 0.01007537759575
10 | 1e-001 3 1 10 0.07903000012148

Los resultados muestran que el algoritmo funciona bien hasta perturbaciones
del orden de tol. Ademas, muestran que el algoritmo es insensitivo al tamano de
las matrices originales. En la siguiente figura se representan estos errores.

0.09 -

008 error para n=2,4,6,8,10, tol = 1076;

Perturb: R1=R+10%rand(n).
0.07}-

0.06 -
0.05
error
0.04
0.03

0.02

0.01f

-0.01

L L L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16
Exponente de la perturbacion, e

Cuarto experimento: El algoritmo realiza 3 pasos, se perturba la matriz
R con una tnica perturbacién, se prueban varios valores de n

En este dltimo experimento las matrices son de la misma forma que en el
caso anterior, pero se utiliza una perturbacion fija, R1 = R+ 10"%xrand(n) y se
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estudia el error para distintos valores de n.

‘ n ‘ delta ‘ k exacto ‘ k ‘ codimension ‘ error ‘
2 | 1e-006 2 2 4 0.00000075732504
10 | 1e-006 2 2 20 0.00000104595113
18 | 1e-006 2 2 34 0.00000151596889
26 | 1e-006 2 2 48 0.00000200197530
34 | 1e-006 2 2 60 0.00000222721271
42 | 1e-006 2 2 68 0.00000194892150
50 | 1e-006 2 2 80 0.00000246779606
58 | 1e-006 2 2 92 0.00000284241359
66 | 1e-006 2 2 102 0.00000279955504
74 | 1e-006 2 2 110 0.00000315922189
82 | 1e-006 2 2 122 0.00000338980948
90 | 1e-006 2 2 132 0.00000344229725
98 | 1e-006 2 2 138 0.00000343710069

Estos datos vienen representados en las siguientes figuras.

35 T *

25F * N

error

n=2:4:98; tol = 10°%;
Perturb: R1=R+10°rand(n).

0.5~ b
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14
k%
1+ pend=log(error/tol); E

n=2:4:98; tol = 1075, *
o0sl Perturb: R1=R+10°rand(n). " |

0.6 E
pend

0.4f * B

0.2 B




Capitulo 4

Problemas de control 6ptimo
singular generalizados

En el capitulo 3 estudiamos el algoritmo de ligaduras cuya validez se restringia
al caso de sistemas completamente reducibles, esto es, aquellos en los que se
garantiza la diferenciabilidad de los objetos que van apareciendo al aplicarlo. Sin
embargo, es necesario considerar problemas de control singulares donde no se
verifica esta propiedad (més adelante veremos dos ejemplos concretos). En este
capitulo mostramos un algoritmo eficiente para la obtenciéon de puntos integrables
(aunque no necesariamente todos) para sistemas singulares genéricos. Discutire-
mos dos ejemplos de sistemas singulares, el frunce y el frenado 6ptimo, asi como
las primeras nociones de una familia de sistemas de control éptimo implicitos.

4.1. El algoritmo recursivo subregular

La idea central de este algoritmo consiste en separar en cada paso la parte
regular de la ecuacion de la parte singular y tratar la parte singular como una
ecuacion aislada. Asi, si £ C TM es una ecuaciéon implicita, con la notacion
utilizada previamente en § 3.1.2, podemos descomponerla como:

E=E,UC,

donde C' es el conjunto singular. De acuerdo con la Proposiciéon 3.1.1 los puntos de
C se caracterizan porque el rango de la matriz 0F¢/0v® no es maximo o, equiva-
lentemente, porque la aplicacion 7|, no es una submersién. Denotamos C' como
Cy y supongamos que el rango de la matriz 9F*/9v® en Cy es constante (o que el
rango de la aplicacion (Tas|g). en Cp es constante). De no ser asi tomariamos cada
uno de los subconjuntos donde el rango es constante y aplicaremos el algoritmo
a cada uno de ellos, es decir, si descomponemos:

T
Co=JCs.
a=1
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donde C§ tiene rango constante, aplicaremos la siguiente construccion a cada
uno de ellos, que consiste en proyectarlos sobre M. Este proceso tiene sentido,
yva que, debido al teorema de transversalidad de Thom, es posible probar que
existen ecuaciones F’ tan proximas a E' como queramos en la topologia C*°, tal
que tanto las componentes C§ de Cjy como sus proyecciones en M son uniones de
subvariedades diferenciables, ver |7]. Denotaremos por ¥; la proyeccion de Cy (o
de las correspondientes componentes de Cp),

Y= TM(CO)
y construimos
Cl - TEl N C().

Si £ € Cy es un punto integrable, entonces existira una curva (), tal que

v(0) = (&), ¥(0) = &y (y(t),4(t)) € E,Vt € (—e,¢). Si suponemos que la
curva esta contenida toda ella en la variedad singular (y(t),4(t)) € Co,

Vt € (—¢,¢€), entonces £ € TY; y, por tanto, £ € TY; N Cy = C;. Consideramos
ahora la ecuacion diferencial C; C T3, sobre la variedad ¥ y aplicamos de nuevo
el procedimiento anterior: descomponemos C en su parte regular y singular,

Cl = Cl,reg U Cllv

donde C yeg son los puntos regulares de C sobre ¥, y C’l/ son los puntos singulares
sobre ¥, y definimos

’

EQZTM(C]_>, ngTEgﬂCl.
Procediendo recursivamente, definimos para todo k£ > 1 (denotando Cj} = Cp):

Ek = TM(C];_l), Ck = TZk N Ck—l, Ck = Ck,reg U C];

Si el algoritmo se estabiliza, esto es, C.yp = C,., k > 0, a partir de cierto
indice r, entonces, salvo quizas algin conjunto discreto, C, = C; ,eq, lo que im-
plica que todos los puntos de C, son subregulares y, por tanto, integrables. Asi,
obtendriamos que el conjunto

Ereg U U CVk:,reg

k>1

estd formado por puntos subregulares y regulares y, por tanto, integrables:

Ereg U U Ck,reg C Eint‘ (41)

k>1
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Y, si denotamos Yo ee = Tar(Ereg)s Livee = TM(Clreg)s s Lrreg = T (Crreg)s
entonces la union de estos subconjuntos estara contenido en la subvariedad final
de las ligaduras:

U Skes € M. (4.2)

k>0

Denominaremos a este algoritmo el algoritmo recursivo subregular. Ahora bien,
los contenidos en las ecuaciones (4.1) y (4.2) no son igualdades en general. El
algoritmo propuesto construye un subconjunto de puntos integrables, aunque no
necesariamente todos ellos, como muestra el siguiente ejemplo.

4.1.1. Ejemplos de ecuaciones singulares con puntos inte-
grables no resolubles a través del algoritmo recursivo
subregular

Consideremos en R? con coordenadas (z,v) la ecuacién diferencial ordinaria
de primer orden F definida por las ecuaciones:

Fz,y,2,9) = y(@—1)=0

La parte regular de la ecuacion E = { (z,y,&,9)| y(¢ —1) =0, y = 1 } se obtiene
estudiando el rango de la matriz:

oF/oi 0F/oy] [y 0
0G/oi 9G/oy |~ o 1|

la parte singular Cy de E consiste en los puntos con y = 0:
Co={(2,0,2,9)[ y=1}.
La proyeccion de Cy sobre R? es 74/(Cy) = ¥1 = { (z,0)| € R} y, por tanto,
Ci,=T%NCy=2.

El algoritmo se detiene y no encontramos puntos subregulares en C.

Sin embargo, la curva y(t) = (x(t),y(t)) = (¢t + xo,t + yo) es solucion de
la ecuacion E Y(xg,yo) v, por tanto, por todos los puntos de ¥; pasan curvas
integrales de la ecuacion. De hecho, la parte integrable de Cy resulta ser

C()’mt = {(JI,O, 1, 1)‘ T &€ R}

La siguiente secciéon estudia un ejemplo donde, al contrario que en el ejemplo
precedente, el algoritmo recursivo subregular describe correctamente todos los
puntos integrables de la ecuacion, pero existen soluciones que atraviesan la parte
singular, quebrando la hipotesis basica utilizada en el enunciado del algoritmo
subregular.
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4.2. Un ejemplo de sistema singular genérico: el
frunce

La Teoria de Catéstrofes estudia el comportamiento de sistemas singulares
bajo perturbaciones o equivalentemente, aunque de manera mas precisa, la es-
tructura genérica universal de los puntos criticos de aplicaciones diferenciales.
Rhené Thom establecié una clasificacion de las catéstrofes elementales en un teo-
rema que describe los puntos criticos degenerados de funciones de codimension
méxima cuatro. El teorema muestra que soélo existen siete tipos de puntos criticos
degenerados para este tipo de funciones, que son las llamadas siete catastrofes
elementales y que listamos en la tabla 4.1 [18] (ver por ejemplo [7] para la des-
cripcion de la Teoria General de Singularidades y las referencias citadas).

Cuadro 4.1: Catastrofes elementales de Thom.

Germen | Codim Desarrollo Universal Nombre
[u?] 1 u® + zu Pliegue
+[u?] 2 ut + 2u® + yu Frunce
[u®] 3 u® + v + yu? + zu Cola de golondrina
[u? — uv?] 3 u? —uv? + z(u? +v?) + yu+ zv | Umbilico eliptico
[u? 4 7] 3 u + v* + zuv + yu + z2v Umbilico hiperbélico
+[uf] 4 ub + zut + yud + zu? + wu Mariposa
+[u?v + vl 4 u?v + v* 4+ zu? + yv? + zu + wo | Umbilico parabolico

Este ejemplo, que vamos a desarrollar ampliamente, representa una de las
catastrofes elementales de Thom, el frunce, en el contexto del control 6ptimo. Lo
més interesante de este ejemplo es que la matriz W, que mide la singularidad
del problema, no tiene rango constante. En este supuesto, los teoremas del algo-
ritmo de ligaduras presimpléctico no son aplicables estrictamente, aunque pode-
mos aplicar el algoritmo interpretandolo adecuadamente y probar que todavia
funciona. Ademas, se observa claramente la relaciéon con el algoritmo recursivo
subregular discutido en la seccién anterior (§ 4.1.1). Con ambos algoritmos: el
algoritmo de ligaduras general adecuadamente tratado y el algoritmo recursivo
subregular, se obtienen las mismas subvariedades, aunque, como veremos, existen
curvas soluciéon que atraviesan la parte singular saliendo de la parte regular, solu-
ciones, que como ya observamos, no son detectables por el algoritmo subregular.
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El problema de control 6éptimo singular estd dado por:

i = u (4.3)
L = —u*—xu? (4.4)

donde = € R es la variable de estado y u € R es el control del problema. Cons-
truimos el hamiltoniano y el campo vectorial dindmico solucién de ir, = dH, que
son respectivamente:

H = u'+2u* +pu (4.5)

I'e = ug—u2g+03. (4.6)

Como vemos, el hamiltoniano H es exactamente igual al desarrollo universal del
germen [u?], que corresponde a la catéstrofe frunce en la tabla de las catastrofes
elementales de Thom. En este caso, las variables (z, p) del problema de control se
deben identificar con los parametros de control (x,y) de la Teoria de Catéstrofes.

La subvariedad M; de las ligaduras primarias es la siguiente:
OH
= {(x,p,u) eR’ oW = ou 4u® 4+ 2ru +p = 0} ;
u

que es claramente una subvariedad regular del espacio de fases total
M = {(z,p,u) € R®} = R*. Representamos la subvariedad M, en la figura 4.1.

3
PAY, AR )
SRR 2XUFRALR S0,

Figura 4.1: Subvariedad Mj.
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La estabilidad de la ligadura ¢ con respecto a la dindmica impone que su
derivada a lo largo del campo vectorial I'c se anule para algin C, obteniéndose
la condicion:

To(eW) = p+2iu+2zu+ 12ua=u®+ (120° +22)C = (4.7)
u? 4+ CW = 0.

Pero podemos observar que la matriz W := 12u? + 2x no es de rango constante.
Los puntos singulares, esto es, aquellos que anulan W, nos separan la subvariedad
M en dos partes:

= W # 0. Se tiene entonces que C' = —u?/W y constituyen la proyeccién de la
parte regular de la ecuacién implicita, X es. En estos puntos el problema de
control es regular y existe “feedback” optimal. Las ecuaciones de movimiento
que hay que integrar quedan de la forma que sigue:

= u

= —u

= W = 0. El conjunto 3y = {(z,p,u) € M| x = —6u?} constituye el locus
singular de la ecuacién. Ahora bien, en la parte singular ¥; habra soluciones
para C' donde se verifique la ecuacion (4.7), es decir, cuando u? = 0, dando
lugar a una segunda ligadura ¢® dentro de la parte singular ¥; de la
ecuacion:

o = 2.
De nuevo, estudiamos la estabilidad de esta ligadura obteniendo
To(0®) = 2ui = 2uC = 0.
Por tanto, la subvariedad singular X ,cs, definida por
Sireg = {(T,p,u) € M| W =0, ¢V = ¢ =0}

y que se reduce al punto {(0,0,0) }, es la variedad final singular de las
ligaduras. La dinamica en ella resulta ser, por tanto,
0
e =C—
¢ ou
y si queremos estabilidad se debe tener C' = 0, por lo que la solucién de
las ecuaciones en Xy ;¢ se reduce a la solucion constante (0, 0,0). Posterior-
mente, veremos que ésta no es la tnica posibilidad, ya que existen soluciones
que atraviesan el punto (0,0,0) y salen fuera de X jep.
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_3 —4

Figura 4.2: Subvariedad singular.

En la figura 4.2 mostramos la parte regular ¥; o, dentro de ;.

Podemos representar mejor este proceso introduciendo unas variables méas
apropiadas. Hagamos el siguiente cambio de variable F': R* —= R?,

F(z,p,u) = (z,u, ¢), (4.8)

donde ¢ = ¢V = p+ 2zu + 4u®. Notese que F' es un difeomorfismo global ya que
dx ANdu N dp =dx N\dp N du# 0 en todo punto.

Este cambio de variable F' no preserva la 2-forma presimpléctica, ya que:

Q = drAdp=dxNd(¢—2ru— 4u®) =
= dx ANdp — (22 + 12u?)dx A du = dx A dp — W dx A du.

Observamos que si restringimos 2 a M; tendremos €2y = Wdx A du y aparece
de nuevo la singularidad definida por W = 0. Cuando W = 0, la 2—forma 2y se
vuelve degenerada. En los puntos en los que W £ 0, £2; es simpléctica y el campo
vectorial

o wr o
Iy =i — =
or W ou
es hamiltoniano, con hamiltoniano H; = —u?(z + 3u?).

La subvariedad M; queda definida en las nuevas coordenadas como sigue:

M, = {(z,u,¢) € My| ¢ =0}, (4.9)
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y las ecuaciones de movimiento quedan de la siguiente forma: (W # 0)

i = u (4.10)
0 = —“WQ (4.11)
o = 0. (4.12)

Tenemos una cantidad conservada, el hamiltoniano:
H=pu+zu’+u*= (¢ - 2ru — 4u®) u+ v u® + u?,
que restringido a la subvariedad M; resulta ser:
Hy = —u? (x + 3u?).
Por tanto, sus conjuntos de nivel, H = cte = F, son las curvas algebraicas
E = —u’ (z + 3u?)

compuestas de curvas integrales de las ecuaciones del movimiento. Las trayectorias
que pasan por el punto (0,0,0) estan contenidas en H = 0, pero la curva H =0
tiene dos componentes, el punto (0,0,0) citado y la curva W = 6u?. Por tanto,
las ecuaciones del movimiento (4.10), (4.11) sobre esta parabola resultan:

r = u
u? 1

Q:[/ — _—— = -,
6u? 6
es decir, por el punto (0,0,0) pasa una soluciéon de la ecuacién implicita del
problema optimal cuyo vector tangente es (0,0, —1/6). En la figura 4.3 mostramos
una trayectoria atravesando la parte singular.

En la figura 4.4 hemos representado en el plano x — u las trayectorias solucién
del problema. Podemos observar que la curva que pasa por el (0,0), x = —3u?,
divide el plano en dos regiones: a la derecha quedan las curvas cuyo hamiltonia-
no es negativo y a la izquierda aquellas con hamiltoniano positivo. Las curvas
superiores de la region derecha se mueven en sentido positivo del eje z, por lo
tanto, contienen a la curva con xo = 1 y xr = 8,75, que representaremos pos-
teriormente; en la region de abajo siguen el camino inverso. Sin embargo, en la
region que queda a la izquierda de la curva correspondiente a ' = 0, en la parte
superior se acercan por las dos ramas a la curva singular, que tiene pendiente
infinita, y en la parte inferior se alejan de ella (esto se deduce gracias al estudio
de las isoclinas que realizamos posteriormente).

El problema de control 6ptimo singular (4.3), (4.4) es totalmente controlable.
Si tomamos unos extremos fijos, 2(0) = zo y z(T') = @, es posible probar que
siempre hay un valor de E para el cual existe una trayectoria que los conecta.



4.2. Un ejemplo de sistema singular genérico: el frunce 135

-10

-5

X -4

Figura 4.3: Trayectoria en M; que atraviesa la variedad Singular X ;.

E=7u2(x+3p2)

u
Figura 4.4: Trayectorias en el plano x — u.
Efectivamente, como z = —F/u® — 3u? y & = u, entonces de & = (2E/u® — 6u)u
nos queda que
uA
= 4.13
Y72 —6ut (4.13)

Con esta ecuacion podemos integrar la u, obtener el resultado exacto y dibu-
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jarlo. En la figura 4.5 se muestra la trayectoria que parte de los puntos iniciales
To = ug = 1 con xp = 8,75 integrada numéricamente.

0 5
X 5

10

-5

-10 p

Figura 4.5: Trayectoria en la parte regular de Mj.

En la figura 4.6 mostramos el valor del estado x frente a la variable de evolucion
de la trayectoria que parte con xg =1y ug = 1y termina en 7 = 8,75.

9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.6: Proyeccion de la trayectoria con estado inicial xqg = 1 y estado final
rr = 8,75
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Por tltimo, mostramos en la figura 4.7 la trayectoria calculada numéricamente
y la trayectoria exacta, que coinciden.

1

T T
N - = Trayectoria numerica
\ == Trayectoria exacta
0.95 S -
\\
N,
AN
0.9 N\, 4
\,
AN
0.85 \\ i
~
N
U ost N 1
RN
\\
0.75 ‘N, b
~
\\\
~,
0.7 \\ 4
\~\
~,

M ~

0.65F ~. B
~ -~

0.6 Il Il Il Il Il Il Il

2 3 4 5 6 7 8 9
X

Figura 4.7: Trayectorias numérica y exacta.

Otro método alternativo para analizar las trayectorias consiste en estudiar las
curvas isoclinas. Eliminando el parametro tiempo obtenemos:
du/dt  du  —u®/(2z+12u?) —u
de/dt — dr u S 27+ 1202

lo que nos permite dibujar facilmente las curvas con pendiente constante:
du —u B
de 2z +12u2

Las isoclinas con pendiente K son parabolas de ecuacion:
u

= —6u® — —.
T u 9K

Para K = 0 tenemos que u = 0, es decir, u = 0 son todos puntos estacionarios.

La tangente es infinita de nuevo en la curva singular W = 2z + 12u%? = 0 y las
parabolas se acercan a esta curva segin K —— co. Podemos ver todo esto en la

figura 4.8

Hay otro cambio de variable muy natural, el dado por la aplicacion
G: M — M:

Gz, u, ¢) = (u, W, 9).
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E:—uz(x+3u2)

Figura 4.8: Trayectorias e isoclinas en el plano x-u

En las nuevas coordenadas las ecuaciones del movimiento quedan como sigue:

¢ = 0
. u?
U = ——
w
. u3
W = 2u—24—

w

y el hamiltoniano se transforma de la siguiente manera:

1
H = —§u2(W — 6u?),

Las soluciones halladas antes para el valor de H = 0 se recuperan: u = 0 y
W = 6u?.
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Podemos reescribir las ecuaciones del movimiento como sigue:
¢ =0
Wa = —u?
WW = 2uW — 24u®

y, entonces, tenemos las ecuaciones en el plano (u, W) escritas de forma explici-
ta como ecuaciones cuasilineales implicitas donde la matriz de coeficientes nos
muestra la singularidad W = 0.

W 0 u | —u?

0o w W || 2uW — 2443
Es decir, aparece de nuevo la singularidad W = 0 que no nos permite despejar
de la ecuacion las derivadas de orden superior.

4.3. Un ejemplo de dinAmica singular: frenado 6p-
timo

4.3.1. Un modelo simple para el frenado 6ptimo

Un modelo simple que describe el frenado 6ptimo de un vehiculo modelado
como una unica rueda viene gobernado por las siguientes ecuaciones de control
propuestas en [21]:

jfg = f(]fl,Z'Q), (415)

donde la variable x; es proporcional al momento angular de la rueda y z, a la
velocidad del vehiculo v. La magnitud que se pretende minimizar es la distancia
recorrida por el vehiculo antes de frenar completamente, por tanto, la densidad
lagrangiana ha de ser proporcional a la velocidad lineal:

L(xy, 22, u) o 2. (4.16)

El control u representa el par de fuerzas ejercido por el sistema de frenado sobre
la rueda y la funcion f(z1, x2) describe la fuerza de friccion debida al contacto del
neumatico con la carretera. Esta funcion f se construye en base a varios modelos
y a distintas suposiciones sobre las caracteristicas del neumatico, estado de la
carretera, etc. y es una funciéon fuertemente no lineal en las variables x1, x5. Un
ejemplo de esta funcion es la conocida como formula magica de Pacejka [88] donde
f toma la forma:

f(s) = Dsin <C’ arctan (Bs — A(Bs — arctan Bs))), (4.17)
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siendo s = rw/v —1 = v, /v = x1/x3 — (1 + p); p = mr?/I, donde r es el radio
de la rueda, m su masa e I el momento de inercia.

Las condiciones iniciales del problema son x1(0) = x19, x2(0) = x9 vy las
finales han de ser cero para que se pare el vehiculo en un tiempo desconocido a
priori t:

xl(tf) = O, xg(tf) =0.

Algunos comentarios sobre el origen mecanico del modelo

Las ecuaciones de movimiento de una tnica rueda de acuerdo con los modelos
de friccion carretera/rueda rugosa', son las siguientes [19], [20]:

mv = F,
Iw = —rF, 4+ u,,

donde v es la velocidad lineal de la rueda, w la angular, I es el momento de inercia
respecto del eje de rotacion perpendicular a la rueda, r el radio de la rueda, F; la
fuerza de friccion ejercida por la carretera sobre la rueda y u,, el control, es el par
de fuerzas ejercidas por los frenos. La cuestion clave aqui es la eleccion adecuada
de la funciéon que modela la fuerza de fricciéon F,.. Un modelo dinamico para esta
fuerza es la proporcionada por el modelo de friccion carretera/rueda rugosa que
viene descrito por las ecuaciones

F, = (00z + 012 + 09v,) F,,,

donde F;, es la fuerza normal, v, = rw — v es la velocidad de deslizamiento,
09, 01, 0o son parametros y z es una variable auxiliar que cumple la ecuacion
diferencial auxiliar siguiente:

B oo|vy|
g(vy)
g(vr) = pe+ (ps — fie) €Xp

z = v,

—|vr/vs|*

En la tabla 4.2 se muestran los parametros utilizados.

El valor de @ = 1/2 reproduce bien la “féormula mégica”:
f(s) = Dsin <C’ arctan (Bs — A(Bs — arctan Bs))),

donde, al igual que antes,

Del inglés “lumped tire/road”.
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Cuadro 4.2: Descripcion de los parametros del modelo.

oo : rigidez de rugosidad (“lumped stiffness”) longitudinal del caucho.
o1 : empapamiento por rugosidad (“lumped damping”)
longitudinal del caucho.
0o :  empapamiento relativo viscoso.
e friccion de Coulomb normalizada.
s »  friccion estéatica normalizada.
vs :  velocidad relativa de Striebeck.
z: estado de friccion interna.

Si redefinimos las variables como: v = ru./I y f(s) = F.(v.,v)/m, donde se
asume que la fuerza de friccion, F;., solo depende del coeficiente de deslizamiento
87

esto es, suponemos un comportamiento “estatico” para la fuerza de friccion, y si
definimos las nuevas variables de estado 1, xs como:
r1=v+ 1+ pv, z3=10,
se obtienen las ecuaciones anteriores (4.14) y (4.15):
jfl = U
ij = f(s)a

con s = (1 — (14 p)x2)) /2y = 1 /22— (14 p). Estas ecuaciones son las utilizadas
en el diseno de los controladores para el sistema de frenado ABS.

Una aproximacion de f comtinmente utilizada es f(s) = ay/s + bs, que sigue
siendo una funcién no lineal.

4.3.2. Resolucion del problema de frenado 6ptimo con el
algoritmo de ligaduras

El espacio de configuracion es P = R? con coordenadas (21, z3). El espacio de
controles esta acotado, puesto que habra un valor méximo del par de fuerzas que
pueda ejercer el sistema sobre la rueda y, asi, C' = [0, uns]. Por tanto, el espacio
total serd M = T*P x C' =2 R* x [0, umgy] con coordenadas (1, T, p1, pa, u). Las
ecuaciones del movimiento y el funcional de accion seran:

B o= u (4.18)
Ty = f(x1,72) (4.19)

S = / 7 alt) dt. (4.20)
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El principio del méximo de Pontryagin establece que las trayectorias que mini-
mizan S vienen dadas por las curvas que resuelven las ecuaciones de Hamilton:

. oH . OH i )
r1 = 7[5 =Uu To=— = f(x1,2
! 3])1 ’ 2 ap2 1,42/
. _ _OH _ 8f . od _ af
b1 = o1, 8x1 b2 = "oz, (%2
y, por la condiciéon de méximo,
H(z,p,u") = méx H(z, p, u),
donde
H(z,p,u) = pru+ paf(r1,29) — L(x1, 22, u) = pru+ paf(xy, 22) — x9. (4.21)

Como esta funcion es lineal en u y ¢V := OH/Ou = py, no van a existir puntos
criticos de H, por lo que el méximo se alcanza en los extremos del intervalo
[0, Umax), €0 U = Umax S p1 > 00 en u = 0 si p; < 0. La estrategia optimal de
frenado es la siguiente:

U= Umsx si ¢(1):p1>0
- 0 sigpM=p <0

Cuando se anule la ligadura primaria, ¢ = p; = 0, entraremos en el contexto

geométrico de los problemas optimales singulares discutidos previamente. Ten-

dremos definida en este caso la subvariedad
My = {(z,p,u) € M| ¢V = p; = 0},

donde deben permanecer las trayectorias mientras dure la condicién p; = 0. Al

hacer los célculos nos encontramos que este sistema es singular y es necesaria la

aplicacion del algoritmo de ligaduras, ya que la matriz

_ 9*H

1. —
W= =2 =0

es idénticamente nula. Con la notaciéon utilizada al definir el algoritmo subregular,
esta subvariedad M; coincide con ¥y = 7/(Ch), ya que E = Cy, Erey = D,

entonces, T (Ereg) = oreg = . El campo vectorial dinamico queda de la forma:
0 0 OH 0 0H 0 0
e = u—>2 o oo _of o 9 _
¢ u@xl + fl@, x2)0x2 0x1 0p1  O0xq Opo + O@u
0 0 of 0 of \ 0 0
J— - - s 1 _
AR el e Pl ( ax2) o Cau
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Por tanto, existiran arcos extremales singulares si y solo si existe C' tal que
Le(¢M) =0 en M:

af

T(dMY) = py = —p,—L-
c(@) =m P2, -

(21,22) =0,

lo nos define una ligadura secundaria

0
¢(2) = —p2a—xfl($1, $2),

de la que se deduce que o bien df/0x; = 0 o bien p; = 0, pero esta ultima
condicién no puede darse, ya que entonces tendriamos

0=ps=p2 = (1—py0f/0zs) = 1. Por lo tanto, podemos reescribir esta segunda
ligadura como

¢(2) (xla x2) = aa—l.],cl(

xl? x2)7
y la subvariedad definida por ella
S = {(z,p,u) € My| ¢V = 6@ =0},

Por tanto, cuando las trayectorias entren en la subvariedad M, para que per-
manezcan en ella han de entrar directamente a los puntos contenidos en .
Imponemos de nuevo la estabilidad de esta subvariedad,

@y _r.(2f ) _ 9 (a_f) 9 (a_f)
Lo(¢ ? )=Tc (83:1 (21,22) | = Oxy \ Oxq ur Oy \ 01y 5

esta ecuacion podemos reescribirla como

(2)
Po(o®) = W@+ 22 ¢ (4.22)
81'2
donde )
e . o (0f Z&b()‘
&El 6331 &El
Claramente, en los puntos donde W ® sea invertible habra “feedback” optimal que
vendrd dado por u = — (0¢® /dx,) f/W®. Tenemos una primera subvariedad

donde el campo vectorial es consistente, que denotamos por

o [ of
we=_— (== 0p.
&El &El 7&
Notese que X, corresponde al conjunto de puntos criticos no degenerados de f
con respecto a la variable z;.

E2,reg = {(.T,p, U) € E2
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Dentro del conjunto de puntos que anulan W® habra solucién en aquellos
que anulen el resto de la ecuacion (4.22), lo que nos define una nueva ligadura:

(2)
09 { 9 (af

0= G f = o (o)) |

y ésta a su vez, una nueva subvariedad
Yy = {(xap,u) S ‘ W = B = 0} .

La situacion es similar al paso anterior, pero ahora dentro de esta subvariedad
Y3. Imponemos de nuevo la estabilidad de la ligadura y obtenemos

DB

f

siendo de nuevo la expresion de W®) := 9¢) /0z; y habra “feedback” optimal si
podemos despejar el control u, es decir, en aquellos puntos en los que no se anule
W) que nos definen una subvariedad donde el campo vectorial es consistente:

(3)
E3 reg — (l’,p, U) € E3 W(3) = 8925_ 7é 0
’ al’l

El resto de puntos de esta subvariedad que anulan W® y T'¢(¢®) nos definen
de nuevo otra subvariedad, ¥4, donde debemos seguir aplicando el algoritmo.
La subvariedad final de ligaduras vendréa dada por la unién de las siguientes
subvariedades:

Mao = %9 U Sseg U+ U S U - - (4.23)

obtenidas de forma recursiva partiendo de ¢ = 9f/dx; y siendo ¥, = M,
definida anteriormente, para k > 1 con la siguiente familia de ecuaciones:

S o= {(@pu) €S | WED =M =0} (4.24)
Skeeg = {(z,p,u) € T | W £0} (4.25)
dpk)
(k)
w ar, (4.26)
)
PED (21, 29) = %f, (4.27)

y la condicion de “feedback” optimal en la subvariedad Yy ;es, k& > 1 es la siguiente

-1 dpk)
YT rm (a@ )f'
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Es de resenar que la expresion para el feedback optimal singular fue obtenido
por procedimientos ad hoc en |21] para k = 2 solamente.

Por otro lado, la condiciéon singular de pertenencia a la subvariedad Y5 en
el modelo de frenado estético corresponde a f'(s) = 0 si f”(s) < 0, esto es, el
algoritmo se detiene en k = 2, de modo que el sistema se mueve de tal manera que
la fuerza de friccidon es maxima en todo instante, lo que constituye el principio de
ingenierfa del sistema ABS, “maxima friccion en todo instante”.

Ejemplo de frenado optimal con una funcién de aproximacién de la
férmula magica

Una aproximacion de la formula mégica, definida por la ecuacion (4.17), es la
siguiente:

f(s) = av/s +bs,

donde s = z1/x9 — (1 + p) y a, by p son constantes. Las ligaduras primaria y
secundaria son, respectivamente:

¢(l) = P1,

of 1 1
2 — — -
¢ le <2(L\/§ + b) ’

por lo tanto, la subvariedad donde puede haber trayectorias soluciéon es

2 = {(@p.w) 0 = 6® =0} = {(w.p,u)l =0, V5= -},

a
Calculamos Wy se obtiene:

Cof -1 1

Ort  4as’?x3  da(z) — 20(1 4 p))3/2z)

esta funciéon no se anula nunca, por lo que tenemos aqui “feedback” optimal,

O 09W f (ay—2sm f
T Oz, WO\ 4as3223 ) W@

y la subvariedad donde el campo vectorial es consistente si p; = 0 es, simplemente,
3.

Mas adelante veremos varias simulaciones numéricas donde se contrastan las
dos estrategias optimales: frenado “bang—bang” y frenado 6ptimo singular, ob-
servandose que esta segunda estrategia es més conveniente.
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4.3.3. Un modelo vectorial de frenado é6ptimo

El modelo anterior se puede refinar si consideramos un vehiculo de cuatro
ruedas independientes con velocidades para cada rueda proporcionales a x1, xo,
T3, T4, respectivamente y actuadores de freno independientes:

Ty = Uy, T2 = U2, XT3 =1U3, T4 = U4.

La velocidad del vehiculo, x5, cuya derivada va a ser una funcién no lineal que
depende de las variables x1, x9, x3, 74, x5, tendra la forma:

T5 = f($1,$2,333>$47$5)-

En este caso, no s6lo queremos minimizar la distancia recorrida antes de parar,
sino también el giro del coche, es decir, el torque total producido por la friccion
en las cuatro ruedas sobre el coche. Supondremos que el valor sobre cada rueda
de éste va a ser proporcional a Rx; — x5 para i = 1,...,4, por tanto, el momento
de las fuerzas va a ser proporcional a

Rz + Rxs3 — 2x5 — Rry — Rxy + 225 = R(xy + 23 — 9 — 24), por lo que podemos
escribir el lagrangiano de la forma que mostramos a continuacion:

L =axs + f(x) + 23 — 29 — x4)
y el hamiltoniano queda entonces:
H = pyuy + pauz + psuz + paua + psf — axs — B(x1 + 23 — 29 — 24).

Las ecuaciones del movimiento resultan ser:

Ty = uy, Tg=ug, 3=us, I4=us, T5= f(x1,T,x3,T4,T5)
. of . of . of
P = —psy—+0B, Pe=-Ds5——0, P3=—ps5— + 3
0, 0s Ox3
) af ) of
Ps = —psm——0, Ps=-psy— +a.
8x4 8x5

La resolucién de problema es completamente similar al modelo de una rueda.
Primero, veamos que la variable p5 no puede ser nula, porque entonces p5s = a = 0
y, puesto que « es no nulo, ya que entonces se perderia el sentido mecanico que
hemos supuesto, ésta no puede anularse. Segundo, el maximo del hamiltoniano
vuelve a alcanzarse en los extremos, por lo que la estrategia de frenado es similar
al caso anterior. Finalmente, como

oOH oOH oOH oH
— - = R - = 4.2
ouy P, Ous P2, Ous Ps; Ouy P4 (4.28)

en cuanto alguno de estos valores se anula entramos en el contexto de los proble-
mas de control 6ptimo singulares. Si, por ejemplo, se anulase p; tendriamos que
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la soluciéon ha de permanecer en la subvariedad M; = {(x,p,u) € M| p; = 0}, al
imponer la estabilidad aparece la ligadura secundaria, puesto que de la primaria
no puede obtenerse “feedback” optimal para wuq,

of
Ds o1
Si ahora dividimos el campo vectorial en una parte correspondiente a la variable
x1 y otra al resto, es decir, I' = I'y + [yegt0, donde T'y = £10/021 y Tresto = ' — Ty,
entonces la estabilidad de esta segunda ligadura queda como sigue:
o (0f
r @ = P53\ 5 + Fres o @ =0
(¢*) Ds 971 \ 0z, U1 w0(¢)

y habra “feedback” optimal en ¥y = {(z,p,u) € M| ¢® = 0} si
o (of
w®=_— (L) #0
&El (&El) 7&

En los puntos donde esta funciéon se anule debemos seguir aplicando el algoritmo
como en el modelo anterior y, asi, obtenemos, de manera completamente analoga,
la subvariedad final de las ligaduras como la unién de subvariedades

¢(2) =p=0

Moo = Yo reg U X3 reg U+ - U Dg e U~ (4.29)
definidas de forma similar al caso anterior.
Si se anulan simultaneamente dos de las ecuaciones de (4.28), entonces se pro-

cede de manera idéntica, pero ahora tenemos un sistema vectorial. Supongamos
que p; = py = 0, entonces nos aparecen dos ligaduras secundarias:

@ _ . _ Of
1 D1 p5—8x1 + 0,
e _ -, 0

Dividiendo el campo vectorial como antes, en una parte correspondiente a las
dos variables donde no tenemos “feedback” 6ptimo y el resto, I' = I'15 + T'iesto, la
estabilidad de las ligaduras queda:

o (0f o (0f 2
I 2) = —P5s— | — — Fres o @) =0
(¢17) p56931 (6931)u1 p56x2 (69:1)u2+ (1) ;
o (0f o (0f 2
I (2) = —P5s— | — — Fres o @) =0
(¢57) p58x1 (8x2)u1 p55x2 (axg)u2+ to(Ps ) )
entonces habra “feedback” 6ptimo en los puntos donde la matriz

2) i T1x
W( ) — 82}- a%fQ

ox1x2 895%
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sea invertible. En los puntos donde no lo sea, debemos imponer de nuevo la
estabilidad obteniéndose, de nuevo, la subvariedad final de las ligaduras como la
unién de las sucesivas subvariedades obtenidas al imponer la estabilidad de las
ligaduras que van apareciendo.

4.3.4. Simulaciones numeéricas

En esta seccién mostramos los resultados de dos simulaciones numéricas que
contraponen las dos estrategias de frenado 6ptimo distintas discutidas anterior-
mente: frenado bang-bang y frenado 6ptimo singular.

La primera se trata de un experimento de comparacion de las estrategias de
frenado utilizando soluciones optimales “bang-bang” y de frenado 6ptimo singu-
lar, es decir, en el primero comenzamos fuera de la subvariedad M; con p; < 0;
el problema evoluciona hasta llegar a la subvariedad M;, como ésta es singular,
la trayectoria debe caer en la subvariedad s, que son los puntos de M; que,
ademaés, verifican que df/0r; = 0. Se comprueba facilmente que para el pro-
blema analizado obtenemos un “feedback” optimal en 5. No hemos partido de
condiciones iniciales para que la trayectoria cuando llegue a M; lo haga directa-
mente a Yo. Suponemos que cuando llega a M; desplazamos instantaneamente la
trayectoria a Y y despreciamos el coste de este tramo. El otro problema, que de-
nominamos frenado 6ptimo singular, consiste en suponer que la trayectoria parte
directamente desde la subvariedad Y5, que corresponde a un problema de control
6ptimo singular.

Utilizamos el modelo de friccion estéatica con la féormula méagica que hemos
visto anteriormente (4.17),

f(s) = Dsin <C’ arctan (Bs — A(Bs — arctan Bs))),

con los siguientes valores de los parametros A =0, B =7, D = 0,7 y el pardmetro
de “mojado”, C' =1 : 0,1 : 2. Los datos iniciales son vy = 15m/s, m = 250Kg,
r=0,25m, J = 1Kg - m?, up = 1500Nm y p = 15,625 que corresponden a valores
iniciales de x1 y wo: vy = 27,77 y vy = 461,68.

En la siguiente tabla mostramos el parametro de “mojado”, C, el tiempo en
segundos, t _sing, que tarda en detenerse el vehiculo para la estrategia de frenado
6ptimo singular y el espacio en metros, s_sing, recorrido y los mismos datos para
la estrategia de “bang—bang”. La integracion de las ecuaciones del movimiento se
ha hecho en MatLab con un integrador “ode45”.
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| C | t_sing (s) | s_sing (m) | t_bang (s) | s_bang (m) |

1.1 3.94 593.3 4.01 56.84
1.2 3.94 593.3 4.05 58.21
1.3 3.94 93.3 4.21 60.57
1.4 3.94 93.3 4.32 64.03
1.5 3.94 593.3 4.57 68.61
1.6 3.94 593.3 4.83 74.49
1.7 3.94 593.3 5.07 81.64
1.8 3.94 93.3 5.34 90.32
1.9 3.94 53.3 5.61 100.50
2.0 3.94 53.3 6.02 112.43
2.1 3.94 593.3 6.43 125.91
2.2 3.94 593.3 6.86 141.16

Notese que el tiempo de frenado y la distancia no depende de como esté de
mojada la carretera en el frenado 6ptimo singular, ya que en cada momento el
sistema se ajusta para frenar al “méximo” y, por tanto, la fuerza de frenado es
siempre maxima, fns, independientemente de las condiciones de la calzada, y
la estimacion obtenida depende, entonces, del rango de aplicacion de la formula
magica.

El segundo experimento consiste en la comparacion de las estrategias de frena-
do utilizando “bang-bang” o frenado singular en el modelo de fricciéon estatica con
parametros para la formula magica A = 0, B =7, D = 0,7. Los parametros fisicos
son, al igual que antes: m = 250Kg, r = 0,25m, J = 1Kg - m?, ur = 1500Nm y
p = 15,625.

Se comparan las distancias de frenado para el pardmetro de “mojado” C' = 1,6
con distintas velocidades iniciales vy.



150 Problemas de control 6ptimo singular generalizados

| vo (Km/h) [ t_sing (s) | s_sing (m) | t_bang (s) | s_bang (m) |

54.00 2.19 15.35 2.66 24.14
57.60 2.27 17.40 2.89 27.44
61.20 2.43 19.59 3.11 30.91
64.80 2.56 21.98 3.21 34.62
68.40 2.69 24.58 3.43 38.54
72.00 2.81 27.31 3.65 42.66
75.60 297 30.07 3.75 46.97
79.20 3.19 33.11 3.97 51.50
82.80 3.31 36.28 4.19 56.23
86.40 3.44 39.99 4.41 61.17
90.00 3.56 43.05 4.49 66.33
93.60 3.69 46.64 4.69 71.70
97.20 3.81 50.37 4.89 77.21
100.80 3.97 54.13 5.09 82.99

4.4. El principio del maximo de Pontryagin para
sistemas cuasilineales implicitos

Finalmente, como una aplicacién mas teérica y general de las ideas expuestas
hasta el presente en esta memoria, vamos a estudiar una generalizacion de gran
interés en Teoria de Control Optimo. Esta generalizacion consiste en suponer que
la ecuacion de estado no es una ecuacion diferencial ordinaria en forma normal,
sino que es una ecuacion diferencial implicita (o DAE en la terminologia propia
de las aplicaciones a la ingenieria).

Este tipo de problemas emergen en multitud de problemas donde, junto a
las ecuaciones dinédmicas, habitualmente determinadas por leyes fisicas funda-
mentales, se anaden condiciones o ligaduras introducidas al disenar y concebir
los sistemas o dispositivos especificos. Asi, en problemas mecénicos habremos
de considerar ligaduras holénomas o no, que convierten las ecuaciones de Euler—
Lagrange que rigen la dinamica del sistema en sistemas implicitos en determinadas
ocasiones. De la misma manera ocurre al tratar problemas de sistemas lineales,
redes eléctricas, etc.

En lugar de un tratamiento lo més general posible, nos vamos a concentrar en
ecuaciones de estado que sean cuasilineales y por ello utilizaremos la misma for-
mulacién que introdujimos en el capitulo 3, § 3.1, y que reproducimos brevemente
de nuevo para comodidad del lector.

Denotaremos por P al espacio de estados o de configuraciones con coordenadas
locales z¢, i = 1,...,n. La variedad C, un fibrado afin sobre P, va a denotar el
espacio total de controles con coordenadas locales (z*,u®), i =1,...,n,

a = 1,...,m. Finalmente, p: FF —— P denotara un fibrado vectorial auxiliar
sobre P, cuyas coordenadas en las fibras denotaremos por &%, a =1,...,r, i.e.,
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las coordenadas en el espacio total F serdn (z%,£%),i=1,...,n,a=1,...,7.
También necesitamos introducir una aplicaciéon de fibrados vectoriales

A: TP —— F lineal a lo largo de las fibras del fibrado tangente

7p: TP —— P, cuyas coordenadas locales denotaremos por (2%, 1%). Esto es, la
aplicacion A va a satisfacer po A = 7p y, en coordenadas locales va a tomar la
forma siguiente: % — % = A%(x)1".

v

I——P

Podemos tomar el pull-back de los fibrados TP y F' a C a lo largo de la
aplicacion m: C' —— P y obtendremos fibrados vectoriales p;: 7*(TP) —=C'y
¢1: ™ (F) —— C. En lo que sigue, siempre que no haya riesgo de confusion, vamos
a denotar estos fibrados simplemente como TP y F' de nuevo respectivamente.

™(TP)—=TP ™ (F)—F
Pll/ lTP fhl lp
C P C——P

La aplicacion entre los fibrados vectoriales A: TP —— F se puede interpretar
de esta forma como dependiente de los controles u, i.e., #%—A%(z,u)i".

La “fuerza” que controla el sistema se identifica con una seccién f del fibrado
F.ie., f: C —— F tal que po f = idp, en otras palabras, localmente vamos a
tener (z,u) — f*(x,u).

Un sistema implicito de control va a consistir en un sistema de ecuaciones
diferenciales implicitas de la forma descrita anteriormente y que, en el sistema
local de coordenadas (z*,u®), tiene la forma:

Az, u)i’ = f*(x,u), a=1,...,rank F.

Visto de una manera maés intrinseca, si 7v: [ —— C' es una curva en C', vamos a
buscar curvas que satisfagan:

A1) = F(y(), VEe (4.30)

Diremos que el problema de control (4.30) es optimal si, ademds, buscamos
soluciones v que minimicen el funcional objetivo

S(z,u) = /OTL(:E,u) dt. (4.31)
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Estamos buscando, por tanto, aquellas soluciones «y del sistema implicito (4.30)
que minimizan S y satisfacen condiciones en los extremos, como las siguientes:

pri 0 v(0) = o, prioy(T) = zr, (4.32)

aunque, igual que en el caso estandar, podriamos considerar otras condiciones en
los extremos sin mayores dificultades.

4.4.1. Principio de maximo de Pontryagin para sistemas de
control 6ptimo cuasilineales implicitos

Utilizando la intuicién ganada a partir de las consideraciones establecidas en
el capitulo 2 en torno a las ecuaciones del principio de méximo de Pontryagin
y los multiplicadores de Lagrange, podemos utilizar de manera heuristica esta
aproximacion para obtener una primera aproximacion a las ecuaciones dinamicas
solucion del problema. Notese que no es posible aplicar el principio de méaximo de
Pontryagin a esta situacion, ya que no tenemos una ecuaciéon de control en forma
normal. Asi, resolver el problema de control optimal implicito dado por (4.30)
con condiciones de contorno (4.32) y funcional objetivo (4.31) lleva a encontrar
los extremales de funcional modificado

S(x,u,§) = /0 [L(z,u) + &P (z,u)] dt, (4.33)

donde hemos introducido las ligaduras ®*(z,u) = A%(z,u)i’ — f%(z,u) y los
multiplicadores de Lagrange &,, que representan coordenadas a lo largo de las
fibras del fibrado F* —— (. Una simple manipulacién en el funcional S nos
permite escribirlo en la forma equivalente:

S(z,u,§) = /OT [L(a:,u) + & (A (@, u)d" — f“(x,u))} dt =
— /OT [@A?(m, w)i' — (& f*(z,u) — L(a:,u))] dt =
= /0 ' E ALz, u)da' — H (z,u, €) dt, (4.34)

de donde obtenemos el hamiltoniano H(z,u, &) de la teoria, que esta dado por

H(x,u,{) = §af“(x,u) - L(x,u),

en completa analogia con el hamiltoniano de Pontryagin de la teoria clasica.
Las variaciones de S se toman sobre todas las curvas diferenciables

y(t) = (z(t),u(t),£(t)) en F* con extremos fijos xg, o7 y las variaciones dz'(t)

habréan, por tanto, de satisfacer que dx*(0) = 0y 6z°(T) = 0. Entonces, los puntos

criticos de S satisfacen 6S(y) = 0.
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Tras los siguientes céalculos sencillos:

S = / {6[15 +6—L5u +(A?(x,u)93i—f“(x,u))5§a} dt +
0

ox? u
r 8A“ 0AY afe afe
1 1 ] a _ v _ @ =

+ / €a< "oz 8u i'ou® + AY(z,u)di’ o -~y 8u0‘5u ) dt

T a a
= / ( 8A - §a of ) ou® + (A?(x,u)xZ — f“(x,u)) 55(1} dt +

0 8ua a e

g aAa a fa % ags, .t
+ /0 ( — axz <£aA (2.0)) = - )5 (gaAZ. 5 )] dt =

T HA ]
= /0 (fa 8ua )5u + (A (z,u)d" — f(x, u))éfa] dt +

T 6A“ Aa o OA HAe

. a . isg i

+ /0 ( ga 7 EaAf (T, u) — &, O &’ — & Jue u

A Yoe e Azr|

— / K&zaua.- gf)(su +(A?($=U)x'i—f“(x,u))5ga} i

r : - 9H HAS
— a — Y =
+ /O ( Eadl (2, 0) = Gl Fa)fd) — 5 — Gt )595 dt = 0,

resultan las ecuaciones

Af(x,u)xz — fa(x,u) — g? (4‘35)
: , 0A? OH

Af (2, u)éa + Fa(w,u)fi 6 + Eui® = = ——— (4.36)
J ou® oz’

&a O o _ 0H (4.37)

8uax T oue

Podemos resumir la discusion anterior diciendo que las ecuaciones anteriores
son las condiciones suficientes para que las curvas diferenciables en F* sean ex-
tremales del funcional objetivo (4.31) y satisfagan la ecuacion de control implicito
(4.30).



154 Problemas de control 6ptimo singular generalizados

Teorema 4.4.1 Dada la curva C*, y(t) = (x(t),u(t)), si existe un levantamien-
toy = (x(t),u(t),&(t)) de la curva vy en C al fibrado F* satisfaciendo el conjunto
de ecuaciones diferenciales implicitas:

OH

Az, u)i’ = o, (4.38)
a . a i .aaA? o0H

Ai (33, u)fa + FA(ZE, u)ijxjfa + Sau 90 = _69:Z' (439)

€a i A (4.40)

due’ T ue
donde

H(zx,u,&) =& f"(x,u) — L(x,u)
es el hamiltoniano generalizado de Pontryagin y x(0) = zq, 2'(T) = xr, entonces
v es una solucion del sistema implicito

A%z, u)i" = f(x,u)

y un extremal del funcional objetivo
T
S(x,u) = / L(x,u) dt.
0

Observamos ahora que, aunque A%(x) dependiese sélo de z y 9?H/0u? fuese
invertible, no podriamos garantizar la existencia y/o unicidad de las soluciones de
dichas ecuaciones diferenciales implicitas. Pondremos el conjunto de estas ecua-
ciones implicitas de una forma que nos ayude a discutir estas cuestiones.

Tal como hicimos en el caso estdndar donde recurrimos a una formulacion
presimpléctica, haremos lo mismo.

4.4.2. Descripcion presimpléctica del principio de maximo
de Pontryagin para problemas cuasilineales implici-
tos

Si nos fijamos de nuevo en la expresion del funcional objetivo extendido S,
(4.33), como aparece en la ecuacion (4.34), podemos observar que se puede es-
cribir, en analogia con § 2.4.5, de una manera mas intrinseca como:

S(z,u,&) = /9A — H dt.

Para ser més precisos, si y(t) = (x(t), u(t),&(t)) es un curva C* en F*, entonces,

s = o1 | @) a= [ G- He) i
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puesto que 04 = A%(z,u),dr’. Entonces, podemos computar dS de una forma
distinta a la manera en que lo hicimos en la secciéon anterior.

Si denotamos por © = Q.. (F7) el espacio de aplicaciones C*,

1[0, 7] — F* tal que p(7(0)) = zo y p(7(T)) = xr, un vector tangente al
espacio ) en la curva 7 es una clase de equivalencia de curvas 7: (—¢,e) — Q
que tienen un contacto de primer orden y pasan por 7, i.e., 0(0) = 7. En la
terminologia del capitulo 2, § 2.4, ¢ es una variacién de la curva 7 y el vector
tangente es una variacion infinitesimal de 7. Podemos pensar que la curva ¢ define
una aplicacion o: (—¢,¢) x [0, 7] — F** definida como (s, t) = [0(s)](t). Por lo
tanto, el vector tangente en 7 va a ser un campo vectorial a lo largo de la curva
~ definido por la expresion

Ut) = %U(S t)

s=0

Por lo que podemos pensar en U como una aplicacion,
U:0,T|—=TF*

tal que
U(t) € T;(t)F*

p«(7(0)U(0) = p.(F(T)U(T) = 0 (4.41)
que traslada las condiciones de contorno en propiedades de U.

El campo vectorial U a lo largo de 7 puede extenderse a un entorno tubular
de 7 y sera denotado como U. Denotaremos el flujo de U por ¢, i.e.,

d

£¢s = Uo¢s-

Notese que las curvas en 7(t) para un ¢ fijo definidas por Y(s,t) y ¢s(t) tienen un
contacto de primer orden debido a que definen el mismo vector tangente U (t).
Ahora podemos calcular la diferencial de S como,
- d
dS(M)U) = --S(&s)| (4.42)

s=0

donde U es un vector tangente al espacio de caminos €2 en el espacio total
F* —— P con las condiciones de contorno (4.41).
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Entonces, obtenemos

dt =

s=0

dS(v)(U) =

75}
—~
-
in_/

ﬁ;iféa@%—HWﬁ

T (Lyba — Ly H) dt =

N

o <z’Ud0A +d(inhs) — iUdH) dt =

T

~

0

I
c\%c\ &

i (i:024 — dH)(Y(t)) dt + 1704

GO)F®), UE) = dHEONU )] e+ (4.43)
+ (&n.@UGTN) = (& p.(ODU(O).  (4.44)

Pero (£, p.(v(T)U(1(T))) = (& p+(7(0))U(7(0)) = 0 V€ y, por lo tanto, la curva
~(t) es un extremal de S en el espacio € si y sblo si satisface la ecuacion:

Il
N
N
)
b

~—

iﬁQA =dHo~®

o, de forma equivalente, 7 es una curva integral de un campo vectorial I' en F™*
que satisface la ecuacion dinamica:

irQ = dH. (4.45)

Por lo tanto, hemos probado lo siguiente:

Teorema 4.4.2 Las curvas integrales del sistema hamiltoniano presimpléctico,
definido por la 2—forma presimpléctica Q24 en el espacio total F* y por la funcion
hamiltoniana generalizada de Pontryagin H, son trayectorias extremales C*° para
un sistema de control dptimo implicito.

Nota. Las ecuaciones (4.38)-(4.40) se pueden derivar de nuevo simplemente ex-
pandiendo 24 y dH y computando ir{24 = dH en coordenadas locales.

Nota. El sistema ir{4 = dH es un sistema cuasilineal en F™* de la forma:
A.(2) = [(2), (4.46)

donde z € F*; la aplicacion lineal entre fibrados vectoriales A(z): TF* —=T*F*
esta definida por A(2)(V) = Qu(2)(V.-), VW € T.F" y f(z) = dH(z); i.e.,
fi F*——=T*F* es la seccion definida por dH.
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4.4.3. Una generalizacion de los fibrados cotangentes

Como vimos en la presentacion estandar de los problemas de control optimal,
los multiplicadores de Lagrange se identifican de manera natural con el momento
conjugado de las variables 2%, entonces el problema se sittia en el contexto de la
geometria del fibrado cotangente TP acompanado de su estructura simpléctica
canénica wp. En el caso del problema de control 6ptimo implicito (4.30) propuesto
anteriormente, las fuerzas toman valores en F, por lo tanto, los multiplicadores
de Lagrange que tenemos que introducir deben ser necesariamente elementos del
dual de F, el fibrado dual p*: F* —— P. El espacio total del fibrado dual F* va
a jugar el papel del fibrado cotangente T*P en la teoria ordinaria. La similitud
va mucho més alla en el sentido de que existe una 2-forma natural cerrada en F™*
que juega el papel de la forma simpléctica candnica wp. La describimos primero.

La 1-forma canénica 64 en F*

Vamos a denotar los puntos en p*: F* —— P como (z,u; ) y las coordenadas
lineales a lo largo de las fibras como &,. Estas se definen, por ejemplo, eligiendo
el dual e del sistema de referencia local e, utilizado para definir £* en F', i.e.,

§= gaea(xu u)

Tenemos la aplicacion natural Tp*: TF* —— T P. Como
Tp*(2,4:€): Ty F* — TP,
entonces si U € T{y 6 F™,
Tp*(z,u;§)(U) € TP

y definimos 64 por la férmula:

0@, )(U) = (€ A (TP (@ wiU)) ), VU € TpugF'. (447)

Donde (-, -) en la parte derecha de la ecuacion (4.47) denota la dualidad natural
entre F'y F*. En coordenadas locales la 1-forma canénica 64 resulta de nuevo:

04 = AY(z,u)éda’

Definimos ahora la 2-forma canonica {24 en F* asociada a A como se hace en
el fibrado cotangente
Qu = —db,. (4.48)

Véase que 24 es no degenerada y, por lo tanto, simpléctica, si y soélo si A es
un isomorfismo de fibrados vectoriales. Esto se ve claramente al escribir {24 en
coordenadas locales:

Qq = AY(x,u)da' A dé, + Fa(x, u)‘fjfadxi A da?
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donde
FA(.Q?, U);l] = @Ag — @-A?

es la “curvatura” de A. Entonces, si la aplicacién entre fibrados A¢ es invertible
Q4 es no degenerada. Reciprocamente, si analizamos ker {24 encontramos que se
anula so6lo si ker A = 0 y la afirmaciéon previa queda probada.

4.4.4. Algoritmo de las ligaduras para el problema de con-
trol 6ptimo implicito

Como sabemos bien, por la discusion de sistemas implicitos generales, reali-
zada en el capitulo 3, la ecuacion del sistema presimpléctico (4.45) o en la forma
equivalente como una ecuacion cuasilineal singular, A(z)% = f(z), requiere un es-
tudio cuidadoso de su consistencia. Reproduciremos de forma breve el algoritmo
de ligaduras para sistemas cuasilineales realizado en las secciones 3.1.4 y 3.1.5.
Definiremos una familia de subvariedades M} recursivamente como:

My=F* My={z¢€ My1| fi_1(z) € Im A;_1(2)},

donde fr_, = ﬂ M,_, es una seccién del fibrado Ty,  F* subfibrado de T"F™,
definido como la restriccion de T*F* a M_;. De forma similar

Ap_1: TMy_1 —— T*F* es la restriccion de la aplicacion A: TF* —— T*F* a
TM,_, C TF*. La secuencia de subconjuntos

Moy2 My 22 My 2 Myyy 2---

se estabiliza si dr € N tal que M, = M,,,, Vn > 0. Bajo unas condiciones
de regularidad similares a las del Teorema 3.1.3 obtendremos una subvariedad
diferenciable. Tal subvariedad se llamara la subvariedad final de las ligaduras y
seréd denotada por M. En esta subvariedad existira siempre al menos un campo
vectorial I'y, tal que

ir,, Qoo = dH,

donde Qo = Qa|r., ¥ Heo = H| .. Diremos que las condiciones de los extremos
(4.41) son consistentes (o compatibles) si zg, 27 € M. En tal caso, esto significa
que pueden existir soluciones al problema de control 6ptimo satisfaciendo las
condiciones de contorno. Si no es asi, el problema no tendré soluciones en sentido
estricto, aunque todavia tenemos la posibilidad de considerar curvas que estén
cercanas a las soluciones la mayor parte del tiempo y, aunque no minimizen
estrictamente el funcional objetivo, la desviacién de ellas respecto al minimo
local obtenido por soluciones contenidas en M., estarda dentro de un rango de
tolerancia. Este tipo de soluciones se llaman controles baratos (cheap controls),
controles cuasioptimales o “turnpikes” en la literatura.
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Sistemas de control 6ptimo generalizados planos y sistemas LQ gene-
ralizados

Supongamos que nuestro sistema generalizado de control 6ptimo esta descrito
por la ecuaciéon

Ag(x)x = fa(x’u)’
donde F4 =0, i.e.,

DAY B 0AS B
oI ort

Diremos en este caso que nuestro sistema es plano. En esta situacion las ecuaciones
de la dindmica adquieren una forma sencilla, ya que

Oy = —diy = A%(x)dE, N da’
y, entonces, la ecuacion de evoluciéon presimpléctica simplemente se convierte en:

Al(@)e = f*(z,u),

N of* oL
Af(x2)éa = —fa%+%,

junto a la ligaduras primarias clasicas qb((ll) = OH/0u®. Entonces, si 0*H /Ou®0u®
es invertible podremos obtener un “feedback” optimal y nuestras ecuaciones se
reduciran a las ecuaciones implicitas:

- : af* oL
AW = (., A= —& 0+ 2L,

que a su vez habra que analizar aplicando el algoritmo de ligaduras general para
ecuaciones cuasilineales implicitas.

En particular, podemos considerar los sistemas L(Q generalizados, donde ahora
la matriz A es constante y las ecuaciones tienen la forma:

Az = B-xz+C-u

1 1
L = ixTPx + 2T Qu + iuTRu.

En este tipo de problemas tendremos que la ecuacion para los “coestados” sera:
A?Sa = _SaBg + Pijxj + Qiaua
y si O°H/Ou*0u” = R,z es invertible, obtenemos el “feedback” optimal:

u’ = R*C%, — R’ Qo1
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con R*P Ry, = §2. Las ecuaciones hamiltonianas presimplécticas resultan:
Agit = Bfa'+ O™,
A%, = Qia’ — B,
donde
Bz{l - Bg - CERQIBQZU
~a a paf b
C; = CERYC}
Qij = Pyj—QipRQja,
exactamente como las ecuaciones (1.11) y (1.12) excepto por el prefactor A que

aparece ahora en las derivadas. El sistema hamiltoniano presimpléctico puede
escribirse en forma matricial como
{ ¢ ]

A 0 T
0 A '
y podemos transformarlo en una ecuacion de tipo Ricatti utilizando el “ansatz”

¢ = KAz. Tras las manipulaciones obvias, obtenemos la ecuaciéon de Ricatti
implicita:

B C
Q —-B

AKA=Q—- AKB — BKA — AKCAK. (4.49)

Notese que las soluciones estacionarias, que en los sistemas LQ ordinarios
corresponden a la situaciéon K = 0, corresponden ahora simplemente a AK A = 0.



Capitulo 5

Conclusiones y problemas abiertos

5.1. Conclusiones

A lo largo de la tesis se han discutido los siguientes problemas de Teoria de
Control Optimo:

1. Se ha realizado el analisis directo de las condiciones para que una curva en
el espacio de estados y controles sea un punto critico del funcional objetivo
restringido por las condiciones diferenciales impuestas por las ecuaciones de
control. Este anélisis se ha hecho en el marco analitico del analisis global
considerando variedades de Hilbert de curvas y las correspondientes gene-
ralizaciones del teorema de los multiplicadores de Lagrange. Los resultados
obtenidos reproducen las conocidas condiciones del teorema del méaximo
de Pontryagin para extremales normales con condiciones de regularidad
apropiadas.

2. La derivacion intrinseca de las condiciones de Euler-Lagrange para este
funcional ha permitido obtener directamente las ecuaciones diferenciales
que satisfacen las curvas extremales en forma intrinseca en la formulacion
presimpléctica de la teoria.

3. Las condiciones de regularidad de los puntos del espacio total de la Teoria de
Control Optimo, estados, momentos y controles, se han analizado desde un
punto de vista geométrico caracterizandose en términos de singularidades
de aplicaciones. Se ha estudiado en detalle el sistema de control 6éptimo de
tipo frunce demostrando su controlabilidad global.

4. Se ha estudiado el problema de los puntos singulares de los problemas de
control 6ptimo en el marco general de la Teoria de Ecuaciones Diferenciales
Implicitas. Se ha planteado el problema de la existencia y unicidad de solu-
ciones de las ecuaciones implicitas definidas por un problema de control 6p-
timo a través de puntos singulares. Para el anélisis de dicho problema se ha



162

Conclusiones y problemas abiertos

utilizado el algoritmo de ligaduras en su formulacion global que, tras suce-
sivas particularizaciones, se ha adaptado finalmente al problema de control
optimo singular. En este proceso se han obtenido sucesivamente las formu-
laciones del algoritmo de ligaduras de Marmo, Mendella y Tulzczjev [84],
de Rabier y Rheinbold [91], de Gracia y Pons [49, 50|, de Sniatycki [97] y,
eventualmente, de Ibort y Marin [57|. Se presenta finalmente un formalismo
hamiltoniano extendido del algoritmo de ligaduras muy conveniente para el
calculo y manipulacion de dichos sistemas.

Se ha analizado con detalle el problema de los sistemas singulares LQ. Se
ha adaptado el algoritmo de ligaduras a este caso y se ha formulado un
algoritmo numeérico lineal que utiliza en su formulacién recursos del alge-
bra lineal numérica, tales como la descomposiciéon en valores singulares, el
rango numérico y el ndcleo numérico. Este algoritmo realiza también la
clasificacion de las ligaduras del problema en primera y segunda clase. Se
muestra evidencia empirica de las propiedades de estabilidad numérica del
algoritmo propuesto.

Se presentan diversos ejemplos que ilustran o sirven de aplicaciéon de las
ideas y resultados descritos en la memoria. En particular se han estudiado
analiticamente sistemas singulares de rango no constante como el sistema
del frunce mencionado anteriormente y el sistema de frenado 6ptimo en
modelos estaticos de friccidon, obteniéndose, en este ultimo caso, las condi-
ciones suficientes de estabilidad y las ecuaciones que deben verificar los
arcos singulares que se corresponden con las estrategias de frenado de los
sistemas ABS.

La combinacién de las técnicas analiticas conducentes a las ecuaciones del
principio de maximo de Pontryagin desarrolladas en el capitulo 2, junto al
algoritmo general de ligaduras analizado en el capitulo 3, permiten resolver
una formulaciéon mas general de los problemas de control 6ptimo consistente
en suponer que la ecuacion de control es, a su vez, una ecuaciéon diferencial
implicita cuasilineal. Se obtienen, en este caso, las ecuaciones diferenciales
implicitas que deben satisfacer las curvas extremales, mostrando de nuevo
su naturaleza presimpléctica. Se caracterizan analitica y geométricamente
los puntos regulares y se formula el algoritmo de ligaduras que determina la
existencia y unicidad de soluciones a través de puntos singulares para estos
sistemas.
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5.2. Algunos problemas abiertos

En el desarrollo de las investigaciones conducentes a esta tesis han surgido
diversos problemas, que o bien no han sido resueltos o sélo han sido resueltos
parcialmente y que se han englobado en la categoria de “problemas abiertos” y
su discusion no se ha incluido en la memoria . Enumeramos a continuaciéon una
seleccion de aquellos que resultan més relevantes en el contexto de esta tesis y
que seguramente determinaran de manera importante la investigacion futura que
se derivara de este trabajo.

1. Extension, en el sentido ya apuntado en el texto, del algoritmo de ligaduras
para ecuaciones diferenciables implicitas no completamente reducibles.

2. En el contexto del problema anterior, habiéndose obtenido ya resultados
parciales, se puede enunciar la siguiente conjetura |[Cendra 2004|: Es posible
extraer la parte integrable de una ecuacion diferencial ordinaria implicita
real algebraica a través de una secuencia finita bien definida de pasos del
algoritmo de ligaduras general combinado con blow ups algebraicos.

3. Determinar la estabilidad numérica del algoritmo de ligaduras para sistemas
singulares LQ.

4. Extension del algoritmo de ligaduras para sistemas singulares LQ a sistemas
LQ dependientes del tiempo.

5. Clasificar las singularidades genéricas estables de los problemas de control
optimo.

6. Probar la conjetura: El algoritmo recursivo subreqular determina la parte
integrable de los sistemas de control optimo singulares estables genéricos.

7. Caracterizacion de los minimizadores anormales de la teoria de Pontryagin
en el contexto del analisis global establecido en la memoria y los correspon-
dientes minimizados singulares.

8. Adaptacion y extension de la Teoria de Perturbaciones Singulares al estudio
de sistemas de control 6ptimo singular.

Finalmente, hay todo un catalogo de problemas pendientes de un analisis
més detallado desde el punto de vista global presentado en esta memoria, como
son los problemas del analisis de las soluciones de la dinamica, su estabilidad,
propiedades asintoticas, etc.
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