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K-SIMPLÉCTICO Y K-COSIMPLÉCTICO

Silvia Vilariño Fernández

Memoria realizada en el Departamento de Geo-
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director de esta Tesis, por toda la enerǵıa y tiempo dedicados a la realización de este
trabajo. Él fue quien me introdujo en los temas aqúı tratados, resolviendo muchas
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2.3. Tabla de simetŕıas y leyes de conservación . . . . . . . . . . . . . . . 74
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Introducción

El formalismo k-simpléctico (polisimpléctico estándar de Günther) es la gene-
ralización a las teoŕıas clásicas de campos del formalismo simpléctico estándar de
la Mecánica. En este sentido el formalismo k-simpléctico es usado para dar una
descripción geométrica de ciertos tipos de teoŕıas de campos: en una descripción
local, aquellas teoŕıas cuyos lagrangianos y hamiltonianos no dependen de las coor-
denadas en la base, denotadas por (t1, . . . , tk) (en muchas ocasiones, las coordenadas
espacio-tiempo); esto es, el formalismo k-simpléctico es sólo válido para lagrangianos
L(qi, viA) y hamiltonianos H(qi, pAi ) que dependen de las coordenadas del campo qi

y de las derivadas parciales del campo viA, o los correspondientes momentos pAi .

El formalismo k-cosimpléctico es la generalización a las teoŕıas de campos del
formalismo cosimpléctico estándar de la Mecánica no autónoma, véase [83, 84]. Este
formalismo permite describir las teoŕıas de campos que involucran las coordenadas
de la base en los lagrangianos y hamiltonianos. El fundamento del formalismo k-
cosimpléctico son las variedades k-cosimplécticas introducidas por M. de León et al.
[83, 84].

Una de las ventajas de los formalismos k-simpléctico y k-cosimpléctico es que
para su desarrollo sólo es necesario utilizar el fibrado tangente y el fibrado cotangente
de una variedad.

Existen otras alternativas para describir las ecuaciones de campo desde el punto
de vista geométrico. Aśı por ejemplo podemos citar el formalismo multisimpléctico,
desarrollado por la escuela de Tulczyjew en Warsaw, (véase [60, 61, 62, 128]), e
independientemente por Garćıa y Pérez-Rendón [40, 41] y Goldschmidt y Sternberg
[45]. Este enfoque fue revisado por Martin [94, 95] y Gotay et al. [46, 47, 48, 49] y
más recientemente por Cantrijn et al. [14, 15].

El principal objetivo de esta Memoria es estudiar distintos aspectos relacionados
con las teoŕıas clásicas de campos desde el enfoque de los formalismos k-simpléctico
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y k-cosimpléctico, de modo que los resultados a los que se lleguen sean una gene-
ralización de la Mecánica Clásica autónoma y no autónoma.

Teniendo en cuenta que manejamos dos formalismos es por ello que la Memoria
se divide en dos partes, la primera relativa al enfoque k-simpléctico y la segunda
parte al k-cosimpléctico.

Un esquema general de esta Memoria es el siguiente:

Caṕıtulo 1: Formulación k-simpléctica de las teoŕıas clásicas de campos.

En este caṕıtulo recordamos la formulación hamiltoniana y lagrangiana k-
simpléctica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl y de
Euler-Lagrange. Esto tiene su punto de partida en la formulación polisimplécti-
ca (k-simpléctica, [5, 6, 7]) desarrollada por Günther y que ha sido revisada y
ampliada en [104, 107].

Además a esta formulación le hemos incorporado los principios variacionales de
los que se obtienen las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton.

Caṕıtulo 2: Simetŕıas y leyes de conservación.

Una simetŕıa de una ecuación en derivadas parciales es un difeomorfismo que
transforma soluciones de la ecuación en derivadas parciales en soluciones de la
misma ecuación.

En este caṕıtulo, en el contexto del formalismo k-simpléctico, estudiamos las
simetŕıas de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl y de las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Además establecemos una versión k-simpléctica del Teorema de Noether para
cierto tipo de simetŕıas, asociándoles leyes de conservación.

En la última parte de este caṕıtulo estudiamos los lagrangianos equivalen-
tes, es decir, aquellos cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange tienen las mismas
soluciones.

Relacionado con este último concepto aparecen las simetŕıas gauge como aque-
llos difeomorfismos que transforman un lagrangiano en otro equivalente.

Los contenidos de este caṕıtulo pueden encontrarse en [119], trabajo realizado
en colaboración con N. Román-Roy y M. Salgado.
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Caṕıtulo 3: Teoŕıas de Campos con ligaduras no-holonómicas. Enfoque k-simplécti-
co.

En la primera parte de este caṕıtulo describimos, en términos geométricos, las
ecuaciones de Euler-Lagrange con ligaduras no-holonómicas.

A continuación, bajo ciertas condiciones de regularidad, construimos un ope-
rador proyección. Este operador nos permite obtener a partir de una solución
del problema libre una solución del problema con ligaduras.

A cada simetŕıa lagrangiana no-holonómica le asociamos cierta ecuación en
derivadas parciales, denominada ecuación momento no-holonómica de modo
que todo campo solución del problema no-holonómico debe ser solución de esta
ecuación. Esta ecuación que se define aqúı va a jugar el papel de las leyes de
conservación cuando no hay ligaduras.

Finalizamos este caṕıtulo describiendo un ejemplo que se corresponde con la
barra Cosserat y analizamos algunos casos particulares del modelo de teoŕıa
de campos no-holonómico descrito en este caṕıtulo.

Los contenidos de este caṕıtulo pueden encontrarse en [78], trabajo realizado en
colaboración con los Profesores M. de León, D. Mart́ın de Diego y M. Salgado.

Caṕıtulo 4: Relación entre conexiones no-lineales en T 1
kQ y sopde’s.

A partir de cierta sucesión exacta corta de fibrados vectoriales reobtenemos to-
dos los objetos geométricos necesarios para describir el formalismo lagrangiano
k-simpléctico. Esta sucesión también nos permitirá introducir conexiones no
lineales en T 1

kQ = TQ⊕ k. . . ⊕TQ.

Además estudiamos la relación que existe entre las conexiones no-lineales en
T 1
kQ = TQ⊕ k. . . ⊕TQ y los sopdes’s. A cada conexión le podemos asociar

un sopde y viceversa.

En el caso k = 1 se reobtienen ciertos resultados de Griffone [53, 55] y Szilasi
[131] entre otros.

Caṕıtulo 5: Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie.

En este caṕıtulo desarrollamos la formulación k-simpléctica en algebroides de
Lie.

En el caso particular de que el algebroide de Lie sea el fibrado tangente reob-
tenemos la formulación k-simpléctica estándar que hemos desarrollado en el
Caṕıtulo 1.

En el caso k = 1 reobtenemos la Mecánica Autónoma en algebroides de Lie
desarrollada por Weinstein [140], E. Mart́ınez [96] y otros.
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Caṕıtulo 6: Formulación k-cosimpléctica de las Teoŕıas Clásicas de Campos.

En este caṕıtulo recordamos la formulación k-cosimpléctica de las ecuaciones
de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton. Los contenidos que aqúı se ex-
ponen se encuentran en su mayor parte en los trabajos de M. de León et al.
[83, 84] y en [104].

Al estudio de esta formulación le hemos añadido los principios variacionales de
los que se obtienen las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton.
Para describir estos principios hemos tomado como punto de partida los corres-
pondientes principios variacionales del contexto multisimpléctico desarrollados
por A. Echeverŕıa-Enŕıquez, M.C. Muñoz-Lecanda y N. Román-Roy en [35, 36]

Caṕıtulo 7: Formalismo k-cosimpléctico y conexiones no-lineales en Rk×Q→ Rk.

En este caṕıtulo estudiamos la influencia, en el desarrollo de la formulación k-
cosimpléctica, de la elección de una conexión no-estándar en el fibrado trivial
Rk ×Q→ Rk.

El principal resultado al que hemos llegado es que a cada conexión en dicho
fibrado y a cada función lagrangiana le podemos asociar una función, llamada
función enerǵıa, que nos permite establecer una correspondencia biyectiva en-
tre el conjunto de soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y
el conjunto de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

Los resultados obtenidos en este caṕıtulo generalizan los correspondientes re-
sultados de la descripción de la Mecánica dependiente del tiempo con cone-
xiones no-estándar que pueden encontrarse en [34].

Los contenidos de este caṕıtulo pueden encontrarse en [109], trabajo realizado
en colaboración con M.C. Muñoz-Lecanda y M. Salgado.

Caṕıtulo 8: Formalismo k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

Desarrollamos la formulación k-cosimpléctica en algebroides de Lie. Cuan-
do el algebroide de Lie es el fibrado tangente reobtenemos la formulación k-
cosimpléctica estándar que se ha desarrollado en el Caṕıtulo 6.

Además de estos ocho caṕıtulos en la Memoria también se incluyen tres apéndi-
ces. El primero contiene las demostraciones completas de dos resultados del Caṕıtulo
2; dada su extensión hemos preferido incluirlas en este apéndice. El segundo se de-
dica a exponer ciertos resultados relativos a los espacios vectoriales k-simplécticos
que serán utilizados a lo largo de la Memoria y en el tercero se recoge la notación
que se utiliza a lo largo de la misma.
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Parte I

Teoŕıa k-simpléctica





Caṕıtulo 1

Formulación k-simpléctica de las
Teoŕıas Clásicas de Campos

La primera parte de esta memoria tiene su punto de partida en la formulación
polisimpléctica (k-simpléctica [5, 6, 7]) de las ecuaciones clásicas de campo desarro-
llada por Günther [56] y que ha sido revisada y ampliada en [104, 107].

La finalidad de este primer caṕıtulo es revisar la formulación hamiltoniana y
lagrangiana k-simpléctica de las teoŕıas clásicas de campos de primer orden.

1.1. El enfoque hamiltoniano.

1.1.1. Fundamentos geométricos.

A. El fibrado de las k1-covelocidades.

Sea Q una variedad diferenciable de dimensión n y πQ : T ∗Q → Q su fibrado
cotangente. Denotemos por (T 1

k )∗Q la suma de Whitney de k copias del fibrado
cotangente T ∗Q de Q, esto es,

(T 1
k )∗Q = T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q .

Un elemento de (T 1
k )∗Q es una k-tupla (α1q, . . . , αkq) de covectores en un mismo

punto base q ∈ Q.
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4 1 Formulación k-simpléctica de las Teoŕıas Clásicas de Campos

Denotaremos por πkQ : (T 1
k )∗Q→ Q la proyección canónica definida por:

πkQ(α1q, . . . , αkq) = q .

Si (qi)1≤i≤n es un sistema local de coordenadas en un abierto U ⊆ Q, se definen
las coordenadas locales inducidas (qi, pi)1≤i≤n en T ∗U = (πQ)−1(U) como

qi(αq) = qi(q), pi(αq) = αq

(
∂

∂qi

∣∣∣
q

)
y las coordenadas locales inducidas (qi, pAi )1≤i≤n, 1≤A≤k en (T 1

k )∗U = (πkQ)−1(U) como

qi(α1q , . . . , αkq) = qi(q), pAi (α1q , . . . , αkq) = αAq

(
∂

∂qi

∣∣∣
q

)
.

Estas coordenadas reciben el nombre de coordenadas canónicas de (T 1
k )∗Q. De

esta manera (T 1
k )∗Q tiene estructura de variedad diferenciable de dimensión n(k+1).

Observación 1.1 La variedad (T 1
k )∗Q puede describirse en términos de 1-jets de

aplicaciones. Para ello se define en cada punto q ∈ Q el siguiente conjunto,

(T 1
k )∗qQ = J1

q,0(Q,Rk) = {j1
q,0σ/σ : Q→ Rk diferenciable, σ(q) = 0} ,

donde j1
q,0σ denota el 1-jet de σ en el punto q ∈ Q. Entonces,

(T 1
k )∗Q =

⋃
q∈Q

(T 1
k )∗qQ =

⋃
q∈Q

J1
q,0(Q,Rk) = J1(Q,Rk)0 .

Teniendo esto en cuenta se pueden identificar las variedades (T 1
k )∗Q y J1(Q,Rk)0

via el difeomorfismo dado por

J1(Q,Rk)0 ≡ T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q = (T 1
k )∗Q

j1
q,0σ ≡ (dσ1(q), . . . , dσk(q))

donde σA = π̂A ◦ σ : Q −→ R es la A-ésima componente de σ, y π̂A: Rk → R son las
proyecciones canónicas, 1 ≤ A ≤ k. Teniendo en cuenta esta descripción, (T 1

k )∗Q se
denomina fibrado de las k1-covelocidades de la variedad Q.
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El siguiente diagrama recoge la notación, que emplearemos a lo largo de esta
memoria, para referirnos a las proyecciones canónicas relativas al fibrado de las
k1-covelocidades:

(T 1
k )∗Q

πk,AQ //

πkQ
##FFFFFFFFFFFFFFF
T ∗Q

πQ

��
Q

en donde πk,AQ : (T 1
k )∗Q→ T ∗Q es la proyección canónica definida como sigue:

πk,AQ (α1q, . . . , αkq) = αAq , 1 ≤ A ≤ k .

B. Formas canónicas en (T 1
k )∗Q.

En este eṕıgrafe describiremos ciertas estructuras geométricas en (T 1
k )∗Q, que

se definen de modo canónico. Estas estructuras serán utilizadas en la descripción
k-simpléctica hamiltoniana, véase la sección 1.1.3.

Definición 1.2 De modo natural se definen, sobre (T 1
k )∗Q, las 1-formas canónicas

θ1, . . . , θk a través de la composición:

T(α1q,...,αkq)((T
1
k )∗Q)

(πkQ)∗(α1q,...,αkq)
//

θA(α1q,...,αkq)

((TqQ
αAq // R

esto es,

θA(α1q, . . . , αkq)
(
X(α1q,...,αkq)

)
:= αAq

(
(πkQ)∗(α1q, . . . , αkq)(X(α1q,...,αkq))

)
(1.1)

para X(α1q,...,αkq) ∈ T(α1q,...,αkq)((T
1
k )∗Q), (α1q, . . . , αkq) ∈ (T 1

k )∗Q y q ∈ Q.

A partir de las formas anteriores se definen las k 2-formas presimplécticas,

ωA = − dθA , 1 ≤ A ≤ k . (1.2)

En un sistema local de coordenadas (qi, pAi )1≤i≤n,1≤A≤k las formas canónicas se
escriben como sigue:

θA = pAi dq
i , ωA = dqi ∧ dpAi , 1 ≤ A ≤ k . (1.3)
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Observación 1.3 Recordemos que (T 1
k )∗Q es la suma de Whitney de k copias del

fibrado cotangente T ∗Q. Teniendo en cuenta las expresiones locales (1.3) se observa
que tanto las 1-formas θ1, . . . , θk como las 2-formas ω1, . . . , ωk podŕıan obtenerse
como el pull-back de la 1-forma de Liouville θ y de la forma simpléctica canónica ω
de T ∗Q respectivamente, es decir,

θA = (πk,AQ )∗θ , ωA = (πk,AQ )∗ω, 1 ≤ A ≤ k .

�

Es interesante recalcar que la estructura polisimpléctica canónica en (T 1
k )∗Q,

introducida por Günther [56], es la 2-forma Rk-valuada cerrada y no degenerada
ω̄ = ωA ⊗ rA, donde {r1, . . . , rk} denota la base canónica de Rk.

Si denotamos kerωA = {X ∈ T ((T 1
k )∗Q)/ıXω

A = 0} entonces de (1.3) se prueba
sin dificultad que

ωA
∣∣∣
V×V

= 0, 1 ≤ A ≤ k

k⋂
A=1

kerωA = {0} ,
(1.4)

donde V = kerT (πkQ) es la distribución vertical de dimensión nk asociada a πkQ. Esta
distribución está localmente dada por

V =

〈
∂

∂p1
i

, . . . ,
∂

∂pki

〉
i=1,...,n

. (1.5)

C. Estructuras k-simplécticas, k-cotangentes y polisimplécticas.

A partir del modelo geométrico que se acaba de describir A. Awane introdujo
las variedades k-simplécticas (véase [5, 6, 7]) dando la siguiente definición:

Definición 1.4 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n(k + 1). Sea V
una distribución integrable de dimensión nk y ω1, . . . , ωk k 2-formas diferenciales
cerradas definidas sobre M . Se dice que (ω1, . . . , ωk, V ) define una estructura k-
simpléctica sobre M si

(1) ωA
∣∣∣
V×V

= 0, 1 ≤ A ≤ k



1.1.1 Fundamentos geométricos. 7

(2)
k⋂

A=1

kerωA = {0} .

Una variedad M dotada de una estructura k-simpléctica se dice que es una variedad
k-simpléctica.

En el apartado anterior hemos visto que (ω1, . . . , ωk, V ) definen una estructura
k-simpléctica sobre (T 1

k )∗Q. Además hemos visto que para un sistema de coorde-
nadas canónicas (qi, pAi )1≤i≤n,1≤A≤k las 2-formas diferenciales ω1, . . . , ωk tienen las
expresiones locales dadas en (1.3). Para una variedad k-simpléctica arbitraria M ,
Awane ha demostrado que exiten sistemas de coordenadas sobre M que permiten
expresar localmente las 2-formas de una estructura k-simpléctica de modo análogo
a (1.3).

Teorema 1.5 (Teorema de Darboux k-simpléctico). Sea (M,ω1, . . . , ωk, V ) una va-
riedad k-simpléctica de dimensión n(k+ 1), entonces para cada punto x ∈M existe
un sistema local de coordenadas (qi, pAi )1≤i≤n,1≤A≤k, centrado en x ∈M , tal que

ωA = dqi ∧ dpAi , 1 ≤ A ≤ k

y además

V =

〈
∂

∂p1
i

, . . . ,
∂

∂pki

〉
i=1,...,k

.

Dicho sistema de coordenadas recibe el nombre de sistema de coordenadas adap-
tado.

Como ya hemos comentado, el modelo canónico de las variedades k-simplécticas
es ((T 1

k )∗Q,ω1, . . . , ωk, V ). El fibrado de las k1-covelocidades también es el modelo
de las variedades casi k-cotangentes introducidas por M. de León et al. en [81], donde
se definen las estructuras casi k-cotangentes y se describen como G-estructuras.

Definición 1.6 Una estructura casi k-cotangente sobre una variedad M de dimen-
sión n(k + 1) es una familia (ωA, V A; 1 ≤ A ≤ k), donde cada ωA es una 2-forma
de rango constante 2n y V A es una distribución en M , tal que

(i) V A ∩ (⊕B 6=AV B) = 0, (ii) ker ωA = ⊕B 6=AV B, (iii) ωA
∣∣∣
V A×V A

= 0

para todo A = 1, . . . , k.
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El modelo canónico de esta estructura es (T 1
k )∗Q con las 2-formas ωA que hemos

introducido en el apartado anterior y V A = kerTρA donde

ρA : (T 1
k )∗Q → (T 1

k−1)∗Q
(α1q, . . . , αkq) 7→ (α1q, . . . , αA−1q, αA+1q, . . . αkq)

La integrabilidad de estas estructuras se caracteriza como sigue:

Proposición 1.7 Una estructura casi k-cotangente (ωA, V A; 1 ≤ A ≤ k) sobre M
es integrable si, y sólo si, las 2-formas ωA son cerradas y la distribución V = V 1 ⊕
. . .⊕ V k es involutiva.

Definición 1.8 Una estructura casi k-cotangente integrable se llama estructura k-
cotangente.

Observación 1.9 Las estructuras k-cotangentes fueron introducidas independien-
temente por Awane [5, 6, 7] y denominadas estructuras k-simplécticas.

�

Finalizamos este apartado recordando las estructuras polisimplécticas introduci-
das por Günther en [56].

Denotaremos por r1, . . . , rk la base canónica de Rk.

Definición 1.10 [56] Una 2-forma Rk-valuada, cerrada y no degenerada,

ω̄ =
k∑

A=1

ωA ⊗ rA ,

sobre una variedad M de dimensión n se llama forma polisimpléctica. El par
(M, ω̄) se llama variedad polisimpléctica.

La estructura polisimpléctica canónica en (T 1
k )∗Q está determinada por la forma

polisimpléctica ω̄ =
k∑

A=1

ωA⊗ rA , donde ω1, . . . , ωk son las formas canónicas en T 1
kQ

que hemos introducido en el apartado anterior.
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Definición 1.11 (Günther,[56]). Una forma polisimpléctica ω̄ sobre una variedad
M se llama estándar si, y sólo si, en cada punto de M existe un sistema local de
coordenadas tal que ωA se escribe localmente como en (1.3).

Aśı, la forma polisimpléctica canónica ω̄ en (T 1
k )∗Q es estándar.

Observación 1.12 Una estructura polisimpléctica estándar es equivalente a una
estructura k-simpléctica.

Por tanto tenemos una equivalencia entre las estructuras k-simplécticas, las es-
tructuras k-cotangentes y las estructuras polisimplécticas estándar.

�

D. Levantamiento natural de difeomorfismos y campos de vectores de Q a (T 1
k )∗Q.

Sea f :M → N un difeomorfismo, entonces la aplicación cotangente

T ∗f :T ∗N → T ∗M

está definida por
T ∗f(αf(m)) = αf(m) ◦ f∗(m) .

A partir de la aplicación cotangente introducimos la siguiente definición.

Definición 1.13 Sea f :M → N un difeomorfismo. Llamamos levantamiento na-
tural o canónico de f a los correspondientes fibrados de k1-covelocidades a la
aplicación

(T 1
k )∗f : (T 1

k )∗N → (T 1
k )∗M

definida como sigue:

(T 1
k )∗f(α1f(m), . . . , αkf(m)) = (T ∗f(α1f(m)), . . . , T

∗f(αkf(m)))

donde (α1f(m), . . . , αkf(m)) ∈ (T 1
k )∗N, m ∈M .

El levantamiento canónico de difeomorfismos nos permite introducir el levanta-
miento canónico o completo de campos de vectores de Q a (T 1

k )∗Q.
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Definición 1.14 Sea Z un campo de vectores en Q, con grupo local 1-paramétrico
de transformaciones {hs}. Se denomina levantamiento canónico o completo de
Z a (T 1

k )∗Q al campo de vectores ZC∗ en (T 1
k )∗Q cuyo grupo local 1-paramétrico de

transformaciones es {(T 1
k )∗(hs)}.

Considerando coordenadas locales en (T 1
k )∗Q, si Z = Zi ∂

∂qi
, la expresión local

de ZC∗ es

ZC∗ = Zi ∂

∂qi
− pAj

∂Zj

∂qk
∂

∂pAk
. (1.6)

El levantamiento o prolongación canónica de difeomorfismos y campos de vecto-
res de la variedad base Q a (T 1

k )∗Q tiene las siguientes propiedades:

Lema 1.15

(1) Sea ϕ:Q → Q un difeomorfismo y Φ = (T 1
k )∗ϕ el levantamiento canónico de

ϕ a (T 1
k )∗Q. Entonces:

(i) Φ∗θA = θA , (ii) Φ∗ωA = ωA, 1 ≤ A ≤ k .

(2) Sean Z ∈ X(Q), y ZC∗ el levantamiento canónico de Z a (T 1
k )∗Q. Entonces

(i) LZC∗θ
A = 0 , (ii) LZC∗ω

A = 0, 1 ≤ A ≤ k . (1.7)

Demostración:

(1) El apartado (i) es una consecuencia de la commutatividad del siguiente dia-
grama

(T 1
k )∗Q

(T 1
k )∗ϕ

//

πk,AQ

��

(T 1
k )∗Q

πk,AQ

��
T ∗Q

T ∗ϕ // T ∗Q

esto es,

πk,AQ ◦ (T 1
k )∗ϕ = T ∗ϕ ◦ πk,AQ .
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En efecto, se verifica que

[(T 1
k )∗ϕ]

∗
θA = [(T 1

k )∗ϕ]
∗

((πk,AQ )∗θ) = (T ∗ϕ ◦ πk,AQ )∗θ = (πk,AQ )∗((T ∗ϕ)∗θ)

= (πk,AQ )∗θ = θA ,

donde hemos usado que (T ∗ϕ)∗θ = θ (véase [1], pag. 180).

El apartado (ii) es una consecuencia directa de (i).

(2) Puesto que el generador infinitesimal del levantamiento completo ZC∗ de Z es
la prolongación canónica del generador infinitesimal de Z, del apartado (1) se
sigue que (1.7) se verifica.

�

1.1.2. Campos de k-vectores y secciones integrales.

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n. Consideramos la suma de
Whitney

T 1
kM = TM⊕ k. . . ⊕TM

de k-copias del fibrado tangente TM y sea τ kM : T 1
kM →M la proyección canónica.

La variedad T 1
kM , que recibe el nombre de fibrado tangente de k1-velocidades, se

describirá con detalle en la subsección 1.2.1.

Definición 1.16 Un campo de k-vectores en M es una sección X : M −→ T 1
kM

de la proyección canónica τ kM .

Puesto que T 1
kM es la suma de Whitney TM⊕ k. . . ⊕TM de k copias de TM ,

un campo de k-vectores X define una familia de k campos de vectores {X1, . . . , Xk}
en M , a través de la proyección de X sobre cada factor de T 1

kM , tal como muestra
el siguiente diagrama para cada A = 1, . . . , k:

T 1
kM

τk,AM

��
M

X

=={{{{{{{{{{{{{{ XA // TM
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donde
τ k,AM : T 1

kM −→ TM

(v1q, . . . , vkq) 7−→ τ k,AM (v1q, . . . , vkq) = vAq

denota la proyección canónica sobre la A-ésima componente de T 1
kM .

Por este motivo denotaremos un campo de k-vectores X por (X1, . . . , Xk).

A continuación introduciremos el análogo, para campos de k-vectores, del con-
cepto de curva integral de un campo de vectores.

Definición 1.17 Una sección integral de un campo de k-vectores (X1, . . . , Xk),
pasando por un punto x ∈M , es una aplicación φ :U0 ⊂ Rk →M , definida en algún
entorno U0 ⊂ Rk de 0 ∈ Rk tal que

φ(0) = x, φ∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
) = XA(φ(t)) para todo t ∈ U0, 1 ≤ A ≤ k . (1.8)

Diremos que un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en M es integrable si
existe una sección integral pasando por cada punto de M .

La condición (1.8) es equivalente a exigir que X ◦ φ = φ(1) en donde φ(1) es la
primera prolongación de φ definida por

φ(1) : U0 ⊆ Rk −→ T 1
kM

t 7−→ φ(1) (t) =

(
φ∗(t)

(
∂

∂t1

∣∣∣
t

)
, . . . , φ∗(t)

(
∂

∂tk

∣∣∣
t

))
(1.9)

Utilizando coordenadas (qi, viA)1≤i≤n,1≤A≤k en T 1
kM podemos escribir

φ(1) (t) =

(
φi (t) ,

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

)
1≤i≤n,1≤A≤k

(1.10)

y

XA = (XA)i
∂

∂qi
, A = 1, . . . , k .

En este caso se obtiene que φ es una sección integral de X = (X1, . . . , Xk) si, y
sólo si, se verifica el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer
orden:

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= [(XA)i ◦ φ](t) , t ∈ U0 ⊆ Rk , 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n . (1.11)
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Observación 1.18 El motivo por el que se han introducido los campos de k-
vectores y las correspondientes secciones integrales es el siguiente: en el formalismo
k-simpléctico las soluciones de las ecuaciones de campo se obtienen como secciones
integrales de ciertos campos de k-vectores en M .

�

1.1.3. Formalismo hamiltoniano. Ecuaciones de Hamilton-
De Donder-Weyl.

En esta sección vamos a describir los sistemas hamiltonianos sobre variedades
k-simplécticas, para ello vamos a deducir las ecuaciones de campo hamiltonianas a
partir de un principio variacional para después recordar la descripción geométrica
de estas ecuaciones. Comenzaremos la subsección describiendo un caso particular de
sistema hamiltoniano que se corresponde con las ecuaciones de la electrostática.

A. Ejemplo: ecuaciones de la electrostática.

Sobre el espacio R3 con coordenadas (t1, t2, t3) consideramos una métrica de
Riemann g con componentes gAB(t), 1 ≤ A,B ≤ 3.

Las ecuaciones locales de la electrostática son (véase [31, 62]):

∂ψ
∂tA

=
1
√
g

3∑
B=1

gABψ
B,

3∑
A=1

∂ψA

∂tA
= −4π

√
g r,

donde ψ : R3 → R es un campo escalar que da el potencial eléctrico sobre R3,
P = (ψ1, ψ2, ψ3) : R3 → R3, es un campo vectorial que establece el campo eléctrico
sobre R3,

√
g =
√

det gAB y r = r(t) es la función escalar sobre R3 determinada por:

pQ(t) =
√
g r(t)dt1 ∧ dt2 ∧ dt3,

siendo pQ(t) la 3-forma en R3 que determina la densidad de carga, y que es un dato
conocido.
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Supongamos que la métrica g sobre R3 es la métrica eucĺıdea, aśı las ecuaciones
anteriores se escriben como sigue

∂ψ
∂tA

= ψA,

−(
∂ψ1

∂t1
+
∂ψ2

∂t2
+
∂ψ3

∂t3
) = 4πr .

Si definimos la función

H(q, p1, p2, p3) = 4πrq +
1

2

3∑
A=1

(pA)2

donde q representa la variable ψ y pA las variables ψA que componen P , entonces
se verifica

∂H

∂q
= 4πr ,

∂H

∂pA
= pA .

Ahora, evaluando las identidades previas en ψ(t) = (ψ(t), ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t)) se
obtiene

∂H

∂q

∣∣∣
ψ(t)

= 4πr = −
3∑

A=1

∂ψA

∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pA

∣∣∣
ψ(t)

= ψA(t) =
∂ψ

∂tA

∣∣∣
t
.

Aśı las ecuaciones de la electrostática se pueden escribir como sigue

∂H

∂q

∣∣∣
ψ(t)

= −
3∑

A=1

∂ψA

∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pA

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψ

∂tA

∣∣∣
t
,

siendo un ejemplo de las denominadas ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

En general, a partir de un principio variacional, que se describirá en el siguiente
apartado, se obtienen las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl clásicas,

∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

= −
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
, 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n , (1.12)
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donde cada solución es una aplicación

ψ(t1, . . . , tk) = (ψi(t1, . . . , tk), ψAi (t1, . . . , tk)) , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k

y H es una función de las variables qi, pAi donde qi representa a la variable ψi y pAi
a ψAi . En las ecuaciones de la electrostática se tiene i = 1 y k = 3.

B. Principio variacional

En el desarrollo de la Mecánica hamiltoniana autónoma las ecuaciones de Ha-
milton se obtienen a partir de un principio variacional. El desarrollo formal de la
formulación hamiltoniana de la Mecánica Clásica puede generalizarse a la teoŕıa de
campos clásica. En este caso el problema se transforma en encontrar los extremales
de un problema variacional asociado a integrales múltiples de densidades hamilto-
nianas.

En este apartado vamos a describir el principio variacional del que se obtienen
formalmente las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

Por simplicidad desarrollaremos este apartado en el fibrado de k1-covelocidades
((T 1

k )∗Q,ω1, . . . , ωk, V ), esto es, en el modelo canónico de las variedades k-simplécti-
cas, sin embargo, teniendo en cuenta el teorema de Darboux 1.5 se podŕıa hacer una
descripción análoga en una variedad k-simpléctica arbitraria.

Definición 1.19 Denotemos por C∞C (Rk, (T 1
k )∗Q) el conjunto de aplicaciones

ψ : U0 ⊆ Rk → (T 1
k )∗Q,

con soporte compacto, definidas en un conjunto abierto U0. Sea H : (T 1
k )∗Q→ R un

hamiltoniano, se define la acción integral asociada a H por

H : C∞C (Rk, (T 1
k )∗Q) → R

ψ 7→ H(ψ) =

∫
Rk

( k∑
A=1

(ψ∗θA) ∧ dk−1tA − (ψ∗H)dkt
)
,

en donde dkt = dt1 ∧ . . . ∧ dtk es una forma de volumen en Rk y dk−1tA = ı ∂

∂tA
dkt

es una (k − 1)-forma en Rk.
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Definición 1.20 Una aplicación ψ : U0 ⊆ Rk → (T 1
k )∗Q, perteneciente al conjunto

C∞C (Rk, (T 1
k )∗Q), es un extremal de H si

d

ds

∣∣∣
s=0

H(σs ◦ ψ) = 0

para cada flujo σs en (T 1
k )∗Q tal que σs(α1q, . . . , αkq) = (α1q, . . . , αkq) para todo

(α1q, . . . , αkq) de la frontera de ψ(U0) ⊂ (T 1
k )∗Q.

Obsérvese que los flujos σs : (T 1
k )∗Q → (T 1

k )∗Q considerados en la definición
anterior están generados por campos de vectores en (T 1

k )∗Q que se anulan en la
frontera de ψ(U0).

El problema variacional, asociado a un hamiltoniano H, consiste en encontrar
los extremales de la acción integral H.

En la siguiente proposición caracterizaremos los extremales de la acción H aso-
ciada a un hamiltoniano H.

Proposición 1.21 Sea H : (T 1
k )∗Q→ R un hamiltoniano y ψ ∈ C∞C (Rk, T 1

kQ). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ψ : U0 ⊂ Rk → T 1
kQ es un extremal del problema variacional asociado a H.

(2) Para cada campo de vectores Z en Q, tal que su levantamiento completo ZC∗

a (T 1
k )∗Q se anula en los puntos de la frontera de ψ(U0), se verifica∫

Rk

(
[ψ∗(LZC∗θ

A)] ∧ dk−1tA − [ψ∗(LZC∗H)]dtk
)

= 0 .

(3) ψ es solución de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl, esto
es, si ψ está localmente dada por ψ(t) = (ψi(t), ψAi (t)), entonces las funciones
ψi, ψAi satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales,

k∑
A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

= −∂H
∂qi

∣∣∣
ψ(t)

,
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t

=
∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

, i = 1 . . . , n . (1.13)

Demostración:

(1 ⇔ 2) Sea Z ∈ X(Q) un campo de vectores en Q, verificando las condiciones
del item (2), con grupo uniparamétrico τs. Entonces ZC∗ tiene grupo uniparamétrico
asociado (T 1

k )∗τs.
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Se verifica:

d

ds

∣∣∣
s=0

H((T 1
k )∗τs ◦ ψ)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

∫
Rk

( k∑
A=1

([(T 1
k )∗τs ◦ ψ]∗θA) ∧ dk−1tA − ([(T 1

k )∗τs ◦ ψ]∗H)dkt
)

= ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

( k∑
A=1

([(T 1
k )∗τs ◦ ψ]∗θA) ∧ dk−1tA − ([(T 1

k )∗τs ◦ ψ]∗H)dkt
)

−
∫

Rk

( k∑
A=1

([(T 1
k )∗τ0 ◦ ψ]∗θA) ∧ dk−1tA − ([(T 1

k )∗τ0 ◦ ψ]∗H)dkt
))

= ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

k∑
A=1

([(T 1
k )∗τs ◦ ψ]∗θA) ∧ dk−1tA −

∫
Rk

k∑
A=1

(ψ∗θA) ∧ dk−1tA

)

− ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

([(T 1
k )∗τs ◦ ψ]∗H)dkt−

∫
Rk

(ψ∗H)dkt

)

= ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

k∑
A=1

[ψ∗
(

((T 1
k )∗τs)

∗θA − θA
)

] ∧ dk−1tA

)

− ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

[ψ∗
(

((T 1
k )∗τs)

∗H −H
)

]dkt

)
=

∫
Rk

(
[ψ∗(LZC∗θ

A)] ∧ dk−1tA − [ψ∗(LZC∗H)]dkt
)
,

con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.

(2⇔ 3)

Teniendo en cuenta que

LZC∗θ
A = dıZC∗θ

A + ıZC∗dθ
A

se obtiene

∫
Rk

[ψ∗(LZC∗θ
A)]∧dk−1tA =

∫
Rk

[ψ∗(dıZC∗θ
A)]∧dk−1tA +

∫
Rk

[ψ∗(ıZC∗dθ
A)]∧dk−1tA .
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Puesto que

[ψ∗(dıZC∗θ
A)] ∧ dk−1tA = d

(
ψ∗(ıZC∗θ

A) ∧ dk−1tA
)

entonces [ψ∗(dıZC∗θ
A)]∧dk−1tA es una k-forma cerrada en Rk. Por lo tanto, aplicando

el teorema de Stokes se obtiene:∫
Rk

[ψ∗(dıZC∗θ
A)] ∧ dk−1tA =

∫
Rk
d
(
ψ∗(ıZC∗θ

A) ∧ dk−1tA
)

= 0 .

Entonces ∫
Rk

(
[ψ∗(LZC∗θ

A)] ∧ dk−1tA − [ψ∗(LZC∗H)]dkt
)

= 0

si, y sólo si, ∫
Rk

(
[ψ∗
(
ıZC∗dθ

A
)

] ∧ dk−1tA − [ψ∗(LZC∗H)]dkt
)

= 0 .

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que Z = Zi ∂

∂qi
, teniendo

en cuenta la expresión (1.6) para el levantamiento completo ZC∗ y que ψ(t) =
(ψi(t), ψAi (t)) se verifica:

ψ∗
(
ıZC∗dθ

A
)
∧ dk−1tA − ψ∗(LZC∗H)dkt

=

[
−(Zi(t))

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
−

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)]
dkt

para cada campo Z ∈ X(Q), (en las condiciones del enunciado de esta proposición),
en donde empleamos la notación Zi(t) := (Zi ◦ πkQ ◦ψ)(t). De esta última expresión
se deduce que ψ es un extremal de H si, y sólo si∫

Rk
Zi(t)

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt +

∫
Rk

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt

= 0

para todo Zi. Por lo tanto,∫
Rk

(Zi(t))

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt = 0

∫
Rk

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt = 0

(1.14)
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para todo Z ∈ X(Q), en las condiciones del enunciado, y por tanto para cada función

Zi(q) y
∂Zj

∂qi

∣∣∣
q
.

Aplicando el teorema fundamental del cálculo variacional, de (1.14) se obtiene
que,

k∑
A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

= 0 ,

k∑
A=1

ψAj (t)

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
= 0 .

El primer grupo de estas ecuaciones nos proporciona el primer grupo de las
ecuaciones de Hamilton (1.13).

Para obtener el segundo grupo partimos de la segunda de las ecuaciones anterio-
res. Teniendo en cuenta que en un entorno coordenado (U ; qi, pAi ) existe un extremo
de H pasando por cada punto de U se deduce que

∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

= 0 ,

que es el segundo grupo de las ecuaciones de Hamilton (1.13).

El rećıproco se obtiene partiendo de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl
sin más que considerar los cálculos efectuados a lo largo de la demostración.

�

C. Versión geométrica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

A continuación veremos una nueva descripción de las ecuaciones de campo de
Hamilton-De Donder-Weyl (1.17) en la que emplearemos la geometŕıa que nos pro-
porcionan las variedades k-simplécticas. En esta descripción obtenemos las solucio-
nes de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl (1.17) como secciones integrales
de ciertos campos de k-vectores. (Véase [56, 104, 107]).

Sea
(
M,ω1, . . . , ωk, V

)
una variedad k-simpléctica y sea H : M → R una función

hamiltoniana definida sobre M .

A partir de ahora, en esta primera parte de la memoria, para hacer referencia a
una variedad k-simpléctica y a una función hamiltoniana definida en ella empleare-
mos la siguiente definición:
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Definición 1.22 Sea
(
M,ω1, . . . , ωk, V

)
una variedad k-simpléctica y H : M →

R una función hamiltoniana. A la familia (M,ωA, H) la denominaremos sistema
hamiltoniano k-simpléctico.

El principal resultado de esta sección se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 1.23 Sea (M,ωA, H) un sistema hamiltoniano k-simpléctico y sea X =
(X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores en M solución de la ecuación

k∑
A=1

ıXAω
A = dH . (1.15)

Si ψ : Rk → M es una sección integral de X, entonces ψ es solución de las
ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl (1.13).

Demostración:

Consideremos un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) solución de la ecuación
(1.15).

Si cada XA, 1 ≤ A ≤ k se expresa en coordenadas canónicas
(
qi, pAi

)
como

XA = (XA)i
∂

∂qi
+ (XA)Bi

∂

∂pBi
(1.16)

entonces la ecuación (1.15) se puede expresar localmente como sigue:

∂H

∂qi
= −

k∑
B=1

(XB)Bi ,
∂H

∂pAi
= (XA)i , 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ A ≤ k (1.17)

Si el campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) es integrable y ψ : Rk →M, ψ(t) =(
ψi(t), ψAi (t)

)
, es una sección integral del mismo, de (1.17) obtenemos

∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

= −
k∑

B=1

∂ψBi
∂tB

∣∣∣
t
,

∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
, 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ A ≤ k

que son las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

�
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Teniendo en cuenta el teorema anterior, las ecuaciones (1.15) se pueden con-
siderar como una versión geométrica de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-
Weyl. A partir de ahora denominaremos a estas ecuaciones (1.15) como ecuaciones
geométricas hamiltonianas k-simplécticas.

Denotaremos por Xk
H(M) el conjunto de campos de k-vectores que son solucion

de (1.15), es decir,

Xk
H(M): = {X = (X1, . . . , Xk) / τ

k
M ◦X = idM y

k∑
A=1

ıXAω
A = dH} .

A los elementos de este conjunto los llamaremos campos de k-vectores hamilto-
nianos.

Observación 1.24 Nótese que la existencia de solución de la ecuación geométrica
hamiltoniana (1.15) está garantizada. En efecto, podŕıamos definir X = (X1, . . . , Xk)
localmente como

X1 =
∂H

∂p1
i

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂p1
i

XA =
∂H

∂pAi

∂

∂qi
, 2 ≤ A ≤ k

(1.18)

y usando una partición de la unidad podŕıamos encontrar un campo de k-vectores
X = (X1, . . . , Xk), globalmente definido, verificando (1.15).

Además, las soluciones de la ecuación (1.15) no son necesariamente únicas puesto
que dichas soluciones vendŕıan dadas por (X1, . . . , Xk) + KerΩ] en donde X =
(X1, . . . , Xk) es una solución particular y Ω] : T 1

kM → T ∗M es la aplicación definida

por Ω] (Y1, . . . , Yk) =
k∑

A=1

ıYA ω
A (véase [104]).

�

1.2. El enfoque lagrangiano.

En esta sección recordaremos los principales elementos y resultados de la for-
mulación lagrangiana k-simpléctica de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange
(véase [56, 104, 107]).
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1.2.1. Elementos geométricos.

En esta subsección vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-simpléctico. Comenzamos introducien-
do la variedad sobre la que se desarrolla este formalismo, la cual denotaremos por
T 1
kQ y a continuación los objetos geométricos que en ella podemos definir.

A. El fibrado tangente de k1-velocidades.

Sea τQ : TQ→ Q el fibrado tangente de una variedad diferenciable Q de dimen-
sión n. Denotemos por T 1

kQ la suma de Whitney de k copias del fibrado tangente
TQ, esto es,

T 1
kQ = TQ⊕ k. . . ⊕TQ .

Aśı los elementos de T 1
kQ son k-tuplas (v1q , . . . , vkq) de vectores tangentes a Q en

un mismo punto q ∈ Q.

Denotaremos por τ kQ : T 1
kQ→ Q la proyección canónica definida por

τ kQ(v1q , . . . , vkq) = q .

Dado un sistema de coordenadas locales (qi)1≤i≤n en U ⊂ Q, se define el sistema
de coordenadas locales (qi, viA)1≤i≤n,1≤A≤k inducido en T 1

kU ≡ (τ kQ)−1(U) ⊂ T 1
kQ por:

qi(v1q , . . . , vkq) = qi(q), viA(v1q , . . . , vkq) = vAq(qi) = (dqi)q(vAq) (1.19)

donde (v1q , . . . , vkq) ∈ T 1
kQ. Estas coordenadas reciben el nombre de coordenadas

canónicas y dotan a T 1
kQ de una estructura de variedad diferenciable de dimensión

n(k + 1) llamada fibrado tangente de k1-velocidades.

Observación 1.25 El fibrado tangente de k1-velocidades puede describirse en térmi-
nos de 1-jets del siguiente modo (véase [86, 125] ):

Para cada q ∈ Q se define el espacio tangente de k1-velocidades de Q en el punto
q ∈ Q como sigue

(T 1
kQ)qQ = {j1

0,qφ/φ : Rk → Q diferenciable, φ(0) = q} = J1
0,q(Rk, Q)

donde j1
0,qφ denota el 1-jet de la aplicación φ en el punto 0 ∈ Rk tal que φ(0) = q.

Entonces, el fibrado tangente de k1-velocidades de Q es

T 1
kQ =

⋃
q∈Q

(T 1
k )qQ =

⋃
q∈Q

J1
0, q(Rk, Q) = J1

0 (Rk, Q) .



1.2.1 Elementos geométricos. 23

El difeomorfismo que identifica los fibrados T 1
kQ y J1

0 (Rk, Q) está dado por:

J1
0 (Rk, Q) ≡ TQ⊕ k. . . ⊕TQ
j1

0,qφ ≡ (v1q, . . . , vkq)

donde q = φ(0), y vAq = φ∗(0)[(∂/∂tA)(0)], A = 1, . . . , k.

El sistema local de coordenadas (qi, viA)1≤i≤n,1≤A≤k en T 1
kU ⊂ T 1

kQ, introducido
en (1.19), se define en términos de jets como sigue:

qi(j1
0,qφ) = qi(q), viA(j1

0,qφ) =
∂(qi ◦ φ)

∂tA

∣∣∣
t=0

,

donde t = (t1, . . . , tk) ∈ Rk.

�

B. Levantamientos verticales de campos de vectores de Q a T 1
kQ.

Definición 1.26 Sea uq ∈ TqQ un vector tangente a Q en el punto q ∈ Q. Para
cada A = 1, . . . , k, definimos su levantamiento vertical A-ésimo, (uq)VA, como
el campo de vectores en la fibra (τ kQ)−1(q) ⊂ T 1

kQ dado por

(uq)VAwq
=

d

ds
(v1q, . . . , vA−1q, vAq + suq, vA+1q, . . . , vkq)

∣∣∣
s=0

(1.20)

para todo punto wq = (v1q, . . . , vkq) ∈ (τ kQ)−1(q) ⊂ T 1
kQ.

En un sistema local de coordenadas, si uq = ui
∂

∂qi

∣∣∣
q

entonces

(uq)VAwq
= ui

∂

∂viA

∣∣∣
wq

. (1.21)

El levantamiento vertical de vectores induce el levantamiento vertical de campos
de vectores.
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Definición 1.27 Sea X un campo de vectores en Q. Se llama levantamiento ver-
tical A-ésimo de X a T 1

kQ, 1 ≤ A ≤ k, al campo de vectores XVA ∈ X(T 1
kQ)

definido como sigue

XVA(wq) = (X(q))VAwq
, (1.22)

para todo elemento wq = (v1q, . . . , vkq) ∈ T 1
kQ.

En un sistema de coordenadas canónicas, si X = X i ∂

∂qi
entonces de (1.21) se

sigue

XVA = (X i ◦ τ kQ)
∂

∂viA
, (1.23)

puesto que

(X(q))VAwq
= (X i(q)

∂

∂qi

∣∣∣
q
)VAwq

= X i(q)
∂

∂viA

∣∣∣
wq

= (X i ◦ τ kQ)(wq)
∂

∂viA

∣∣∣
wq

.

C. Estructura k-tangente canónica.

Los levantamientos verticales de vectores y campos de vectores que acabamos de
ver nos permiten introducir una familia {J1, . . . , Jk} de endormorfismos del espacio
tangente de T 1

kQ.

Definición 1.28 Para cada A = 1, . . . , k se define el campo de tensores JA de tipo
(1, 1) sobre T 1

kQ como sigue:

JA(wq)(Zwq) =
(

(τ kQ)∗(wq)(Zwq)
)VA
wq

(1.24)

en donde Zwq ∈ Twq(T 1
kQ) y wq ∈ T 1

kQ .

Utilizando las coordenadas canónicas descritas en (1.19), de (1.21) y (1.24) ob-
tenemos que la expresión local del tensor JA es

JA =
∂

∂viA
⊗ dqi , 1 ≤ A ≤ k . (1.25)
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Observación 1.29 Los campos de tensores {J1, . . . , Jk} pueden obtenerse como

el (0, . . . , 0,
A

1, 0, . . . , 0)-levantamiento del tensor identidad de Q a T 1
kQ definido por

Morimoto (véase [105]).

�

Este conjunto de campos de tensores {J1, . . . , Jk} definen la estructura k-
tangente canónica sobre T 1

kQ. Éste es el modelo a partir del cual M. de León
et al. (véanse [80, 82]) definen las estructuras k-tangentes sobre una variedad, las
cuales generalizan las estructuras tangentes. De hecho, en el caso k = 1, J = J1 es
la conocida estructura tangente canónica (también llamada endomorfismo vertical)
del fibrado tangente, (véase [30, 53, 63]). Además estas estructuras son importantes
en el desarrollo del formalismo lagrangiano como veremos más adelante.

D. Campos de vectores canónicos.

Un objeto geométrico importante en el fibrado T 1
kQ es el campo de vectores de

Liouville generalizado.

Definición 1.30 El campo de vectores de Liouville ∆ sobre T 1
kQ se define

como el generador infinitesimal del flujo dado por

ψ : R× T 1
kQ −→ T 1

kQ

(s, (v1q, . . . , vkq)) 7→ (esv1q, . . . , e
svkq) .

(1.26)

Su expresión en coordenadas locales es

∆ =
∑
i,A

viA
∂

∂viA
. (1.27)

Definición 1.31 Los campos de vectores canónicos ∆1, . . . ,∆k sobre T 1
kQ se

definen como los generadores infinitesimales de los flujos dados por

ψA : R× T 1
kQ −→ T 1

kQ

(s, (v1q, . . . , vkq)) 7→ (v1q, . . . , vA−1q, e
svAq, vA+1q, . . . , vkq) ,

(1.28)

para cada A = 1, . . . , k . Su expresión local es:

∆A =
n∑
i=1

viA
∂

∂viA
, 1 ≤ A ≤ k . (1.29)
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A partir de las expresiones (1.27) y (1.29) se comprueba sin dificultad que:

∆ = ∆1 + . . .+ ∆k .

Observación 1.32 El campo de Liouville generalizado y los campos de vectores
canónicos aqúı definidos también podŕıan definirse a partir del levantamiento vertical
A-ésimo introducido en el apartado anterior. Esta definición alternativa seŕıa la si-
guiente:

∆(wq) =
k∑

A=1

(vAq)VAwq
, ∆A(wq) = (vAq)VAwq

, 1 ≤ A ≤ k

siendo wq = (v1q, . . . , vkq) ∈ T 1
kQ. A partir de las expresiones locales (1.21), (1.27)

y (1.29) las identidades anteriores se siguen de forma inmediata

�

E. Formas lagrangianas en T 1
kQ.

De modo análogo a lo que ocurre en los sistemas mecánicos, a partir de la estruc-
tura k-tangente de T 1

kQ y dada L : T 1
kQ → R una función a la que denominamos

función lagrangiana, se definen las siguientes k 1-formas diferenciales en T 1
kQ:

θAL = dL ◦ JA, 1 ≤ A ≤ k (1.30)

y a partir de ellas las k 2-formas diferenciales

ωAL = − dθAL , 1 ≤ A ≤ k (1.31)

a las que llamaremos formas lagrangianas en T 1
kQ.

En un sistema local de coordenadas (qi, viA)1≤i≤n,1≤A≤k de (1.25) y (1.30) se
obtiene

θAL =
∂L

∂viA
dqi , 1 ≤ A ≤ k (1.32)

y aśı de (1.31) y (1.32) obtenemos

ωAL = dqi ∧ d
(
∂L

∂viA

)
=

∂2L

∂qj∂viA
dqi ∧ dqj +

∂2L

∂vjB∂v
i
A

dqi ∧ dvjB . (1.33)

Las formas lagrangianas que se acaban de introducir están relacionadas con las
formas canónicas θA, ωA, 1 ≤ A ≤ k de (T 1

k )∗Q (definidas en (1.1) y (1.2) respec-
tivamente), mediante la aplicación de Legendre asociada a la función lagrangiana
L : T 1

kQ→ R.
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Definición 1.33 Dada una función lagrangiana L : T 1
kQ → R, la aplicación de

Legrendre FL : T 1
kQ→ (T 1

k )∗Q se define como sigue:

FL(v1q, . . . , vkq) = ([FL(v1q, . . . , vkq)]1, . . . , [FL(v1q, . . . , vkq)]k)

donde

[FL(v1q, . . . , vkq)]A(uq) =
d

ds

∣∣∣
s=0

L
(
v1q, . . . , vAq + suq, . . . , vkq

)
,

para cada A = 1, . . . , k y uq ∈ TqQ.

La expresión local de FL es

FL : (qi, viA) −→ (qi,
∂L

∂viA
) . (1.34)

De las expresiones locales (1.3), (1.32) y (1.33) de θA, ωA, θAL y ωAL se obtienen
las siguientes identidades que relacionan las formas canónicas en (T 1

k )∗Q con las
formas lagrangianas definidas en T 1

kQ:

θAL = FL∗θA , ωAL = FL∗ωA, 1 ≤ A ≤ k . (1.35)

F. Estructura k-simpléctica en T 1
kQ.

Las 2-formas diferenciales ω1
L, . . . , ω

k
L, que acabamos de introducir, junto con la

distribución vertical V = kerT (τ kQ), determinada por el fibrado τ kQ : T 1
kQ → Q,

constituirán una estructura k-simpléctica sobre el fibrado T 1
kQ si añadimos alguna

condición de regularidad sobre la función lagrangiana L.

Definición 1.34 Una función lagrangiana L : T 1
kQ −→ R se dice regular (resp.

hiperregular) si la correspondiente aplicación de Legendre FL es un difeomorfismo
local (resp. global). En otro caso L se dice singular.

De la expresión local de FL, (1.34), obtenemos que L es regular si, y sólo si, la

matriz

(
∂2L

∂viA∂v
j
B

)
es no singular.

La condición de regularidad impuesta sobre un lagrangiano L nos permite definir
una estructura k-simpléctica en T 1

kQ, tal y como se recoge en la siguiente proposición
que aparece demostrada en [107]:
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Proposición 1.35 Las siguientes condiciones son equivalentes: (i) L es regular,
(ii) FL es un difeomorfismo local, (iii) (ωAL , V ; 1 ≤ A ≤ k) es una estructura k-
simpléctica en T 1

kQ, siendo

V = kerT τ kQ =

〈
∂

∂vi1
, . . . ,

∂

∂vik

〉
i=1,...,n

la distribución vertical del fibrado τ kQ : T 1
kQ→ Q.

Observación 1.36 En [107] los autores también demuestran que la condición de
regularidad del lagrangianao L es equivalente a que (ω1

L, . . . , ω
k
L) define una forma

polisimpléctica.

�

1.2.2. Levantamiento de aplicaciones y campos de vectores.

El motivo de dedicar una subsección al levantamiento de aplicaciones y campos
de vectores es porque los contenidos de la misma, en especial la primera definición
son fundamentales a lo largo de toda la memoria.

Definición 1.37 Sea f : M → N una aplicación entre dos variedades diferenciables
M y N . Se define la prolongación o levantamiento canónico

T 1
k f : T 1

kM → T 1
kN

como sigue

T 1
k f(j1

0,xφ) = j1
0,f(x)(f ◦ φ), para todox ∈M, φ : Rk →M, φ(0) = x ,

o equivalentemente por

T 1
k f(v1x, . . . , vkx) = (Txf(v1x), . . . , Txf(vkx)) , (1.36)

en donde v1x, . . . , vkx ∈ TxM , x ∈ M , y Txf : TxM → Tf(x)N es la aplicación
tangente inducida por f .

Definición 1.38 Sea Z ∈ X(Q) un campo de vectores en Q con grupo local 1-
paramétrico de transformaciones {hs}s∈R. Se define el levantamiento completo de
Z a T 1

kQ como el campo de vectores ZC en T 1
kQ que tiene como grupo 1-paramétrico

de transformaciones la familia {T 1
k (hs)}s∈R.
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En coordenadas canónicas, si Z = Zi ∂

∂qi
entonces la expresión local de ZC es:

ZC = Zi ∂

∂qi
+ vjA

∂Zk

∂qj
∂

∂vkA
. (1.37)

El siguiente resultado pone de manifiesto que el levantamiento canónico de apli-
caciones al fibrado tangente de k1-velocidades preserva las estructuras canónicas de
T 1
kQ.

Lema 1.39 Sea Φ = T 1
kϕ : T 1

kQ → T 1
kQ la prolongación canónica de un difeomor-

fismo ϕ : Q→ Q. Entonces

(a) TΦ ◦ JA = JA ◦ TΦ , (b) TΦ(∆A) = ∆A , (c) TΦ(∆) = ∆ .

Demostración:

(a) Es una consecuencia directa de la expresión local (1.25) de JA y la expresión

local de T 1
kϕ dada por T 1

kϕ(qi, viA) = (ϕj(qi), viA
∂ϕj

∂qi
) donde las funciones ϕj denotan

las componentes del difeomorfismo ϕ : Q→ Q.

(b) Es una consecuencia de la conmutatividad T 1
kϕ ◦ ψAt = ψAt ◦ T 1

kϕ, donde ψAt
son los grupos locales 1-paramétricos de difeomorfismos (1.28) generados por ∆A.

(c) Es una consecuencia directa de (b) y de ser ∆ = ∆1 + . . .+ ∆k.

�

1.2.3. Campos de k-vectores y sopde’s en T 1
kQ.

En el desarrollo del formalismo lagrangiano k-simpléctico aparecen ciertas ecua-
ciones en derivadas parciales (EDP’s) de segundo orden definidas en T 1

kQ. Estas
EDP’s aparecen asociadas a ciertos campos de k-vectores, que denominaremos sop-
de’s, ( abreviatura del inglés second order partial differential equations). En esta
sección vamos a recordar cuáles son los campos de k-vectores que dan lugar a ecua-
ciones en derivadas parciales de segundo orden y daremos una caracterización de los
mismos en términos de la estructura k-tangente canónica y los campos de vectores
canónicos ∆1, . . . ,∆k.
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Definición 1.40 Un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en T 1
kQ, se dice que

es una ecuación en derivadas parciales de segundo orden (sopde) si es una
sección del fibrado vectorial T 1

k τ
k
Q : T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ; esto es,

T 1
k τ

k
Q ◦ (X1, . . . , Xk) = idT 1

kQ
,

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

T 1
kQ

X

��

id
T1
k
Q

##GGGGGGGGGGGGGGG

T 1
k (T 1

kQ)
T 1
k τ

k
Q // T 1

kQ

o equivalentemente

(τ kQ)∗(wq)(XA(wq)) = vAq , A = 1, . . . , k ,

en donde wq = (v1q , . . . , vkq) ∈ T 1
kQ.

En el caso particular k = 1 esta definición coincide con la definición de sode
(ecuación diferencial de segundo orden).

Sean (qi)1≤i≤n un sistema local de coordenadas en Q y (qi, viA)1≤i≤n,1≤A≤k las
coordenadas inducidas en T 1

kQ. Por un cálculo directo en coordenadas locales obte-
nemos que la expresión local de un sopde X = (X1, . . . , Xk) es

XA = viA
∂

∂qi
+ (XA)iB

∂

∂viB
, 1 ≤ A ≤ k , (1.38)

en donde (XA)iB son funciones en T 1
kQ.

Los sopde’s en T 1
kQ se pueden caracterizar a partir de la estructura k-tangente

J1, . . . , Jk y los campos de vectores canónicos ∆1, . . . ,∆k como se pone de manifiesto
en la siguiente proposición, la cual es una consecuencia inmediata de (1.38):

Proposición 1.41 Sea X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores en T 1
kQ. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es un sopde.
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(2) JA(XA) = ∆A, 1 ≤ A ≤ k.

A continuación vamos a caracterizar las secciones integrales de un sopde.

Sea ψ : Rk → T 1
kQ, dada por ψ(t) = (ψi(t), ψiB(t)), una sección integral del

sopde X = (X1, . . . , Xk). Teniendo en cuenta la expresión local de un sopde (1.38)
y reescribiendo la condición de sección integral (1.11) para este caso concreto, obte-
nemos que ψ es sección integral de X si, y sólo si, satisface el siguiente sistema de
ecuaciones en derivadas parciales:

∂ψi

∂tA

∣∣∣
t

= viA(ψ(t)) = ψiA(t) ,
∂ψiB
∂tA

∣∣∣
t

= (XA)iB(ψ(t)) . (1.39)

De las expresiones (1.10) y (1.39) obtenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.42 Sea X = (X1, . . . , Xk) un sopde integrable.

(1) Si ψ es una sección integral de X entonces ψ = φ(1) , donde φ(1): Rk → T 1
kQ

es la primera prolongación de la aplicación

φ : = τ kQ ◦ ψ : Rk ψ // T 1
kQ

τkQ // Q .

Además la aplicación φ(t) = (ψi(t)) será solución del sistema de ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden

∂2ψi

∂tA∂tB

∣∣∣
t

= (XA)iB(ψi(t),
∂ψi

∂tC
(t)) 1 ≤ i ≤ n ; 1 ≤ A,B ≤ k. (1.40)

(2) Rećıprocamente, si φ : Rk → Q, localmente dada por φ(t) = (ψi(t)), es cual-
quier aplicación verificando (1.40) entonces φ(1) es una sección integral de
X = (X1, . . . , Xk).

�

Observación 1.43 La ecuación (1.40) nos permite afirmar que cuando el sopde
X es integrable entonces (XA)iB = (XB)iA para todo A,B = 1, . . . , k.

�
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1.2.4. Formalismo lagrangiano. Ecuaciones de Euler - La-
grange.

A lo largo de esta subsección vamos a recordar el formalismo lagrangiano k-
simpléctico de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

En primer lugar consideraremos un ejemplo particular de las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange. A continuación describiremos como deducir, desde un punto de
vista formal, estas ecuaciones a partir de un principio variacional y terminamos esta
subsección con una descripción geométrica de dichas ecuaciones.

A. Ejemplo: la cuerda vibrante.

Consideremos una cuerda de longitud finita, cuya longitud designaremos por L,
sujeta por sus extremos y sobre la que no actúa ninguna fuerza externa.

Si las constantes σ y τ representan respectivamente la masa por unidad de lon-
gitud y el módulo de Young del sistema, dado por la constante de proporcionalidad
entre el alargamiento de la cuerda y la fuerza o tensión ejercida sobre ella, entonces
se deduce, véase [44], que las ecuaciones del movimiento son

σ
∂2φ

∂(t1)2 − τ
∂2φ

∂(t2)2 = 0, (1.41)

de modo que las soluciones son aplicaciones

φ : R2 −→ R

(t1, t2) −→ φ(t1, t2)

que describen el desplazamiento de cada punto de la cuerda en función del tiempo
t1 y de la posición x = t2.

φ(t,x)

xx=0 x=L

Figura 1.1: Cuerda vibrante

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar como un ejemplo de ecuaciones de
campo de Euler-Lagrange asociadas a una función lagrangiana L definida sobre el
fibrado T 1

2Q, para cierta variedad Q.
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Si definimos

L(q, v1, v2) =
1

2
(σv2

1 − τv2
2),

donde q representa la variable φ y vA representa la variable ∂φ/∂tA. Entonces

∂L

∂v1

= σv1 ,
∂L

∂v2

= −τv2 ,
∂L

∂q
= 0 .

Evaluando en φ(1)(t) = (φ(t),
∂φ

∂t1

∣∣∣
t
,
∂φ

∂t2

∣∣∣
t
) se obtiene

∂L

∂v1

∣∣∣
φ(1)(t)

= σ
∂φ

∂t1

∣∣∣
t
,

∂L

∂v2

∣∣∣
φ(1)(t)

= −τ ∂φ
∂t2

∣∣∣
t
,

∂L

∂q

∣∣∣
φ(1)(t)

= 0 .

Por lo tanto se tiene

2∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂vA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
= σ

∂2φ

∂(t1)2

∣∣∣
t
− τ ∂2φ

∂(t2)2

∣∣∣
t
,

aśı las ecuaciones del movimiento (1.41) se pueden escribir como sigue

2∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂vA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=
∂L

∂q

∣∣∣
φ(1)(t)

.

Aśı la ecuación de onda en dimensión 1, ecuación (1.41), es un ejemplo de las deno-
minadas ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

En general, consideremos un campo definido por una función φ : Rk → Q, cu-
ya expresión local es φ(t1, . . . , tk) = (φ1(t1, . . . , tk), . . . , φk(t1, . . . , tk)). Una función
lagrangiana L es una función R-valuada L(φi(t), ∂φi/∂tA(t)) que depende de las
variables-componentes del campo qi = φi y de las derivadas parciales del campo
∂φi/∂tA(t). Por tanto podemos considerar la función L como una función definida
en T 1

kQ y aśı L : T 1
kQ→ R.

Las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange para una función lagrangiana L con
solución φ(t) = (φi(t1, . . . , tk)) es el sistema de ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden dado por

k∑
A=1

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
+

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

,
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donde 1 ≤ i ≤ n y φ(1)(t) = (φi(t),
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
), es la primera prolongación del campo φ.

Estas ecuaciones se escriben habitualmente como sigue:

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

, viA(φ(1)(t)) =
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
. (1.42)

Observación 1.44 Observese que teniendo en cuenta la expresión local (1.10) de
la primera prolongación φ(1) de φ, el segundo grupo de ecuaciones de (1.42) se
transforma en un conjunto de identidades.

�

B. Principio variacional.

En este apartado veremos como obtener las ecuaciones de campo de Euler-
Lagrange a partir de un principio variacional.

Definición 1.45 Denotemos por C∞C (Rk, Q) el conjunto de aplicaciones

φ :U0 ⊂ Rk → Q,

con soporte compacto, definidas en un conjunto abierto U0. Sea L : T 1
kQ → R un

lagrangiano, se define la acción asociada a L por

J : C∞C (Rk, Q) → R

φ 7→ J(φ) =

∫
Rk

(L ◦ φ(1))(t)dkt ,

en donde dkt = dt1∧. . .∧dtk es una forma de volumen en Rk y φ(1) : U0 ⊂ Rk → T 1
kQ

denota la primera prolongación de φ.

Definición 1.46 Una aplicación φ :U0 ⊆ Rk → Q, perteneciente al conjunto C∞C (Rk, Q),
es un extremal de J si

d

ds

∣∣∣
s=0

J(τs ◦ φ) = 0

para cada flujo τs en Q tal que τs(q) = q para todo q de la frontera de φ(U0) ⊂ Q.
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Obsérvese que los flujos τs : Q→ Q considerados en la definición anterior están
generados por campos de vectores en Q que se anulan en la frontera de φ(U0).

El problema variacional, asociado a un lagrangiano L, consiste en encontrar los
extremales de la acción integral J.

En la siguiente proposición caracterizaremos los extremales de la acción J aso-
ciada a un lagrangiano L.

Proposición 1.47 Sean L : T 1
kQ → R una función lagrangiana y φ ∈ C∞C (Rk, Q).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) φ :U0 ⊂ Rk → Q es un extremal del problema variacional asociado a L.

(2) Para cada campo de vectores Z en Q, que se anula en los puntos de la frontera
de φ(U0), se verifica: ∫

U0

(
(LZCL) ◦ φ(1)

)
(t)dkt = 0 ,

donde ZC es el levantamiento completo de Z a T 1
kQ.

(3) φ es solución de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (1.42).

Demostración:

(1⇔ 2) Sea Z ∈ X(Q) un campo de vectores en Q, con grupo uniparamétrico τs
y que se anula en la frontera de φ(U0).

Recordemos que el flujo asociado a ZC es T 1
k τs.

Puesto que T 1
k τs ◦ φ(1) = (τs ◦ φ)(1), entonces se verifica

d

ds

∣∣∣
s=0

J(τs ◦ φ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

∫
Rk

(L ◦ (τs ◦ φ)(1))(t)dkt

= ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

(L ◦ (τs ◦ φ)(1))(t)dkt−
∫

Rk
(L ◦ τ0 ◦ φ(1))(t)dkt

)
= ĺım

s→0

1

s

(∫
Rk

(L ◦ T 1
k τs ◦ φ(1))(t)dkt−

∫
Rk

(L ◦ φ(1))(t)dkt

)
=

∫
Rk

(
ĺım
s→0

1

s

(
L(T 1

k τs ◦ φ(1)(t))− L(φ(1)(t)
))

dkt

=

∫
Rk

(
(LZCL) ◦ φ(1)

)
(t)dkt ,
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con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.

(2⇔ 3) Acabamos de probar que φ :U0 ⊂ Rk → Q es un extremal de J si, y sólo
si, para cada campo de vectores Z ∈ X(Q) que se anule en la frontera de φ(U0) se
verifica ∫

U0

(
(LZCL) ◦ φ(1)

)
(t)dkt = 0 . (1.43)

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que Z = Zi ∂

∂qi
, teniendo

en cuenta la expresión (1.37) para el levantamiento completo ZC e integrando por
partes deducimos que φ(t) = (φi(t)) es un extremal de J si, y sólo si,∫

U0

[
k∑

A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
− ∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

]
(Zi ◦ φ)(t)dkt = 0 ,

para todo valor de Zi. Aśı, φ será un extremal de J si, y sólo si,

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

. (1.44)

Las ecuaciones (1.44) se llaman ecuaciones de campo de Euler-Lagrange para
L.

�

C. Versión geométrica de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

A continuación daremos una descripción geométrica de las ecuaciones de cam-
po de Euler-Lagrange (1.44) y veremos que las soluciones de estas ecuaciones son
secciones integrales de ciertos campos de k-vectores en T 1

kQ.

De modo análogo a lo que ocurŕıa en el caso hamiltoniano consideremos la ecua-
ción

k∑
A=1

ıXA
L
ωAL = dEL , (1.45)

donde EL = ∆(L) − L es la enerǵıa lagrangiana. Nos referiremos a esta ecuación
como ecuación geométrica de Euler-Lagrange, este nombre quedará justificado
tras el enunciado del teorema 1.48.
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Denotamos por Xk
L(T 1

kQ) el conjunto de campos de k-vectores XL = (X1
L, . . . , X

k
L)

en T 1
kQ los cuales son solución de (1.45). A los elementos de este conjunto los deno-

minaremos campos de k-vectores lagrangianos.

Si cada XA
L está localmente dado por

XA
L = (XA

L )i
∂

∂qi
+ (XA

L )iB
∂

∂viB
, 1 ≤ A ≤ k

entonces (X1
L, . . . , X

k
L) es una solución a (1.45) si, y sólo si, las funciónes (XA

L )i y
(XA

L )iB satisfacen el sistema de ecuaciones(
∂2L

∂qi∂vjA
− ∂2L

∂qj∂viA

)
(XA

L )j − ∂2L

∂viA∂v
j
B

(XA
L )jB = vjA

∂2L

∂qi∂vjA
− ∂L

∂qi
,

∂2L

∂vjB∂v
i
A

(XA
L )i =

∂2L

∂vjB∂v
i
A

viA .

(1.46)

Si el lagrangiano es regular, las anteriores ecuaciones son equivalentes a las si-
guientes

∂2L

∂qj∂viA
vjA +

∂2L

∂viA∂v
j
B

(XA
L )jB =

∂L

∂qi
, (XA

L )i = viA . (1.47)

Por lo tanto cuando L es regular XA
L tiene la siguiente expresión local:

XA
L = viA

∂

∂qi
+ (XA

L )iB
∂

∂viB

esto es, XL = (X1
L, . . . , X

k
L) es un sopde en T 1

kQ.

Como consecuencia de los cálculos anteriores podemos enunciar el siguiente teo-
rema:

Teorema 1.48 Sea L : T 1
kQ → R una función lagrangiana y XL = (X1

L, . . . , X
k
L)

un campo de k-vectores en T 1
kQ tal que

k∑
A=1

ıXA
L
ωAL = dEL ,

en donde EL = ∆(L)− L. Entonces,
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(1) Si L es regular entonces XL = (X1
L, . . . , X

k
L) es un sopde.

Además si ψ : Rk → T 1
kQ es un sección integral de XL, entonces la aplicación

φ : Rk ψ // T 1
kQ

τkQ // Q

es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.44).

(2) Si XL = (X1
L, . . . , X

k
L) es integrable y φ(1) : Rk → T 1

kQ es una sección integral
de X entonces φ : Rk → Q es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1.44).

Demostración:

(1) es una consecuencia inmediata de (1.47) y la Proposición 1.42.

(2) Sea φ(1) una sección integral de XL.

De la primera ecuación de (1.46) y de la expresión local (1.9) de φ(1) se deduce
que φ es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.44).

�

Observación 1.49 Si el lagrangiano L : T 1
kQ → R es regular, entonces (ωAL , V )

es una estructura k-simpléctica en T 1
kQ. Por este motivo la ecuación (1.45) puede

considerarse como un caso particular de (1.15) para esta estructura k-simpléctica y
con H = EL.

De modo análogo a lo que hicimos en la definición 1.22, a la familia (T 1
kQ,ω

A
L , EL)

le llamaremos sistema lagrangiano k-simpléctico.

�

Observación 1.50 Si reescribimos la ecuación (1.45) para el caso k = 1, obtenemos

ıXωL = dEL

que es la ecuación de la formulación geométrica de la Mecánica lagrangiana.

�
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Ejemplos.- Veamos ahora algunos ejemplos de ecuaciones de campo que se pueden
describir con el formalismo aqúı desarrollado.

Los cuatro ejemplos que presentamos corresponden al caso k = 2. La ecuación
geométrica de Euler-Lagrange (1.45) se escribe como sigue:

iX1ω
1
L + iX2ω

2
L = dEL . (1.48)

Ecuación de onda. En este caso Q = R y el lagrangiano es

L: T 1
2 R ≡ TR⊕ TR → R

(q, v1, v2) 7→ 1

2
(σv2

1 − τv2
2)

entonces:

Si la primera prolongación φ(1) de φ : R2 → R es una sección integral de (X1, X2),
solución de la ecuación (1.48), entonces φ es solución de la ecuación de onda (1.41).

Ecuación de Laplace. Consideramos ahora el lagrangiano

L: T 1
2 R ≡ TR⊕ TR → R

(q, v1, v2) 7→ 1

2
(v2

1 + v2
2) .

Si la primera prolongación φ(1) de φ : R2 → R es una sección integral de (X1, X2)
entonces φ es solución de la ecuación de Laplace, esto es:

∂2φ

∂(t1)2
+

∂2φ

∂(t2)2
= 0 .

Ecuación de superficies minimales. Ahora Q = R y el lagrangiano es

L: TR⊕ TR → R

(q, v1, v2) 7→
√

1 + v2
1 + v2

2

De nuevo, si la primera prolongación φ(1) de φ : R2 → Q es una sección integral
de (X1, X2), entonces φ es solución de la ecuación de superficies minimales, esto es:

0 = (1 + (
∂φ

∂t2
)2)

∂2φ

∂(t1)2
− 2

∂φ

∂t1
∂φ

∂t2
∂2φ

∂t1t2
+ (1 + (

∂φ

∂t1
)2)

∂2φ2

∂(t2)2
.
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Ecuación de Navier. En este caso Q = R2 y el lagrangiano viene dado por:

L: TR2 ⊕ TR2 → R

(q1, q2, v1
1, v

1
2, v

2
1, v

2
2) 7→ (

1
2
λ+ µ)[(v1

1)2 + (v2
2)2] +

1
2
µ[(v1

2)2 + (v2
1)2] + (λ+ µ)v1

1v
2
2

Si la primera prolongación φ(1) de

φ : R2 → R2

t = (t1, t2) 7→ (φ1(t), φ2(t))

es una sección integral de (X1, X2), solución de (1.48), entonces φ es solución de las
ecuaciones de Navier, esto es:

(λ+ 2µ)
∂2φ1

∂(t1)2
+ (λ+ µ)

∂2φ2

∂t1∂t2
+ µ

∂2φ1

∂(t2)2
= 0 ,

µ
∂φ2

∂(t1)2
+ (λ+ µ)

∂2φ1

∂t2∂t1
+ (λ+ 2µ)

∂2φ2

∂(t2)
= 0 .

1.3. Equivalencia entre las formulaciones lagran-

giana y hamiltoniana.

En esta sección vamos a recordar la equivalencia que existe entre el formalismo
k-simpléctico lagrangiano y hamiltoniano.

Consideramos una función lagrangiana hiperregular L : T 1
kQ→ R. En este caso

sabemos que la aplicación de Legendre FL es un difeomorfismo global. Esto nos
permite definir una función hamiltoniana H : (T 1

k )∗Q→ R por

H = EL ◦ FL−1

donde FL−1 es la inversa de FL.

En estas condiciones se puede demostrar el siguiente resultado, que establece la
equivalencia entre la formulación lagrangiana y la hamiltoniana.



1.3 Equivalencia entre las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana. 41

Teorema 1.51

(1) Si XL = (X1
L, . . . , X

k
L) es una solución de la ecuación geométrica de Euler-

Lagrange (1.45), entonces XH = (X1
H , . . . , X

k
H), donde XA

H = FL∗(X
A
L ), 1 ≤

A ≤ k, es una solución de la ecuación geométrica hamiltoniana (1.15) en
(T 1

k )∗Q, con H = EL ◦ FL−1.

(2) Si XL = (X1
L, . . . , X

k
L) es integrable y φ(1) es una sección integral de XL,

entonces ϕ = FL ◦ φ(1) es una sección integral de XH = (X1
H , . . . , X

k
H) y por

lo tanto es una solución de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-
Weyl (1.13) con H = EL ◦ FL−1.

Demostración:

La demostración detallada de este resultado puede encontrarse en [104].

�





Caṕıtulo 2

Simetŕıas y Leyes de conservación

Este caṕıtulo se dedica al estudio de simetŕıas, en el contexto k-simpléctico, de
las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl (1.13) y de las ecuaciones de campo de
Euler-Lagrange (1.42).

Recordemos que una simetŕıa de ecuaciones en derivadas parciales es un difeo-
morfismo que lleva soluciones de la ecuación en derivadas parciales en otras solucio-
nes de la misma ecuación.

En particular, introduciremos las simetŕıas de Cartan a las que les asociaremos
leyes de conservación, probando aśı una versión del Teorema de Noether.

Finalizamos este caṕıtulo introduciendo el concepto de Lagrangianos equivalen-
tes, como aquellos lagrangianos L y L′ que verifican que las respectivas ecuaciones
de Euler-Lagrange tienen las mismas soluciones.

Relacionado con el concepto de lagrangianos equivalentes, aparecen las simetŕıas
gauge como aquellos difeomorfismos que llevan un lagrangiano en otro equivalente.
En ciertos casos, las simetŕıas gauge se pueden relacionar con las simetŕıas de Cartan
introducidas en la primera parte del caṕıtulo.

2.1. Caso hamiltoniano.

A lo largo de esta sección vamos a considerar el sistema hamiltoniano k-simplécti-
co (véase definición 1.22) ((T 1

k )∗Q,ωA, H).

43
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2.1.1. Simetŕıas y leyes de conservación.

La finalidad de esta subsección es definir los conceptos de simetŕıas y leyes de
conservación de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl (1.13).

Comenzamos introduciendo la noción de ley de conservación para el sistema
hamiltoniano k-simpléctico ((T 1

k )∗Q,ωA, H). Siguiendo a Olver, véase [114], intro-
ducimos la siguiente definición :

Definición 2.1 Una ley de conservación (o una cantidad conservada) para
las ecuaciones de campo de Hamilton-de Donder-Weyl (1.13) es una aplicación

F = (F1, . . . ,Fk): (T 1
k )∗Q→ Rk

tal que la divergencia de

F ◦ ψ = (F1 ◦ ψ, . . . ,Fk ◦ ψ):U0 ⊂ Rk ψ // (T 1
k )∗Q

F // Rk

es cero, para cada solución ψ de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl (1.13),
es decir,

k∑
A=1

∂(FA ◦ ψ)

∂tA
= 0 . (2.1)

La siguiente proposición muestra una diferencia entre los resultados de la Mecáni-
ca Clásica y las Teoŕıas de Campos k-simplécticos, (véase observación 2.3).

Proposición 2.2 Si F = (F1, . . . ,Fk): (T 1
k )∗Q → Rk es una ley de conservación

entonces para cada campo de k-vectores integrable X = (X1, . . . , Xk) en Xk
H((T 1

k )∗Q),
se verifica

k∑
A=1

LXAFA = 0 . (2.2)

Demostración:

Sea X = (X1, . . . , Xk) ∈ Xk
H((T 1

k )∗Q) un campo de k-vectores hamiltoniano e
integrable y ψ:U0 ⊆ Rk → (T 1

k )∗Q una sección integral of X entonces:
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(1) Por la definición 1.17, de sección integral de un campo de k-vectores, para
cada t ∈ U0 ⊆ Rk y A con A = 1, . . . , k, se verifica

XA(ψ(t)) = ψ∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
.

(2) X ∈ Xk
H((T 1

k )∗Q), esto es, X = (X1, . . . , Xk) es solución de las ecuaciones geo-
métricas de Hamilton (1.15). Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.23, se tiene
que cada sección integral ψ de X es solución de las ecuaciones de Hamilton-De
Donder-Weyl (1.13).

De (1) y (2) se sigue la siguiente cadena de igualdades:

k∑
A=1

LXAFA =
k∑

A=1

ψ∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
(FA) =

k∑
A=1

∂(FA ◦ ψ)

∂tA

∣∣∣
t

= 0

donde la última igualdad es consecuencia de (2.1), lo que se satisface puesto que
F = (F1, . . . ,Fk) es una ley de conservación y ψ es una solución de las ecuaciones
de Hamilton-de Donder-Weyl (1.13).

�

Observación 2.3 El caso k = 1 se corresponde con la Mecánica hamiltoniana
Autónoma.

En este caso sabemos que F es una constante del movimiento o integral primera
si se mantiene constante a lo largo de las soluciones de las ecuaciones de Hamilton
y, esto es equivalente a LXHF = 0, donde XH es el campo de vectores Hamitoniano
definido por ıXHω = dH.

En nuestro caso las ecuaciones (2.1) y (2.2) no son equivalentes puesto que no to-
da solución de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl es un sección integrable
de algún campo de k-vectores perteneciente al conjunto Xk

H((T 1
k )∗Q).

�

A continuación introduciremos el concepto de simetŕıa de un sistema Hamiltonia-
no k-simpléctico como una simetŕıa de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.
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Definición 2.4

(1) Una simetŕıa del sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T 1
k )∗Q, ωA, H)

es un difeomorfismo
Φ: (T 1

k )∗Q→ (T 1
k )∗Q

tal que, para cada solución ψ:U0 ⊂ Rk → (T 1
k )∗Q de las ecuaciones de Hamilton-

de Donder-Weyl (1.13), se tiene que Φ ◦ ψ es también una solución de dichas
ecuaciones.

(2) Una simetŕıa infinitesimal del sistema hamiltoniano k-simpléctico
((T 1

k )∗Q, ωA, H) es un campo de vectores Y ∈ X((T 1
k )∗Q) cuyos flujos son

simetŕıas del sistema hamiltoniano k-simpléctico.

Observación 2.5 En analoǵıa con la Mecánica autónoma, a las simetŕıas Φ que
son levantamientos canónicos de difeomorfismos f : Q → Q, esto es Φ = (T 1

k )∗f ,
les denominaremos simetŕıas naturales. De modo análogo diremos que una simetŕıa
infinitesimal Y , de un sistema hamiltoniano k-simpléctico, es natural si Y = ZC∗,
esto es, Y es el levantamiento completo a (T 1

k )∗Q de un campo de vectores Z en Q.
A lo largo de esta memoria no emplearemos este tipo de simetŕıas.

�

Una primera consecuencia directa de las definiciones 2.1 y 2.4, de ley de conser-
vación y simetŕıa de un sistema hamiltoniano k-simpléctico respectivamente, es la
siguiente:

Proposición 2.6 Sea Φ: (T 1
k )∗Q → (T 1

k )∗Q una simetŕıa de un sistema hamilto-
niano k-simpléctico. Si F = (F1, . . . ,Fk): (T 1

k )∗Q → Rk es una ley de conservación
de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl, entonces Φ∗F = (Φ∗F1, . . . ,Φ∗Fk)
también lo es.

Demostración:

Tenemos que probar que la divergencia de Φ∗F ◦ ψ se anula para toda solución
ψ de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl (1.13). Ahora bien, teniendo en
cuenta que Φ∗F(ψ(t)) = F(Φ(ψ(t))), t ∈ Rk

Rk
ψ // (T 1

k )∗Q

Φ
��

(T 1
k )∗Q

F

ccFFFFFFFFF
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se verifica que
k∑

A=1

∂(Φ∗FA ◦ ψ)

∂tA
=

k∑
A=1

∂(FA ◦ Φ ◦ ψ)

∂tA
= 0

en donde en la última igualdad hemos utilizado que F es ley de conservación y Φ◦ψ
es solución de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl (1.13), (esto último es
consecuencia de ser Φ simetŕıa y ψ solución de las ecuaciones antes mencionadas).

�

Hay un tipo de simetŕıas que juegan un papel relevante como generadores de
leyes de conservación, a continuación introduciremos este tipo de simetŕıas:

Proposición 2.7 Sea Φ: (T 1
k )∗Q→ (T 1

k )∗Q un difeomorfismo. Si

Φ∗ωA = ωA , 1 ≤ A ≤ k y Φ∗H = H (salvo constantes).

entonces Φ es una simetŕıa del sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T 1
k )∗Q,ωA, H).

Demostración:

A continuación mostraremos un esquema de la demostración que incluye los pasos
a seguir. La demostración detallada se puede encontrar en el apéndice A.

Tenemos que probar lo siguiente:

Si ψ:U0 ⊂ Rk → (T 1
k )∗Q es una solución de las ecuaciones de Hamilton-

de Donder-Weyl (1.13), entonces Φ ◦ ψ también lo es, esto es,

(a)
∂H

∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

= −
k∑

A=1

∂(pAi ◦ Φ ◦ ψ)

∂tA

∣∣∣
t

,

(b)
∂H

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

=
∂(qi ◦ Φ ◦ ψ)

∂tA

∣∣∣
t
.

Consideremos un sistema local de coordenadas (qi, pAi )1≤i≤n,1≤A≤k en (T 1
k )∗Q de

modo que el difeomorfismo Φ: (T 1
k )∗Q → (T 1

k )∗Q lo escribimos localmente como
sigue:

Φ(qj, pBj ) = (Φi(qj, pBj ),ΦA
i (qj, pBj )) .
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De la hipótesis Φ∗ωA = ωA, 1 ≤ A ≤ k, deducimos las identidades

0 =
∂Φi

∂qj

∣∣∣
w

∂ΦA
i

∂qk

∣∣∣
w
,

0 =
∂Φi

∂pBj

∣∣∣
w

∂ΦA
i

∂pCk

∣∣∣
w
, 1 ≤ A ≤ k , (2.3)

δkj δ
A
C =

∂Φi

∂qj

∣∣∣
w

∂ΦA
i

∂pCk

∣∣∣
w
− ∂Φi

∂pCk

∣∣∣
w

∂ΦA
i

∂qj

∣∣∣
w
.

Además, puesto que Φ es un difeomorfismo, Φ ◦ Φ−1 = id(T 1
k )∗Q. Aplicando la

regla de la cadena obtenemos:

δik =
∂(Φ ◦ Φ−1)i

∂qk

∣∣∣
w

=
∂Φi

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)j

∂qk

∣∣∣
w

+
∂Φi

∂pAj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)Aj
∂qk

∣∣∣
w
, (2.4)

0 =
∂(Φ ◦ Φ−1)i

∂pBk

∣∣∣
w

=
∂Φi

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)j

∂pBk

∣∣∣
w

+
∂Φi

∂pAj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)Aj
∂pBk

∣∣∣
w
,

0 =
∂(Φ ◦ Φ−1)Ai

∂qj

∣∣∣
w

=
∂ΦA

i

∂qk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)k

∂qj

∣∣∣
w

+
∂ΦA

i

∂pBk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)Bk
∂qj

∣∣∣
w
, (2.5)

δij δ
A
C =

∂(Φ ◦ Φ−1)Ai
∂pCj

∣∣∣
w

=
∂ΦA

i

∂qk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)k

∂pCj

∣∣∣
w

+
∂ΦA

i

∂pBk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)Bk
∂pCj

∣∣∣
w
. (2.6)

De las ecuaciones (2.3-2.6) obtenemos

∂Φs

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

= δAB
∂(Φ−1)Aj
∂pBs

∣∣∣
w

, δAD
∂Φs

∂pCk

∣∣∣
Φ−1(w)

= − δAC
∂(Φ−1)k

∂pDs

∣∣∣
w

(2.7)

∂ΦA
s

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

= −
∂(Φ−1)Aj
∂qs

∣∣∣
w

,
∂ΦA

s

∂pCk

∣∣∣
Φ−1(w)

= δAC
∂(Φ−1)k

∂qs

∣∣∣
w
. (2.8)

La condición Φ∗H = H se escribe en coordenadas locales como sigue:

H(qj, pBj ) = (H ◦ Φ)(qj, pBj ) = H(Φi(qj, pBj ),ΦA
i (qj, pBj )) ,

y de aqúı obtenemos que para cada w ∈ (T 1
k )∗Q se verifica

∂H

∂qj

∣∣∣
w

=
∂H

∂qi

∣∣∣
Φ(w)

∂Φi

∂qj

∣∣∣
w

+
∂H

∂pAi

∣∣∣
Φ(w)

∂ΦA
i

∂qj

∣∣∣
w

(2.9)

∂H

∂pAj

∣∣∣
w

=
∂H

∂qi

∣∣∣
Φ(w)

∂Φi

∂pAj

∣∣∣
w

+
∂H

∂pBi

∣∣∣
Φ(w)

∂ΦB
i

∂pAj

∣∣∣
w
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Aplicando la regla de la cadena, por un cálculo directo uno prueba (a) como
consecuencia de (1.13), (2.3), (2.4), (2.5), (2.8) y (2.9), y teniendo en cuenta (1.13),
(2.7), (2.8) y (2.9), uno prueba (b).

�

Observación 2.8 El caso k = 1 se corresponde con la Mecánica Clásica hamilto-
niana Autónoma. En este caso el anterior resultado puede encontrarse en [93].

�

2.1.2. Simetŕıas de Cartan y Teorema de Noether.

La proposición anterior nos permite afirmar que un difeomorfismo

Φ: (T 1
k )∗Q→ (T 1

k )∗Q,

que verifique ciertas condiciones, es una simetŕıa del sistema hamiltoniano k-simpléc-
tico ((T 1

k )∗Q,ωA, H). Las simetŕıas que verifican las condiciones del enunciado de la
proposición anterior serán importantes a lo largo del caṕıtulo ya que son las simetŕıas
a las que les asociaremos leyes de conservación. Por ese motivo, introducimos un
nombre particular (que aparece en la siguiente definición) para referirnos a este tipo
de simetŕıas. Siguiendo la nomenclatura de la Mecánica introducimos las definiciones
siguientes:

Definición 2.9

(1) Una simetŕıa de Cartan (o Noether) de un sistema hamiltoniano k-simplécti-
co ((T 1

k )∗Q,ωA, H) es un difeomorfismo Φ: (T 1
k )∗Q→ (T 1

k )∗Q tal que,

a) Φ∗ωA = ωA, para A = 1, . . . , k.

b) Φ∗H = H (salvo constantes).

(2) Una simetŕıa de Cartan (o Noether) infinitesimal es un campo de vec-
tores Y ∈ X((T 1

k )∗Q) verificando :

a) LY ω
A = 0, para A = 1, . . . , k.

b) LYH = 0.
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Es immediato a probar que, si Y1, Y2 ∈ X((T 1
k )∗Q) son simetŕıas infinitesimales

de Cartan, entonces [Y1, Y2] también lo es.

Además, se verifica el siguiente resultado que nos permite garantizar que una
simetŕıa de Cartan lleva soluciones de las ecuaciones geométricas de Hamilton (1.15)
en otras soluciones de las mismas ecuaciones.

Proposición 2.10 Si Φ: (T 1
k )∗Q→ (T 1

k )∗Q es una simetŕıa de Cartan de un siste-
ma hamiltoniano k-simpléctico ((T 1

k )∗Q,ωA, H), y X = (X1, . . . , Xk) ∈ Xk
H((T 1

k )∗Q),
esto es, X es solución de la ecuación geométrica de Hamilton (1.15), entonces
Φ∗X = (Φ∗X1, . . . ,Φ∗Xk) ∈ Xk

H((T 1
k )∗Q).

Demostración:

Sea Φ: (T 1
k )∗Q→ (T 1

k )∗Q una simetŕıa de Cartan.

Para cada X = (X1, . . . , Xk) ∈ Xk
H((T 1

k )∗Q) calculamos

Φ∗[
k∑

A=1

ıΦ∗XAω
A − dH] =

k∑
A=1

ıXA(Φ∗ωA)− d(Φ∗H) =
k∑

A=1

ıXAω
A − dH = 0

por tanto, como Φ es un difeomorfismo, esto es equivalente a

k∑
A=1

ıΦ∗XAω
A − dH = 0 ,

y por tanto Φ∗X = (Φ∗X1, . . . ,Φ∗Xk) ∈ Xk
H((T 1

k )∗Q).

�

Para finalizar esta sección asociaremos a cada simetŕıa de Cartan infinitesimal
una ley de conservación.

Proposición 2.11 Sea Y ∈ X((T 1
k )∗Q) una simetŕıa de Cartan infinitesimal de un

sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T 1
k )∗Q,ωA, H). Entonces, para A = 1, . . . , k,

y para cada p ∈ (T 1
k )∗Q, existe un entorno abierto Up del punto p, tal que:

(1) Existen k funciones, únicas salvo constantes, FA ∈ C∞(Up) , tales que

ıY ω
A = dFA, 1 ≤ A ≤ k , (en Up) . (2.10)
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(2) Existen k funciones ζA ∈ C∞(Up), verificando LY θ
A = dζA, en Up; y entonces

FA = ıY θ
A − ζA, 1 ≤ A ≤ k , (salvo constantes, en Up) . (2.11)

Demostración:

(1) Es una consecuencia del Lema de Poincaré y la condición

0 = LY ω
A = ıY dωA + d ıY ω

A = d ıY ω
A .

(2) Teniendo en cuenta que ωA = − dθA, 1 ≤ A ≤ k se verifica

dLY θ
A = LY dθA = −LY ω

A = 0, 1 ≤ A ≤ k

y por tanto, para cada A, LY θ
A es una forma cerrada. Aśı, por el Lema de

Poincaré, existen ζA ∈ C∞(Up), verificando que LY θ
A = dζA, en Up. Además,

de la identidad (2.10) se obtiene que en Up se verifica

dζA = LY θ
A = d ıY θ

A + ıY dθA = d ıY θ
A − ıY ωA = d{ıY θA − FA}

lo que prueba la identidad (2.11).

�

Observación 2.12 En el caso particular de que una simetŕıa de Cartan Φ (resp.
un simetŕıa de Cartan infinitesimal Y ) verifique Φ∗θA = θA, 1 ≤ A ≤ k, (resp.
LY θ

A = 0, 1 ≤ A ≤ k ) entonces las funciones ζA de la proposición anterior son
constantes y por tanto

FA = −ıY θA, 1 ≤ A ≤ k , salvo constantes.

Este tipo particular de simetŕıa de Cartan se denomina estricta.

�

Finalmente, el Teorema de Noether Clásico de la Mecánica hamiltoniana
Autónoma (véase [93]) puede generalizarse al contexto k-simpléctico como sigue:
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Teorema 2.13 (Teorema de Noether): Sea Y ∈ X((T 1
k )∗Q) una simetŕıa de Cartan

infinitesimal de un sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T 1
k )∗Q,ωA, H). Entonces,

para cada p ∈ (T 1
k )∗Q, existe un entorno abierto Up, del punto p, tal que las funciones

FA = ıY θ
A − ζA, 1 ≤ A ≤ k

(que hemos obtenido en la proposición anterior), definen una ley de conservación
F = (F1, . . . ,Fk).

Demostración:

Sea Y ∈ X((T 1
k )∗Q) con expresión local Y = Y i ∂

∂qi
+Y A

i

∂

∂pAi
, entonces de (2.10)

se obtiene

Y iδAB =
∂fA

∂pBi
, −Y A

i =
∂fA

∂qi
; (en Up)

Sea ψ:U0 ⊆ Rk → (T 1
k )∗Q una solución de las ecuaciones de Hamilton-De

Donder-Weyl (1.13), entonces a partir de las identidades anteriores se sigue

k∑
A=1

∂(FA ◦ ψ)

∂tA

∣∣∣
t

=

(
∂FA

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
+
∂FA

∂pBi

∣∣∣
ψ(t)

∂ψBi
∂tA

∣∣∣
t

)

=

(
−Y A

i

∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
+ Y i

k∑
A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

)

= −
(
Y A
i

∂H

∂pAi
+ Y i∂H

∂qi

)
= −LYH = 0 .

�

Observación 2.14 En el caso k = 1, el anterior teorema (Teorema de Noether en
la Mecánica hamiltoniana Autónoma ) puede encontrase en [93].

�
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Teorema 2.15 (Noether): Si Y ∈ X((T 1
k )∗Q) es una simetŕıa de Cartan infinitesi-

mal de un sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T 1
k )∗Q,ωA, H) entonces, para cada

X = (X1, . . . , Xk) ∈ Xk
H((T 1

k )∗Q), se tiene

k∑
A=1

LXAFA = 0 (en Up) ,

en donde las funciones FA, 1 ≤ A ≤ k se han definido en la Proposición 2.11.

Demostración:

Es consecuencia directa del Teorema de Noether 2.13 y de la Proposición 2.2 .

�

Observación 2.16 En la Mecánica hamiltoniana Autónoma los teoremas 2.13 y
2.15 son equivalentes. En nuestro contexto esta equivalencia no se verifica ya que,
como ya se comentó en la observación 2.3, no toda solución de las ecuaciones de
campo de Hamilton-De Donder-Weyl (1.13) es un sección integral de algún campo
de k-vectores solución de la ecuación geométrica de Hamilton (1.15).

�

2.2. Caso lagrangiano.

2.2.1. Simetŕıas y leyes de conservación

Cuando consideramos un lagrangiano regular, el sistema lagrangiano k-simpléc-
tico (T 1

kQ,ω
A
L , EL) puede considerarse como un sistema hamiltoniano k-simpléctico

con función hamiltoniana H = EL. Naturalmente todas las definiciones y resultados
de la sección anterior son aplicables en este caso. En particular, podemos definir:

Definición 2.17 Una aplicación F = (F1, . . . ,Fk):T 1
kQ→ Rk es una ley de con-

servación (o una cantidad conservada) para las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1.44) si la divergencia de

F ◦ φ(1) = (F1 ◦ φ(1), . . . ,Fk ◦ φ(1)):U0 ⊆ Rk → Rk
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es cero, para cada φ :U0 ⊂ Rk → Q solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1.44), esto es,

k∑
A=1

∂(FA ◦ φ(1))

∂tA
= 0 . (2.12)

Aśı, si F = (F1, . . . ,Fk):T 1
kQ → Rk es una ley de conservación entonces, para

cada campo de k-vectores integrable XL = (X1
L, . . . , X

k
L) solución de la ecuación

geométrica de Euler-Lagrange (1.45), se verifica

k∑
A=1

LXA
L
FA = 0 , (2.13)

puesto que XA
L (φ(1)(t)) = (φ(1))∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
, 1 ≤ A ≤ k .

Observación 2.18 Al igual que en el caso hamiltoniano, véase la observación 2.3,
una primera diferencia entre nuestro contexto y la Mecánica lagrangiana Autónoma
es que en nuestro contexto las ecuaciones (2.12) y (2.13) no son equivalentes.

�

Definición 2.19

(1) Una simetŕıa del sistema lagrangiano k-simpléctico (T 1
kQ,ω

A
L , EL) es

un difeomorfismo

Φ:T 1
kQ→ T 1

kQ

tal que, para cada solución φ :U0 ⊆ Rk → Q de las ecuaciones de Euler-
Lagrange (1.44), se verifica que Φ ◦ φ(1) = ϕ(1), donde ϕ:U0 ⊆ Rk → Q es
también una solución de estas ecuaciones.

(2) Una simetŕıa infinitesimal del sistema lagrangiano k-simpléctico (T 1
kQ,ω

A
L ,

EL) es un campo de vectores Y ∈ X(T 1
kQ) cuyos flujos locales son simetŕıas

del sistema lagrangiano k-simpléctico.

De modo análogo al caso hamiltoniano, se verifica:



2.2.1 Simetŕıas y leyes de conservación 55

Proposición 2.20 Sea L : T 1
kQ → R un lagrangiano regular y Φ:T 1

kQ → T 1
kQ un

difeomorfismo. Si Φ verifica

Φ∗ωAL = ωAL , 1 ≤ A ≤ k y Φ∗EL = EL (salvo constantes).

entonces Φ es una simetŕıa del sistema lagrangiano k-simpléctico (T 1
kQ,ω

A
L , EL).

Demostración:

Tenemos que probar:

Si φ :U0 ⊂ Rk → Q es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1.44), entonces Φ ◦ φ(1) = ϕ(1) siendo ϕ : U0 ⊂ Rk → T 1

kQ también una
solución de (1.44).

Sin embargo, lo que vamos a probar aqúı, teniendo en cuenta que L es regular,
es la afirmación equivalente:

FL ◦ Φ ◦ φ(1):U0 ⊂ Rk → (T 1
k )∗Q es una solución de las ecuaciones de

Hamilton-de Donder-Weyl (1.13); esto es

(a)
∂H

∂pAi

∣∣∣
(FL◦Φ◦φ(1))(t)

=
∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))i

∂tA

∣∣∣
t

(b)
∂H

∂qi

∣∣∣
(FL◦Φ circφ(1))(t)

= −
k∑

A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t
,

(2.14)

en donde el hamiltoniano es H = EL ◦ FL−1.

Al igual que en la demostración de la Proposición 2.7, aqúı se incluye un es-
quema con los principales pasos de esta demostración, encontrando la demostración
completa en el Apéndice A.

Consideramos un sistema local de coordenadas (qi, viA)1≤i≤n, 1≤A≤k en T 1
kQ, en el

cual un difeomorfismo Φ : T 1
kQ → T 1

kQ que verifique las hipótesis del enunciado lo
escribimos como sigue:

Φ(qj, vjB) = (Φi(qj, vjB),Φi
A(qj, vjB)) .

Con la finalidad de probar (2.14) haremos uso de cuatro grupos de identidades:
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1. La hipótesis Φ∗ωAL = ωAL , 1 ≤ A ≤ k nos proporciona el primer grupo de
identidades : para cada w ∈ T 1

kQ obtenemos

∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
w

=

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂qj

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂qj

∣∣∣
w

)
∂Φl

∂qi

∣∣∣
w
,

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
w

=

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂vjB

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂vjB

∣∣∣
w

)
∂Φl

∂qi

∣∣∣
w

−
(

∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂qi

∣∣∣
w

)
∂Φl

∂vjB

∣∣∣
w
, (2.15)

0 =

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂vjB

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂vjB

∣∣∣
w

)
∂Φl

∂vmD

∣∣∣
w
.

2. Por ser Φ un difeomorfismo existe Φ−1 y verifica Φ ◦ Φ−1 = idT 1
kQ

. Aplicando
la regla de la cadena a esta igualdad, se obtiene el segundo grupo de identidades.

δik =
∂Φi

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)j

∂qk

∣∣∣
w

+
∂Φi

∂vjA

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)jA
∂qk

∣∣∣
w
, (2.16)

0 =
∂Φi

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)j

∂vkB

∣∣∣
w

+
∂Φi

∂vjA

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)jA
∂vkB

∣∣∣
w
, (2.17)

0 =
∂Φi

A

∂qk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)k

∂qj

∣∣∣
w

+
∂Φi

A

∂vkB

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)kB
∂qj

∣∣∣
w
. (2.18)

3. El tercer grupo de identidades es una consecuencia del siguiente hecho: si
φ :U0 ⊂ Rk → Q es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, sabemos que
FL ◦ φ(1):U0 ⊂ Rk → (T 1

k )∗Q es una solución de las ecuaciones de Hamilton-de
Donder-Weyl (1.13). Entonces de la expresión local (1.34) de FL, deducimos las
siguientes ecuaciones.

∂H

∂pAi

∣∣∣
(FL◦φ(1))(t)

=
∂(FL ◦ φ(1))i

∂tA

∣∣∣
t

=
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂qi

∣∣∣
(FL◦φ(1))(t)

= −
k∑

A=1

∂(FL ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t

= − ∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
.

(2.19)

4. Por último, al ser L regular, FL es un difeomorfismo local y por tanto, la
hipótesis EL = Φ∗EL es localmente equivalente a FL∗H = (FL ◦ Φ)∗H en donde
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H = EL ◦FL−1. Teniendo en cuenta la expresión local de FL (1.34) y aplicando de
nuevo la regla de la cadena se obtiene la última familia de identidades.

∂H

∂qi

∣∣∣
FL(w)

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
FL(w)

∂2L

∂qi∂vjB

∣∣∣
w

=
∂H

∂qj

∣∣∣
(FL◦Φ)(w)

∂Φj

∂qi

∣∣∣
w

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
(FL◦Φ)(w)

(
∂2L

∂qk∂vjB

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkA∂v
j
B

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
A

∂qi

∣∣∣
w

)
(2.20)

∂H

∂pBj

∣∣∣
FL(w)

∂2L

∂viA∂v
j
B

∣∣∣
w

=
∂H

∂qj

∣∣∣
(FL◦Φ)(w)

∂Φj

∂viA

∣∣∣
w

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
(FL◦Φ)(w)

(
∂2L

∂qk∂vjB

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂viA

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
j
B

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂viA

∣∣∣
w

)
. (2.21)

Estas últimas identidades, (2.20) y (2.21), son una parte fundamental de la de-
mostración de esta proposición. Observemos que en estas identidades encontramos:

(i) Las derivadas parciales

∂H

∂qi

∣∣∣
(FL◦Φ◦φ(1))(t)

y
∂H

∂pAi

∣∣∣
(FL◦Φ◦φ(1))(t)

,

que aparecen en las identidades (2.14) que tenemos que probar,

(ii) La relación de las derivadas parciales anteriores con las derivadas parciales

∂H

∂qi

∣∣∣
(FL◦φ(1))(t)

y
∂H

∂pAi

∣∣∣
(FL◦φ(1))(t)

,

que ya conocemos por (2.19).

A partir de un extenso cálculo, de las ecuaciones (2.15-2.17), (2.19-2.21) uno
prueba

0 =
∂2L

∂vsD∂v
l
A

∣∣∣
(Φ◦φ(1))(t)

(
∂H

∂pAl

∣∣∣
(FL◦Φ◦φ(1))(t)

− ∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

)
y puesto que L es regular, de la anterior identidad deducimos que

∂H

∂pAl

∣∣∣
(FL◦Φ◦φ(1))(t)

=
∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
+
∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
. (2.22)
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Además se tiene

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))l

∂tA

∣∣∣
t

=
∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
+
∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

(2.23)

y aśı de (2.22) y (2.23) obtenemos el apartado (a) de (2.14).

Finalmente, de (2.15), (2.16), (2.18-2.21) y (2.23), por un cálculo directo, se
obtiene

k∑
A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))mA
∂tA

∣∣∣
t

= − ∂H
∂qm

∣∣∣
(FL◦Φ◦φ(1))(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
(Φ◦φ(1))(t)

(
∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))i

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
(FL◦Φ◦φ(1))(t)

) (2.24)

y puesto que ya se tiene probado el apartado (a) de (2.14) , de (2.24) y (a) se obtiene
el apartado (b) de (2.14), finalizando aśı la demostración buscada.

�

Esta proposición nos proporciona un ejemplo de simetŕıas del sistema lagrangiano
k-simpléctico (T 1

kQ,ω
A
L , EL).

2.2.2. Simetŕıas de Cartan y Teorema de Noether.

Teniendo en cuenta la última proposición de la subsección anterior introducimos
la siguiente definición.

Definición 2.21 Sea L : T 1
kQ→ R un lagrangiano regular.

(1) Una simetŕıa de Cartan (o Noether) lagrangiana o del sistema lagran-
giano k-simpléctico (T 1

kQ,ω
A
L , EL) es un difeomorfismo Φ:T 1

kQ → T 1
kQ tal

que,

a) Φ∗ωAL = ωAL , para A = 1, . . . , k.

b) Φ∗EL = EL (salvo constantes).

Si una simetŕıa de Cartan Φ es el levantamiento canónico a T 1
kQ de algún

difeomorfismo f :Q → Q, esto es Φ = T 1
k f , entonces Φ se dice simetŕıa de

Cartan natural.
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(2) Una simetŕıa de Cartan (o Noether) infinitesimal del sistema lagran-
giano k-simpléctico (T 1

kQ,ω
A
L , EL) es un campo de vectores Y ∈ X(T 1

kQ) veri-
ficando:

a) LY ω
A
L = 0, para A = 1, . . . , k.

b) LYEL = 0.

En el caso de que una simetŕıa de Cartan infinitesimal Y sea el levantamiento
completo a T 1

kQ de algún campo de vectores Z en Q, esto es Y = ZC, entonces
se dice simetŕıa de Cartan infinitesimal natural.

Observación 2.22 Las simetŕıas de Cartan (infinitesimales) naturales serán utili-
zadas en la sección 2.2.4 de este caṕıtulo en donde veremos que si (T 1

k f)∗L = L
(resp. ZC(L) = 0) entonces Φ (resp. ZC) es una simetŕıa de Cartan natural (resp.
simetŕıa infinitesimal).

�

La siguiente proposición es fundamental para poder asociar leyes de conservación
a las simetŕıas de Cartan, enunciando de este modo un teorema de tipo Noether
dentro de la formulación lagrangiana k-simpléctica de las teoŕıas clásicas de campo.

Proposición 2.23 Sea Y ∈ X(T 1
kQ) una simetŕıa de Cartan infinitesimal de un

sistema lagrangiano k-simpléctico (T 1
kQ,ω

A
L , EL). Entonces, para cada p ∈ (T 1

k )Q,
existe un entorno abierto Up del punto p en el que se verifica lo siguiente:

(1) Existen k funciones FA ∈ C∞(Up), 1 ≤ A ≤ k, únicas salvo constantes, tales
que

ıY ω
A
L = dFA, 1 ≤ A ≤ k , (en Up) . (2.25)

(2) Existen k funciones ζA ∈ C∞(Up), 1 ≤ A ≤ k, verificando

LY θ
A
L = dζA, 1 ≤ A ≤ k, (en Up) .

Además estas funciones están relacionadas con las funciones F1, . . . ,Fk por la
familia de identidades

FA = ıY θ
A
L − ζA, 1 ≤ A ≤ k, (salvo constantes, en Up) . (2.26)
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Demostración:

Es análoga a la demostración de la Proposición 2.11.

�

Ahora podemos afirmar una versión del Teorema de Noether para simetŕıas de
Cartan lagrangianas infinitesimales.

Teorema 2.24 (Teorema de Noether): Sea Y ∈ X(T 1
kQ) una simetŕıa de Cartan

infinitesimal de un sistema lagrangiano k-simplético (T 1
kQ,ω

A
L , EL), entonces para

cada p ∈ T 1
kQ, existe un entorno abierto Up del punto p, tal que las funciones

FA = ıY θ
A
L − ζA , 1 ≤ A ≤ k,

definen una ley de conservación F = (F1, . . . ,Fk) de las ecuaciones de Euler-
Lagrange (1.44).

Demostración:

Sea Y ∈ X(T 1
kQ) una simetŕıa de Cartan infinitesimal, con expresión local

Y = Y i ∂

∂qi
+ Y i

A

∂

∂viA
.

Entonces de (2.25), como Y es una simetŕıa de Cartan infinitesimal se tiene(
∂2L

∂qk∂viA
− ∂2L

∂qi∂vkA

)
Y i − Y i

B

∂2L

∂viB∂v
k
A

=
∂FA

∂qk
(2.27)

∂2L

∂vkB∂v
i
A

Y i =
∂FA

∂vkB
. (2.28)

Por otra parte, puesto que Y es una simetŕıa infinitesimal, se verifica LYEL = 0
de donde obtenemos

Y i ∂L

∂qi
= vkB

(
Y i ∂2L

∂qi∂vkB
+ Y i

A

∂2L

∂viA∂v
k
B

)
. (2.29)
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Sea φ : Rk → Q una solución de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange
(1.44), entonces de (1.44), (2.27), (2.28) y (2.29) obtenemos

k∑
A=1

∂(FA ◦ φ(1))

∂tA

∣∣∣
t

=
k∑

A=1

(
∂FA

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
+
∂FA

∂vkB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tB

∣∣∣
t

)

=
k∑

A=1

Y i(φ(1)(t))

(
∂2L

∂qk∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
+

∂2L

∂vkB∂v
i
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tB

∣∣∣
t

)

−
k∑

A=1

(
Y i(φ(1)(t))

∂2L

∂qi∂vkA

∣∣∣
φ(1)(t)

+ Y i
B(φ(1)(t))

∂2L

∂viB∂v
k
A

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂φk

∂tA

∣∣∣
t

= Y i(φ(1)(t))
∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

− Y i(φ(1)(t))
∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

= 0 (en Up)

esto es, F = (F1, . . . ,Fk) es una ley de conservación de las ecuaciones de Euler-
Lagrange.

�

De modo análogo a como ocurŕıa en el caso hamiltoniano se verifica:

Teorema 2.25 Si Y ∈ X(T 1
kQ) es una simetŕıa de Cartan infinitesimal de un sis-

tema lagrangiano k-simpléctico (T 1
kQ,ω

A
L , EL) entonces, para cada (X1

L, . . . , X
k
L) ∈

Xk
L(T 1

kQ) solución de las ecuaciones algebraicas de Euler-Lagrange (1.45), se verifica

k∑
A=1

LXA
L
FA = 0 (en Up) .

Demostración:

Es consecuencia del Teorema 2.24 y de (2.13).

�

Observación 2.26 En la Mecánica lagrangiana Autónoma los dos Teoremas que
se acaban de enunciar son equivalentes. En nuestro contexto esta equivalencia no se
tiene como justifica la observación 2.18.
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Como corolario del Teorema de Noether 2.24 se tiene la siguiente versión para
las simetŕıas infinitesimales de Cartan naturales:

Corolario 2.27 Si ZC ∈ X(T 1
kQ) es una simetŕıa de Cartan infinitesimal natural

de un sistema lagrangiano k-simpléctico (T 1
kQ,ω

A
L , EL), entonces las funciones

FA = ZVA(L)− ζA, 1 ≤ A ≤ k,

definen a ley de conservación en Up.

Demostración:

En este caso, se tiene

ıZCθ
A
L = θAL (ZC) = dL ◦ JA(ZC) = dL(ZVA) = ZVA(L) ,

y por tanto las funciones F1, . . . ,Fk de la Proposición 2.23 son en este caso

FA = ZVA(L)− ζA , 1 ≤ A ≤ k (salvo constantes).

Ahora, aplicando el Teorema de Noether 2.13 se obtiene que estas funciones
definen una ley de conservación de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

�

Observación 2.28 El caso k = 1 se corresponde con la Mecánica lagrangiana
Autónoma, y los resultados anteriores, reescritos para este caso particular, se pueden
encontrar en diversos trabajos entre los que podemos citar a Crampin [30].

�

Con el fin de establecer otro corolario del Teorema de Noether 2.24 introducimos
la siguiente generalización del llamado operador de Tulczyjew (véase [132]): Sea
g = (g1, . . . , gk) : Q→ Rk una k-tupla de funciones, definimos el siguiente operador

dTg: T 1
kQ → R

(v1q, . . . , vkq) 7→ dTg(v1q, . . . , vkq) : =
k∑

A=1

vAq(gA)
(2.30)

y con expresión local

dTg(v1q, . . . , vkq) =
∑
A,i

viA
∂gA

∂qi

∣∣∣
q
. (2.31)
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Lema 2.29 Consideremos una aplicación g = (g1, . . . , gk) : Q→ Rk y Z un campo
de vectores en Q. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) ZC(L) = dTg.

(2) LZCθ
A
L = d(τ kQ)∗gA, 1 ≤ A ≤ k y ZC(EL) = 0 ,

Demostración:

Este resultado es consecuencia directa de un cálculo en coordenadas locales.

Considerando un sistema de coordenadas locales (qi, viA) en T 1
kQ, de las expre-

siónes locales (1.37) y (2.31) de ZC y dTg, obtenemos que la condición ZC(L) = dTg
se escribe localmente como sigue:

Zi ∂L

∂qi
+ viB

∂Zj

∂qi
∂L

∂vjB
= viB

∂gB

∂qi
,

de donde, calculando la parcial ∂/∂vkC , obtenemos

Zi ∂2L

∂qi∂vkC
+
∂Zj

∂qk
∂L

∂vjC
+ viB

∂Zj

∂qi
∂2L

∂vjB∂v
k
C

=
∂gC

∂qk
. (2.32)

Tenemos que probar la familia de igualdades de (2) Para cada A, 1 ≤ A ≤ k, de
las expresiones locales (1.37), (1.32) y (1.33) de ZC , θAL y ωAL , obtenemos

LZCθ
A
L = dıZCθ

A
L − ıZCωAL

=

(
Zi ∂2L

∂qi∂vkA
+
∂Zj

∂qk
∂L

∂vjA
+ viB

∂Zj

∂qi
∂2L

∂vjB∂v
k
A

)
dqk

=
∂gA

∂qk
dqk = d (τ kQ)∗gA ,

en donde en la penúltima igualdad hemos usado la hipótesis (2.32).

Por otra parte,

ZC(EL) = ZC(∆L− L) = ZC(∆L)− ZC(L) = ZC(∆L)− dTg
por tanto para probar que ZC(EL) = 0 es suficiente comprobar que ZC(∆L) = dTg.
Ahora bien, tenemos

ZC(∆L) = ZC(viA
∂L

∂viA
) = viAZ

j ∂2L

∂qj∂viA
+ viAv

j
B

∂Zk

∂qj
∂2L

∂vkB∂v
i
A

+ viA
∂Zk

∂qi
∂L

∂vkA

= viA

(
Zj ∂2L

∂qj∂viA
+ vjB

∂Zk

∂qj
∂2L

∂vkB∂v
i
A

+
∂Zk

∂qi
∂L

∂vkA

)
= viA

∂gA

∂qi
= dTg
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en donde hemos usado (2.32).

Rećıprocamente, supongamos que LZCθ
A
L = d(τ kQ)∗gA, 1 ≤ A ≤ k y ZC(EL) = 0 .

La condición LZCθ
A
L = d(τ kQ)∗gA, 1 ≤ A ≤ k equivale a(

Zi ∂2L

∂qi∂vkA
+
∂Zj

∂qk
∂L

∂vjA
+ viB

∂Zj

∂qi
∂2L

∂vjB∂v
k
A

)
dqk =

∂gA

∂qk
dqk .

Por lo tanto tenemos

Zi ∂2L

∂qi∂vkA
+
∂Zj

∂qk
∂L

∂vjA
+ viB

∂Zj

∂qi
∂2L

∂vjB∂v
k
A

=
∂gA

∂qk

de donde se obtiene

vkAZ
i ∂2L

∂qi∂vkA
+ vkA

∂Zj

∂qk
∂L

∂vjA
+ vkAv

i
B

∂Zj

∂qi
∂2L

∂vjB∂v
k
A

= vkA
∂gA

∂qk

o equivalentemente
ZC(∆L) = dTg .

Entonces puesto que 0 = ZC(EL) = ZC(∆L)− ZC(L) = dTg − ZC(L) se obtiene

ZC(L) = dTg .

�

Observación 2.30 Teniendo en cuenta la equivalencia establecida en el Lema an-
terior obtenemos que la condición ZC(L) = dTg implica que

ZC(EL) = 0 y LZCω
A
L = −dLZCθ

A
L = −d(d(τ kQ)∗gA) = 0 .

Por lo tanto si ZC(L) = dTg entonces ZC es una simetŕıa de Cartan infinitesimal
natural del sistema lagrangiano k-simpléctico (T 1

kQ,ω
A, EL).

Aśı podemos aplicar la Proposición 2.23. Comparando el item (2) de la Proposi-
ción 2.23 y el item (2) del Lema 2.29 obtenemos que las funciones F1, . . . ,Fk, bajo
la hipótesis ZC(L) = dTg son:

FA = ZVA(L)− (τ kQ)∗gA A = 1, . . . , k .

�
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Aśı, reescribiendo el Teorema de Noether 2.24 para esta situación obtenemos:

Proposición 2.31 Sea Z ∈ X(Q) un campo de vectores en Q verificando que

ZC(L) = dTg

para alguna aplicación g = (g1, . . . , gk):Q → Rk, en donde ZC denota el levanta-
miento completo de Z a T 1

kQ. Entonces las funciones

FA = ZVA(L)− (τ kQ)∗gA, 1 ≤ A ≤ k,

definen una ley de conservación para las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.44).

Demostración:

Es una consecuencia del Teorema 2.24 y la observación que se acaba de realizar.

�

Observación 2.32 En el caso particular k = 1, el resultado anterior puede encon-
trarse en J. Cariñena et al. [17] y Marmo et al. [93].

�

2.2.3. lagrangianos equivalentes.

Dado un sistema lagrangiano k-simpléctico (T 1
kQ,ω

A
L , EL), sabemos que los le-

vantamientos de difeomorfismos y campos de vectores preservan los elementos geo-
métricos canónicos de T 1

kQ (véase Lema 1.39).

Sin embargo, la estructura k-simpléctica dada por las formas ωAL no es canónica,
puesto que depende de la elección de la función lagrangiana L, y en consecuencia no
es invariante por estos levantamientos canónicos.

Aśı, dado un difeomorfismo Φ:T 1
kQ→ T 1

kQ o un campo de vectores Y ∈ X(T 1
kQ),

una condición suficiente para asegurar las condiciones (a) y (b) de la definición 2.21
será pedir que Φ o Y dejen invariante la estructura k-tangente J1, . . . , Jk y el campo
de vectores de Liouville ∆, (por ejemplo, Φ e Y siendo los levantamientos canónicos
de un difeomorfismo y un campo de vectores en Q), y que la función lagrangiana L
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sea también invariante. De este modo, ωAL , EL y en consecuencia las ecuaciones de
Euler-Lagrange son invariantes por Φ o Y .

Pedir la invarianza de L es una condición fuerte, puesto que existen funciones
lagrangianas que, siendo diferentes, dan lugar a la misma estructura k-simpléctica
ωAL , A = 1, . . . , k, y a las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange.

Con la finalidad de no exigir que la función L sea invariante vamos a introducir
el concepto de lagrangianos equivalentes.Aśı, siguiendo la misma terminoloǵıa de la
mecánica (véase [1]), podemos definir:

Definición 2.33 Dos funciones lagrangianas L1, L2 ∈ C∞(T 1
kQ) son gauge equiva-

lentes si

(1) ωAL1
= ωAL2

, para A = 1, . . . , k.

(2) Xk
L1

(T 1
kQ) = Xk

L2
(T 1

kQ),

en donde recordemos que Xk
L(T 1

kQ) denota el conjunto de campos de k-vectores so-
lución de la ecuación geométrica de Euler-Lagrange (1.45).

Los lagrangianos gauge equivalentes se pueden caracterizar como sigue:

Proposición 2.34 Dos lagrangianos L1, L2 ∈ C∞(T 1
kQ) son gauge equivalentes si,

y sólo si,

(1) ωAL1
= ωAL2

, para A = 1, . . . , k.

(2) EL1 = EL2, (salvo constantes).

Demostración:

Demostraremos que bajo la hipótesis ωAL1
= ωAL2

se verifica que:

Xk
L2

(T 1
kQ) = Xk

L1
(T 1

kQ) es equivalente a EL1 = EL2 (salvo constantes).

Si X = (X1, . . . , Xk) ∈ Xk
L2

(T 1
kQ) = Xk

L1
(T 1

kQ), entonces

0 =
k∑

A=1

ıXAω
A
L1
− dEL1 =

k∑
A=1

ıXAω
A
L2
− dEL2
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pero como ωAL1
= ωAL2

, esto implica que dEL1 = dEL2 , y por tanto EL1 = EL2 , salvo
constantes.

Rećıprocamente, si EL1 = EL2 (salvo constantes), entonces para cada X =
(X1, . . . , Xk) ∈ Xk

L1
(T 1

kQ), se tiene

0 =
k∑

A=1

ıXAω
A
L1
− dEL1 =

k∑
A=1

ıXAω
A
L2
− dEL2

en donde estamos usando que ωAL1
= ωAL2

, 1 ≤ A ≤ k. Aśı, X ∈ Xk
L2

(T 1
kQ).

De modo análogo se demuestra que si X ∈ Xk
L2

(T 1
kQ), entonces X ∈ Xk

L1
(T 1

kQ).

�

La definición 2.33 de lagrangianos gauge equivalentes garantiza que el conjunto
de campos de k-vectores solución de las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange
(1.45) asociadas a los dos lagrangianos es el mismo.

En la siguiente proposición demostraremos que si dos lagrangianos son gauge
equivalentes entonces tenemos un resultado análogo, al que acabamos de demostrar,
relativo a las soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (1.44) defi-
nidas por cada uno de los lagrangianos.

Proposición 2.35 Si las funciones lagrangianas L1, L2 ∈ C∞(T 1
kQ) son gauge equi-

valentes entonces, las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (1.44) asociadas a L1

y L2 tienen las mismas soluciones.

Demostración:

Si L1, L2 ∈ C∞(T 1
kQ) son dos lagrangianos gauge equivalentes, entonces por la

proposición 2.34 sabemos que se verifica:

ωAL1
= ωAL2

, para A = 1, . . . , k y EL1 = EL2 , (salvo constantes).

De la condición ωAL1
= ωAL2

y de la expresión local de ωAL ,(1.33), deducimos que

∂2L1

∂qj∂viA
=

∂2L2

∂qj∂viA
y

∂2L1

∂vjB∂v
i
A

=
∂2L2

∂vjB∂v
i
A

. (2.33)
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Aśı, obtenemos

∂

∂tA

(
∂L1

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=

∂2L1

∂qj∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+
∂2L1

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

=
∂2L2

∂qj∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+
∂2L2

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

=
∂

∂tA

(
∂L2

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
.

(2.34)

Por otra parte, la condición EL1 = EL2 (salvo constantes), implica

∂EL1

∂qj
=
∂EL2

∂qj
.

De esta identidad y de la expresión local de la función enerǵıa lagrangiana

EL = viA
∂L

∂viA
− L

se deduce

viA
∂2L1

∂qj∂viA
− ∂L1

∂qj
= viA

∂2L2

∂qj∂viA
− ∂L2

∂qj
. (2.35)

De (2.33) y (2.35) obtenemos

∂L1

∂qj
=
∂L2

∂qj
(2.36)

y entonces, de (2.34) y (2.36) se sigue

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L1

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
− ∂L1

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

=
k∑

A=1

∂

∂tA

(
∂L2

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
− ∂L2

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

.

Por lo tanto φ : Rk → Q es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange
asociadas a L1 si, y sólo si, es solución de las ecuaciones asociadas a L2.

�

El siguiente Lema nos permitirá caracterizar los lagrangianos gauge equivalentes.
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Lema 2.36 Un lagrangiano L:T 1
kQ→ R verifica

ωAL = 0, para cada A = 1, . . . , k,

si, y sólo si, existen α1, . . . , αk, 1-formas cerradas en Q, y una función f ∈ C∞(Q),
tales que

L = α̂ + (τ kQ)∗f (salvo constantes),

donde α̂ ∈ C∞(T 1
kQ) es la función definida en T 1

kQ por

α̂ : T 1
kQ −→ R

wq = (v1q , . . . , vkq) 7→
k∑

A=1

αAq (vAq)

y τ kQ : T 1
kQ→ Q es la proyección canónica.

Demostración:

Supongamos que
ωAL = −dθAL = 0 , 1 ≤ A ≤ k,

entonces θAL = dL◦JA son 1-formas en T 1
kQ cerradas y semibásicas, por tanto dL◦JA

son formas básicas, esto es, existen ciertas 1-formas en Q, α1 . . . , αk, tales que

dL ◦ JA = (τ kQ)∗αA , 1 ≤ A ≤ k . (2.37)

Además, puesto que

0 = dθAL = d((τ kQ)∗αA) = (τ kQ)∗(dαA),

entonces dαA = 0; esto es, cada αA es una 1-forma cerrada en Q.

Por otra parte, mediante un cálculo en coordenadas locales obtenemos

dα̂ ◦ JA = (τ kQ)∗αA , 1 ≤ A ≤ k . (2.38)

Entonces de (2.37) y (2.38) se obtiene dL ◦ JA = dα̂ ◦ JA o equivalentemente

d(L− α̂) ◦ JA = 0 .

Aśı, la 1-forma d(L− α̂) es cerrada y semibásica y en consecuencia, d(L− α̂) es
una 1-forma básica; esto es, existe f ∈ C∞(Q) tal que

d(L− α̂) = (τ kQ)∗df = d((τ kQ)∗f).
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Entonces L = α̂ + (τ kQ)∗f (salvo constantes).

Rećıprocamente, supongamos que L = α̂ + (τ kQ)∗f (salvo constante). Para cada
A = 1, . . . , k se tiene

θAL = dL ◦ JA = d(α̂ + (τ kQ)∗f) ◦ JA = dα̂ ◦ JA = (τ kQ)∗αA ,

puesto que d(τ kQ)∗f se anula en los campos de vectores verticales. Como αA es
cerrada, dαA = 0 y obtenemos

ωAL = −dθAL = −d((τ kQ)∗αA) = −(τ kQ)∗(dαA) = 0 .

�

Observación 2.37 Este Lema es una generalización del correspondiente resultado
de la Mecánica lagrangiana Autónoma (véase [1], p 216).

�

La función α̂ definida en el Lema anterior nos permite establecer cuando dos
lagrangianos son gauge equivalentes.

Proposición 2.38 Las funciones lagrangianas L1, L2 ∈ C∞(T 1
kQ) son gauge equiva-

lentes si, y sólo si, L1 = L2 + α̂ (salvo constantes).

Demostración:

Supongamos que L1, L2 ∈ C∞(T 1
kQ) son gauge equivalentes.

Como ωAL1
= ωAL2

, entonces ωAL1−L2
= 0, 1 ≤ A ≤ k. Aśı, del Lema 2.36 sabemos

que existen α1, . . . , αk 1-formas cerradas en Q, y f ∈ C∞(Q) tales que

L1 − L2 = α̂ + (τ kQ)∗f (salvo constante).

De la Proposición 2.34 sabemos que EL1 = EL2 , (salvo constantes), o equivalen-
temente, EL1 − EL2 = 0 (salvo constante). Aśı,

0 = EL1 − EL2 = ∆(L1)− L1 −∆(L2) + L2 = ∆(L1 − L2)− (L1 − L2)

= ∆(α̂ + (τ kQ)∗f)− (L1 − L2) = α̂− (L1 − L2) (salvo constantes),
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de donde se sigue la igualdad buscada.

Rećıprocamente, supongamos L1 = L2 + α̂ (salvo constantes). En primer lugar,
un sencillo cálculo nos proporciona

ωAL2
− ωAL1

= d(θAL1
− θAL2

) = d(d(L1 − L2) ◦ JA) = d(dα̂ ◦ JA) = d((τ kQ)∗αA)

= (τ kQ)∗(dαA) = 0 .

Aśı ωAL1
= ωAL2

. Además,

EL1 = ∆(L1)−L1 = ∆(L2 + α̂)−(L2 + α̂) = EL2 + α̂− α̂ = EL2 (salvo constantes),

puesto que ∆(α̂) = α̂.

Como ωAL1
= ωAL2

y EL1 = EL2 (salvo constante ) entonces L1 y L2 son lagran-
gianos gauge equivalentes. (véase Proposición 2.34).

�

2.2.4. Simetŕıas lagrangianas gauge

Teniendo en mente los resultados de la sección anterior, podemos definir:

Definición 2.39 Sea (T 1
kQ,ω

A
L , EL) un sistema lagrangiano k-simpléctico.

(1) Una simetŕıa lagrangiana gauge es un difeomorfismo Φ:T 1
kQ → T 1

kQ tal
que L y Φ∗L son lagrangianos gauge equivalentes; esto es, Φ∗L = L+ α̂ (salvo
constantes), siendo α̂ ∈ C∞(T 1

kQ) la función definida en la Proposición 2.36.

Una simetŕıa lagrangiana gauge se dice natural si existe un difeomorfismo
ϕ:Q→ Q tal que Φ = (T 1

k )ϕ.

(2) Un simetŕıa lagrangiana infinitesimal gauge es un campo de vectores
Y ∈ X(TQ) cuyos flujos locales son simetŕıas lagrangianas gauge.

Una simetŕıa lagrangiana infinitesimal gauge se dice natural si existe un cam-
po de vectores Z ∈ X(Q) tal que Y = ZC,

En esta sección tendrán especial interés las simetŕıas lagrangianas gauge (in-
finitesimales) naturales ya que se pueden relacionar con las simetŕıas de Cartan
(infinitesimales) naturales definidas en 2.21, como veremos en la proposición 2.42.
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Observación 2.40 Una simetŕıa lagrangiana gauge Φ:T 1
kQ → T 1

kQ de un sistema
lagrangiano k-simpléctico no es necesariamente una simetŕıa de Cartan, puesto que
en general Φ∗ωAL 6= ωAΦ∗L, para A = 1, . . . , k, y Φ∗EL 6= EΦ∗L, como puede ser
facilmente demostrado por medio de un cálculo en coordenadas.

�

En general se tiene:

Lema 2.41 Sea ϕ:Q → Q un difeomorfismo y sea Φ = T 1
k (ϕ) la prolongación

canónica de ϕ. Entonces:

(i) Φ∗θAL = θAΦ∗L, (ii) Φ∗ωAL = ωAΦ∗L, (iii) Φ∗EL = EΦ∗L .

Demostración:

(i) Es consecuencia directa del lema 1.39 y de la definición (1.30) de θAL . En
efecto, para cada A = 1, . . . , k se verifica:

(Φ∗θAL )wq(Wwq) = θALΦ(wq)

(
Φ∗(wq)(Wwq)

)
= (dL ◦ JA)Φ(wq)

(
Φ∗(wq)(Wwq)

)
= dLΦ(wq)

(
JA(Φ∗(wq)(Wwq))

)
= dLΦ(wq)

(
Φ∗(wq)(JA(Wwq))

)
= d(L ◦ Φ)wq(JA(Wwq)) = (dΦ∗L ◦ JA)wq(Wwq) = (θAΦ∗L)wq(Wwq) ,

en donde Wwq ∈ Twq(T 1
kQ) y wq ∈ T 1

kQ. Entonces, Φ∗θAL = θAΦ∗L.

(ii) Es una consecuencia inmediata de (i).

(iii) El Lema 1.39 afirma que Φ∗∆ = ∆, esto es, en cada wq ∈ T 1
kQ se verifica

∆(Φ∗L)(wq) = ∆(L) ◦ Φ(wq)

por tanto,

Φ∗EL = Φ∗(∆(L)− L) = ∆(L) ◦ Φ− Φ∗L = ∆(Φ∗L)− Φ∗L = EΦ∗L .

�

Y por tanto se tiene la siguiente relación entre simetŕıas naturales de Cartan y
gauge simetŕıas naturales:
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Proposición 2.42 Sea (T 1
kQ,ω

A
L , EL) un sistema lagrangiano k-simpléctico. En-

tonces, Φ:T 1
kQ→ T 1

kQ es una simetŕıa lagrangiana de Cartan natural si, y sólo si,
es una simetŕıa lagrangiana gauge natural.

Demostración:

Si Φ = T 1
k (ϕ) para algún difeomorfismo ϕ:Q→ Q, por el Lemma 2.41 se tiene

Φ∗ωAL = ωAΦ∗L , Φ∗EL = EΦ∗L

por tanto
Φ∗ωAL = ωAL
Φ∗EL = EL

}
⇐⇒

{
ωAΦ∗L = ωAL
EΦ∗L = EL

esto es, Φ es una simetŕıa lagrangiana de Cartan natural (véase definición 2.21) si, y
sólo si, L y Φ∗L son lagrangianos gauge equivalentes y por tanto, Φ es una simetŕıa
lagrangiana gauge natural.

�

Este resultado también se tiene para simetŕıas lagrangianas infinitesimales sin
más que considerar la versión infinitesimal del Lema 2.41.

En particular, si
(T 1

kϕ)∗L = L

entonces L y (T 1
kϕ)∗L son lagrangianos gauge equivalentes. Por la definición 2.39

obtenemos que T 1
kϕ es una simetŕıa lagrangiana gauge natural y por la proposición

2.42 es una simetŕıa de Cartan lagrangiana natural.

De modo análogo se prueba la versión infinitesimal: ZC(L) = 0 entonces ZC

simetŕıa de Cartan lagrangiana infinitesimal natural.

Finalmente, podemos afirmar una versión particular del Teorema de Noether
para ciertas simetŕıas lagrangianas naturales :

Teorema 2.43 Sea Y ∈ X((T 1
k )Q) una simetŕıa de Cartan lagrangiana infinitesi-

mal natural de un sistema lagrangiano k-simpléctico (T 1
kQ,ω

A
L , EL), con Y = ZC,

para algún Z ∈ X(T 1
kQ). Si

ZC(L) = 0

entonces las funciones
FA = ZVA(L), 1 ≤ A ≤ k,
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definen una ley de conservación F = (F1, . . . ,Fk) para las ecuaciones de Euler-
Lagrange.

Demostración:

Esto es una consecuencia de la Proposición anterior y el Corolario 2.27 puesto
que, en este caso las funciones ζA son cero salvo constantes al verificarse:

dζA = LY θ
A
L = LZCθ

A
L = 0 , 1 ≤ A ≤ k .

�

Observación 2.44 En el caso k = 1, el anterior resultado puede ser encontrado en
[3, 93].

�

2.3. Tabla de simetŕıas y leyes de conservación

Las siguientes tablas recogen los distintos tipos de simetŕıas que hemos introdu-
cido a lo largo del caṕıtulo.

Nombre Definición
Ley de conservación

F = (F1, . . . ,Fk)

Simetŕıa de Cartan ha-
miltoniana

Φ : (T 1
k )∗Q→ (T 1

k )∗Q
Φ∗ωA = ωA

Φ∗H = H

Simetŕıa de Cartan ha-
miltoniana infinitesimal

Y ∈ X((T 1
k )∗Q)

LY ω
A = 0

LYH = 0
FA = ıY θ

A − ζA ∈ C∞((T 1
k )∗Q)

Simetŕıa de Cartan ha-
miltoniana infinitesimal
estricta

Y ∈ X((T 1
k )∗Q)

LY θ
A = 0

LYH = 0
FA = ıY θ

A ∈ C∞((T 1
k )∗Q)
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Nombre Definición
Ley de conservación

F = (F1, . . . ,Fk)

Simetŕıa de Cartan la-
grangiana

Φ : T 1
kQ→ T 1

kQ
Φ∗ωAL = ωAL
Φ∗EL = EL

Simetŕıa de Cartan la-
grangiana natural

Φ = T 1
kϕ : T 1

kQ→ T 1
kQ

(T 1
kϕ)∗ωAL = ωAL

(T 1
kϕ)∗EL = EL

Simetŕıa de Cartan la-
grangiana infinitesimal

Y ∈ X(T 1
kQ)

LY ω
A
L = 0

LYEL = 0
FA = ıY θ

A
L − ζA ∈ C∞(T 1

kQ)

Simetŕıa de Cartan la-
grangiana infinitesimal
natural

ZC ∈ X(T 1
kQ)

LZCω
A
L = 0

LZCEL = 0
FA = ZVA(L)− ζA ∈ C∞(T 1

kQ)

Caso particular de si-
metŕıa de Cartan la-
grangiana infinitesimal
natural

ZC(L) = dT g ,
g : Q→ Rk,
dT g op. de Tulczyjew

FA = ZVA(L)−(τkQ)∗gA ∈ C∞(T 1
kQ)

Caso particular de si-
metŕıa de Cartan la-
grangiana infinitesimal
natural

ZC(L) = 0 FA = ZVA(L) ∈ C∞(T 1
kQ)





Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Campos con ligaduras
no-holonómicas. Enfoque
k-simpléctico.

En este caṕıtulo consideramos las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton-
De Donder-Weyl que están sujetas a ligaduras no-holonómicas. El formalismo k-
simpléctico nos permite describir estas ecuaciones de campo no-holonómicas en
términos geométricos.

Por lo tanto, nuestro principal objetivo será describir, en términos geométricos,
las ecuaciones

∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

−
k∑

A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
= Fi(φ

(1)(t)) (i = 1, . . . , n) ,

Φα(φ(1)(t)) = 0 (α = 1, . . . ,m) .

donde Φα son las funciones de ligadura y Fi son ciertas funciones que describiremos
a lo largo del caṕıtulo. Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de campo
lagrangianas no-holonómicas, véase J. Vankerschaver et al.,[138].

3.1. Formulación lagrangiana no-holonómica.

Nuestra teoŕıa de campos no-holonómicos se construirá con los siguientes objetos:

77
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(i) Un lagrangiano regular L : T 1
kQ→ R.

(ii) Una subvariedad de ligaduras M ↪→ T 1
kQ.

Esta subvariedad M puede expresarse localmente mediante ecuaciones de la
forma

Φα(qi, viA) = 0

con α = 1, . . . ,m. Además se impone la condición de que la matriz (∂Φα/∂v
i
A)

tenga rango máximo m. Obsérvese que Φα(qi, viA) = 0 serán las ecuaciones de
ligadura.

(iii) Un fibrado F de formas de ligadura y una distribución de ligaduras S inducida
por F , ambos objetos definidos a lo largo de M.

El fibrado F va a jugar el mismo papel que el fibrado de fuerzas de reacción
en la Mecánica no-holonómica.

A continuación estudiaremos los objetos geométricos mencionados en (ii) y (iii).

3.1.1. La subvariedad de ligaduras.

Suponemos que M ↪→ T 1
kQ es una subvariedad de T 1

kQ de codimensión m, que
representa algunas ligaduras externas impuestas al campo. Aunque se pueden con-
siderar situaciones más generales, para mayor claridad nos restringiremos al caso en
el que la subvariedad M verifica las siguientes condiciones:

(1) M se proyecta sobre toda la variedad Q, es decir, τ kQ(M) = Q.

(2) La restricción τ kQ|M: M→ Q de τ kQ a M es un fibrado vectorial.

Puesto que M es una subvariedad de T 1
kQ, siempre se puede encontrar un recu-

brimiento U de M formado por una familia de subconjuntos abiertos U de T 1
kQ, con

M ∩ U 6= ∅, y tales que, en cada abierto U ∈ U, existen m funciones diferenciables
e independientes Φα que determinan M de forma local, es decir,

M∩U = {wq = (v1q , . . . , vkq) ∈ T 1
kQ| Φα(wq) = 0 para 1 ≤ α ≤ m} . (3.1)
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Además, la condición: τ kQ|M es un fibrado vectorial, implica que la matriz de
orden m× nk 

∂Φ1

∂v1
1

∣∣∣
wq

. . .
∂Φ1

∂vkn

∣∣∣
wq

...
...

∂Φm

∂v1
1

∣∣∣
wq

. . .
∂Φm

∂vkn

∣∣∣
wq


tiene rango máximo m en cada punto wq ∈M ∩ U .

3.1.2. El fibrado de las formas de ligadura.

En esta subsección introduciremos un fibrado F , de rango m, que jugará un papel
similar al fibrado de las fuerzas de reacción de la Mecánica no-holonómica.

Definimos
F ⊂ {η

∣∣∣
M
/ η ∈ Λ1(T 1

kQ,Rk)}

como un subfibrado del fibrado de 1-formas en T 1
kQ que son Rk-valuadas. Imponemos

a este subfibrado F las siguientes condiciones, que son únicamente de naturaleza
técnica:

(1) F tiene rango m, (obsérvese que m es la codimensión de la subvariedad de
ligaduras).

(2) Los elementos de F son 1-formas semibásicas, esto es, si η = (η1, . . . , ηk) es un
elemento de F entonces η se anula sobre los campos de vectores τ kQ-verticales.

El fibrado F que acabamos de definir se llama fibrado de las formas de
ligadura.

Consideremos un sistema local de coordenadas (qi, viA)1≤i≤n, 1≤A≤k en T 1
kQ. Po-

demos encontrar un recubrimiento abierto U de M tal que en cada conjunto abierto
U ∈ U, F está generado por m 1-formas, η1, . . . , ηm, Rk-valuadas e independentes.
Estas 1-formas se escriben localmente como sigue:

ηα = (η1
α, . . . , η

k
α) = (η1

α idq
i, . . . , ηkα idq

i) , 1 ≤ α ≤ m (3.2)

donde ηAα i son funciones diferenciables definidas en M ⊂ T 1
kQ. La independencia de

las formas ηα implica que la m × kn-matriz cuyas entradas son las funciones ηAα i,
tiene rango constante maximo m.
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Observación 3.1 Una situación de especial interés se da cuando F está determina-
do por M a través del denominado “Principio de Chetaev ”, es decir, si la subvariedad
de ligaduras M viene dada por la anulación de m funciones independientes Φα en
T 1
kQ, F está generado por la familia de 1-formas Rk-valuadas y semibásicas:

ηα = (J1∗(dΦα), . . . , Jk
∗
(dΦα)) = (

∂Φα

∂vi1
dqi, . . . ,

∂Φα

∂vik
dqi) , 1 ≤ α ≤ m,

donde {J1, . . . , Jk} denota la estructura k-tangente de T 1
kQ definida en (1.24).

En esta situación y considerando el caso particular k = 1 obtenemos que el
fibrado F está generado por J∗dΦα, esto es, las formas de ligadura o fuerzas de
reacción de la Mecánica lagrangiana no-holonómica, véase M. de León, D. Mart́ın
de Diego y A. Santamaŕıa-Merino, [75]. Por este motivo hemos denominado al fibrado
F , fibrado de formas de ligadura.

�

3.1.3. La distribución de ligaduras.

En este apartado, mostraremos que el fibrado de formas de ligadura F nos per-
mite definir una distribución S, a lo largo de M, llamada la distribución de ligaduras.

En la subsección 3.2 haremos uso de esta distribución para poder definir un
proyector que nos permitirá obtener las soluciones del sistema con ligaduras como
la proyección de las soluciones del sistema libre.

Como vimos en el apartado anterior, suponemos que el fibrado de formas de
ligadura, F , está generado por m 1-formas, ηα = (η1

α, . . . , η
k
α), 1 ≤ α ≤ m, que son

Rk-valuadas y semibásicas. La expresión local de estas 1-formas está dada en (3.2).

En primer lugar introducimos el siguiente morfismo de fibrados vectoriales

Ω[
L : T (T 1

kQ) −→ (T 1
k )∗(T 1

kQ)

X 7→ Ω[
L(X) = (ıXω

1
L, . . . , ıXω

k
L) .

(3.3)

Para cada α , (α = 1, . . . , k), sea Zα ∈ X(T 1
kQ) el único campo de vectores en

T 1
kQ definido a partir de las siguientes identidades:

(τ kQ)∗(Zα) = 0 y Ω [
L(Zα) = − ηα , (3.4)
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o equivalentemente por

(τ kQ)∗(Zα) = 0 y ıZαω
A
L = − ηAα , 1 ≤ A ≤ k .

Si Zα se escribe localmente como sigue:

Zα = (Zα)j
∂

∂qj
+ (Zα)jB

∂

∂vjB

entonces, de la expresión local (1.33) de ωAL , se deduce que (3.4) es equivalente a

(Zα)i = 0 , (Zα)jB
∂2L

∂vjB∂v
i
A

= ηAα i .

Teniendo en cuenta que el lagrangiano L es regular, las funciones (Zα)jB quedan
determinadas uńıvocamente. De este modo se obtiene

Zα = W ij
AB η

A
α i

∂

∂vjB
,

donde (W ij
AB) denota la matriz inversa de la matriz

(
∂2L

∂viA∂v
j
B

)
.

A partir de la expresión de los campos de vectores Zα y de la regularidad del
lagrangiano L se comprueba inmediatamente que la independencia de las 1-formas
Rk-valuadas η1, . . . , ηm implica que los campos de vectores Z1, . . . , Zm son lineal-
mente independientes. Por tanto generan una distribución

S =< Z1, . . . , Zm >,

de dimensión m. Llamaremos a S la distribución de ligaduras asociada a M y F .

3.1.4. Las ecuaciones de campo no-holonómicas

En esta subsección vamos a describir las ecuaciones de campo no-holonómicas
en el fibrado tangente de las k1-velocidades T 1

kQ de una variedad Q.

Resumiendo lo visto por el momento, estamos trabajando en una teoŕıa de cam-
pos no-holonómicos construida sobre los siguientes objetos:

(i) un lagrangiano regular L : T 1
kQ→ R;
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(ii) una subvariedad de ligaduras M ↪→ T 1
kQ;

(iii) un fibrado F de formas de ligadura y la distribución de ligaduras inducida S,
ambos objetos definidos a lo largo de M.

Para completar nuestro modelo de teoŕıa lagrangiana de campos no-holonómicos
tenemos que especificar las ecuaciones de campo. Comenzaremos esta subsección
introduciendo una generalización del principio de dÁlembert que nos permite obtener
dichas ecuaciones.

A. El principio de dÁlembert.

Binz et al en [9] obtienen las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange no-holonómi-
cas, en el contexto multisimpléctico, a partir de un principio variacional.

Ahora procedemos de un modo análogo para obtener las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange no-holonómicas.

Recordemos que en la sección 1.2.4.B demostramos que, en el contexto sin liga-
duras, una aplicación φ :U0 ⊂ Rk → Q es un extremal de la acción

J(φ) =

∫
Rk

(L ◦ φ(1)(t))dkt

si, y sólo si, ∫
Rk

((LZCL) ◦ φ(1))(t)dkt = 0

para todo campo de vectores Z en Q cuyo flujo σs verifique σs(q) = q para todo q
en la frontera de φ(U0).

Ahora, considerando ligaduras introducimos la siguiente definición:

Definición 3.2 Una aplicación φ :U0 ⊂ Rk → Q con soporte compacto, definida en
un conjunto abierto U0 ⊂ Q, es una solución del problema con ligaduras, que
estamos considerando, si φ(1)(U0) ⊂M y∫

U0

(
(LZCL) ◦ φ(1)

)
(t)dkt = 0 ,

para cada campo de vectores Z en Q que se anule en la frontera de φ(U0) y tal que

ıZCη = 0 (3.5)

para cada η ∈ F .
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Consideremos un sistema local de coordenadas en el que

Z = Zi ∂

∂qi
.

Teniendo en cuenta la expresión local (1.37) del levantamiento completo ZC , se
comprueba sin dificultad que la condición (3.5) es equivalente a

ηAα iZ
i = 0 , 1 ≤ α ≤ m, 1 ≤ A ≤ k , (3.6)

donde ηAα i son los coeficientes de las formas de ligadura que generan F y que han
sido introducidas en (3.2).

Mediante un cálculo análogo al realizado en la demostración de la Proposición
1.47 se obtiene que, φ(t) = (φi(t)) es una solución del problema con ligaduras si, y
sólo si, ∫

U0

[
k∑

A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
− ∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

]
(Zi ◦ φ)(t)dkt = 0 ,

para todo de Zi verificando (3.6).

Por tanto, una aplicación φ :U0 ⊂ Rk → Q es solución del problema con ligaduras
si y sólo si satisface el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales

∂L
∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

−
k∑

A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
= λαA η

A
α i(φ

(1)(t)) (i = 1, . . . , n) ,

Φα(φ(1)(t)) = 0 (α = 1, . . . ,m) .

(3.7)

en el que la última familia de ecuaciones significa que la primera prolongación φ(1)

de φ toma valores en la subvariedad de ligaduras M.

Como es usual, las “a priori” funciones desconocidas λαA juegan el papel de los
“multiplicadores de Lagrange”. Las ecuaciones (3.7) se llaman las ecuaciones de
campo lagrangianas no-holonómicas para el problema con ligaduras.

Observación 3.3 Si el fibrado F , de las formas de ligadura, se define de acuerdo
con el “principio de Chetaev” , (véase observación 3.1), reobtenemos las ecuaciones
de campo no-holonómicas obtenidas por E. Binz, M. de León, D. Mart́ın de Diego
y D. Socolescu en [9].

Un estudio análogo, en el contexto multisimpléctico, fue realizado por J. Van-
kershchaver, F. Cantrijn, M. de León y D. Mart́ın de Diego en [138].
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B. Descripción geométrica de las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonómicas.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

k∑
A=1

ıXAω
A
L − dEL ∈ 〈ηBα 〉 , XA

∣∣∣
M
∈ TM, 1 ≤ A ≤ k (3.8)

a lo largo de M, donde X = (X1, . . . , Xk) es un campo de k-vectores en T 1
kQ definido

a lo largo de M, esto es, el siguiente diagrama es conmutativo:

T 1
k (T 1

kQ)

τk
T1
k
Q

��
M

X

;;vvvvvvvvvvvvvvvv
� � // T 1

kQ

Se verifica el siguiente resultado que nos permite denominar a las ecuaciones
(3.8) como ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonómicas.

Proposición 3.4 Sea X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores en T 1
kQ definido

a lo largo de M, integrable y solución de (3.8). Entonces

(i) X = (X1, . . . , Xk) es un sopde.

(ii) Si φ(1)(t) = (φi(t), ∂φi/∂tA(t)) es una sección integral de X entonces φ es
solución de las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonómicas (3.7).

Demostración:

Sea X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores en T 1
kQ definido a lo largo de M,

integrable y solución de (3.8). Teniendo en cuenta que ηBα = ηBα idq
i , (véase (3.2)) se

obtiene que la primera ecuación de (3.8) se puede escribir como sigue:

k∑
A=1

ıXAω
A
L − dEL = λαB η

B
α i dq

i , (3.9)

donde EL = ∆L− L.
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Supongamos que cada XA se expresa localmente como sigue

XA = (XA)i
∂

∂qi
+ (XA)iB

∂

∂viB
,

donde (XA)i, (XA)iB con 1 ≤ A,B ≤ k y 1 ≤ i ≤ n son funciones definidas en M.

Entonces (X1, . . . , Xk) es una solución de (3.9) si, y sólo si, las funciones (XA)i

y (XA)iB satisfacen el sistema de ecuaciones(
∂2L

∂qi∂vjA
− ∂2L

∂qj∂viA

)
((XA)j − vjA)

−
(

∂2L

∂qj∂viA
(XA)j +

∂2L

∂vjB∂v
i
A

(XA)jB −
∂L

∂qi

)
= λαB η

B
α i ,

∂2L

∂vjB∂v
i
A

((XA)i − viA) = 0 .

Puesto que el lagrangiano es regular, de la última ecuación se obtiene

(XA)j = vjA,

esto es (X1, . . . , Xk) es un sopde, y las ecuaciones anteriores son equivalentes a las
siguientes

∂2L

∂qj∂viA
vjA +

∂2L

∂viA∂v
j
B

(XA)jB −
∂L

∂qi
= −λαB ηBα i (i = 1, . . . , n)

(3.10)

(XA)i = viA (A = 1, . . . , k) .

Ahora probaremos (ii).

Sea φ(1)(t) = (φi(t), ∂φi/∂tA(t)) una sección integral de (X1, . . . , Xk) pasando
por un punto wq ∈M, esto es,

φ(1)(0) = wq ∈M , (vjA ◦ φ
(1))(t) =

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
, ((XA)jB ◦ φ

(1))(t) =
∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
. (3.11)

Sustituyendo (3.11) en el primer grupo de ecuaciones de (3.10) obtenemos las
ecuaciones

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
− ∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

= −λαB ηBα i(φ
(1)(t)) (i = 1, . . . , n) ,



86 3 Teoŕıa de Campos con ligaduras no-holonómicas. Enfoque k-simpléctico.

que son el primer grupo de las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonómicas
introducidas en (3.7).

Finalmente, de (3.11) y puesto que XA

∣∣∣
M
∈ TM se tiene

0 = XA(Φα) = viA
∂Φα

∂qi
+ (XA)jB

∂Φα

∂vjB

y en particular evaluando la función anterior en φ(1)(t) ∈ T 1
kQ se obtiene

0 = XA(Φα)φ(1)(t) =
∂φi

∂tA

∣∣∣
t

∂Φα

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

∂Φα

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

=
∂(Φα ◦ φ(1))

∂tA

∣∣∣
t

entonces Φα ◦ φ(1) es una función constante. Puesto que φ(1)(0) ∈ M se obtiene
Φα(φ(1)(0)) = 0 y aśı

Φα(φ(1)(t)) = 0,

por tanto se verifica el segundo grupo de las ecuaciones (3.7).

Aśı, se obtiene que φ es solución de las ecuaciones de campo lagrangianas no-
holonómicas (3.7).

�

3.2. El proyector no-holonómico.

La finalidad de esta sección es mostrar que para una teoŕıa de campos de primer
orden no-holonómica, en el sentido descrito en la sección anterior, se puede cons-
truir, bajo cierta condición adicional, un operador proyección que lleva soluciones
de la ecuación (1.45) para el problema lagrangiano sin ligaduras en soluciones de las
ecuaciones geométricas no-holonómicas (3.8).

Como se describió en la sección anterior, consideramos un problema con ligadu-
ras con Lagragiano regular L, variedad de ligaduras M ⊂ T 1

kQ y distribución de
ligaduras S. Ahora imponemos la siguiente condición de compatibilidad: para
cada wq ∈M

TwqM ∩ S(wq) = {0} . (3.12)
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Si M está definida localmente por las m ecuaciones Φα(qi, viA) = 0 y, si S está lo-
calmente generada por los campos de vectores Zα (véase Subsección 3.1.3), un cálculo
directo nos permite afirmar la siguiente caracterización de la condición de compati-
bilidad:

Proposición 3.5 La condición de compatibilidad es equivalente a la regularidad de
la matriz (

Zα(Φβ)(wq)
)

1≤α,β≤m

en cada punto wq ∈M.

Demostración:

Sea v ∈ TwqM ∩ S(wq) entonces:

(i) v ∈ S(wq) y S(wq) =< Z1(wq), . . . , Zm(wq) > entonces v = vαZα(wq), para
algunos coeficientes vα.

(ii) v ∈ TwqM entonces

0 = v(Φβ) = vαZα(Φβ)(wq), 1 ≤ β ≤ m. (3.13)

Supongamos que la matriz
(
Zα(Φβ)(wq)

)
es regular, entonces de (3.13) se ob-

tiene que vα = 0, α = 1, . . . ,m y por tanto v = 0. Esto es, la condición de compati-
bilidad se verifica.

Rećıprocamente, suponemos ahora que la condición de compatibilidad se tiene. Si

la matriz
(
Zα(Φβ)(wq)

)
no es regular, entonces existe algún vector v = vαZα(wq) 6=

0 verificando v(Φβ) = 0, 1 ≤ β ≤ m y por tanto v ∈ TwqM ∩ S(wq) = {0}. Obtene-

mos aśı a una contradicción que parte de suponer que la matriz
(
Zα(Φβ)(wq)

)
no es

regular. Aśı, la condición de compatibilidad implica la regularidad de
(
Zα(Φβ)(wq)

)
.

�

Como veremos a continuación, la condición de compatibilidad nos permite definir
una descomposición del tangente a T 1

kQ en los puntos de la subvariedad de ligaduras
M.
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Proposición 3.6 Si se verifica la condición de compatibilidad (3.12), entonces en
cada punto wq ∈M se obtiene la descomposición

Twq(T 1
kQ) = TwqM⊕ S(wq) . (3.14)

Demostración:

La demostración es una consecuencia directa de la condición de compatibilidad
(3.12) y un simple cálculo de dimensiones:

dimTwqM⊕ S(wq) = dimTwqM + dim S(wq)

= (n+ nk −m) +m = n+ nk = dimTwq(T 1
kQ) .

�

La descomposión en suma directa de la proposición anterior nos permitirá in-
troducir dos operadores proyección pero antes introducimos la siguiente notación:
TM(T 1

kQ) denota la restricción de T (T 1
kQ) a la subvariedad M de T 1

kQ, esto es,

TM(T 1
kQ) : =

⋃
wq∈M

Twq(T 1
kQ) .

La descomposición en suma directa de TM(T 1
kQ) dada por (3.14) determina dos

operadores proyección complementarios P y Q:

P : TM(T 1
kQ)→ TM , Q = I − P : TM(T 1

kQ)→ S ,

donde I es la identidad en TM(T 1
kQ).

Los proyectores P y Q se escriben localmente como sigue:

P = I − CαβZα ⊗ dΦβ , Q = CαβZα ⊗ dΦβ ,

donde (Cαβ) es la inversa de la matriz (Cαβ) y las entradas de esta matriz son

Cαβ := dΦα(Zβ) = Zβ(Φα).

Consideremos la restricción de T 1
k (T 1

kQ) a la subvariedad de ligaduras M, que
denotaremos como se indica a continuación:

(T 1
k )M(T 1

kQ) := TM(T 1
kQ)⊕ k. . . ⊕TM(T 1

kQ) .
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La descomposición en suma directa de TM(T 1
kQ), definida puntualmente en (3.14),

determina la siguiente descomposición, definida a lo largo de M :

(T 1
k )M(T 1

kQ) = T 1
kM⊕S (3.15)

donde S se define como la suma de Whitney, sobre M, de k-copias de S, esto es,

S = S⊕ k. . . ⊕S .

Teniendo en cuenta que una base local de S está formada por la familia de m
campos de vectores independientes {Z1, . . . , Zm} definidos por las ecuaciones (3.4),
entonces el conjunto de k-tuplas

{(Zα, 0, . . . , 0), (0, Zα, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, Zα), }1≤α≤m

es una base local de S.

La descomposición en suma directa de (T 1
k )M(T 1

kQ), dada en (3.15), determina
dos nuevos operadores proyección, P y Q, complementarios entre śı:

P : (T 1
k )M(T 1

kQ)→ T 1
kM , Q : (T 1

k )M(T 1
kQ)→ S ,

definidos por

P(X1wq
, . . . , Xkwq

) = (P (X1wq
), . . . , P (Xkwq

)) y Q = I− P ,

en donde I es la identidad en (T 1
k )M(T 1

kQ).

Proposición 3.7 Sea XL = (X1
L, . . . , X

k
L) una solución del problema lagrangiano

libre, i.e., XL es solución de las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange (1.45),

entonces XL,M : = P(XL

∣∣∣
M

) es una solución del problema lagrangiano con ligaduras,

esto es, es solución de las ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonómicas (3.8).

Demostración:

Por definición del operador P, sabemos que

P(XL

∣∣∣
M

) =
(
P (X1

L

∣∣∣
M

), . . . , P (Xk
L

∣∣∣
M

)
)

y además

P (XA
L

∣∣∣
M

) ∈ TM.
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Entonces,
(
P (X1

L

∣∣∣
M

), . . . , P (Xk
L

∣∣∣
M

)
)

es una solución de las ecuaciones geométri-

cas lagrangianas no-holonómicas (3.8) si, y sólo si,

k∑
A=1

ı
P (XA

L

∣∣∣
M

)
ωAL − dEL ∈ 〈ηAα 〉1≤α≤m, 1≤A≤k .

Para probar la relación anterior utilizaremos que XL es solución de la ecuación
geométrica de Euler-Lagrange (1.45) y la expresión (3.4) que define los campos de
vectores Zα. En efecto

k∑
A=1

ı
P (XA

L

∣∣∣
M

)
ωAL − dEL =

k∑
A=1

ı
XA
L

∣∣∣
M

−Q(XA
L

∣∣∣
M

)
ωAL − dEL

= −
k∑

A=1

ı
Q(XA

L

∣∣∣
M

)
ωAL = −

k∑
A=1

ıλαA Zα
ωAL = −

k∑
A=1

λαAıZαω
A
L

=
k∑

A=1

λαAη
A
α ∈ 〈ηAα 〉 .

Aśı se obtiene que XL,M =
(
P (X1

L

∣∣∣
M

), . . . ,P(Xk
L

∣∣∣
M

)
)

es una solución de (3.8).

�

Observación 3.8 En el caso particular k = 1, correspondiente a la Mecánica la-
grangiana Autónoma, los resultados de esta sección pueden encontrarse en el trabajo
de M. de León, J. C. Marrero y D. Mart́ın de Diego [69].

�

3.3. La ecuación momento no-holonómica

En esta sección a cada simetŕıa lagrangiana no-holonómica le asociamos cierta
ecuación en derivadas parciales que debe satisfacer toda solución del problema no-
holonómico satisface. Esta ecuación se llama ecuación momento no-holonómica y
juega el papel de las leyes de conservación en el caso en el que no hay ligaduras.



3.3 La ecuación momento no-holonómica 91

Sea G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Consideremos una acción

Φ:G×Q→ Q

entonces el grupo de Lie G actúa sobre el fibrado tangente de las k1-velocidades T 1
kQ

por prolongación de Φ, esto es,

T 1
kΦg(v1q , . . . , vkq) = ((TqΦg)(v1q), . . . , (TqΦg)(vkq)) ,

donde para cada g ∈ G se tiene una aplicación

T 1
kΦg: : T 1

kQ→ T 1
kQ .

Definición 3.9

(1) Decimos que el lagrangiano L es invariante bajo la acción del grupo G si L es
invariante bajo la acción inducida de G sobre T 1

kQ, i.e., (T 1
kΦg)

∗L = L, para
todo g ∈ G.

(2) Decimos que el lagrangiano L es infinitesimalmente invariante si para cual-
quier elemento del álgebra de Lie ξ ∈ g se verifica

ξCQ(L) = 0 ,

donde ξCQ denota el levantamiento completo del campo de vectores fundamental
ξQ definido por

ξQ(q) =
d

ds

∣∣∣
s=0

Φ(exp(sξ),q) q ∈ Q .

Cuando ξCQ(L) = 0, entonces ξQ será llamado una simetŕıa infinitesimal
lagrangiana .

Supongamos que G deja invariante L, M y F (esto es, los elementos que deter-
minan nuestro modelo de teoŕıa de campos no-holonómicos):

L ◦ T 1
kΦg = L, T 1

kΦg(M) ⊂M and (T 1
kΦg)

∗(F ) ⊂ F

para todo g ∈ G.
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Definición 3.10 Definimos un fibrado vectorial gF → Q del siguiente modo: para
cada q ∈ Q se denota por gF (q) el subespacio lineal de g dado por:

gF (q) = {ξ ∈ g / η(ξCQ)(wq) = 0 para todo η ∈ F y wq ∈M ∩ (τ kQ)−1(q)} ,

y se define

gF :=
⋃
q∈Q

gF (q) ⊂ g .

A cada sección ξ̃ de gF → Q, le podemos asociar un campo de vectores ξ̃Q en Q
de acuerdo con la siguiente definición:

ξ̃Q(q) : = [ξ̃(q)]Q(q) . (3.16)

Definición 3.11 Para cada A (A = 1, . . . , k), la A-ésima componente (Jnh)A

de la aplicación momento no-holonómica es la aplicación

(Jnh)A : M→ (Sec(gF ))∗

construida como sigue:

Sea ξ̃ : Q→ gF cualquier sección de gF , entonces definimos la aplicación
(Jnh)A

ξ̃
a lo largo de M como sigue,

(Jnh)A
ξ̃

: M → R

wq 7→ (Jnh)A
ξ̃

(wq) = (Jnh)A(wq)(ξ̃(q)): = (ıξ̃CQ
θAL )(wq)

(3.17)

donde ξ̃Q es el campo de vectores asociado a ξ̃ definido en (3.16).

Observación 3.12 En el caso particular k = 1, correspondiente con la Mecánica
Clásica Autónoma, la definición anterior coincide con la definición de la aplicación
momento no-holonómica introducida por Marsden et al en [11].

Observación 3.13 La aplicación (Jnh)Aξ es la versión no-holonómica de la A-ésima

componente Ĵ(0, . . . ,
A

ξ, . . . , 0) = θAL (ξT 1
kQ

), de la aplicación momento en la variedad

polisimpléctica T 1
kQ, definida por F. Munteanu et al. en [107], cuando consideramos

la estructura polisimpléctica definida a partir de ωAL = −dθAL , 1 ≤ A ≤ k.
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La importancia de la aplicación momento no-holonómica se encuentra en la ecua-
ción momento no-holonómica, que introduciremos a continuación.

Definición 3.14

(1) Una simetŕıa lagrangiana no-holonómica es una sección ξ̃ : Q → gF de

gF tal que ξ̃CQ(L) = 0.

(2) Una simetŕıa no-holonómica horizontal es una sección constante de gF

que es una simetŕıa lagrangiana no-holonómica.

Teorema 3.15 Si φ :U0 ⊂ Rk → Q es una solución de las ecuaciones de campo
lagrangianas no-holonómicas (3.7), entonces para cualquier simetŕıa lagrangiana no-

holonómica ξ̃ las componentes (Jnh)A
ξ̃

(A = 1, . . . , k), de la aplicación momento

asociada a ξ̃, verifican la siguiente ecuación momento no-holonómica:

k∑
A=1

∂

∂tA

(
(Jnh)A

ξ̃
(φ(1)(t))

)
=

k∑
A=1

ı
(ξ̃◦φ)∗(t)

 ∂

∂tA

∣∣∣
t

θ
A
L (φ(1)(t)) .

Demostración:

Puesto que ξ̃ : Q→ gF ⊂ g es una simetŕıa lagrangiana no-holonómica se verifica

ξ̃CQ(L) = 0,

siendo ξ̃Q el campo de vectores en Q definido en (3.16).

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que

ξ̃Q(φ(t)) := [ξ̃(φ(t))]Q(φ(t)) =
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

∂

∂qi

∣∣∣
φ(t)

.

Entonces por ser φ solución de las ecuaciones lagrangianas no-holonómicas (3.7)

y verificarse que ξ̃CQ(L) = 0 obtenemos:

0 = [ξ̃CQ(L)](φ(1)(t))

=
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

∂L

∂qi

∣∣∣
φ(t)

+
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂L

∂viA

∣∣∣
Φ(1)(t)



94 3 Teoŕıa de Campos con ligaduras no-holonómicas. Enfoque k-simpléctico.

=
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
+
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))λαAη

A
α i(φ

(1)(t))

+
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂L

∂viA

∣∣∣
Φ(1)(t)

=
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
+
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂L

∂viA

∣∣∣
Φ(1)(t)

,

donde en la última igualdad hemos utilizado que el segundo sumando es nulo como
consecuencia de ξ̃(φ(t)) ∈ gF .

Teniendo en cuenta que

∂

∂tA

((
[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=

∂

∂tA

((
[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

)
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

+
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

∂

∂tA

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
sustituyendo en la expresión final de 0 = ξ̃CQ(L) obtenemos los que sigue:

0 =
k∑

A=1

∂

∂tA

((
[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)

− ∂

∂tA

((
[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

)
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂L

∂viA

∣∣∣
Φ(1)(t)

=
k∑

A=1

∂

∂tA

(
(Jnh)A

ξ̃
(φ(1)(t))

)
−
(

[(ξ̃ ◦ φ)∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
]Q

)i
(φ(t))

∂L

∂viA

∣∣∣
Φ(1)(t)

=
k∑

A=1

∂

∂tA

(
(Jnh)A

ξ̃
(φ(1)(t))

)
−

k∑
A=1

ı
(ξ̃◦φ)∗(t)

 ∂

∂tA

∣∣∣
t

θ
A
L (φ(1)(t))

obteniendo aśı el resultado buscado. En esta última cadena de identidades hemos
utilizado la definición (3.17) de (Jnh)A

ξ̃
y la identidad

∂

∂tA

((
[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

)
=
(

[(ξ̃ ◦ φ)∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
)]Q
)i

(φ(t)) +
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂
(

[ξ̃(φ(t))]Q
)i

∂qj

∣∣∣
φ(t)

,
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que demostraremos a continuación.

Sea (yl) un sistema local de coordenadas en el grupo de Lie G, entonces { ∂
∂yl

∣∣∣
e
}

es una base de g.

Para cada t ∈ U0, se verifica ξ̃(φ(t)) ∈ gF ⊂ g por lo que se escribe localmente
como sigue

ξ̃(φ(t)) = ξ̃ l(φ(t))
∂

∂yl

∣∣∣
e

y aśı(
[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t)) = (Φφ(t))∗(e)(ξ̃(φ(t)))(qi) = ξ̃ l(φ(t))

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e
. (3.18)

Entonces

∂

∂tA

((
[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t))

)
=

∂

∂tA

(
ξ̃ l(φ(t))

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

)
=

∂

∂tA
(ξ̃(φ(t)))

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

+ ξ̃(φ(t))
∂

∂tA

(
∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

)
=

∂ξ̃ l

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

+ ξ̃(φ(t))
∂

∂y l

∣∣∣
e

(
∂

∂tA
(qi ◦ Φφ(t))

)
=

∂ξ̃ l

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

+ ξ̃(φ(t))
∂

∂y l

∣∣∣
e

(
∂(qi ◦ Φφ(t))

∂qj
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

)
=

∂ξ̃ l

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

+ ξ̃(φ(t))
∂

∂y l

∣∣∣
e

(
∂(qi ◦ Φφ(t))

∂qj

)
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

=
∂ξ̃ l

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

+ ξ̃(φ(t))
∂

∂qj

(
∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

)
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

=
∂ξ̃ l

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

+
∂

∂qj

(
ξ̃(φ(t))

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e

)
∂φj

∂tA

∣∣∣
t

=
(

[(ξ̃ ◦ φ)∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
)]Q

)i
(φ(t)) +

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂
(

[ξ̃(φ(t))]Q

)i
∂qj

∣∣∣
φ(t)

.

donde en la última igualdad hemos utilizado que(
[ξ̃(φ(t))]Q

)i
(φ(t)) =

∂ξ̃ l

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂(qi ◦ Φφ(t))

∂y l

∣∣∣
e
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lo que se obtiene de modo análogo a (3.18), teniendo en cuenta que

[ξ̃(φ(t))]Q =
∂ξ̃ l

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂

∂y l

∣∣∣
e
.

�

Corolario 3.16 Si ξ̃ es una simetŕıa no-holonómica horizontal, entonces se tiene
la siguiente ley de conservación:

k∑
A=1

∂

∂tA

(
(Jnh)A

ξ̃
◦ φ(1)(t)

)
= 0 .

Observación 3.17 En el caso particular k = 1, los resultados de esta sección coin-
ciden con los obtenidos por Marsden et al. en de la sección 4.2 de [11].

�

3.4. Ejemplo y casos particulares.

En esta sección incluimos un ejemplo y describiremos algunos casos particulares
del modelo de teoŕıa de campos no-holonómicos descrito en las secciones anteriores
de este caṕıtulo.

3.4.1. “Cosserat rods”(Barra Cosserat).

A continuación vamos a describir un ejemplo f́ısico de campo con ligaduras no-
holonómicas. Este ejemplo puede encontrarse, dentro del marco que proporcionan
las variedades multisimplécticas, en diversos trabajos de J. Vankerschaver, entre los
que podemos citar [135] y [139].

Nosotros vamos a describir un modelo análogo en el marco k-simpléctico. El
modelo básico es una barra Cosserat, esto es, un tipo especial de medio elástico.
Esta barra se mueve en un plano horizontal, que se supone suficientemente irregular
para que la barra ruede sin deslizarse.
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La teoŕıa de las barras Cosserat constituye una aproximación a la teoŕıa tridi-
mensional de deformaciones elásticas de cuerpos similares a barras. Esta teoŕıa tiene
su origen a principios del siglo XX de manos de los hermanos Cosserat y hoy en d́ıa
es una parte fundamental de la teoŕıa de la elasticidad no lineal. Una introducción
a las teoŕıas Cosserat de las barras elásticas puede encontrarse en [129, 136] y un
desarrollo más detallado en [2]. Algunas de las aplicaciones de las barras Cosse-
rat pueden encontrarse en robótica o en bioloǵıa computacional para modelizar la
mecánica de las moléculas de ADN [92].

Una barra Cosserat puede pensarse como un cuerpo deformable, largo y estre-
cho. Asumimos que su longitud es significativamente mayor que su radio lo que nos
permite no tener que hablar de su volumen. Aśı podemos visualizar una barra Cos-
serat mediante una curva s→ r(s) = (x(s), y(s), z(s)), llamada ĺınea de centros y en
cada punto consideramos una base ortonormal {d1(s),d2(s),d3(s)} positivamente
orientada y cuyos elementos se denominan directores y en la cual consideramos d3

tangente a la ĺınea de centros y por tanto d3 ≡ r′.

Además en nuestro modelo suponemos que la ĺınea de centros es una curva plana.
El resultado es un campo lagrangiano de segundo orden que debemos modificar para
obtener un modelo de primer orden al que aplicar los resultados de este caṕıtulo.

Figura 3.1: Barra Cosserat

Consideramos una barra Cosserat inextensible de longitud l equipada con tres
directores. Si denotamos la ĺınea de centros en el instante de tiempo t por s 7→ r(t, s),
la inextensibilidad permite asumir que el parámetro s es el parámetro longitud de
arco.
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Asumiendo que la ĺınea de centros es una curva plana moviéndose en el plano
horizontal se tiene r(t, s) = (x(t, s), y(t, s), 0). Se define el ángulo θ(t, s), al que
se denomina torsión, como el ángulo entre el eje ez y d1., véase la figura 3.1. Los
vectores directores quedan completamente determinados a partir de la torsión θ y
un segundo parámetro ϕ denominado pendiente y que se define por (cosϕ, senϕ) =

(
∂x

∂s
(t, s),

∂y

∂s
(t, s)). Para más detalles véase [136] y referencias alĺı indicadas.

El modelo de segundo orden descrito en [135] se enmarca en la teoŕıa multi-
simpléctica desarrollada sobre J1π, siendo π : Y → X, donde X generalmente juega
el papel del espacio-tiempo y las secciones del fibrado π son los campos en esta
teoŕıa. En este caso particular el espacio base X es R× [0, l] (tiempo y espacio), con
coordenadas (t, s) y el espacio total Y es X ×R2 × S1, con coordenadas (x, y, θ) en
la fibra. En este modelo, los campos nos dan las coordenadas de la ĺıneas de centros
(x(t, s), y(t, s)) y el ángulo de torsión θ(t, s)

El lagrangiano que se considera en este modelo viene dado por

L =
ρ

2
(ẋ2 + ẏ2) +

α

2
θ̇2 − 1

2
(β(θ′)2 +Kk2) ,

donde k = (x′′)2 + (y′′)2, mientras que las ligaduras están dadas por

ẋ+Rθ̇y′ = 0 y ẏ −Rθ̇x′ = 0 .

Aqúı ρ, α, β, K y R son parámetros reales y ẋ = ∂x/∂t, x′ = ∂x/∂s (análogo para
y y θ). Este modelo es una simplificación matemática del problema f́ısico real.

Para poder enmarcar este modelo en las teoŕıas de campos k-simplécticas (teoŕıas
de primer orden), es necesario llevar a cabo un proceso de reducción del orden del
problema para obtener un lagrangiano de primer orden. Para hacer esto introducimos
dos nuevas variables z = x′ y v = y′ y obtenemos el lagrangiano modificado

L =
ρ

2
(ẋ2 + ẏ2) +

α

2
θ̇2 − 1

2
(β(θ′)2 +K((z′)2 + (v′)2)) + λ(z − x′) + µ(v − y′) ,

donde λ y µ son los multiplicadores de Lagrange asociados a las ligaduras z = x′ y
v = y′ que hemos impuesto. Este lagrangiano se puede pensar como una aplicación
definida sobre T 1

2Q donde Q = R2 × S1 × R4, y reescribiéndolo con la notación
introducida en el caṕıtulo 1 obtenemos un modelo 2-simpléctico de la barra Cosserat
donde el lagrangiano L : T 1

2Q→ R viene dado por

L =
ρ

2
((v1

1)2 +(v2
1)2)+

α

2
(v3

1)2− β
2

(v3
2)2−K

2
((v4

2)2 +(v5
2)2)+ q6(q4−v1

2)+ q7(q5−v2
2)
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sujeto a las ligaduras

v1
1 +Rv3

1v
2
2 = 0 y v2

1 −Rv3
1v

1
2 = 0 . (3.19)

Siguiendo el modelo descrito en [136, 135], el fibrado de formas de ligadura F
está generado por las siguientes formas:

η1 = (dq1 +Rv2
2dq

3, 0) y η2 = (dq2 −Rv1
2dq

3, 0) .

Reescribiendo las ecuaciones (3.7) para este caso particular se obtiene que las
ecuaciones de campo asociadas a L son

ρ
∂2φ1

∂t1∂t1

∣∣∣
t
− ∂φ6

∂t2

∣∣∣
t

= λ

ρ
∂2φ2

∂t1∂t1

∣∣∣
t
− ∂φ7

∂t2

∣∣∣
t

= µ

α
∂2φ3

∂t1∂t1

∣∣∣
t
− β ∂2φ3

∂t2∂t2

∣∣∣
t

= R

(
λ
∂φ3

∂t1

∣∣∣
t
− µ∂φ

3

∂t2

∣∣∣
t

)
K

∂2φ4

∂t2∂t2

∣∣∣
t

+ φ6(t) = 0

K
∂2φ5

∂t2∂t2

∣∣∣
t

+ φ7(t) = 0

φ4(t)− ∂φ1

∂t2

∣∣∣
t

= 0

φ5(t)− ∂φ2

∂t2

∣∣∣
t

= 0 ,

(3.20)

donde λ y µ son los multiplicadores de Lagrange asociados con las ligaduras no-
holonómicas, t = (t1, t2) = (t, s) son las coordenadas tiempo y espacio y el campo
φ :U0 ⊂ R2 → Q nos da las coordenadas de la ĺınea de centros (φ1(t), φ2(t)) y el
ángulo de torsión φ3(t). Como uno puede observar en la ecuación (3.20) las com-
ponentes φi, i ≥ 4 son función de las componentes (φ1, φ2, φ3). Estas ecuaciones se
complementan con las ecuaciones definidas por las ligaduras (3.19).

Consideremos la acción de R2 × S1 en Q de acuerdo con la siguiente definición:
para cada (a, b, θ) ∈ R2 × S1 consideramos la aplicación

Φ(a,b,θ)(q
1, . . . , q7) = (q1 + a, q2 + b, q3 + θ, q4, . . . , q7).
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Es fácil comprobar que el siguiente campo de vectores se anula a lo largo de
las forma de F en los puntos de la subvariedad de ligaduras M definida por las
ecuaciones (3.19):

ξ̃ = −Rv2
2

∂

∂q1
+Rv1

2

∂

∂q2
+

∂

∂q3
.

Este campo de vectores generalizado se corresponde con la sección de gF → Q dada
por ξ̃ = (−Rv2

2, Rv
1
2, 1, 0, 0, 0, 0) .

Como ξ̃(L) = 0 el Teorema 3.15 se puede aplicar y obtenemos la ecuación mo-
mento no-holonómica (véase [139])

R

(
ρ
∂2φ1

∂t1∂t1
− ∂φ6

∂t2

)
∂φ2

∂t2
−R

(
ρ
∂2φ2

∂t1∂t1
− ∂φ7

∂t2

)
∂φ1

∂t2
= α

∂2φ3

∂t1∂t1
− β ∂2φ3

∂t2∂t2
.

Esta ley de conservación no-holonómica también se puede obtener directamente
de las ecuaciones no-holonómicas sustituyendo las dos primeras ecuaciones en (3.20)
en la tercera ecuacion. Desaforturnadamente, el conocer esta ley de conservación
no-holonómica no nos simplifica la resolución de las ecuaciones de campo.

Observación 3.18 La ecuación momento que hemos obtenido aqúı es la misma que
la obtenida para simetŕıas espaciales por M. Mart́ın de Diego et al. en [139], dentro
del marco multisimpléctico.

3.4.2. Ligaduras holonómicas.

Una distribución D en Q de codimensión m induce una subvariedad de ligaduras
M ↪→ T 1

kQ definida como sigue: (v1q, . . . , vkq) es un elemento de M si vAq ∈ D(q)
para cada A (A = 1, . . . , k).

En coordenadas locales, si el anulador, D0, de la distribución D está generado
por las 1-formas en Q, ϕα = (ϕα)idq

i (α = 1, . . . ,m), entonces M es el conjunto de
soluciones de las mk ecuaciones

ΦA
α (v1q, . . . , vkq) = 0 , 1 ≤ α ≤ m, 1 ≤ A ≤ k ,

donde las mk funciones ΦA
α ∈ C∞(T 1

kQ) están localmente dadas por:

ΦA
α (v1q, . . . , vkq) = [(τ kQ)∗ϕα](vAq) = (ϕα)iv

i
A .
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Si la distribución D es integrable, las ligaduras inducidas por D se llaman ho-
lonómicas. En este caso, φ(1) toma valores en M si, y sólo si, φ toma valores en
una hoja fija de la foliación inducida por D, y concluimos que las ligaduras pueden
integrarse y obtener ligaduras en Q.

3.4.3. Ligaduras lineales.

A. La subvariedad de ligaduras M = D1⊕ k. . . ⊕Dk.

En este apartado vamos a considerar el caso de ligaduras lineales inducidas por
distribuciones en Q.

Consideremos k distribuciones en Q, D1, . . . , Dk, y la subvariedad de ligaduras

M = D1 ⊕ . . .⊕Dk ⊂ T 1
kQ

definida como la suma de Whitney sobre Q de las k distribuciones que se están
considerando.

Si para cada A, (A = 1, . . . , k), suponemos que DA está definida por la anu-
lación de mA funciones independientes ϕαA , 1 ≤ αA ≤ mA, definidas en Q, entonces,
procediendo de modo similar al caso que se comentó anteriormente, se obtiene que
los elementos de M son las k-tuplas (v1q, . . . , vkq) de vectores tangentes a Q que son
solución del sistema de m = m1 + . . .+mk ecuaciones

ΦA
αA

(v1q , . . . , vkq) = 0, 1 ≤ αA ≤ mA, 1 ≤ A ≤ k ,

donde
ΦA
αA

(v1q , . . . , vkq) = (τ kQ)∗ϕαA(vAq) = (ϕαA)iv
i
A .

El fibrado de formas de ligadura, F que consideramos en este caso está generado
por las m 1-formas Rk-valuadas

ηAαA =
(
J1∗(dΦA

αA
), . . . , Jk

∗
(dΦA

αA
)
)

= (0,
A

. . . , (τ kQ)∗ϕαA , . . . , 0) ,

definidas a lo largo de la subvariedad M.

Las ecuaciones de campo no-holonómicas: Teniendo en cuenta la descripción de la
subvariedad de ligaduras y el fibrado de las formas de ligadura, un cálculo directo
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muestra que las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonómicas (3.7) se escriben
en este caso particular como sigue:

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
− ∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

= λαA (ϕαA)i(φ(t)) (i = 1, . . . , n) ,

(ϕαA)i(φ(t))
∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= 0, (1 ≤ αA ≤ mA , 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n) .

Observación 3.19 En el caso particular k = 1, estas ecuaciones coinciden con
las ecuaciones del movimiento de la mecánica no holonómica, (véase por ejemplo,
[8, 75]).

�

B. La subvariedad de ligaduras M = D⊕ k. . . ⊕D.

A continuación vamos a considerar el caso particular en el que las k distribuciones
son iguales entre śı. Este caso tiene especial interés ya que nos permite extender
el estudio realizado por Bates y Sniatychi [8], en la Mecánica no-holonómica con
ligaduras lineales, a la formulación k-simpléctica de las ecuaciones de campos no-
holonómicos.

Sea D una distribución en Q. Ahora consideramos la descripción realizada en
el apartado A cuando D1 = . . . = Dk = D. Como antes, si suponemos que D
ha sido definida por la anulación de m funciones independientes ϕα en Q, donde
ϕα(vq) = (ϕα)iv

i, entonces la subvariedad de ligaduras

M = D⊕ k. . . ⊕D

está formada por las k-tuplas (v1q , . . . , vkq) de vectores tangentes a Q que son solu-
ción del sistema formado por las mk ecuaciones

ΦA
α (v1q , . . . , vkq) = (ϕα)i v

i
A = 0 , 1 ≤ α ≤ m, 1 ≤ A ≤ k .

Denotaremos por Dv la distribución en T 1
kQ definida localmente por

(Dv)0 = 〈(τ kQ)∗ϕα〉α=1,...,m ,
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donde (Dv)0 denota el anulador de Dv (véase los trabajos de M. de León [69, 73],
para el caso k = 1).

A continuación, probaremos dos resultados relativos a la distribución Dv que
están relacionados con la existencia de un espacio k-simpléctico (véase el apéndice
B para las definiciones técnicas).

Lema 3.20 Para cada punto wq ∈ M se verifica que Dv
wq

es un espacio vectorial

k-coisotrópico en (Twq(T 1
kQ), ω1

L(wq), . . . , ωkL(wq), V (wq)), es decir, (Dv)⊥wq
⊂ Dv

wq
,

siendo (Dv)⊥wq
el ortogonal k-simpléctico de Dv

wq
definido como sigue:

(Dv)⊥wq
= {Uwq ∈ T 1

kQ : ωAL (Uwq ,Wwq) = 0, ∀ Wwq ∈ Dv
wq
} .

Demostración:

Teniendo en cuenta que (Dv)0 está localmente generado por las 1-formas semibá-
sicas (τ kQ)∗ϕα, 1 ≤ α ≤ m deducimos

(Dv)⊥wq
= S(wq) ⊂ Vwq(T 1

kQ) ⊂ Dv
wq

para todo wq ∈M, donde Vwq(T 1
kQ) denota la distribución vertical de τ kQ : T 1

kQ→ Q
en el punto wq.

�

Proposición 3.21 Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) La condición de compatibilidad se verifica, esto es, TM ∩ S = {0}.

(2) La distribución D = TM ∩Dv, definida a lo largo de M, es k-simpléctica en el
fibrado vectorial k-simpléctico (T (T 1

kQ), ω1
L, . . . , ω

k
L, V ), esto es, Dwq ∩D⊥wq

=
{0} para cada q ∈ Q.

Demostración:

Si TM ∩ S = {0} entonces

TM ∩ S = TM ∩ (Dv)⊥ = 0

y
Twq(T 1

kQ) = TwqM⊕ (Dv)⊥wq
∀wq ∈M .
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Por tanto, del Lema 3.20 obtenemos

(Dv)wq = (TwqM ∩ (Dv)wq)⊕ (Dv)⊥wq
= Dwq ⊕ (Dv)⊥wq

= Dwq ⊕ S(wq) .

Aśı, mediante un cálculo directo, obtenemos que Dwq∩D⊥wq
= {0} o, equivalente-

mente (véase la proposición B.6 del Apéndice B), que Dwq es un subespacio vectorial
k-simpléctico del espacio vectorial k-simpléctico (Twq(T 1

kQ), ω1
L(wq), . . . , ωkL(wq), Vwq).

Rećıprocamente, asumimos que para cada wq ∈ M, Dwq es un subespacio k-
simpléctico en (Twq(T 1

kQ), ω1
L(wq), . . . , ωkL(wq), Vwq), esto es Dwq ∩ D⊥wq

= {0}. En
efecto, sea Z ∈ TwqM ∩ S(wq) entonces

Z ∈ TwqM ∩ S(wq) = TwqM ∩ (Dv)⊥wq
⊂ TwqM ∩ (Dv)wq = Dwq .

Puesto que ωAL (wq)(Z, Y ) = 0 para todo A (A = 1, . . . , k) y para todo Y ∈ Dwq ,
se sigue que Z ∈ D⊥wq

. Aśı Z ∈ Dwq ∩D⊥wq
= {0} y por tanto Z = 0.

�

Consideremos ahora, la restricción ωAD y dDEL de ωAL y dEL a D, respectivamente.
Puesto que Dwq es un espacio k-simpléctico para cada wq ∈M, existe una solución
en D de la ecuación

k∑
A=1

ıXAω
A
D = dDEL . (3.21)

Observación 3.22 En el caso particular k = 1 los resultados que hemos incluido
aqúı (a partir del Lema 3.19) se corresponden con la la caracterización de la mecánica
no-holonómica en el caso de ligaduras lineales realizada por Bates y Sniatychi en
[8]. Un estudio similar al que hemos realizado aqúı es el que realizaron M. de León,
J.C. Marrero y D. Mart́ın de Diego en [69] para ligaduras ideales.

�

Proposición 3.23 ξL,M es una solución del problema con ligaduras, i.e. ξL,M =
(ξ1
L,M, . . . , ξ

k
L,M) verifica las ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonómicas (3.8),

si, y sólo si, ξL,M es solución de la ecuación (3.21).
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Demostración:

Si ξL,M es solución de las ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonómicas
(3.8) entonces ξL,M es un sopde y ξAL,M ∈ TM.

Por otro lado, puesto que ξL,M es un sopde se tiene

(τ kQ)∗ϕα(ξAL,M) = (ϕα)iv
i
A = 0 ,

a lo largo de M, y aśı ξAL,M ∈ (Dv)wq . Aśı ξAL,M ∈ D y ξL,M es trivialmente una
solución de la ecuación (3.21).

Rećıprocamente, si (X1, . . . , Xk) es solución de la ecuación (3.21) entonces para
cada A (A = 1, . . . , k), XA ∈ D ⊂ TM y es evidente que (X1, . . . , Xk) es solución
de las ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonómicas (3.8).

C. Ligaduras lineales.

Ahora vamos a considerar el caso en el que las ligaduras son funciones en T 1
kQ,

lineales en las “velocidades”. A diferencia con los casos anteriores no exigimos que
estas ligaduras se obtengan a partir de distribuciones en Q. Localmente esto significa
que las funciones de ligadura que vamos a considerar son m funciones Φα : T 1

kQ→ R
de la forma

Φα(v1q , . . . , vkq) = Φα(qi, viA) =
k∑

B=1

(µBα )i(q) viB =
k∑

B=1

µBα (vBq) ,

donde µBα son mk 1-formas en Q, 1 ≤ α ≤ m, 1 ≤ B ≤ k, con expresión local
µBα = (µBα )i dq

i.

Consideramos la subvariedad de ligaduras, de dimension nk −m,

M = {wq = (v1q , . . . , vkq) ∈ T 1
kQ : Φα(wq) = 0 1 ≤ α ≤ m} .

Ahora denotamos por D la distribución en Q definida por D0 = 〈µBα 〉 .

Proposición 3.24 Sea L un Lagragiano regular y X = (X1, . . . , Xk) un campo de
k-vectores integrable el cual es una solución de

k∑
A=1

ıXAω
A
L − dEL ∈ (DV )0 , XA

∣∣∣
M
∈ TM (3.22)
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donde (DV )0 =< (τ kQ)∗µBα >. Entonces

i) X = (X1, . . . , Xk) es un sopde.

ii) Si φ(1)(t) = (φi(t), ∂φi/∂tA(t)) es una sección integral de X, entonces φ
satisface las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonómicas (3.7).

Demostración:

Observemos que

ηAα = JA
∗
(dΦα) =

∂Φα

∂viA
dqi = (µAα )idq

i = (τ kQ)∗µAα

y aśı, en este caso particular,

(DV )0 = 〈ηAα 〉.

Aśı, las ecuaciones (3.22) son equivalentes a las ecuaciones geométricas lagran-
gianas no-holonómicas (3.8), para el caso de ligaduras lineales, de donde se sigue el
resultado buscado.

�

Observación 3.25 El caso particular k = 1 se corresponde con el estudio de las
ligaduras lineales en la Mecánica lagrangiana, véase por ejemplo [69].

3.4.4. Ligaduras definidas por conexiones

Supongamos que Q es una variedad fibrada sobre M , esto es, ℘ : Q→M es una
submersión sobreyectiva. Sea Γ una conexión en ℘ : Q→M de modo que

TQ = H ⊕ V ℘ ,

donde V ℘ = kerT℘. Considerando coordenadas fibradas (qa, qα), 1 ≤ a ≤ n −
m, 1 ≤ α ≤ m, n = dim Q, la distribución horizontal está localmente generada por
los campos de vectores

Ha =

(
∂

∂qa

)H
=

∂

∂qa
− Γαa (qb, qβ)

∂

∂qα
,



3.4.4 Ligaduras definidas por conexiones 107

donde Y H denota el levantamiento horizontal a Q de un campo de vectores Y en
M , y Γαa (qb, qβ) son los śımbolos de Christoffel de Γ. Aśı, obtenemos una base local
de campos de vectores en Q,

{Ha, Vα =
∂

∂qα
}1≤a≤n−m, 1≤α≤m .

Su base dual es el conjunto de 1-formas

{ηa = dqa , ϕα = Γαa dq
a + dqα}1≤a≤n−m, 1≤α≤m .

Deducimos que H0 está localmente generado por las 1-formas {ϕα}.

En esta situación se tiene la siguiente descomposición

T 1
kQ = H⊕ k. . . ⊕H ⊕ V ℘⊕ k. . . ⊕V ℘ ,

y para cada vector vA, 1 ≤ A ≤ k podemos escribir

vA = uaA
∂

∂qa
+ vαA

∂

∂qα
= uaA(

∂

∂qa
− Γαa

∂

∂qα
) + (uaAΓαa + vαA)

∂

∂qα
= vHA + vVA

Definimos la subvariedad de ligaduras

M = H⊕ k. . . ⊕H ⊂ T 1
kQ ;

entonces wq = (v1q , . . . , vkq) ∈ M si, y sólo si, vAq ∈ H para todo A = 1, . . . , k, lo
que significa que

vαA = −uaAΓαa para todo A = 1, . . . , k

Aśı,

M = {wq ∈ T 1
kQ : vαA = −uaAΓαa , 1 ≤ A ≤ k}

= {wq ∈ T 1
kQ : ϕα(vAq) = 0, 1 ≤ A ≤ k} .

A partir de las 1-formas ϕα = Γαa dq
a+dqα en Q podemos considerar las 1-formas

(τ kQ)∗ϕα en T 1
kQ. Ahora consideramos las ecuaciones

k∑
A=1

ıXAω
A
L − dEL ∈ 〈(τ kQ)∗ϕα〉

XA

∣∣∣
M
∈ TM , 1 ≤ A ≤ k .

(3.23)
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Como ocurŕıa en el caso particular anterior, en este contexto estas ecuaciones
son equivalentes a las ecuaciones geométricas no-holonómicas (3.8).

Escribimos la primera ecuación de (3.23) como sigue

k∑
A=1

ıXAω
A
L − dEL =

m∑
α=1

λα (τ kQ)∗ϕα

y cada XA como

XA = (xA)a
∂

∂qa
+ (XA)α

∂

∂qα
+ (xA)aB

∂

∂uaB
+ (XA)αB

∂

∂vαB
.

De (3.23) y teniendo en cuenta que el lagrangiano L es regular deducimos las
tres identidades siguientes:

ubA
∂2L

∂qb∂uaA
+ vβA

∂2L

∂qβ∂uaA
+ (xA)bB

∂2L

∂vbB∂u
a
A

+ (XA)βB
∂2L

∂vβB∂u
a
A

− ∂L

∂qa
= −λβΓβa , (3.24)

ubA
∂2L

∂qb∂vαA
+vβA

∂2L

∂qβ∂vαA
+(xA)bB

∂2L

∂ubB∂v
α
A

+(XA)βB
∂2L

∂vβB∂v
α
A

− ∂L

∂qα
= −λα , (3.25)

(xA)a = vaA , (XA)α = vαA . (3.26)

Si ψ : U0 ⊂ Rk → T 1
kQ, ψ(t) = (ψa(t), ψα(t), ψaA(t), ψαA(t)), es una sección

integral de X = (X1, . . . , Xk), entonces de (3.24), (3.25) y (3.26) deducimos que ψ
es solución de las ecuaciones

vaA(ψ(t)) =
∂ψa

∂tA

∣∣∣
t

; vαA(ψ(t)) =
∂ψα

∂tA

∣∣∣
t

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂vaA

∣∣∣
ψ(t)

)
− ∂L

∂qa

∣∣∣
ψ(t)

= −λα Γαa (τ kQ(ψ(t)))

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂vαA

∣∣∣
ψ(t)

)
− ∂L

∂qα

∣∣∣
ψ(t)

= −λα
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o, en otras palabras,

vaA(ψ(t)) =
∂ψa

∂tA

∣∣∣
t
, vαA(ψ(t)) =

∂ψα

∂tA

∣∣∣
t

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂vaA

∣∣∣
ψ(t)
− Γαa (τ kQ(ψ(t)))

∂L

∂vαA

∣∣∣
ψ(t)

)

−
(
∂L

∂qa

∣∣∣
ψ(t)
− Γαa (τ kQ(ψ(t)))

∂L

∂qα

∣∣∣
ψ(t)

)
= −

∂(Γαa ◦ τ kQ ◦ ψ)

∂tA
∂L

∂vαA

∣∣∣
ψ(t)

Estas ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange no-holonómicas (3.7) escritas
para este caso particular.

Observación 3.26 En el caso particular k = 1, los contenidos de este apartado se
corresponden con los desarrollados por M. de León y D. Mart́ın de Diego en [73].

El estudio de las ligaduras definidas por conexiones fue estudiado, en el contexto
de las variedades de jets, por M. de León, J.C. Marrero y D. Mart́ın de Diego en
[70] .

�

3.5. Teoŕıa hamiltoniana k-simpléctica no-holonó-

mica

En esta sección vamos a considerar la descripción hamiltoniana de un sistema
no-holonómico sobre el fibrado de k1-covelocidades (T 1

k )∗Q de Q.

A lo largo de todo el caṕıtulo hemos asumido que las funciones lagrangianas son
regulares, en este caso las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana k-simplécticas
estándar son localmente equivalentes, (véase sección 1.3).

Si suponemos que el lagrangiano L es hiperregular entonces la transformación de
Legendre FL definida en (1.33) es un difeomorfismo global. De este modo podemos
trasladar los objectos de la descripción k-simpléctica lagrangiana no-holonómica al
contexto hamiltoniano.

Las funciones de ligadura en (T 1
k )∗Q son las funciones

Ψα = Φα ◦ FL−1 : (T 1
k )∗Q→ R ,
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esto es,

Ψα(qi, pAi ) = Φα(qi,
∂H

∂pAi
) , 1 ≤ α ≤ m,

donde la función hamiltoniana H : (T 1
k )∗Q→ R se define como H = EL ◦ FL−1.

Teniendo en cuenta la expresión local FL−1(qi, pAi ) = (qi,
∂H

∂pAi
) de la inversa de

la transformación de Legendre y la definición del hamiltoniano H = EL ◦ FL−1

tenemos
H = viA ◦ FL−1 pAi − L ◦ FL−1 .

Aśı, de (3.7) y la expresión anterior, se obtiene

∂H

∂pAi
= viA ◦ FL−1

∂H

∂qi
= −∂L

∂qi
◦ FL−1 = −λαC

∂Ψα

∂pBk
Hki
BC −

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂viA
◦ FL−1

)
,

donde Hki
BC son las componentes de la inversa de la matriz

(HBC
ik ) = (∂2H/∂pBi ∂p

C
k ).

Nótese que para obtener la expresión anterior hacemos uso de la identidad

∂Ψα

∂pBk
Hki
BC =

∂Φα

∂viC
◦ FL−1 .

Aśı, las ecuaciones de Hamilton no-holonómicas en (T 1
k )∗Q pueden ser escrita

como sigue 

∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

= −λαC
∂Ψα

∂pBk

∣∣∣
ψ(t)

Hki
BC(ψ(t))−

k∑
A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

0 = Ψα(ψi(t), ψAi (t))

donde ψ : U ⊂ Rk → (T 1
k )∗Q está localmente dado por ψ(t) = (ψi(t), ψAi (t)).
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A continuación daremos una descripción geométrica de estas ecuaciones.

Sea M ⊂ (T 1
k )∗Q la imagen de la subvariedad de ligaduras M bajo la aplicación

de Legendre y F el fibrado localmente generado por las 1-formas independientes
Rk-valuadas

η̃α = FL∗ηα, 1 ≤ α ≤ m.

Siguendo un proceso análogo al caso lagrangiano y teniendo en cuenta que es-
tamos en el caso de un lagrangiano hiperregular se tiene que las “ecuaciones de
Hamilton-De Donder-Weyl” para el problema no-holonómico pueden ser reescritas
en un modo intŕınseco como

k∑
A=1

ıXAω
A − dH ∈ 〈η̃Aα 〉 , XA

∣∣∣
M
∈ TM ,

donde ω1, . . . , ωk son las 2-formas canónicas en (T 1
k )∗Q definidas en (1.31).

Observación 3.27 En el caso k = 1, los resultados análogas de esta sección pueden
encontrase en el trabajo de M. de León [77].

�





Caṕıtulo 4

Relación entre conexiones no
lineales en T 1

kQ y sopde’s

En este caṕıtulo vamos considerar conexiones no lineales en el fibrado tangente
de las k1-velocidades T 1

kQ de una variedad Q y relacionaremos estas conexiones
no lineales con las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden (sopde’s)
que aparecen en la formulación lagrangiana k-simpléctica de las teoŕıas clásicas de
campos de primer orden.

Además veremos como introducir los elementos geométricos canónicos de T 1
kQ,

necesarios para la formulación k-simpléctica, a partir de una sucesión exacta corta
determinada por el fibrado T 1

kQ.

4.1. La sucesión exacta corta construida a partir

de τ kQ : T 1
kQ→ Q.

En esta sección definiremos, a partir del fibrado tangente de las k1-velocidades
T 1
kQ de una variedad Q, una sucesión exacta que nos permitirá definir los elementos

geométricos canónicos de este fibrado, necesarios para la formulación k-simplécti-
ca, los cuales hemos recordado en el caṕıtulo 1 en la forma en la que se definen
habitualmente.

113
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4.1.1. El fibrado vectorial (T 1
kQ×Q T 1

kQ, (τ
k
Q)∗τ kQ, T

1
kQ).

Consideremos el fibrado τ kQ : T 1
kQ→ Q, entonces el pull-back de τ kQ por τ kQ es el

fibrado
(T 1

kQ×Q T 1
kQ, (τ

k
Q)∗τ kQ, T

1
kQ) ,

donde el espacio total es

T 1
kQ×Q T 1

kQ = {(vq,wq̄) ∈ T 1
kQ× T 1

kQ | τ kQ(vq) = τ kQ(wq̄)} .

El siguiente diagrama es conmutativo:

(τ kQ)∗(T 1
kQ) ≡ T 1

kQ×Q T 1
kQ //

(τkQ)∗τkQ

��

T 1
kQ

τkQ

��
T 1
kQ τkQ

// Q

siendo (τ kQ)∗τ kQ : T 1
kQ×Q T 1

kQ→ T 1
kQ es la proyección canónica definida por

(τ kQ)∗τ kQ(vq,wq) = vq ,

donde (vq, wq) es un elemento arbitrario de T 1
kQ×QT 1

kQ, esto es, vq = (v1q, . . . , vkq)
y wq = (w1q, . . . , wkq) son dos k-tuplas de vectores tangentes a Q.

La fibra de (τ kQ)∗(T 1
kQ) en un punto vq ∈ T 1

kQ es el espacio vectorial real

{vq} × TqQ⊕ . . .⊕ TqQ ∼= TqQ⊕ . . .⊕ TqQ

y de dimensión nk.

A lo largo de este caṕıtulo denotaremos por

Sec((τ kQ)∗τ kQ)

el C∞(T 1
kQ)-módulo de secciones de la proyección (τ kQ)∗τ kQ. Veamos algunos elemen-

tos de este conjunto que serán importantes a lo largo del caṕıtulo.

(1) Llamamos sección canónica a la sección δ := (idT 1
kQ
, idT 1

kQ
) ∈ Sec((τ kQ)∗τ kQ),

esto es
δ := (idT 1

kQ
, idT 1

kQ
) : T 1

kQ → T 1
kQ×Q T 1

kQ

vq 7→ (vq, vq)
(4.1)

Esta sección nos permitirá introducir el campo de Liouville generalizado ∆ en
T 1
kQ, como veremos en la sección 4.2.2
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(2) Para cada A, 1 ≤ A ≤ k definimos el elemento δA ∈ Sec((τ kQ)∗τ kQ) como sigue:

δA : T 1
kQ → T 1

kQ×Q T 1
kQ

vq 7→ δA(vq)

donde

δA(vq) = δ(vq, (0, . . . , 0, vAq , 0, . . . , 0)) = (vq, (0, . . . , 0, vAq , 0, . . . , 0)) . (4.2)

De modo análogo a lo que comentamos sobre la sección canónica δ, estas
secciones δA nos permitirán introducir de un modo diferente los campos de
vectores canónicos, ∆1, . . . ,∆k, en T 1

kQ, que hemos introducido en la sección
1.2.1.

(3) Cada campo de vectores X ∈ X(Q) nos permite definir k elementos
1

X̃, . . . ,
k

X̃
del conjunto Sec((τ kQ)∗τ kQ) del siguiente modo:

A

X̃:= (idT 1
kQ
, (0, . . . , 0,

A

X, 0 . . . , 0) ◦ τ kQ) : T 1
kQ→ T 1

kQ×Q T 1
kQ

esto es,
A

X̃ (vq) = (vq, (0, . . . ,
A

Xq, 0, . . . , 0)), 1 ≤ A ≤ k .

Observación 4.1 El conjunto de secciones Sec((τ kQ)∗τ kQ) se puede identificar con el
conjunto de campos de k-vectores en Q definidos a lo largo de τ kQ. En efecto, los
elementos de Sec((τ kQ)∗τ kQ) son de la forma

Z̃ = (idT 1
kQ
, Z) : T 1

kQ→ T 1
kQ×Q T 1

kQ

donde
Z : T 1

kQ→ T 1
kQ, Z(qi, viA) = (qj, Zj

B(qi, viA))

es una aplicación diferenciable tal que τ kQ ◦ Z = τ kQ,

T 1
kQ

τkQ
��

T 1
kQ

Z
<<yyyyyyyy

τkQ

// Q

esto es, Z : T 1
kQ → T 1

kQ es un campo de k-vectores en Q a lo largo de τ kQ, o
equivalentemente, una sección de τ kQ a lo largo de τ kQ.
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Aśı tenemos el isomorfismo de C∞(T 1
kQ)-módulos

Sec((τ kQ)∗τ kQ) ∼= ΓτkQ(τ kQ)

Z̃ ≡ Z

donde ΓτkQ(τ kQ) denota el conjunto de secciones de τ kQ a lo largo de τ kQ.

�

4.1.2. La aplicación i : T 1
kQ×Q T 1

kQ −→ V (T 1
kQ) ⊂ T (T 1

kQ).

En este apartado definiremos una aplicación en el fibrado T 1
kQ×QT 1

kQ, que hemos
introducido en el apartado anterior, y que nos permitirá dar una nueva definición de
los campos de vectores canónicos en T 1

kQ y del levantamiento vertical A-ésimo de
los vectores tangentes a Q a vectores tangentes a T 1

kQ, (estos conceptos ya fueron
introducidos, en la forma usual, en la sección 1.2.1).

Denotamos por V (T 1
kQ) el subfibrado vertical de τ kQ : T 1

kQ → Q y definimos la
aplicación

i : T 1
kQ×Q T 1

kQ −→ V (T 1
kQ) ⊂ T (T 1

kQ)

por

i(vq,wq) =
k∑

A=1

d

ds

∣∣∣
0
(vq + s(0, . . . , wAq , . . . , 0))

=
k∑

A=1

d

ds

∣∣∣
0
(v1q, . . . , vAq + swAq, . . . , vkq) .

Considerando un sistema local de coordenadas (qi, viA)1≤i≤n, 1≤A≤k en T 1
kQ es

sencillo comprobar que se verifica:

i(vq, wq) =
k∑

A=1

wiA
∂

∂viA

∣∣∣
vq

. (4.3)

Observación 4.2 Teniendo en cuenta la expresión (4.3) obtenemos que la aplica-
ción i se puede escribir como sigue:

i(vq,wq) =
k∑

A=1

(wAq)VA(vq)



4.1.2 La aplicación i : T 1
kQ×Q T 1

kQ −→ V (T 1
kQ) ⊂ T (T 1

kQ). 117

donde (wAq)VA denota el levantamiento vertical A-ésimo a T 1
kQ del vector wAq ∈

TqQ.

�

Algunas propiedades interesantes de la aplicación i son las siguientes:

(1) El campo de vectores de Liouville ∆ en T 1
kQ, que es el generador infinite-

simal de las dilataciones a lo largo de las fibras de T 1
kQ, (véase 1.26), se puede

definir mediante la composición

∆ = i ◦ δ , (4.4)

esto es,

T 1
kQ

δ //

∆

&&
T 1
kQ×Q T 1

kQ
i // V (T 1

kQ) ⊂ T (T 1
kQ)

donde δ es la sección canónica definida por δ(vq) = (vq, vq).

(2) Los campos de vectores canónicos ∆1, . . . ,∆k definidos en (1.28) se pueden
definir de modo análogo a como acabamos de introducir el campo de vectores
de Liouville ∆, a partir de la aplicación i, como sigue:

∆A = i ◦ δA, 1 ≤ A ≤ k

esto es,

T 1
kQ

δA //

∆A

&&
T 1
kQ×Q T 1

kQ
i // V (T 1

kQ) ⊂ T (T 1
kQ)

donde δA es la sección de (τ kQ)∗τ kQ definida en (4.2).

(3) El levantamiento vertical A-ésimo XVA de X ∈ X(Q) a T 1
kQ, (véase (1.22)),

se puede definir como el campo de vectores en T 1
kQ dado por XVA = i ◦

A

X̃

T 1
kQ

A

X̃ //

XVA

%%
T 1
kQ×Q T 1

kQ
i // V (T 1

kQ) ⊂ T (T 1
kQ)
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es decir,

XVA(vq) = i ◦
A

X̃ (vq) = i (
A

X̃ (vq)) = i(vq, (0, . . . ,
A

Xq, 0, . . . , 0)) = X i(q)
∂

∂viA

∣∣∣
q
.

Observación 4.3 Si reescribimos las propiedades de la aplicación i en el caso par-
ticular k = 1 reobtenemos las construciones análogas recogidas por Szilasi en la
página 85 de [131].

�

4.1.3. El fibrado vectorial (T 1
kQ×Q TQ, (τ kQ)∗τQ, T

1
kQ).

Consideremos ahora el fibrabo (τ kQ)∗τQ, que es el pull-back del fibrado tangente
TQ por τ kQ. Este fibrado se llama el fibrado transverso a τ kQ. El espacio total de
este fibrado es

T 1
kQ×Q TQ = {(vq, uq̄) ∈ T 1

kQ× TQ | τ kQ(vq) = τQ(uq̄)} .

El siguiente diagrama es conmutativo:

T 1
kQ×Q TQ //

(τkQ)∗τQ
��

TQ

τQ

��
T 1
kQ τkQ

// Q

donde (τ kQ)∗τQ : T 1
kQ×Q TQ→ T 1

kQ es la proyección canónica definida por

(τ kQ)∗τQ(vq, uq) = vq ,

siendo vq = (v1q, . . . , vkq) ∈ T1
kQ y uq ∈ TqQ.

La fibra en el punto vq ∈ T 1
kQ es el espacio vectorial {vq}×TτkQ(vq)Q

∼= TτkQ(vq)Q.

A lo largo de este caṕıtulo denotaremos por

Sec((τ kQ)∗(τQ))

el conjunto de secciones de (τ kQ)∗τQ. En este conjunto tendrán especial importancia
los siguientes elementos:
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(1) Para cada A, 1 ≤ A ≤ k definimos el elemento δ̂A ∈ Sec((τ kQ)∗τQ) como sigue:

δ̂A : T 1
kQ → T 1

kQ×Q TQ
vq = (v1q, . . . , vkbq) 7→ δ̂A(vq) = (vq, vAq)

, 1 ≤ A ≤ k . (4.5)

Estas aplicaciones nos permitirán obtener el sopde asociado a una conexión
no lineal, como veremos en la sección 4.3

(2) Para cada campo de vectores X en Q, la aplicación

X̂ = (idT 1
kQ
, X ◦ τ kQ) : T 1

kQ→ T 1
kQ×Q TQ (4.6)

dada por X̂(vq) = (vq, X(q)) es una sección de (τ kQ)∗τQ . En particular, las
secciones

∂̂

∂qi
(vq) = (vq,

∂

∂qi

∣∣∣
τkQ(vq)

)

forman una base local del conjunto Sec((τ kQ)∗(τQ)) de secciones de (τ kQ)∗τQ.

Observación 4.4 El conjunto de secciones Sec((τ kQ)∗τQ) se puede identificar con el
conjunto de campos de vectores en Q definidos a lo largo de τ kQ. La comprobación
de esta afirmación es similar a la realizada en la observación 4.1.

�

4.1.4. La aplicación j : T (T 1
kQ) −→ T 1

kQ×Q TQ

Sea τT 1
kQ

: T (T 1
kQ)→ T 1

kQ el fibrado tangente a T 1
kQ y Tτ kQ : T (T 1

kQ)→ TQ la

aplicación tangente asociada a τ kQ. Consideramos la aplicación

j := (τT 1
kQ
, T τ kQ) : T (T 1

kQ) → T 1
kQ×Q TQ

Zvq → (vq, Tvqτ
k
Q(Zvq))

localmente dada por

j(Zvq) = j

(
Zi ∂

∂qi

∣∣∣
vq

+ Zi
A

∂

∂viA

∣∣∣
vq

)
=

(
vq, Z

i ∂

∂qi

∣∣∣
q

)
(4.7)

esto es,
j(qi, viA, Z

i, Zi
A) = (qi, viA, Z

i) .
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La aplicación j que acabamos de introducir es un homomorfismo entre el fibrado
tangente τT 1

kQ
y el fibrado transverso (τ kQ)∗τQ, esto es, tenemos el diagrama conmu-

tativo

T (T 1
kQ)

j //

τ
T1
k
Q

��

T 1
kQ×Q TQ

(τkQ)∗τQ

��
T 1
kQ

id
T1
k
Q

// T 1
kQ

y además las aplicaciones inducidas jvq : Tvq(T 1
kQ) → (T 1

kQ ×Q TQ)vq son lineales
para todo vq ∈ T1

kQ.

Observación 4.5 En el libro de Szilasi, [131], página 62, podemos encontrar la
definición de la aplicación j considerando un fibrado vectorial arbitrario (E, π,M).
En nuestro caso E = T 1

kQ, M = Q y π = τ kQ.

�

4.1.5. La suceción exacta corta construida a partir de τ kQ.

Con los elementos que hemos introducido a lo largo de esta sección podemos
definir una sucesión exacta corta de fibrados vectoriales. A dicha sucesión la denomi-
naremos la sucesión exacta corta canónica construida a partir de τ kQ. Esta sucesión
nos permitirá introducir conexiones no-lineales en el fibrado tangente de las k1-
velocidades T 1

kQ.

Lema 4.6 La sucesión

0 // T 1
kQ×Q T 1

kQ
i // T (T 1

kQ)
j // T 1

kQ×Q TQ // 0 (4.8)

es una sucesión exacta corta de fibrados vectoriales, que se llama la sucesión exacta
corta canónica construida a partir de τ kQ.

Demostración:

La demostración de este resultado se puede encontrar en la página 62 de Szilasi,
[131], para una fibrado arbitrario (E, π,M). En nuestro caso E = T 1

kQ, M = Q y
π = τ kQ.
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El punto principal de esta demostración es que j◦i = 0, lo que es una consecuencia
directa de las expresiones locales (4.3) y (4.7) de i y j respectivamente.

�

Observación 4.7 Antes de continuar con nuestro estudio, en el siguiente diagrama
se recogen las secciones que hemos definido en los apartados anteriores.

0 // T 1
kQ×Q T 1

kQ
i // T (T 1

kQ)
j // T 1

kQ×Q TQ // 0

T 1
kQδ

\\

δA

ee
A

X̃

nn

δ̂A

==

X̂

GG

�

Las aplicaciones i y j, que nos permitieron definir la sucesión anterior, también
nos permiten definir k aplicaciones kA entre los fibrados T 1

kQ×Q TQ y T 1
kQ×Q T 1

kQ
del siguiente modo:

kA : T 1
kQ×Q TQ −→ T 1

kQ×Q T 1
kQ

(vq, uq) → (vq, (0, . . . , 0,
A
uq, 0, . . . , 0)

1 ≤ A ≤ k .

Estas aplicaciones nos permiten introducir, de modo alternativo, la estructura
k-tangente canónica (J1, . . . , Jk) que hemos definido en la sección 1.2.1. En efecto,
se verifica que la composición i ◦ kA ◦ j,

T (T 1
kQ)

j // T 1
kQ×Q TQ

kA // T 1
kQ×Q T 1

kQ
i // T (T 1

kQ)

Zi ∂

∂qi

∣∣∣
vq

+ Zi
A

∂

∂viA

∣∣∣
vq

� // (vq,Z
i ∂

∂qi

∣∣∣
q
) � //

(vq, (0, . . . ,

A

Zi ∂

∂qi

∣∣∣
q
, . . . , 0)

� // Zi ∂

∂viA

∣∣∣
vq

es el campo de tensores JA de tipo (1, 1) en T 1
kQ, donde (J1, . . . , Jk) es la estruc-

tura k-tangente canónica en T 1
kQ, véase [80, 107, 119].

4.2. Conexiones no lineales en el fibrado vectorial

τ kQ : T 1
kQ→ Q.

En esta sección vamos a considerar conexiones de Ehresmann o conexiones no
lineales en el fibrado tangente de las k1-velocidades. Recordemos que una conexión
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de Ehresmann en τ kQ : T 1
kQ→ Q es un subfibrado diferenciable H(T 1

kQ) de T (T 1
kQ),

llamado el fibrado horizontal de la conexión y que es complementario del fibrado
vertical V (T 1

kQ), en el sentido de que está definida la siguiente suma directa

T (T 1
kQ) = H(T 1

kQ)⊕ V (T 1
kQ).

A lo largo de esta sección repasaremos distintas formas de introducir las conexio-
nes no lineales en T 1

kQ. Una de estas definiciones se basa en la sucesión exacta corta
que hemos definido en la sección anterior. También caracterizaremos las conexiones
no lineales en T 1

kQ en términos de la estructura k-tangente canónica de T 1
kQ.

4.2.1. La aplicación horizontal H : T 1
kQ×Q TQ −→ T (T 1

kQ).

En este apartado veremos que dar una conexión en T 1
kQ a partir de un subfibrado

horizontal H(T 1
kQ) es equivalente a dar una escisión por la derecha de la sucesión

exacta corta (4.8) que hemos definido en la sección anterior.

Definición 4.8 Una escisión por la derecha de la sucesión exacta corta

0 // T 1
kQ×Q T 1

kQ
i // T (T 1

kQ)
j // T 1

kQ×Q TQ // 0 ,

se llama aplicación horizontal para τ kQ. En otras palabras una aplicación horizon-
tal es un T 1

kQ-morfismo (i.e. el morfismo en la base es idT 1
kQ

) de fibrados vectoriales

H : T 1
kQ×Q TQ −→ T (T 1

kQ)

que verifica
j ◦H = idT 1

kQ×QTQ .

A partir de la definición anterior obtenemos que

T (T 1
kQ) = Im i⊕ ImH = V (T 1

kQ)⊕ ImH

entonces ImH es un subfibrado horizontal de T (T 1
kQ).

Proposición 4.9 La aplicación H : T 1
kQ×Q TQ −→ T (T 1

kQ) está localmente dada
por

H(vq, uq) = ui
(
∂

∂qi

∣∣∣
vq

−N j
Ai(vq)

∂

∂vjA

∣∣∣
vq

)
(4.9)
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donde vq ∈ T1
kQ, uq ∈ TQ y las funciones N j

Ai, definidas en T 1
kQ, son las compo-

nentes de la conexión definida por H.

Demostración:

Consideramos sistemas locales de coordenadas (qi, vi), (qi, viA, Z
i, Zi

A) y (qi, viA, v
i)

de TQ, T (T 1
kQ) y T 1

kQ ×Q TQ, respectivamente. Entonces la expresión local de H

es

H(vq, uq) = H i(vq, uq)
∂

∂qi

∣∣∣
vq

−N i
A(vq, uq)

∂

∂viA

∣∣∣
vq

para ciertas funciones H i, N i
A definidas en T 1

kQ×Q TQ

Puesto que j ◦H = idT 1
kQ×QTQ, de (4.7), obtenemos

H(vq, uq) = ui
∂

∂qi

∣∣∣
vq

−N i
A(vq, uq)

∂

∂viA

∣∣∣
vq

. (4.10)

Por otra parte, H es un morfismo de fibrados vectoriales, lo que quiere decir que
verifica las siguientes condiciones:

(1) El diagrama

T 1
kQ×Q TQ

H //

(τkQ)∗τQ
��

T (T 1
kQ)

τ
T1
k
Q

��
T 1
kQ

id
T1
k
Q

// T 1
kQ

es conmutativo.

(2) Las aplicaciones inducidas

Hvq : (T 1
kQ×Q TQ)vq

∼= {vq} × TqQ→ Tvq(T1
kQ)

son lineales para todo vq ∈ T1
kQ.

De la segunda condición que acabamos de mencionar y de (4.10), para cada
vq ∈ T1

kQ, obtenemos

H(vq, uq) = H

(
vq, u

i ∂

∂qi

∣∣∣
q

)
= uiH

(
vq,

∂

∂qi

∣∣∣
vq

)
= ui

(
∂

∂qi

∣∣∣
vq

−N j
A(vq,

∂

∂qi

∣∣∣
q
)
∂

∂vjA

∣∣∣
vq

)
.
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Aśı, definiendo las funciones

N j
Ai(vq) = N j

A(vq,
∂

∂qi

∣∣∣
q
), 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ A ≤ k

se obtiene el resultado buscado.

�

Teniendo en cuenta la proposición anterior, tenemos que H está localmente dado
por:

H(qi, viA, v
i) = (qi, viA, v

i,−viN j
Ai)

donde N j
Ai(vq) = N j

A(vq, ∂/∂q
i).

Observación 4.10 La relación entre el subfibrado horizontal y la aplicación hori-
zontal es bastante obvia. Si H : T 1

kQ×QTQ −→ T (T 1
kQ) es una aplicación horizontal

para τ kQ, entonces ImH es un subfibrado horizontal de T (T 1
kQ). Rećıprocamente,

cada subfibrado horizontal de T (T 1
kQ) puede obtenerse como la imagen de una apli-

cación horizontal.

Puesto que
∂̂

∂qi
es una base local de Sec((τ kQ)∗τQ) (véase item (2) en sección

4.1.3), tenemos que una base local del subfibrado horizontal ImH asociado a la
aplicación H viene dada por

H(T 1
kQ) := ImH =

〈
H

(
∂̂

∂qi

)〉
1≤i≤n

=

〈
∂

∂qi

∣∣∣
vq

−N j
Ai

∂

∂vjA

〉
1≤i≤n

.

Sea X ∈ X(Q) un campo de vectores en Q. Entonces el levantamiento hori-
zontal Xh de X a X(T 1

kQ) se define como sigue

Xh(vq) : = (HX̂)(vq) = H(vq, X(q)) = X i

(
∂

∂qi

∣∣∣
vq

−N j
Ai(vq)

∂

∂vjA

∣∣∣
vq

)
. (4.11)

4.2.2. La aplicación V : T (T 1
kQ)→ T 1

kQ×Q T 1
kQ.

En el apartado anterior hemos definido las aplicaciones horizontales H como
escisiones de una sucesión exacta corta. Por este motivo a cada H le corresponde un
único T 1

kQ-morfismo de fibrados vectoriales

V : T (T 1
kQ)→ T 1

kQ×Q T 1
kQ



4.2.2 La aplicación V : T (T 1
kQ)→ T 1

kQ×Q T 1
kQ. 125

tal que

V ◦ i = idT 1
kQ×QT

1
kQ

y V ◦H = 0.

La aplicación V que verifica las condiciones anteriores es la retracción asociada
con i, complementaria a H. Entonces la sucesión

0 T 1
kQ×Q T 1

kQ
oo T (T 1

kQ)
Voo T 1

kQ×Q TQ
Hoo 0oo

es también una sucesión exacta corta.

Proposición 4.11 En un sistema local de coordenadas la aplicación

V : T (T 1
kQ) −→ T 1

kQ×Q T 1
kQ

está definida por:

V

(
∂

∂qi

∣∣∣
vq

)
= N j

Ai(vq)

vq, 0, . . . ,

A

∂

∂qj

∣∣∣
q
, . . . , 0

 ,

V

(
∂

∂vjA

∣∣∣
vq

)
=

vq, 0, . . . ,

A

∂

∂qi

∣∣∣
q
, . . . , 0

 ,

(4.12)

donde vq ∈ T1
kQ.

Demostración:

La aplicación V verifica:

V ◦ i = idT 1
kQ×QT

1
kQ

y V ◦H = 0.

Entonces

0 = (V ◦H)(vq,
∂

∂qi

∣∣∣
q
) = V

(
∂

∂qi

∣∣∣
vq
−N j

Ai

∂

∂vjA

∣∣∣
vq

)
= V(

∂

∂qi

∣∣∣
vq

)−N j
Ai V(

∂

∂vjA

∣∣∣
vq

)

por tanto

V(
∂

∂qi

∣∣∣
vq

) = N j
Ai V(

∂

∂vjA

∣∣∣
vq

) . (4.13)
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Calculemos ahora V(
∂

∂vjA

∣∣∣
vq

).

V(
∂

∂viA

∣∣∣
vq

) = V(i(vq, 0, . . . ,

A

∂

∂qi

∣∣∣
q
, . . . , 0)) = (vq, 0, . . . ,

A

∂

∂qi

∣∣∣
q
, . . . , 0) (4.14)

De (4.13) y (4.14) se obtiene (4.12).

�

4.2.3. El proyector horizontal h y el proyector vertical v.

A cualquier aplicación horizontal H : T 1
kQ ×Q TQ → T (T 1

kQ) le asociamos los
siguientes objetos geométricos:

(1) El proyector horizontal, h : = H ◦ j : T (T 1
kQ)→ T (T 1

kQ).

De las expresiones en coordenadas locales (4.7) y (4.9) de j y H respectiva-
mente, deducimos que h tiene la siguiente expresión local

h =

(
∂

∂qi
−N j

Ai

∂

∂vjA

)
⊗ dqi (4.15)

y, además, verifica las siguientes propiedades

h2 = h, Imh = ImH, Ker h = V (T 1
kQ) ,

entonces, de acuerdo con la siguiente definición, h es un proyector horizontal
para τ kQ.

Definición 4.12 Un tensor h de tipo (1, 1) en T 1
kQ se dice un proyector

horizontal para τ kQ, si es un proyector con núcleo V (T 1
kQ), es decir,

h2 = h y Ker h = V (T 1
kQ)

Lema 4.13 Si h ∈ T1
1(T 1

kQ) es un proyector horizontal para τ kQ, entonces
existe una única aplicación horizontal H : T 1

kQ ×Q TQ −→ T (T 1
kQ) para τ kQ

tal que H ◦ j = h
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Demostración:

Véase Szilasi [131], Lema 1, página 72.

�

(2) El proyector vertical inducido por H, v : = idT (T 1
kQ) − h. Trivialmente

verifica

v = i ◦ V, v2 = v, Ker v = ImH, Imv = V (T 1
kQ)

Además de la expresión local de h obtenemos

v =
∂

∂vjA
⊗ (dvjA +N j

Aidq
i) . (4.16)

(3) La curvatura de la aplicación horizontal H se define como sigue

Ω : X(T 1
kQ)× X(T 1

kQ) → X(T 1
kQ)

(ξ, η) 7→ Ω(ξ, η) = −v[hξ,hη]

A partir de la definición de curvatura se observa que Ω es antisimétrica, se
anula sobre los campos de vectores verticales y su expresión local es

Ω =
1

2

(
∂N j

Ak

∂qi
− ∂N j

Ai

∂qk
+Nm

Bk

∂N j
Ai

∂vmB
−Nm

Bi

∂N j
Ak

∂vmB

)
∂

∂vjA
⊗ dqi ∧ dqk . (4.17)

Mediante un cálculo en coordenadas locales se comprueba la siguiente identi-
dad:

Ω(Xh, Y h) = [X, Y ]h − [Xh, Y h] . (4.18)

4.2.4. Conexiones no lineales y estructura k-tangente en
T 1
kQ.

En esta subsección vamos a dar una caracterización de las conexiones no-lineales
en T 1

kQ en términos de la estructura k-tangente (J1, . . . , Jk). Los resultados que se
expondrán a continuación son una generalización de los obtenidos por Grifone, para
el caso k = 1, en [53].

Antes de enunciar la caracterización de la que acabamos de hablar vamos a
probar el siguiente Lema.
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Lema 4.14 Sea Γ un campo de tensores de tipo (1, 1) en T 1
kQ verificando

JA ◦ Γ = −JA y Γ ◦ JA = JA , 1 ≤ A ≤ k .

Entonces, Γ es una estructura casi-producto, esto es,

Γ2 = I

donde I es el tensor identidad de tipo (1, 1) en T 1
kQ.

Demostración:

Se verifica
Γ2 ◦ JA = Γ ◦ Γ ◦ JA = Γ ◦ JA = JA .

Por otra parte, para cada campo de vectores Z en T 1
kQ se verifica

JA(ΓZ) = −JA(Z)

entonces
JA(Γ(Z) + Z) = 0,

esto es, el campo de vectores Γ(Z) +Z es vertical, por lo que se puede escribir como
sigue:

Γ(Z) + Z =
k∑

B=1

JB(WB),

donde W1, . . . ,Wk son campos de vectores en T 1
kQ. De este modo obtenemos

Γ2(Z) = Γ(Γ(Z)) = Γ(−Z +
k∑

B=1

JB(WB)) = −Γ(Z) +
k∑

B=1

Γ(JB(WB))

= −Γ(Z) +
k∑

B=1

JB(WB) = Z ,

donde Z denota un campo de vectores arbitrario en T 1
kQ, entonces Γ2 = I.

�

Proposición 4.15 La existencia de una conexión de Ehresmann (conexión no-
lineal) N en T 1

kQ es equivalente a la existencia de un campo de tensores Γ en T 1
kQ

de tipo (1, 1) verificando

JA ◦ Γ = −JA y Γ ◦ JA = JA , 1 ≤ A ≤ k . (4.19)
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Demostración:

Sea N una conexión de Ehresmann en τ kQ : T 1
kQ→ Q y h : T (T 1

kQ)→ H(T 1
kQ)

el proyector horizontal. Definimos

Γ = I − 2h ,

donde I es el campo de tensores identidad de tipo (1, 1) en T 1
kQ.

A partir de la definición anterior podemos afirmar que Γ es un tensor de tipo
(1, 1) en T 1

kQ, veamos ahora que Γ verifica las identidades (4.19).

Puesto que los tensores J1, . . . , Jk se anulan sobre los campos de vectores verti-
cales se verifica,

JA(Z) = JA(hZ + vZ) = JA(hZ),

entonces
JA = JA ◦ h, 1 ≤ A ≤ k ,

y por tanto

JA ◦ Γ = JA − 2(JA ◦ h) = JA − 2JA = − JA , 1 ≤ A ≤ k ,

obteniendo aśı la primera familia de identidades de (4.19).

Por otra parte,

Γ ◦ JA = I ◦ JA − 2(h ◦ JA) = JA , 1 ≤ A ≤ k ,

ya que h ◦ JA = 0. Con esto hemos demostrado que Γ satisface la segunda familia
de identidades de (4.19).

Rećıprocamente, vamos a comprobar ahora que si Γ un tensor de tipo (1, 1) en el
fibrado vectorial τ kQ : T 1

kQ → Q verificando (4.19), entonces Γ define una conexión
de Ehresmann en T 1

kQ→ Q.

Definimos

h =
1

2
(I − Γ) y v =

1

2
(I + Γ) .

Entonces se verifica

h2 = h ◦ h = h

(
1

2
(I − Γ)

)
=

1

2
(h− h ◦ Γ) =

1

2
(h− 1

2
(Γ− Γ2))

=
1

2

(
h− 1

2
(Γ− I)

)
=

1

2
(h + h) = h
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donde hemos usado que Γ2 = I, (véase lema anterior). Entonces h2 = h. De modo
análogo se comprueba que v2 = v. Aśı, h y v son dos proyectores, h + v = I y

T (T 1
kQ) = Imh⊕ Imv = H(T 1

kQ)⊕ V (T 1
kQ) ,

donde H(T 1
kQ) = Imh es la distribución horizontal y V (T 1

kQ) = Imv es la distri-
bución vertical con respecto a la proyección canónica τ kQ : T 1

kQ→ Q.

�

Observación 4.16 Si reescribimos la proposición anterior en el caso particular k =
1 obtenemos un resultado establecido por Grifone en [53].

�

De (4.19) deducimos que, en un sistema local de coordenadas, el tensor Γ es de
la forma

Γ =

(
− ∂

∂qi
+ ΓjAi

∂

∂vjA

)
⊗ dqi +

∂

∂viA
⊗ dviA , (4.20)

donde ΓjAi son funciones definidas en T 1
kQ a las denominamos funciones componentes

de Γ.

Sea Γ un tensor de tipo (1, 1) verificando (4.19) y h el proyector horizontal
asociado a Γ mediante la relación Γ = I − 2h. Teniendo en cuenta las expresiones
locales (4.15) y (4.20), de h y Γ respectivamente, la relación entre las componentes
de Γ y las componentes de la conexión no-lineal definida por h viene dada por la
relación

ΓjAi = 2N j
Ai .

4.3. Relación entre sopde’s y conexiones no line-

ales.

En esta sección demostraremos que cada conexión no-lineal define una ecuación
en derivadas parciales de segundo orden, (sopde), en T 1

kQ y rećıprocamente cada
sopde de T 1

kQ nos permitirá definir una conexión no lineal.
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A. sopde asociado a una conexión no lineal.

Consideremos una conexión no-lineal en τ kQ : T 1
kQ → Q, como sabemos, esto es

equivalente a considerar una aplicación horizontal H : T 1
kQ×Q TQ→ T (T 1

kQ).

Definimos el sopde ξH = (ξ1
H, . . . , ξ

k
H) asociado a H por medio de las expresiones

ξAH := H ◦ δ̂A, 1 ≤ A ≤ k,

esto es,

T 1
kQ

ξAH

$$
δ̂A // T 1

kQ×Q TQ
H // T (T 1

kQ)

donde la aplicación δ̂A es la sección de (τ kQ)∗τQ : T 1
kQ ×Q TQ → T 1

kQ que hemos
definido en (4.5).

Teniendo en cuenta las definiciones (4.5) y (4.9) de de δ̂A y H obtenemos que

ξAH(vq) = viA

(
∂

∂qi

∣∣∣
vq

−Nk
Bi

∂

∂vkB

∣∣∣
vq

)
. (4.21)

B. Conexión asociada a un sopde.

Rećıprocamente a lo que hemos hecho en el apartado anterior, podemos asociar
una aplicación horizontal Hξ a cada sopde ξ. Aśı obtenemos una conexión Nξ

asociada con ξ.

El esquema que vamos a seguir par definir una conexión no lineal asociada a un
sopde es el siguiente:

A cada sopde le asociamos un proyector horizontal hξ. Este proyector horizon-
tal nos permite definir una aplicación horizontal Hξ y una conexión Nξ. Además,
teniendo en cuenta la caracterización de las conexiones de Ehresman en términos de
tensores de tipo (1, 1) que satisfacen ciertas propiedades, véase la proposición 4.15,
podemos definir un tensor Γξ de tipo (1, 1) verificando:

JA ◦ Γξ = −JA y Γ ◦ JA = JA , 1 ≤ A ≤ k .
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Teorema 4.17 Cada sopde ξ en T 1
kQ determina una aplicación horizontal Hξ para

τ kQ con proyector horizontal

hξ =
1

k + 1
(I −

k∑
A=1

LξAJ
A) . (4.22)

Demostración:

Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk) un sopde en T 1
kQ localmente dado por

ξA = viA
∂

∂qi
+ (ξA)jB

∂

∂vjB
, A = 1, . . . , k .

Teniendo en cuenta que para cada A = 1, . . . , k

LξAJ
A(Z) = [ξA, J

AZ]− JA[ξA, Z]

para todo campo de vectores Z en T 1
kQ obtenemos:

k∑
A=1

LξAS
A = −

(
k
∂

∂qi
+

k∑
A=1

∂(ξA)jB
∂viA

∂

∂vjB

)
⊗ dqi +

∂

∂viB
⊗ dviB

Mediante un cálculo directo a partir de (4.22) y la expresión anterior se obtiene
que la expresión local de hξ es la siguiente:

hξ =

(
∂

∂qj
+

1

k + 1

k∑
A=1

∂(ξA)iB
∂vjA

∂

∂viB

)
⊗ dqj . (4.23)

A partir de esta expresión se observa que

h2
ξ = hξ y Ker hξ = V (T 1

kQ)

y aśı, de la definición 4.12 concluimos que hξ es un proyector horizontal.

Finalmente, aplicando el Lemma 4.13 obtenemos que existe una aplicación hori-
zontal Hξ con proyector horizontal asociado hξ.

�
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Observación 4.18 En el caso k = 1, el proyector horizontal hξ dado en (4.22),
coincide con el proyector dado por Grifone [53, 55] y por Szilasi [131] .

�

Observación 4.19 En las secciones anteriores hemos visto que la existencia de un
proyector horizontal h es equivalente a la existencia de :

i) una aplicación horizontal H : T 1
kQ×Q TQ→ T (T 1

kQ),

ii) o una conexión no lineal N en τ kQ : T 1
kQ → Q definida por un

subfibrado horizontal H(T 1
kQ),

iii) o un tensor Γ de tipo (1, 1) en T 1
kQ verificando ciertas condiciones.

Aśı teniendo en cuenta que cada sopde ξ nos permite definir un proyector hori-
zontal, podemos describir, como indicaremos a continuación, los distintos elementos
equivalentes: la aplicación horizontal Hξ, la conexión no-lineal Nξ o el tensor Γξ:

(1) El Lema 4.13 nos permite asociar a cada proyector horizontal h una aplicación
horizontal H. En este caso, la aplicación horizontal

Hξ : T 1
kQ×Q TQ→ T (T 1

kQ)

está definida a partir de la siguiente expresión local

Hξ(q
i, viA, v

i) = (qi, viA, v
i,

1

k + 1
vj

k∑
A=1

∂(ξA)ıB
∂vjA

∣∣∣
(qk,vkC)

).

(2) De (4.23) deducimos que las componentes de la conexión Nξ son

(Nξ)
ı
Bj(q

k, vkC) = − 1

k + 1

k∑
A=1

∂(ξA)ıB
∂vjA

∣∣∣
(qk,vkC)

. (4.24)

(3) Como hemos visto en la Proposición 4.15, dar una conexión con proyector
horizontal h es equivalente a dar un tensor Γ de tipo (1, 1) en T 1

kQ mediante
la relación Γ = I − 2h, siendo I el tensor identidad en T 1

kQ.
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En este caso, el tensor Γξ = I − 2hξ se define como sigue:

Γξ =
1

k + 1

(
(k − 1)I + 2

k∑
A=1

LξAJ
A)

)

Observemos que en el caso k = 1, este campo de tensores es Γξ = LξJ , donde
J es la estructura tangente canónica de TQ. Esta conexión fue introducida por
Grifone en la Proposición I.41 de [53] y en la Proposición 1.3 de [55]

�

En esta sección hemos visto que a cada conexión no lineal definida en T 1
kQ le

podemos asociar un sopde en T 1
kQ y, rećıprocamente, a cada sopde una conexión

no lineal. Es natural preguntarnos si esta relación es una biyección entre el conjunto
de conexiones no-lineales en T 1

kQ y el conjunto de sopde’s en T 1
kQ. En general la

respuesta es negativa como veremos a continuación.

(1) Consideremos un sopde ξ, la conexión no-lineal asociada a ξ y definida por
la aplicación horizontal Hξ y el sopde ξHξ

asociado a Hξ. De (4.21) y (4.24)
obtenemos que

ξAHξ
= viA

(
∂

∂qi
+

1

k + 1

k∑
C=1

∂(ξC)jB
∂viC

∂

∂vjB

)
, 1 ≤ A ≤ k .

Entonces ξ = ξHξ
si, y sólo si, ξA = ξAHξ

, 1 ≤ A ≤ k, esto es, si y sólo si las

funciones (ξA)jB , 1 ≤ A,B ≤ k, 1 ≤ j ≤ n , que definen el sopde ξ verifican la
siguiente identidad:

(ξA)jB =
1

k + 1

k∑
C=1

∂(ξC)jB
∂viC

viA , 1 ≤ A,B ≤ k, 1 ≤ i ≤ n .

En el caso particular k = 1 obtenemos ξHξ
= ξ si, y sólo si,

1

2

∂ξk

∂vi
vi = ξk

lo que significa que las funciones ξk son homogéneas de grado 2 (véase [55]).
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(2) Consideremos ahora una conexión no-lineal N definida a partir de una aplica-
ción horizontal H, el sopde ξH asociado a esta conexión y la conexión NξH

asociada al sopde ξH.

Si denotamos por N j
B i, 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ B ≤ k las componentes de la

conexión no-lineal N , entonces de (4.21) y (4.24) obtenemos que

(NξH)jB i = − 1

k + 1

k∑
A=1

∂(−vlAN
j
B l)

∂viA
=

k

k + 1
N j
B i +

1

k + 1
vlA
∂N j

B l

∂viA
.

Entonces N = NξH si, y sólo si,

N j
B i = vlA

∂N j
Bl

∂viA
, 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ B ≤ k .

4.4. Linealización de campos de vectores de se-

gundo orden.

En esta sección vamos a estudiar un tipo particular de sopde’s aśı como ejemplos
de sopde’s linealizables para la ecuación del calor.

4.4.1. Linealización de sopde’s.

Definición 4.20 Un sopde ξ = (ξ1, . . . , ξk) en T 1
kQ se dice linealizable si, para

cada punto de T 1
kQ, existe un entorno de ese punto y una carta definida en ese

entorno tal que
(ξA)jB = (Aj

AB)Cm v
m
C + (Bj

AB)m q
m + C

j
AB (4.25)

con (Aj
AB)Cm, (Bj

AB)m, C
j
AB ∈ R.

Proposición 4.21 Si ξ es linealizable entonces la curvatura de la conexión no-lineal
Hξ se anula, y por tanto la conexión es integrable.
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Demostración:

Puesto que ξ es linealizable, de (4.24) y (4.25) obtenemos que las componentes
de la conexión no lineal Hξ son

(Nξ)
ı
Bj = − 1

k + 1

k∑
A=1

(Aı
AB)Aj .

Ahora, de (4.17) deducimos que la curvatura Ω se anula y por tanto, que la
distribución Hξ(T

1
kQ) : = ImHξ es integrable

�

Recordemos que los sopde’s en T 1
kQ son campos de k-vectores que se caracteri-

zan porque sus secciones integrales son primeras prolongaciones

φ(1) : U0 ⊂ Rk → T 1
kQ

de aplicaciones φ :U0 ⊂ Rk → Q, véase la proposición 1.42. En el caso particular de
los sopde’s linealizables, la proposición 1.42 puede escribirse como sigue:

Proposición 4.22 Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk) un sopde linealizable e integrable. Si

ϕ : Rk → T 1
kQ

es una sección integral de ξ entonces

ϕ = φ(1),

donde φ(1) es la primera prolongación de φ = τ kQ ◦ ϕ : Rk ϕ→ T 1
kQ

τkQ→ Q, y verifica

∂2φj

∂tA∂tB
(t) = (ξA)jB(φ(1)(t)) = (Aj

AB)Cm
∂φm

∂tC
+ (Bj

AB)m φ
m(t) + C

j
AB (4.26)

Rećıprocamente, si φ : Rk → Q es una aplicación verificando (4.26), entonces φ(1) es
una sección integral de ξ.
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4.4.2. Ejemplo: la ecuación de conducción del calor

En esta subsección vamos a calcular una familia de sopde’s linealizables cuyas
secciones integrales son primeras prolongaciones de soluciones de la ecuación de
conducción del calor.

La ecuación de conducción del calor en dimensión 1 es

∂φ

∂t
= κ

∂2φ

∂x2
. (4.27)

en donde κ es una constante que mide la difusión del calor y las soluciones φ : R2 → R
indican la temperatura, en cada instante de tiempo t1 ≡ t, en el punto t2 ≡ x. En
este caso k = 2, Q = R (n = 1).

Buscamos los sopde’s linealizables asociados a esta ecuación.

La ecuación (4.26) para este caso es

∂2φ

∂tA∂tB
= AC

AB

∂φ

∂tC
+ BAB φ+ CAB , 1 ≤ A,B ≤ 2 , (4.28)

la cual se puede escribir como el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas par-
ciales en el que utilizamos la identificación t1 = t y t2 = x.

∂2φ

∂t2
= A1

11

∂φ

∂t
+ A2

11

∂φ

∂x
+ B11 φ+ C11

∂2φ

∂t∂x
= A1

12

∂φ

∂t
+ A2

12

∂φ

∂x
+ B12 φ+ C12

∂2φ

∂x∂t
= A1

21

∂φ

∂t
+ A2

21

∂φ

∂x
+ B21 φ+ C21

∂2φ

∂x2 = A1
22

∂φ

∂t
+ A2

22

∂φ

∂x
+ B22 φ+ C22

(4.29)

y puesto que
∂2φ

∂t∂x
=

∂2φ

∂x∂t
(condición de integrabilidad) entonces se tiene:

A2
12 = A1

21,A
2
12 = A2

21,A
2
12 = A1

21,B12 = B21,C12 = C21 .

La solución general de la ecuación de conducción del calor (4.27) es

φ(t, x) = e−
κ
λ2 t
[
C cos

(x
λ

)
+D sin

(x
λ

)]
= Ae−

κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)
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donde λ es una constante, C y D son constantes arbitrarias, y A =
√
C2 +D2,

tan δ =
C

D
.

Sustituyendo la solución φ en el sistema (4.29) obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones

κ2

λ4
Ae−

κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)

= −A1
11

κ

λ2
Ae−

κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)

+ A2
11

1
λ
Ae−

κ
λ2 t cos

(x
λ

+ δ
)

+B11Ae
− κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)

+ C11

− κ

λ3
Ae−

κ
λ2 t cos

(x
λ

+ δ
)

= −A1
21

κ

λ2
Ae−

κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)

+ A2
21

1
λ
Ae−

κ
λ2 t cos

(x
λ

+ δ
)

+B21Ae
− κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)

+ C21

− 1
λ2
Ae−

κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)

= −A1
22

κ

λ2
Ae−

κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)

+ A2
22

1
λ2
Ae−

κ
λ2 t cos

(x
λ

+ δ
)

+B22Ae
− κ
λ2 t sin

(x
λ

+ δ
)

+ C22

entonces obtenemos

A2
11 = 0 , A2

22 = 0 , A2
21 = − κ

λ2
, CAB = 0

B11 =
κ

λ2
A1

11 +
κ2

λ4
, B12 = B21 =

κ

λ2
A1

12 , B22 =
κ

λ2
A1

22 −
1

λ2
.

Aśı tenemos que

(ξ1)1 = A1
11

(
v1 +

κ

λ2
q
)

+ κ2

λ4 q

(ξ1)2 = (ξ2)1 = A1
12

(
v1 +

κ

λ2
q
)
− κ

λ2
v2 −

κ

λ3
q

(ξ2)2 = A1
22

(
v1 +

κ

λ2
q
)
− 1

λ2 q

y una familia de sopde’s lineales asociada a esta ecuación es ξ = (ξ1, ξ2), con

ξ1 = v1
∂

∂q
+

[
A1

11

(
v1 +

κ

λ2
q
)

+
κ2

λ4
q

]
∂

∂v1

+
[
A1

12

(
v1 +

κ

λ2
q
)
− κ

λ2
v2 −

κ

λ3
q
] ∂

∂v2

ξ2 = v2
∂

∂q
+
[
A1

12

(
v1 +

κ

λ2
q
)
− κ

λ2
v2 −

κ

λ3
q
] ∂

∂v1

+

[
A1

22

(
v1 +

κ

λ2
q
)
− 1

λ2
q

]
∂

∂v2

De este modo podemos afirmar que las secciones integrales de este sopde son
soluciones de la ecuación de difusión del calor.
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4.5. Conexiones en T 1
kQ inducidas por una cone-

xión lineal en Q.

Denotamos por LQ el fibrado de referencias lineales sobre Q. Un punto u de LQ
se puede denotar por medio de una familia (q, ei) donde q ∈ Q y (e1, . . . , en)q denota
una referencia lineal en q. LQ se puede describir como la variedad de 1-jets, j1

0ϕ, en
0 ∈ Rn de difeomorfismos ϕ : U0 ⊂ Rn → Q definidos en un entorno de 0 ∈ Rn.

Denotamos por J1
0,0(Rk,Rn), la variedad de 1-jets, en 0 ∈ Rk, j1

0,0γ de aplicaciones
diferenciable γ : V0 ⊂ Rk → Rn, definidas en un entorno de 0 ∈ Rn, tales que
γ(0) = 0.

El grupo lineal general GL(n,R) puede describirse como la variedad de 1-jets,
j1

0A de difeomorfismos A : W0 ⊂ Rn → Rn definidos en un entorno de 0 ∈ Rn.

Veamos que T 1
kQ = TQ⊕ k. . . ⊕TQ ≡ J1

0 (Rk, Q) es un fibrado vectorial asociado
a LQ con fibra J1

0,0(Rk,Rn).

En efecto, consideramos la acción dada por

GL(n,R)× J1
0,0(Rk,Rn) → J1

0,0(Rk,Rn)

(j1
0A, j

1
0γ)) → j1

0(A ◦ γ) .

El fibrado asociado

E = LQ× J1
0,0(Rk,Rn)/GL(n,R),

con proyección πE : E → Q, πE([j1
0ϕ, j

1
0γ]) = π(j1

0ϕ) = ϕ(0), es difeomorfo a
T 1
kQ ≡ J1

0 (Rk, Q) a través de la aplicación

E → T 1
kQ

[j1
0ϕ, j

1
0γ] → j1

0(ϕ ◦ γ) .

Es bien conocido que si Hj10ϕ
, siendo j1

0ϕ ∈ LQ es el subespacio horizontal de
Tj10ϕ(LQ) definido por una conexión lineal ∇ en Q, el subespacio horizontal inducido

Qj10(ϕ◦γ) en T 1
kQ definido por ∇ es

Qj10(ϕ◦γ) ⊂ Tj10(ϕ◦γ)(T
1
kQ) = T[j10ϕ,j

1
0,0γ](T

1
kQ)

dado por
Qj10(ϕ◦γ) = (Φj10,0γ

)∗(j
1
0ϕ)(Hj10ϕ

)
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Dado un punto j1
0f ∈ T 1

kQ, existe j1
0ϕ ∈ LQ y j1

0,0γ ∈ J1
0,0(Rk,Rn) tales que

j1
0f = [j1

0ϕ, j
1
0,0γ] ∈ J1

0,0(Rk,Rn). en coordenadas locales,

j1
0ϕ ≡ (ϕi(0),

∂ϕi

∂xj

∣∣∣
0
) ≡ (qi, xij) j1

0,0γ ≡ (
∂γi

∂tA

∣∣∣
0
) ≡ (ṽiA),

j1
0(ϕ ◦ γ) ≡ (ϕi(0),

∂ϕi

∂qj

∣∣∣
0

∂γj

∂tA

∣∣∣
0
) = (qi, xij ṽ

j
A) .

Entonces la aplicación

Φj10,0γ
: LQ → T 1

kQ ≡ J1
0 (Rk, Q)

j1
0ϕ → j1

0(ϕ ◦ γ)

está localmente dada por

ΦṽiA
: (qi, xij)→ (qi, xij ṽ

i
A) = (qi, viA) (4.30)

Una base de Hj10ϕ
es

(
∂

∂qi
)H =

∂

∂qi
− Γmil x

l
s

∂

∂xms

y la base de Qj10(ϕ◦γ) = Tj10(ϕ◦γ)(T
1
kQ) es

(Φj10,0γ
)∗(

∂

∂qi
)H =

∂

∂qi
− Γmil x

l
j ṽ

j
A

∂

∂viA
=

∂

∂qi
− Γmil v

l
A

∂

∂viA
,

Proposición 4.23 Una conexión no lineal H en T 1
kQ es una conexión inducida por

una conexión lineal en Q si, y sólo si, sus componentes son N j
Ai = Γjim v

m
A .

En este caso el sopde asociado a H es

(ξH)A = viA

(
∂

∂qi
− Γjim v

m
B

∂

∂vjB

)
= viA(

∂

∂qi
)H ,

y podemos demostrar la siguiente proposición:
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Proposición 4.24 Sea (Q, g) una variedad de Riemann. Definimos una función T
en T 1

kQ por

T : T 1
kQ → R

(v1q , . . . , vkq) → T (v1q , . . . , vkq) =
k∑

A=1

g(q)(vAq , vAq)

Sea φ : Rk → Q y φ(1) : Rk → T 1
kQ su primera prolongación. Si φ(1) es una sección

integral de ξH, el sopde asociado a la conexión de Levi-Civita, entonces φ es una
solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange con lagrangiano T , esto es,

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂T

∂viA
◦ φ(1)

)
− ∂T

∂qi

∣∣∣
φ(1)

= 0 . (4.31)

Demostración:

Si φ(1) : Rk → T 1
kQ es una sección integral de ξH entonces

∂2φj

∂tA∂tB
= −Γjrs(φ(t))

∂φr

∂tA
∂φs

∂tB
(4.32)

Dado que la expresión local de T es T =
∑k

A=1(1/2)grsv
r
Av

s
A, obtenemos que las

ecuaciones (4.31) pueden escribirse como sigue

k∑
A=1

∂kgij(φ(t))
∂φk

∂tA
∂φi

∂tA
+ gij(φ(t))

∂2φi

∂tA∂tA
− 1

2
∂jgrs(φ(t))

∂φr

∂tA
∂φs

∂tA
= 0 (4.33)

donde j = 1, . . . , k y ∂kgij = ∂gij/∂q
k. Ahora sustituyendo (4.32) en (4.33) obtene-

mos

k∑
A=1

∂rgsj(φ(t))
∂φr

∂tA
∂φs

∂tA
− gij(φ(t))Γırs(φ(t))

∂φr

∂tA
∂φs

∂tA
− 1

2
∂jgrs(φ(t))

∂φr

∂tA
∂φs

∂tA

=

(
k∑

A=1

∂rgsj(φ(t))− gij(φ(t))Γırs(φ(t))− 1
2
∂jgrs(φ(t))

)
∂φr

∂tA
∂φs

∂tA
= 0 .

(4.34)

Por otra parte

∂rgsj −
1

2
∂jgrs − gijΓırs = ∂rgsj −

1

2
∂jgrs −

1

2
(∂rgsj + ∂sgjr − ∂jgrs)
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Entonces (4.34) es equivalente a la identidad

1

2
(∂rgsj − ∂sgjr)

∂φr

∂tA
∂φs

∂tA
= 0

lo que se sigue de gij = gji.

�



Caṕıtulo 5

Formulación k-simpléctica en
algebroides de Lie

En el primer caṕıtulo de esta memoria hemos visto que la formulación k-simplécti-
ca nos permite describir las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton-
De Donder-Weyl de las Teoŕıas Clásicas de Campos de Primer Orden, obteniendo
como caso particular la Mecánica Clásica.

Por otra parte, los algebroides de Lie suponen una generalización natural del
concepto de espacio tangente a una variedad diferenciable, debido a ello son objectos
adecuados para construir un formalismo lagrangiano de la Mecánica Clásica. Esto
fue realizado por E. Mart́ınez [96].

Surge aśı, de modo natural, la siguiente pregunta: ¿es posible desarrollar un
formalismo k-simpléctico en el contexto de los algebroides de Lie, de modo que la
formulación de la Mecánica Clásica sobre algebroides y la formulación k-simpléctica
estándar se obtengan como casos particulares de dicha formulación? En este caṕıtulo
daremos una respuesta afirmativa a esta cuestión.

A lo largo de este caṕıtulo vamos a considerar un algebroide de Lie (E, [[·, ·]]E, ρ)
sobre la variedad Q.

143
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5.1. Preliminares sobre algebroides de Lie.

En esta primera sección presentamos los hechos básicos más relevantes sobre
algebroides de Lie, incluyendo resultados sobre cálculo diferencial y morfismos, los
cuales serán necesarios para los desarrollos posteriores. Referimos al lector a [13,
57, 89, 90] para los detalles sobre algebroides de Lie y su papel en la geometŕıa
diferencial.

5.1.1. Definición de algebroide de Lie.

La estructura de algebroide de Lie es una generalización de la estructura de
álgebra de Lie. También puede interpretarse como una generalización del concepto
de fibrado tangente, TQ, de una variedad diferenciable Q.

Recordemos que el fibrado tangente τQ : TQ→ Q a la variedad Q es un fibrado
vectorial en el que el espacio de secciones (o campos de vectores) X(Q), está dotado
de una estructura de álgebra de Lie. Estas dos propiedades, junto con una condición
de compatibilidad entre ambas, serán usadas en la definición de algebroide de Lie.

Definición 5.1 Un algebroide de Lie sobre una variedad diferenciable Q es un fi-
brado vectorial real τ : E → Q sobre Q junto con un morfismo de fibrados vectoriales
ρ : E → TQ, sobre la identidad en Q, que induce una aplicación entre los espacios
de secciones respectivos, que será denotada por la misma letra ρ : Sec(E) → X(Q),
y una estructura de álgebra de Lie en el espacio de secciones de E,

[[·, ·]]E : Sec(E)× Sec(E)→ Sec(E)

tales que:

(1) ρ : Sec(E)→ X(Q) es un homomorfismo de álgebras de Lie, esto es,

ρ([[σ1, σ2]]E) = [ρ(σ1), ρ(σ2)] ,

para cada par de secciones σ1, σ2 ∈ Sec(E).

(2) Para cada función f ∈ C∞(Q) y cada par de secciones σ1, σ2 ∈ Sec(E), se
satisface la siguiente condición de compatibilidad

[[σ1, fσ2]]E = f [[σ1, σ2]]E + (ρ(σ1)f)σ2 .
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En la definición anterior hemos utilizado la notación Sec(E) para el espacio de las
secciones del fibrado τ : E → Q, que es un C∞(Q)-módulo. Además hemos denotado
por ρ(σi), i = 1, 2 el campo de vectores en Q definido por: ρ(σi)(q) = ρ(σi(q)).

El siguiente diagrama nos permite visualizar las aplicaciones que intervienen en
la definición de algebroide de Lie:

E
ρ //

τ
��>>>>>>>> TQ

τQ~~}}}}}}}}

Q

La aplicación ρ, aśı como su asociada en el espacio de secciones,

ρ : Sec(E)→ X(Q),

recibirá el nombre de ancla del algebroide.

En este caṕıtulo vamos a pensar un algebroide de Lie como un sustituto del
fibrado tangente TQ de Q. De este modo, uno considera un elemento a de E como
una velocidad generalizada, y la velocidad real v se obtiene como la imagen por la
aplicación ancla de a, i.e. v = ρ(a).

Vamos ahora a escribir algunas expresiones locales:

Consideremos un sistema local de coordenadas (qi)1≤i≤n en una carta U ⊂ Q y
{eα}1≤α≤m una base local de secciones de τ : E → Q. Dado a ∈ E tal que τ(a) = q,
podemos escribir a = yα(a)eα(q) ∈ Eq, aśı las coordenadas de a son (qi(q), yα(a)).

En esta carta, la estructura de algebroide de Lie está determinada por las fun-
ciones ρiα, C

γ
αβ ∈ C∞(U) definidas como sigue

ρ(eα) = ρiα
∂

∂qi
, [[eα, eβ]]E = C

γ
αβeγ . (5.1)

Las funciones ρiα y C
γ
αβ se llaman funciones de estructura del algebroide de Lie

en el sistema de coordenadas antes citado.

De las propiedades del corchete de Lie [[·, ·]]E y de la aplicación ancla ρ se obtiene
que estas funciones satisfacen las siguientes relaciones∑

cyclic(α,β,γ)

(
ρiα
∂Cνβγ
∂qi

+ CναµC
µ
βγ

)
= 0 , ρjα

∂ρiβ
∂qj
− ρjβ

∂ρiα
∂qj

= ρiγC
γ
αβ , (5.2)

que usualmente se conocen como ecuaciones de estructura del algebroide de Lie.
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5.1.2. Ejemplos.

A continuación vamos a exponer algunos ejemplos de algebroides de Lie. Estos
serán utilizados a lo largo del caṕıtulo.

A. El algebroide tangente

El ejemplo trivial de algebroide de Lie se obtiene considerando

E = TQ y ρ = idTQ.

Las secciones del algebroide son los campos de vectores sobre Q. La estructura
de álgebra de Lie es la propia del conmutador de los campos de vectores, es decir,

[[X, Y ]]E = [X, Y ] = XY − Y X, .

B. Álgebras de Lie reales de dimensión finita.

Si elegimos Q como un único punto, de forma que TQ = {0}, y como E un
álgebra de Lie g, dotamos a g con una estructura de algebroide de Lie considerando
ρ = 0.

Las funciones de estructura se reducen, en este caso, a constantes ya que ρiα = 0
y C

γ
αβ son precisamente las constantes de estructura del álgebra g.

C. El algebroide de una variedad de Poisson.

Sea (Q, {·, ·}) una variedad de Poisson. Existe una campo de bivectores (tensores
2-contravariantes antisimétricos), Π, tal que

{f, g} = Π(df, dg) .

El campo hamiltoniano correspondiente a la función f es el campo de vectores
Xf definido por Xf (g) = {g, f}.

El campo de bivectores Π induce una aplicación de fibrados vectoriales sobre la
identidad en la base Q, Π̂ : T ∗Q→ TQ, definido por

β(Π̂(α)) = Π(α, β), ∀α, β ∈ T ∗qQ ,
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aśı como la correspondiente aplicación entre los respectivos espacios de secciones,
que será denotada por la misma letra.

En particular, el campo de vectores hamiltoniano Xf se puede escribir como

Xf = −Π̂(df).

El fibrado cotangente T ∗Q de una variedad de Poisson, Q, puede dotarse de una
estructura de algebroide de Lie como sigue: el ancla y la estructura del álgebra de
Lie en Sec(T ∗Q) están definidas mediante las expresiones

ρ(α) = Π̂(α) ,

[[α, β]]T ∗Q = LΠ̂(α)β − LΠ̂(β)α + d(Π(α, β)) ,

donde α, β ∈ Sec(T ∗Q) y LX denota la derivada de Lie. Es fácil comprobar que se
satisfacen las relaciones:

[[df, dg]]T ∗Q = d {f, g} ,

[[Π̂(df), Π̂(dg)]]T ∗Q = Π̂([[df, dg]]T ∗Q) .

El ejemplo de algebroide que hemos descrito aqúı se denomina algebroide de
Lie de la variedad de Poisson (Q, {·, ·}) .

5.1.3. Diferencial exterior.

El paralelismo que existe entre un algebroide de Lie y el fibrado tangente de una
variedad diferenciable se puede extender al marco del álgebra exterior y el cálculo
diferencial de Cartan.

Dado un algebroide de Lie τ : E → Q sobre una variedad Q, las secciones de τ
juegan el papel de los campos de vectores sobre Q. Del mismo modo, las secciones
del fibrado dual τ ∗ : E ∗ → Q jugarán el papel de las 1-formas. Análogamente,
podemos pensar en secciones para la proyección de E ∗ ∧ . . . ∧ E ∗ sobre Q, lo que
nos permitirá construir una álgebra exterior sobre E∗.

Denotaremos por

Sec(
∧
E ∗) =

⊕rang E
l=0 Sec(

∧lE ∗) ,

el conjunto de secciones del producto exterior de E ∗, donde Sec(
∧lE ∗) es el conjunto

de secciones de
E∗∧ l. . . ∧E∗ → Q .
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La estructura de álgebra graduada en Sec(
∧
E ∗), es análoga al caso E∗ = T ∗Q.

En particular se verifica Sec(
∧0E ∗) := C∞(Q).

Los elementos de Sec(
∧
E ∗) se llamarán E-formas. Si α ∈ Sec(

∧ k E ∗), se
llamará una E − k-forma, o simplemente una k-forma, cuando no exista riesgo de
confusión con una forma exterior.

Veamos a continuación que, dado un algebroide E sobre Q, existe un operador
diferencial lineal

dE : Sec(
∧lE ∗)→ Sec(

∧l+1E ∗)

análogo a la diferencial exterior usual.

Definición 5.2 Sean Q una variedad diferenciable y τ : E → Q un algebroide
de Lie sobre Q con aplicación ancla ρ : Sec(E) → X(Q). Denotaremos por dE el
operador

dE : Sec(
∧lE ∗)→ Sec(

∧l+1E ∗)

definido como sigue:

(1) Si f ∈ C∞(Q), entonces (dEf)(σ) = ρ(σ)f para todo σ ∈ Sec(E).

(2) Si µ ∈ Sec(
∧1E ∗), entonces

dEµ(σ1, σ2) = ρ(σ1)(µ(σ2))− ρ(σ2)(µ(σ1))− µ([[σ1, σ2]]E)

para todo par σ1, σ2 ∈ Sec(E).

(3) (dE)2 = 0.

(4) dE(α∧β) = (dEα)∧β+(−1)lα∧(dEβ), donde α ∈ Sec(
∧lE ∗), β ∈ Sec(

∧r E ∗)

Como consecuencia de la definición anterior se obtiene la siguiente fórmula para
E-formas de cualquier grado.



5.1.3 Diferencial exterior. 149

Proposición 5.3 Sean µ ∈ Sec(
∧lE ∗) y σ1, . . . , σl+1 ∈ Sec(E). La (l + 1)-forma

dEµ se define como sigue:

dEµ(σ1, . . . , σl+1) =
l+1∑
i=1

(−1)i+1ρ(σi)(µ(σ1, . . . , σ̂i, . . . , σl+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jµ([[σi, σj]]E, σ1, . . . , σ̂i, . . . , σ̂j, . . . σl+1) .

Consideremos ahora un sistema local de coordenadas en E. Si f ∈ C∞(Q), se
verifica

dEf =
∂f

∂qi
ρiαe

α , (5.3)

donde {eα} es la base dual de {eα}.

Por otra parte, si µ ∈ Sec(E ∗) y µ = µγe
γ se sigue que

dEµ =

(
∂µγ
∂qi

ρiβ −
1

2
µαC

α
βγ

)
eβ ∧ eγ . (5.4)

En particular,

dEqi = ρiαe
α y dEeγ = −1

2
C
γ
αβe

α ∧ eβ ,

donde {eα} es la base dual de {eα}.

El cálculo de Cartan usual se extiende al caso de algebroides de Lie como se
indica a continuación.

Para cada sección σ de E consideramos la derivación de grado −1 (contracción)

ıσ : Sec(
∧l+1E ∗)→ Sec(

∧lE ∗)

definida por

ıσµ(σ1, . . . , σl) = µ(σ, σ1, . . . , σl), σ, σi ∈ Sec(E)

y una derivación de grado 0

LE
σ : Sec(

∧lE ∗)→ Sec(
∧lE ∗)
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que se denomina derivada de Lie y que se define como sigue:

LE
σ = ıσ ◦ dE + dE ◦ ıσ , σ ∈ Sec(E)

(para más detalles sobre estas derivaciones y sus propiedades, véase K. Mackenzie
[89, 90]).

Obsérvese que si E = TQ y ρ = idTQ entonces σ ∈ Sec(E) = X(Q) y se verifica
que dTQ y LTQ son la diferencial y la derivada de Lie usuales.

5.1.4. Morfismos de algebroides de Lie.

Definición 5.4 Sean (E, [[·, ·]]E, ρ) y (E ′, [[·, ·]]′E, ρ′) dos algebroides de Lie sobre Q
y Q′, respectivamente. Un morfismo de fibrados vectoriales Φ = (Φ,Φ) de E a E ′

E
Φ //

τ

��

E ′

τ ′

��
Q

Φ // Q′

es un morfismo de algebroides de Lie si

dE(Φ ∗σ′) = Φ ∗(dE
′
σ′) , (5.5)

para todo σ′ ∈ Sec(
∧l(E ′) ∗) y para todo l.

Obsérvese que en esta definición Φ ∗σ′ es la sección del fibrado vectorial

l∧
E ∗ → Q

definida por
(Φ ∗σ′)q(a1, . . . , al) = σ′Φ(q)(Φ(a1), . . . ,Φ(al)) , (5.6)

para q ∈ Q y a1, . . . , al ∈ Eq.

En el caso particular Q = Q′ y Φ = idQ se puede demostrar que (Φ, idQ) es un
morfismo de algebroides de Lie si, y sólo si,

[[Φ ◦ σ1,Φ ◦ σ2]]E′ = Φ[[σ1, σ2]]E y ρ′(Φ ◦ σ) = ρ(σ),
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donde σ, σ1, σ2 ∈ Sec(E) .

Establecemos a continuación algunas expresiones locales relativas a los morfismos
de algebroides de Lie.

Sean (qi) y (q ′ i) dos sistemas locales de coordenadas enQ yQ′, respectivamente y
sean {eα} y {e′α} una base local de secciones de E y E ′, respectivamente, siendo {eα}
y {e′α} las bases duales correspondientes. La aplicación Φ = (Φ,Φ) está determinada
por las relaciones

Φ ∗q ′ i = φi(q) y Φ ∗e
′α = φαβe

β

para ciertas funciones locales φi y φαβ en Q. Entonces Φ = (Φ,Φ) es un morfismo de
algebroides de Lie si, y sólo si,

ρjα
∂φi

∂qj
= ρ

′i
βφ

β
α , (5.7)

φβγC
γ
αδ =

(
ρiα
∂φβδ
∂qi
− ρiδ

∂φβα
∂qi

)
+ C

′β
θσφ

θ
αφ

σ
δ . (5.8)

En estas expresiones ρiα,C
α
βγ son las funciones de estructura de E y ρ

′i
α,C

′αβγ son las
funciones de estructura de E ′.

5.2. La prolongación de un algebroide de Lie me-

diante una fibración.

A continuación, vamos a recordar el concepto de la prolongación de un algebroide
de Lie mediante una fibración (véase [57, 72]).

En el desarrollo de la Mecánica lagrangiana Autónoma en algebroides de Lie,
véase E. Mart́ınez [96], este ejemplo juega el papel del fibrado tangente del fibrado
tangente de una variedad.

Además este espacio será fundamental en la formulación k-simpléctica en alge-
broides de Lie, (véase la Observación 5.10 y las secciones 5.3 y 5.4).

Para más detalles sobre los contenidos de este apartado véase [24, 57, 72, 96, 98]
y las referencias citadas en ellos.

Sean (E, [[·, ·]]E, ρ) un algebroide de Lie de rango m sobre una variedad Q de
dimensión n y π : P → Q una fibración, esto es, una submersión sobreyectiva.
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Denotemos por TEP el espacio total del pull-back de Tπ : TP → TQ por
ρ:E → TQ

TEP ≡ E ×TQ TP //

��

TP

Tπ

��
E

ρ // TQ

esto es,
TEP = {(b, vp) ∈ E × TP | ρ(b) = Tπ(vp)} (5.9)

donde Tπ : TP → TQ denota la aplicación tangente a π.

Nosotros vamos a considerar un fibrado vectorial con espacio total TEP pero no
el fibrado pull-back sino un fibrado sobre P que definiremos a continuación.

Denotaremos por τ̃P : TEP ≡ E ×TQ TP → P la aplicación definida por

τ̃P (b, vp) = τP (vp) = p ,

donde (b, vp) ∈ TEP, y τP : TP → P es la proyección canónica.

Si p es un punto de P , se sigue que

(τ̃P )−1(p) = (TEP )p = Eπ(p) ×TQ (TpP ) = {(b, vp) ∈ Eπ(p) × TpP | ρ(b) = Tpπ(vp)}

es un subespacio vectorial de Eπ(p) × TpP , donde Eπ(p) denota la fibra de E sobre
el punto π(p) ∈ Q. Además, si n′ es la dimensión de P, se puede probar que

dim(TEP )p = m+ n′ − n .

Aśı concluimos que τ̃P : TEP → P es un fibrado vectorial sobre P de rango
m+ n′ − n.

La suma y el producto por números reales están definidos, en este espacio vecto-
rial, como se indica a continuación:

(aπ(p), vp) + (a′π(p), v
′
p) = (aπ(p) + a′π(p), vp + v′p) ,

λ(aπ(p), vp) = (λaπ(p), λvp) .

Tenemos aśı definido un fibrado vectorial (TEP, τ̃P , P ) a través de la proyección

τ̃P : TEP ≡ E ×TQ TP → P

(aπ(p), vp) 7→ τ̃P (aπ(p), vp) = τP (vp) = p
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Definición 5.5 Sea E un algebroide de Lie sobre Q y π : P → Q una fibración.
Se llama prolongación del algebroide de Lie E mediante la fibración π al
fibrado vectorial (TEP, τ̃P , P ).

El siguiente diagrama recoge las diferentes proyecciones definidas a partir de
TEP , que serán utilizadas en el resto del caṕıtulo.

TEP ≡ E ×TQ TP

τ̃1

��

ρπ //

τ̃P

%%
TP

τP //

Tπ

��

P

π

��
E

ρ // TQ
τQ // Q

donde

τ̃1(aπ(p), vp) = aπ(p) , ρπ(aπ(p), vp) = vp , τ̃P (aπ(p), vp) = p, (5.10)

siendo aπ(p) ∈ E, vp ∈ TpP y p ∈ P .

A continuación vamos a describir algunos objetos relacionados con TEP .

A. Coordenadas locales en TEP .

Con el fin de introducir las coordenadas locales en la prolongación de un alge-
broide de Lie, TEP , consideramos los siguientes sistemas de coordenadas locales:

(qi)1≤i≤n en un abierto U ⊂ Q

(qi, u` )1≤i≤n, 1≤`≤n′ en π−1(U) ⊂ P

(qi, yα )1≤i≤n, 1≤α≤m en τ−1(U) ⊂ E

y además, sea

{eα}1≤α≤m

una base local de secciones de τ : E → Q.

Sea ahora (aπ(p), vp) un elemento arbitrario de TEP ≡ E ×TQ TP , entonces de
la definición de TEP , véase (5.9), se deducen las tres propiedades siguientes:
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(i) aπ(p) ∈ E y además se escribe como sigue:

aπ(p) = yα(aπ(p))eα(π(p)) . (5.11)

(ii) vp ∈ TP de modo que se puede escribir

vp = vi
∂

∂qi

∣∣∣
p

+ w`
∂

∂u`

∣∣∣
p
. (5.12)

(iii) Además se verifica
ρ(aπ(p)) = Tpπ(vp) . (5.13)

Veamos qué significa esta última condición.

Teniendo en cuenta las expresiones locales (5.11), (5.12) y las dos identidades
siguientes

ρ(aπ(p)) = ρ
(
yα(aπ(p))eα (π(p))

)
= yα(aπ(p))ρ

i
α(π(p))

∂

∂qi

∣∣∣
π(p)

y

Tpπ(vp) = vi
∂

∂qi

∣∣∣
π(p)

,

tenemos que la condición (5.13) es equivalente a

vi = yα(aπ(p))ρ
i
α(π(p)) . (5.14)

Por lo tanto, a partir de (5.11), (5.12) y (5.14) se obtiene que el sistema de
coordenadas locales inducido en TEP es

(qi, u`, zα, w`)1≤i≤n, 1≤`≤n′, 1≤α≤m

donde
qi(aπ(p), vp) = qi(π(p)) , u`(aπ(p), vp) = u`(p) ,

zα(aπ(p), vp) = yα(aπ(p)) , w`(aπ(p), vp) = vp(u`) .
(5.15)

B. Base local de secciones del fibrado prolongación TEP .

Consideremos un sistema de coordenadas locales adaptadas

(qi, u` )1≤i≤n, 1≤`≤n′

en un abierto de P y una base local {eα}1≤α≤m de secciones de τ : E → Q. Con
estos elementos se puede demostrar la siguiente proposición, véase E. Mart́ınez [96]:
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Proposición 5.6 El conjunto

{Xα, V`} 1≤α≤m, 1≤`≤n′

definido por

Xα: P → TEP ≡ E ×TQ TP

p 7→ Xα(p) = (eα(π(p)); ρiα(π(p))
∂

∂qi

∣∣∣
p
)

V` : P → TEP ≡ E ×TQ TP

p 7→ V`(p) = (0π(p);
∂

∂u`

∣∣∣
p
) ,

(5.16)

es una base local de secciones de τ̃P : TEP → P .

A partir de ahora denotaremos por Sec(TEP ) el conjunto de secciones de la
proyección τ̃P : TEP → P .

C. La aplicación ancla en TEP .

En este apartado asociaremos un campo de vectores en P a cada sección de TEP ,

por medio de la aplicación ρπ: TE(
k
⊕ E)→ TP .

Esta correspondencia será fundamental para desarrollar la formulación k-simplécti-
ca en algebroides de Lie.

Lema 5.7 La aplicación

ρπ: TEP ≡ E ×TQ TP → TP
(aπ(p), vp) 7→ ρπ(aπ(p), vp) = vp ,

permite asociar a cada Z : P → TEP , sección de τ̃P : TEP → P , un campo de
vectores en P a través de la composición que muestra el siguiente diagrama,

TEP
ρπ // TP

P

Z

OO

ρπ◦Z

88pppppppppppppppppppp

esto es, el campo de vectores asociado a Z es ρπ ◦ Z.
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Si una sección Z tiene la expresión local

Z = ZαXα + V `V` ∈ Sec(TE(
k
⊕ E))

entonces la expresión en coordenadas del campo de vectores asociado es la siguiente,
(véase por ejemplo [24]):

ρπ(Z) = ρiαZ
α ∂

∂qi
+ V ` ∂

∂u`
∈ X(

k
⊕ E) . (5.17)

De este modo se observa que la aplicación ρπ induce un homomorfismo de C∞(P )-
módulos

ρπ:Sec(TEP )→ X(P ) .

Esta aplicación ρπ va a ser el ancla en la estructura de algebroide de Lie de TEP .

D. Corchete de Lie de secciones de TEP .

La estructura de álgebra de Lie del espacio Sec(E) de secciones de τ : E → Q,
permite definir un corchete de Lie en términos de secciones proyectables de TEP .

Definición 5.8 Una sección Z de TEP se dice proyectable si existe una sección
σ de τ :E → Q de modo que el siguiente diagrama sea conmutativo:

P
Z //

π

��

TEP ≡ E ×TQ TP

τ̃1
��

Q σ // E

esto es, σ ◦ π = τ̃1 ◦ Z.

Equivalentemente, una sección Z es proyectable si, y sólo si, es de la forma

Z(p) = (σ(π(p)), X(p)),

para alguna sección σ de τ :E → Q y algún campo de vectores X en P .

Definición 5.9 Se define el corchete de Lie [[·, ·]]π de dos secciones proyectables Z
y Z ′ como sigue:

[[Z,Z ′]]π(p) = ([[σ, σ′]]E(q), [X,X ′](p)), (5.18)

en donde Z(p) = (σ(q)), X(p)), Z ′(p) = (σ′(q), X ′(p)) , p ∈ P y q = π(p) .
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Puesto que cualquier sección de TEP se puede expresar localmente como una
combinación lineal de las secciones proyectables {Xα, V`}, la definición del corchete
de Lie se puede extender a secciones arbitrarias de TEP .

El corchete de Lie de los elementos de la base local {Xα, V`} se muestra a con-
tinuación:

[[Xα,Xβ]]π = C
γ
αβXγ [[Xα,V`]]

π = 0 [[V`,Vϕ]]π = 0 , (5.19)

donde 1 ≤ α ≤ m y 1 ≤ ` ≤ n′.

E. Estructura de algebroide de Lie de TEP .

El fibrado vectorial τ̃P : TEP ≡ E ×TQ TP → P está dotado de una estructura
de algebroide de Lie dada por:

(1) La aplicación ancla es ρπ : TEP → TP, ρπ(b, vp) = vp.

(2) El corchete de Lie [[·, ·]]π : Sec(TEP )× Sec(TEP )→ Sec(TEP ) es la aplicación
que se ha introducido en el apartado D de esta sección.

La demostración de que (TEP, [[·, ·]]π, ρπ) es un algebroide de Lie puede encontrar-
se en P.J. Higgins, K. Mackenzie [57], donde este espacio se denomina el algebroide
de Lie imagen inversa de E sobre π.

Por ser (TEP, [[·, ·]]π, ρπ) un algebroide de Lie está definida la diferencial exterior,
(véase la sección 5.1.3 para la definición de la diferencial exterior en un algebroide
de Lie arbitrario). Esta diferencial

dTEP : Sec(
l∧

(TEP ) ∗)→ Sec(
l+1∧

(TEP ) ∗)

está determinada por las relaciones

dTEP qi = ρiαX
α , dTEPu` = V`

dTEPXγ = −1

2
C
γ
αβX

α ∧ Xβ , dTEPV` = 0
(5.20)

donde {Xα,V`} es la base dual de {Xα,V`}.
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Observación 5.10 En la descripción de la formulación k-simpléctica en algebroides
de Lie la prolongación de un algebroide de Lie, TEP , jugará un papel fundamental.

En concreto vamos a utilizar dos casos particulares de la prolongación de un al-
gebroide de Lie. El primero de ellos, correspondiente con la formulación lagrangiana,
será con

P = E⊕ k. . . ⊕E,

en este caso la suma de Whitney

TE(E⊕ k. . . ⊕E)⊕ k. . . ⊕TE(E⊕ k. . . ⊕E)

que denotaremos como (TE)1
k(E⊕ k. . . ⊕E) jugará el papel de

T 1
k (T 1

kQ) = T (TQ⊕ k. . . ⊕TQ)⊕ k. . . ⊕T (TQ⊕ k. . . ⊕TQ)

en el formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar.

El segundo caso que vamos a considerar es

P = E∗⊕ k. . . ⊕E∗

y en este caso

TE(E∗⊕ k. . . ⊕E∗)⊕ k. . . ⊕TE(E∗⊕ k. . . ⊕E∗) = (TE)1
k(E

∗⊕ k. . . ⊕E∗)

jugará el papel de

T 1
k ((T 1

k )∗Q) = T (T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q)⊕ k. . . ⊕T (T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q)

en el formalismo hamiltoniano k-simpléctico estándar.

�

5.3. Formalismo lagrangiano k-simpléctico en al-

gebroides de Lie.

En esta sección extendemos el formalismo lagrangiano k-simpléctico que se ha
descrito en la Sección 1.2 del Caṕıtulo 1, al contexto que nos proporcionan los
algebroides de Lie. Para ello, la idea fundamental es sustituir el fibrado tangente
TQ por un algebroide de Lie E.
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5.3.1. Elementos geométricos.

En esta subsección vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-simpléctico en algebroides de Lie.

A. La variedad
k
⊕ E.

La formulación k-simpléctica de las de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange,
descrita en el Caṕıtulo 1, se desarrolla en el fibrado tangente de las k1- velocidades
de una variedad Q, esto es, en T 1

kQ, la suma de Whitney de k copias del fibrado
tangente.

Si pensamos un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente, es
natural pensar que, en esta situación, la suma de Whitney de k copias del algebroide
va a jugar el papel de T 1

kQ.

Denotaremos por
k
⊕ E la suma de Whitney de k copias del algebroide de Lie E,

esto es,
k
⊕ E = E⊕ k. . . ⊕E .

Aśı los elementos de
k
⊕ E vienen dados por k-tuplas aq = (a1q, . . . , akq) de

elementos de la fibra Eq de E sobre un mismo punto q ∈ Q, donde recordemos que
Q es la variedad base del fibrado que define el algebroide E.

Denotaremos por τ̃ :
k
⊕ E → Q la proyección canónica definida por

τ̃(a1q, . . . , akq) = q .

A continuación vamos a describir un sistema local de coordenadas en
k
⊕ E.

Sea (qi, yα)1≤i≤n, 1≤α≤m un sistema de coordenadas locales en un abierto τ−1(U)
de E, siendo (qi)1≤i≤n las coordenadas en un abierto U de la variedad base Q.
Definimos el sistema de coordenadas locales

(qi, yαA)1≤i≤n, 1≤α≤m, 1≤A≤k

en τ̃−1(U) ⊂
k
⊕ E como sigue:

qi(a1q, . . . , akq) = qi(q), yαA(a1q, . . . , akq) = yα(aAq) , (5.21)
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donde (a1q, . . . , akq) ∈
k
⊕ E.

Estas coordenadas dotan a
k
⊕ E de una estructura de variedad diferenciable de

dimensión n+ km.

B. La prolongación de un algebroide de Lie mediante la proyección τ̃ :
k
⊕ E → Q.

A continuación consideramos la prolongación TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ TP de E me-

diante la fibración τ̃ :
k
⊕ E → Q, es decir, (véase la Sección 5.2),

TE(
k
⊕ E) = {(aq, vbq) ∈ E × T (

k
⊕ E)/ ρ(aq) = T τ̃(vbq)} . (5.22)

Teniendo en cuenta los contenidos de la Sección 5.2, y considerando el caso
particular P = E⊕ k. . . ⊕E obtenemos:

(1) TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) es un algebroide de Lie sobre

k
⊕ E con proyección

τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) −→

k
⊕ E

y estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]τ̃ , ρτ̃ ) donde el ancla

ρτ̃ : E ×TQ T (
k
⊕ E) ≡ TE(

k
⊕ E)→ T (

k
⊕ E)

es la proyección sobre el segundo factor.

(2) Si (qi, yαA) denota un sistema local de coordenadas de
k
⊕ E entonces el sistema

de coordenadas locales inducido en TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) es

(qi, yαA, z
α, wαA)1≤i≤n, 1≤`≤n′, 1≤α≤m

donde, véase (5.15),

qi(aq, vbq) = qi(q) , yαA(aq, vbq) = yαA(bq) ,

zα(aq, vbq) = yα(aq) , wαA(aq, vbq) = vbq(yαA) .
(5.23)
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(3) De (5.16) obtenemos que el conjunto {Xα,V
A
α} definido por

Xα:
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

bq 7→ Xα(bq) = (eα(q); ρiα(q)
∂

∂qi

∣∣∣
bq

)

VA
α :

k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

bq 7→ VA
α (bq) = (0q;

∂

∂yαA

∣∣∣
bq

) ,

(5.24)

es una base local de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E.

A partir de ahora denotaremos por Sec(TE(
k
⊕ E)) el conjunto de secciones de

τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E.

(4) A cada sección ξ:
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) de τ̃ k

⊕E
le asociamos un

campo de vectores por medio del ancla del algebroide ρτ̃ : TE(
k
⊕ E)→ T (

k
⊕ E).

Si ξ se escribe localmente como sigue:

ξ = ξαXα + ξαAVA
α ∈ Sec(TE(

k
⊕ E))

entonces, reescribiendo la expresión (5.17) para este caso particular obtenemos,

ρτ̃ (ξ) = ρiαξ
α ∂

∂qi
+ ξαA

∂

∂yαA
∈ X(

k
⊕ E) . (5.25)

(5) El corchete de Lie de secciones de τ̃ k
⊕E

queda determinado a partir del corchete

de los elementos de una base de secciones, véase (5.19),

[[Xα,Xβ]]τ̃ = C
γ
αβXγ [[Xα,V

B
β ]]τ̃ = 0 [[VA

α ,V
B
β ]]τ̃ = 0 , (5.26)

(6) Si {Xα,Vα
A} es la base dual de {Xα,V

A
α}, de las expresiones (5.20) que caracte-

rizan la diferencial exterior en el algebroide prolongación obtenemos que

dTE(
k
⊕E)f = ρiα

∂f

∂qi
Xα +

∂f

∂yαA
Vα
A , para f ∈ C∞(

k
⊕ E)

dTE(
k
⊕E)Xγ = −1

2
C
γ
αβX

α ∧ Xβ, dTE(
k
⊕E)V

γ
A = 0 .

(5.27)
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Observación 5.11 En el caso particular E = TQ la variedad TE(
k
⊕ E) se identifica

con T (T 1
kQ).

En efecto, puesto que E = TQ y ρ = idTQ en este caso consideramos la prolon-
gación de TQ sobre τ kQ : T 1

kQ→ Q. Aśı de (5.22) obtenemos

TTQ(
k
⊕ TQ) = TTQ(T 1

kQ)

= {(uq, vwq) ∈ TQ× T (T 1
kQ)/uq = T (τ kQ)(vwq)}

= {(T (τ kQ)(vwq), vwq) ∈ TQ× T (T 1
kQ)/ wq ∈ T 1

kQ}

≡ {vwq ∈ T (T 1
kQ)/ wq ∈ T 1

kQ} ≡ T (T 1
kQ)

(5.28)

�

Sobre TE(
k
⊕ E) vamos a definir dos familias de objetos canónicos denominados

secciones de Liouville y endomorfismos verticales que se corresponden con campos
de Liouville y la estructura k-tangente en T 1

kQ. En los siguientes apartados vamos
a definir estos objetos.

C. Levantamiento vertical A-ésimo.

Definición 5.12 (véase por ejemplo [24]) Un elemento (aq, vbq) de TE(
k
⊕ E) ≡

E ×TQ T (
k
⊕ E) se dice vertical si verifica

τ̃1(aq, vbq) = 0q ∈ E ,

donde

τ̃1 : TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) → E,

(aq, vbq) 7→ τ̃1(aq, vbq) = aq

es la proyección sobre el primer factor E de TE(
k
⊕ E).

La definición anterior implica que los elementos verticales de TE(
k
⊕ E) son de la

forma

(0q, vbq) ∈ TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

donde vbq ∈ T (
k
⊕ E) y bq ∈

k
⊕ E.
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Ahora bien, teniendo en cuenta la definición (5.22), que determina los elementos

de TE(
k
⊕ E), la condición que de un elemento sea vertical significa que

0 = Tbq τ̃(vbq) ,

es decir el vector vbq es vertical respecto a la proyección τ̃ :
k
⊕ E → Q.

Por lo tanto, si consideramos un sistema de coordenadas locales adaptadas

(qi, yαA) en
k
⊕ E entonces se verifica que:

vbq = uαA
∂

∂yαA

∣∣∣
bq

∈ Tbq(
k
⊕ E) .

Definición 5.13 Para cada A = 1, . . . , k consideramos la aplicación

ξVA : E ×Q (
k
⊕ E) −→ TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

(aq, bq) 7−→ ξVA(aq, bq) =
(

0q, (aq)VAbq

) (5.29)

donde aq ∈ E, bq = (b1q, . . . , bkq) ∈
k
⊕ E y el vector (aq)VAbq

∈ Tbq(
k
⊕ E) está defini-

do por

(aq)VAbq
f =

d

ds

∣∣∣
s=0

f(b1q , . . . , bAq + saq, . . . , bkq) , 1 ≤ A ≤ k , (5.30)

para una función arbitraria f ∈ C∞(
k
⊕ E).

Denominamos a la aplicación ξVA la aplicación levantamiento vertical A-
ésimo.

De (5.30) deducimos que la expresión local de (aq)VAbq
es

(aq)VAbq
= yα(aq)

∂

∂yαA

∣∣∣
bq

∈ Tbq(
k
⊕ E) , 1 ≤ A ≤ k (5.31)

siendo (qi, yα) un sistema local de coordenadas en E y (qi, yαA) el inducido en
k
⊕ E.

En (5.31) se observa que el vector (aq)VAbq
∈ Tbq(

k
⊕ E) es vertical respecto a la

aplicación τ̃ :
k
⊕ E → Q. Esto nos garantiza que ξVA(aq, bq) es un elemento vertical

de TE(
k
⊕ E).
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De las expresiones (5.24), (5.29) y (5.31) obtenemos que ξVA se escribe en función
de la base local

{Xα, VB
β }

de secciones del fibrado vectorial τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E como sigue:

ξVA(aq, bq) = (0q, y
α(aq)

∂

∂yαA

∣∣∣
bq

) = yα(aq)VA
α (bq) , 1 ≤ A ≤ k . (5.32)

Observación 5.14

(1) En el caso estándar, es decir, cuando E = TQ y ρ = idTQ, dados dos elementos
uq ∈ TqQ y vq = (v1q, . . . , vkq) ∈ T 1

kQ se obtiene

(uq)VAvq
=

d

ds

∣∣∣
s=0

f(v1q , . . . , vAq + suq, . . . , vkq) , 1 ≤ A ≤ k ,

que coincide con la definición de levantamiento vertical A-ésimo del vector uq

tangente a Q, a un vector tangente a T 1
kQ, (véase por ejemplo [56, 107, 119] y

el apartado C de la sección 1.2.1 de esta memoria).

(2) Si reescribimos este apartado en el caso particular k = 1 obtenemos que ξV1 ≡
ξV : E ×Q E → TEE es la aplicación levantamiento vertical introducida por
E. Mart́ınez en [96, 98].

�

D. Endomorfismo verticales en TE(
k
⊕ E).

En el fibrado tangente de las k1-velocidades, T 1
kQ, hemos definido, en la sección

1.2.4, la estructura k-tangente canónica J1 . . . , J k. Estas familia de tensores de tipo
(1, 1) se emplea en el desarrollo de la formulación lagrangiana k-simpléctica de las
teoŕıas clásicas de campos de primer orden.

En este apartado vamos a introducir el objeto análogo en el contexto de los
algebroides de Lie.
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Definición 5.15 Para cada A = 1, . . . , k se define el endomorfismo vertical A-

ésimo en TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) como la aplicación

J̃A : TE(
k
⊕ E) → TE(

k
⊕ E)

(aq, vbq) 7→ J̃A(aq, vbq) = ξVA(aq, bq) ,
(5.33)

donde aq ∈ E, bq = (b1q, . . . , bkq) ∈
k
⊕ E y vbq ∈ Tbq(

k
⊕ E).

Lema 5.16 Consideremos

{Xα, VA
α}1≤A≤k, 1≤α≤m

una base local de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)→

k
⊕ E y sea

{Xα, Vα
A}1≤A≤k, 1≤α≤m

la base dual asociada.

En estas bases, la expresión local de J̃A es:

J̃A =
m∑
α=1

VA
α ⊗ Xα , 1 ≤ A ≤ k . (5.34)

Demostración:

La expresión local (5.34) de J̃A es consecuencia de las expresiones (5.24) y (5.32).
En efecto, teniendo en cuenta estas expresiones obtenemos

J̃A(Xα(bq)) = ξVA(eα(q), bq) = yβ(eα(q))VA
β (bq) = VA

α (bq) ,

J̃A(VB
α (bq)) = ξVA(0q, bq) = yαA(0q)VA

α (bq) = 0 ,

para cada bq ∈
k
⊕ E y cada A,B = 1, . . . , k, α = 1 . . . ,m.

�
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Observación 5.17

(1) Reescribiendo la definición de J̃1, . . . , J̃k en el caso particular E = TQ y
ρ = idTQ obtenemos la estructura k-tangente J1, . . . , J k en T 1

kQ.

En efecto, como ya hemos visto en la Observación 5.11, en este caso TE(
k
⊕ E)

se identifica con T (T 1
kQ). Entonces cada aplicación

J̃A:T (T 1
kQ) ≡ TTQ(T 1

kQ)→ T (T 1
kQ) ≡ TTQ(T 1

kQ)

se define como sigue:

J̃A(vwq) = J̃A(Twq(τ kQ)(vwq), vwq) = ξVA(Twq(τ kQ)(vwq),wq)

≡ (0q, (Twq(τ kQ)(vwq))VAwq
) ≡ (Twq(τ kQ)(vwq))VAwq

= JA(vwq) ,

en donde en la primera y en la penúltima igualdad hemos utilizado la identi-
dad entre los elementos de T (T 1

kQ) y TTQ(T 1
kQ) que hemos demostrado en la

observación 5.11 y la última igualdad es consecuencia de la definición de JA,
véase (1.24).

(2) En el caso particular k = 1 obtenemos el endormorfismo vertical S en TE(TQ),
esto es, en la prolongación del algebroide E sobre τQ : TQ → Q, que fue
definido por E. Mart́ınez en [96].

�

E. Las secciones de Liouville.

En este apartado vamos a introducir la segunda familia de elementos geométricos

canónicos que consideraremos en la prolongación TE(
k
⊕ E).

Definición 5.18 La sección de Liouville A-ésima en TE(
k
⊕ E) es la sección ∆̃A

de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E definida como sigue

∆̃A :
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

bq 7→ ∆̃A(bq) = ξVA(prA(bq), bq) = ξVA(bAq, bq)
, 1 ≤ A ≤ k ,
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donde bq = (b1q, . . . , bkq) ∈
k
⊕ E y prA :

k
⊕ E → E es la proyección sobre la A-ésima

copia de E en
k
⊕ E.

De la expresión local (5.32) de ξVA y teniendo en cuenta que

yα(bAq) = yαA(b1q, . . . , bkq) = yαA(bq)

se obtiene que la sección ∆̃A tiene la siguiente expresión local

∆̃A =
m∑
α=1

yαAVA
α , 1 ≤ A ≤ k , (5.35)

en la base local de secciones de τ̃ k
⊕E

dada por {Xα, VA
α} y que definimos en (5.24).

Observación 5.19 En el caso estándar, esto es, cuando E = TQ y ρ = idTQ se

verifica que cada sección ∆̃A se identifica con el campo de vectores

∆A: T 1
kQ → T (T 1

kQ)

vq = (v1q, . . . , vAq) 7→ (vAq)VAvq

esto es (véase definición 1.31 y observación 1.32) , con el A-ésimo campo de vectores
de Liouville o campo de vectores canónico en T 1

kQ.

�

En el formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar los campos de vectores
canónicos ∆1, . . . ,∆k, son utilizados para definir la función enerǵıa lagrangiana.

De modo análogo, en el contexto que nos proporcionan los algebroides de Lie
sucede algo similar ya que, como veremos en la sección 5.3.3, definiremos la función
enerǵıa lagrangiana a partir de las secciones de Liouville ∆̃1, . . . , ∆̃k.

5.3.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

En el formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar las soluciones de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange se obtiene como secciones integrales de ciertas ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden (sopde) en T 1

kQ.
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Con la finalidad de introducir el concepto de sopde en algebroides de Lie vamos
a recordar el concepto de sopde en T 1

kQ, (para más detalles véase la sección 1.2.3.)

Un sopde en T 1
kQ es una sección de las aplicaciones

τ k
T 1
kQ

: T 1
k (T 1

kQ) → T 1
kQ

(v1wq
, . . . , vkwq

) 7→ wq

y
T 1
k (τ kQ): T 1

k (T 1
kQ) → T 1

kQ

(v1wq
, . . . , vkwq

) 7→ (Twq(τ kQ)(v1wq
), . . . , Twq(τ kQ)(vkwq

))
,

donde τ kQ:T 1
kQ→ Q denota la proyección canónica del fibrado de las k1-velocidades.

Volviendo al contexto de algebroides de Lie, tenemos que definir dos aplicaciones
que se correspondan con las dos anteriores del caso estándar. Sabemos que:

k
⊕ E juega el papel de T 1

kQ,

TE(
k
⊕ E) el de T (T 1

kQ) y

T 1
k (T 1

kQ) es la suma de Whitney de k copias de T (T 1
kQ).

Entonces es natural pensar que la suma de Whitney de k copias de TE(
k
⊕ E), esto

es,

TE(
k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E)

jugará el papel de
T 1
k (T 1

kQ) = T (T 1
kQ)⊕ k. . . ⊕T (T 1

kQ) .

La pregunta que surge ahora de modo natural es: ¿qué aplicaciones se corres-
ponden, en el contexto de los algebroides de Lie, con τ k

T 1
kQ

y T 1
k (τ kQ)?.

A lo largo de los siguientes apartados daremos la respuesta a esta pregunta.

A. La k-prolongación de E sobre τ̃ :
k
⊕ E → Q.

Sea E un algebroide de Lie sobre una variedad diferenciable Q de dimensión n

y τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E la prolongación de E mediante τ̃ :

k
⊕ E → Q.
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Denotaremos por (TE)1
k(

k
⊕ E) la suma de Whitney de k copias de la prolongación

TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E), esto es,

(TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E) .

Aśı los elementos de (TE)1
k(

k
⊕ E) son de la forma

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

))

donde cada (aAq, vAbq
) pertenece a la fibra (TE(

k
⊕ E))bq = Eq ×TQ (Tbq(

k
⊕ E)) =

(τ̃ k
⊕E

)−1(bq).

Denotaremos por τ̃ kk
⊕E

: (TE)1
k(

k
⊕ E)→

k
⊕ E la proyección canónica dada por:

τ̃ kk
⊕E

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

)) = bq .

Denominamos k-prolongación de E sobre τ̃ :
k
⊕ E → Q al fibrado (TE)1

k(
k
⊕ E).

A partir de la aplicación τ̃1: TE(
k
⊕ E) = E×TQT (

k
⊕ E)→ E, esto es la proyección

sobre el primer factor, podemos definir la proyección

τ̃ k1 : = τ̃1⊕ k. . . ⊕τ̃1: (TE)1
k(

k
⊕ E)→

k
⊕ E

como sigue

τ̃ k1 ((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

)) = (a1q, . . . , akq) .

Observación 5.20 Consideremos ahora el caso particular E = TQ y ρ = idTQ
donde recordemos que ρ:E → TQ denota el ancla del algebroide de lie E.

Teniendo en cuenta la observación 5.11, el la que se estableció el difeomorfismo

T (T 1
kQ) ≡ TTQ(T 1

kQ) = (TQ)×TQ T (T 1
kQ)

vwq ≡ (T (τ kQ)(vwq), vwq)

se deduce:
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La aplicación

τ̃ kk
⊕TQ

: (TTQ)1
k(T

1
kQ) ≡ T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ

se corresponde con τ k
T 1
kQ

:T 1
k (T 1

kQ)→ T 1
kQ ya que

τ̃ k
T 1
kQ

((T (τ kQ)(v1wq
), v1wq

), . . . , (T (τ kQ)(vkwq
), vkwq

)) = wq

= τ k
T 1
kQ

(v1wq
, . . . , vkwq

) .

La aplicación

τ̃ k1 : (TTQ)1
k(T

1
kQ) ≡ T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ

se identifica con T 1
k (τ kQ):T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ ya que

τ̃ k1 ((T (τ kQ)(v1wq
), v1wq

), . . . , (T (τ kQ)(vkwq
), vkwq

))

= (T (τ kQ)(v1wq
), . . . , T (τ kQ)(vkwq

))

= T 1
k (τ kQ)(v1wq

, . . . , vkwq
) .

�

Con la idea de simplificar la notación un elemento

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

))

de (TE)1
k(

k
⊕ E) lo escribiremos como sigue:

(aq, vbq)

donde aq: = (a1q, . . . , akq) ∈
k
⊕ E y vbq : = (v1bq

, . . . , vkbq
) ∈ T 1

k (
k
⊕ E).

B. Secciones de (TE)1
k(

k
⊕ E) y campos de k-vectores en

k
⊕ E.

En este apartado asociaremos un campo de k-vectores en
k
⊕ E a cada sección de

(TE)1
k(

k
⊕ E). Esta correspondencia es fundamental para desarrollar la formulación

lagrangiana k-simpléctica en algebroides de Lie.
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Lema 5.21 Sea ξ :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) una sección de la proyección τ̃ kk

⊕E
. Entonces

ξ define una familia {ξ1, . . . , ξk} de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E.

Demostración:

Teniendo en cuenta que (TE)1
k(

k
⊕ E) es, por definición, la suma de Whitney de

k copias del fibrado prolongación TE(
k
⊕ E), la familia {ξ1, . . . , ξk} se obtiene sin

más que considerar la proyección sobre cada una de las copias tal como muestra el
siguiente diagrama para cada A = 1, . . . , k.

(TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E)

τ̃k,A
k
⊕E

��
k
⊕ E

ξ

77nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn ξA //
TE(

k
⊕ E)

donde

τ̃ k,Ak
⊕E

: (TE)1
k(

k
⊕ E) → TE(

k
⊕ E)

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

)) 7→ (aAq, vAbq
)

denota la proyección canónica sobre la A-ésima copia de TE(
k
⊕ E) en (TE)1

k(
k
⊕ E).

�

Proposición 5.22 Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk):
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) una sección de τ̃ kk

⊕E
.

Entonces

(ρτ̃ (ξ1), . . . , ρτ̃ (ξk)):
k
⊕ E → T 1

k (
k
⊕ E)

es un campo de k-vectores en
k
⊕ E. Recordemos que la aplicación

ρτ̃ : TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)→ T (

k
⊕ E)

denota el ancla del algebroide TE(
k
⊕ E).
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Demostración:

Es una consecuencia directa de los Lemas 5.7 y 5.21.

�

Los campos de k-vectores que se obtienen a partir de esta proposición van a jugar
un papel fundamental en la descripción del formalismo lagrangiano k-simpléctico en
algebroides de Lie.

Vamos ahora a calcular la expresión local del campo de k-vectores asociado a
una sección ξ.

Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk) una sección de (TE)1
k(

k
⊕ E). El Lema 5.21 nos permite afirmar

que cada ξA:
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) es una sección de τ̃ k

⊕E
.

Sea ahora {Xα,V
A
α} una base local de secciones de τ̃ k

⊕E
: TE(

k
⊕ E)→

k
⊕ E. Enton-

ces cada ξA se escribe localmente en esta base como sigue:

ξA = ξαAXα + (ξA)αBVB
α ∈ Sec(TE(

k
⊕ E)) ,

para ciertas funciones ξαA, (ξA)αB ∈ C∞(
k
⊕ E).

De (5.25) obtenemos que el campo de vectores en
k
⊕ E asociado a ξA tiene la

siguiente expresión local:

ρτ̃ (ξA) = ρiαξ
α
A

∂

∂qi
+ (ξA)αB

∂

∂yαB
∈ X(

k
⊕ E), 1 ≤ A ≤ k . (5.36)

C. sopde’s en
k
⊕ E.

Como hemos comprobado en la observación 5.20, en la descripción del formalismo
lagrangiano en algebroides de Lie, las aplicaciones

τ̃ kk
⊕E

: (TE)1
k(

k
⊕ E) →

k
⊕ E

(aq, vbq) 7→ bq
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y

τ̃1
k : (TE)1

k(
k
⊕ E) →

k
⊕ E

(aq, vbq) 7→ aq = (a1q, . . . , akq)

juegan el papel de τ k
T 1
kQ

y T 1
k (τ kQ) respectivamente, en el caso estándar. Recordemos

que estamos empleando la notación

(aq, vbq) := ((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

))

Aśı, el objeto análogo a un sopde será una sección de las dos aplicaciones τ̃ kk
⊕E

y τ̃ k1 .

Definición 5.23 Una ecuación en derivadas parciales de segundo orden

(sopde) en
k
⊕ E es una aplicación ξ :

k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) que es una sección

de las aplicaciones τ̃ kk
⊕E

y τ̃ k1 .

La siguiente definición nos permitirá dar una caracterización del concepto de
sopde.

Definición 5.24 El conjunto

Adm(E) = {(aq, vbq) ∈ (TE)1
k(

k
⊕ E) | τ̃ k1 (aq, vbq) = τ̃ kk

⊕E
(aq, vbq)}

= {(aq, vbq) ∈ (TE)1
k(

k
⊕ E) | aq = bq} .

(5.37)

es llamado conjunto de puntos admisibles.

Obsérvese que un punto admisible es un elemento de (TE)1
k(

k
⊕ E) de la forma

(bq, vbq) = ((b1q, v1bq
), . . . , (bkq, vkbq

)) ,

siento bq = (b1q, . . . , bkq) ∈
k
⊕ E.

Proposición 5.25 Sea

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E)

una sección del fibrado vectorial τ̃ kk
⊕E

. Las siguientes propiedades son equivalentes:



174 5 Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie

(1) ξ toma valores en Adm(E) .

(2) ξ es un sopde, esto es, verifica τ̃ k1 ◦ ξ = id k
⊕E

.

(3) J̃A(ξA) = ∆̃A para todo A = 1, . . . , k.

Demostración:

La equivalencia entre (1) y (2) es una consecuencia directa de la definición
del conjunto de puntos admisibles (5.37). La equivalencia entre (1) y (3) es una

consecuencia directa de la definición de J̃A, ∆̃A y ξVA .

�

Vamos a calcular la expresión local de un sopde ξ = (ξ1, . . . , ξk)

Consideremos {Xα, VA
α} una base local de secciones de τ̃ k

⊕E
: TE(

k
⊕ E) →

k
⊕ E,

entonces cada sección

ξA:
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) = E ×TQ T (

k
⊕ E)

se escribe en esta base como sigue

ξA = ξαAXα + (ξA)αBVB
α

para ciertas funciones ξαA, (ξA)αB ∈ C∞(
k
⊕ E).

Puesto que ξ es un sopde las secciones ξ1, . . . , ξk satisfacen las igualdades

J̃A(ξA) = ∆̃A, 1 ≤ A ≤ k

de donde obtenemos que la expresión local de ξA es:

ξA = yαAXα + (ξA)αBVB
α

siendo (ξA)αB funciones en
k
⊕ E.

Como se observa en la definición de sopde, éste es una sección de (TE)1
k(

k
⊕ E) y

por tanto, tal como hemos visto en el apartado anterior, podemos definir un campo

de k-vectores en
k
⊕ E asociado al mismo.
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De (5.36) obtenemos que el campo de k-vectores en
k
⊕ E,

(ρτ̃ (ξ1), . . . , ρτ̃ (ξk)) ,

asociado a ξ por medio del ancla ρτ̃ :Sec(TE(
k
⊕ E)) → X(

k
⊕ E), tiene la siguiente

expresión local:

ρτ̃ (ξA) = ρiαy
α
A

∂

∂qi
+ (ξA)αB

∂

∂yαB
∈ X(

k
⊕ E), 1 ≤ A ≤ k . (5.38)

Por último, sabemos que en el formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar las
secciones integrales de ciertos sopde’s son soluciones de las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange.

A continuación vamos a introducir, en el contexto que nos proporcionan los
algebroides de Lie, el concepto de sección integral de un sopde.

Definición 5.26 Una aplicación

η : Rk →
k
⊕ E

se llama sección integral del sopde ξ, si η es una sección integral del campo de
k-vectores (ρτ̃ (ξ1), . . . , ρτ̃ (ξk)), asociado a ξ, esto es,

(ρτ̃ (ξA))(η(t)) = η∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
, 1 ≤ A ≤ k , (5.39)

es decir, para cada A = 1, . . . , k el siguiente diagrama es conmutativo:

k
⊕ E

ξA //
TE(

k
⊕ E)

ρτ̃

$$IIIIIIIII

Rk

η

??��������� ∂

∂tA // TRk
η∗≡Tη //

T (
k
⊕ E)

Si η : Rk →
k
⊕ E se expresa localmente como sigue

η(t) = (ηi(t), ηαA(t)),
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entonces, teniendo en cuenta la expresión (5.38) de los campos de vectores asociados
a ξ1, . . . , ξk, deducimos que la condición de ser sección integral (5.39) es equivalente
a la familia de identidades,

∂ηi

∂tA

∣∣∣
t

= ηαA(t)ρiα(τ̃(η(t)) ,
∂ηβB
∂tA

∣∣∣
t

= (ξA)βB(η(t)) , (5.40)

donde τ̃ :
k
⊕ E → Q es la proyección canónica definida por la relación τ̃(aq) = q.

5.3.3. Formalismo lagrangiano.

En esta subsección vamos a describir la formulación lagrangiana k-simpléctica
en algebroides de Lie.

Con la finalidad de simplificar la notación, a lo largo de esta sección denotaremos

por d la diferencial exterior en el algebroide de Lie TE(
k
⊕ E), esto es,

d: = dTE(
k
⊕E) .

Una función L :
k
⊕ E → R se llamará función lagrangiana. En primer lugar

vamos a introducir algunos objetos geométricos asociados a una función lagrangiana
L.

A. Secciones de Poincaré-Cartan o secciones lagrangianas.

De modo análogo a lo que ocurre en el formalismo k-simpléctico estándar, a
partir de los endormofismos verticales J̃1, . . . , J̃ k y dada L una función lagrangiana

se definen las siguientes 1-secciones de (TE(
k
⊕ E)) ∗

ΘA
L :

k
⊕ E −→ (TE(

k
⊕ E)) ∗

bq 7−→ ΘA
L(bq)

1 ≤ A ≤ k

en donde ΘA
L(bq) es la aplicación

ΘA
L(bq): (TE(

k
⊕ E))bq ≡ Eq ×TQ Tbq(

k
⊕ E) −→ R
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definida por la composición

[TE(
k
⊕ E)]bq

J̃Abq //

ΘAL(bq)

&&
[TE(

k
⊕ E)]bq

(dL)bq // R

esto es,

(ΘA
L)(bq)(aq, vbq) = (dL)bq

(
(J̃A)bq(aq, vbq)

)
, (5.41)

siendo d = dTE(
k
⊕E) la diferencial exterior de TE(

k
⊕ E), véase (5.27).

Estas secciones Θ1
L, . . . ,Θ

k
L se denominan secciones lagrangianas o secciones

de Poincaré-Cartan.

Utilizando la expresión (5.27) de df = dTE(
k
⊕E)f con f = L se obtiene:

(ΘA
L)(bq)(aq, vbq) = (dL)bq

(
(J̃A)bq(aq, vbq)

)
=
(
ρτ̃ ((J̃A)bq(aq, vbq))

)
L , (5.42)

donde bq ∈
k
⊕ E, (aq, vbq) ∈ [TE(

k
⊕ E)]bq y ρτ̃ ((J̃A)bq(aq, vbq)) ∈ Tbq(

k
⊕ E).

A partir de las 1-secciones Θ1
L, . . . ,Θ

k
L definimos las 2-secciones

ΩA
L :

k
⊕ E → (TE(

k
⊕ E)) ∗ ∧ (TE(

k
⊕ E)) ∗, 1 ≤ A ≤ k

por

ΩA
L : = −dΘA

L , 1 ≤ A ≤ k .

Reescribiendo el apartado (2) de la Definición 5.2 de la diferencial exterior de

un algebroide de Lie para el algebroide TE(
k
⊕ E), podemos escribir:

ΩA
L(ξ1, ξ2) = −dΘA

L(ξ1, ξ2)

= [ρτ̃ (ξ2)](ΘA
L(ξ1))− [ρτ̃ (ξ1)](ΘA

L(ξ2)) + ΘA
L([[ξ1, ξ2]]τ̃ ) ,

(5.43)

para todo par ξ1, ξ2 ∈ Sec(TE(
k
⊕ E)) donde (ρτ̃ , [[·, ·]]τ̃ ) denota la estructura de

algebroide de Lie de TE(
k
⊕ E) definida en la Sección 5.3.1.B.

A continuación establecemos las expresiones locales de ΘA
L y ΩA

L .



178 5 Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie

Consideremos
{Xα, VB

α }1≤B≤k, 1≤α≤m

una base local de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E y

{Xα, Vα
B}1≤B≤k, 1≤α≤m

su base dual. Entonces de (5.25), (5.34) y (5.42) obtenemos

ΘA
L =

∂L

∂yαA
Xα , 1 ≤ A ≤ k . (5.44)

De las expresiones locales (5.24), (5.25), (5.26), (5.43) y (5.44) obtenemos para
cada A = 1, . . . , k,

ΩA
L =

1
2

(
ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
− ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
+ C

γ
αβ

∂L

∂yγA

)
Xα ∧ Xβ +

∂2L

∂yβB∂y
α
A

Xα ∧ V
β
B . (5.45)

Observación 5.27

(1) Si reescribimos las definiciones anteriores en el caso particular k = 1 obtenemos
las formas de Poincaré-Cartan de la Mecánica lagrangiana en algebroides de
Lie. Véase, por ejemplo, [24, 96].

(2) Si consideramos el caso particular E = TQ y ρ = idTQ, entonces

ΩA
L(X, Y ) = ωAL (X, Y ) , 1 ≤ A ≤ k

donde X, Y son campos de vectores en T 1
kQ y ω1

L, . . . , ω
k
L denotan las 2-formas

lagrangianas del formalismo k-simpléctico estándard definidas por ωAL = −d(dL◦
JA), donde d denota la diferencial usual.

�

B. La función enerǵıa lagrangiana.

La siguiente definición es la versión en algebroides de Lie de la función enerǵıa
lagrangiana.
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Definición 5.28 Sea L :
k
⊕ E → R una función lagrangiana. La función enerǵıa

EL :
k
⊕ E → R

asociada al lagrangiano L se define como sigue

EL =
k∑

A=1

ρτ̃ (∆̃A)L− L .

donde ρτ̃ (∆̃A) ∈ X(
k
⊕ E) son los campos de vectores asociados a las secciones de

Liouville ∆̃A.

De (5.25) y (5.35) se deduce que EL tiene la siguiente expresión local:

EL =
k∑

A=1

yαA
∂L

∂yαA
− L . (5.46)

Observación 5.29 Si consideramos el caso particular E = TQ la función EL coinci-
de con la función enerǵıa del formalismo k-simpléctico estándar, véase [56, 107, 119]
y el caṕıtulo 1 de esta memoria.

Cuando k = 1 obtenemos la definición de la función enerǵıa de la Mecánica
lagrangiana en algebroides de Lie, véase, por ejemplo, E. Mart́ınez [96].

C. Morfismos.

En la formulación lagrangiana k-simpléctica, una solución de las ecuaciones de
Euler-Lagrange es un campo

φ : Rk → Q

tal que su primera prolongación

φ(1) : Rk → T 1
kQ

verifica las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange, esto es,

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

, 1 ≤ i ≤ n .
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La aplicación φ induce de modo natural el morfismo de fibrados vectoriales

Φ = (Tφ, φ)

entre los algebroides de Lie TRk y TQ,

TRk
Tφ //

τRk

��

TQ

τQ

��
Rk

φ
// Q

Además se verifica
d(Φ ∗µ) = Φ ∗(dµ)

para toda l-forma µ en Q, entonces Φ = (Tφ, φ) es un morfismo de algebroides de
Lie, (véase la sección 5.1.4 para recordar la definición de morfismo de algebroides
de Lie).

A continuación vamos a recordar la definición de la primera prolongación de φ.
Consideremos la base canónica de secciones de τRk ,{

∂

∂t1
, . . . ,

∂

∂t k

}
.

Recordemos que la primera prolongación φ(1) de φ, se escribe del siguiente modo:

φ(1)(t) = (Ttφ(
∂

∂t1

∣∣∣
t
), . . . , Ttφ(

∂

∂t k

∣∣∣
t
)) .

Lo que acabamos de hacer es describir las soluciones de las ecuaciones de campo
Euler-Lagrange, en el caso estándar, desde un nuevo punto de vista que nos permite
pensar una solución como un morfismo de algebroides de Lie.

Volviendo al caso de algebroides, para definir el objeto análogo a la primera
prolongación de una solución, y teniendo en cuenta el punto de vista anterior, vamos
a considerar un morfismo de algebroides de Lie Φ = (Φ,Φ)

TRk Φ //

τRk

��

E

τ

��
Rk

Φ
// Q
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Considerando
{eA}1≤A≤k

una base local de secciones de τRk , podemos definir una aplicación

Φ̃ : Rk →
k
⊕ E

asociada a Φ y dada por:

Φ̃ : Rk →
k
⊕ E ≡ E⊕ k. . . ⊕E

t → (Φ(e1(t)), . . . ,Φ(ek(t))) .

Observación 5.30 En el caso particular E = TQ y ρ = idTQ se verifica: Φ =

(Tφ, φ), eA = ∂/∂tA la aplicación Φ̃ se corresponde con la primera prolongación de
la φ : Rk → Q, esto es,

Φ̃ = φ(1) .

Observación 5.31 Denotaremos por Φ : TRk → E un morfismo de algebroides de
Lie Φ = (Φ,Φ) entre τRk : TRk → Rk y τ : E → Q.

�

Ahora vamos a escribir las expresiones locales del morfismo de algebroides de Lie
y su aplicación asociada.

Sean
(tA)1≤A≤k y (qi)1≤i≤n

dos sistemas locales de coordenadas en Rk y Q, respectivamente. Sea

{eA}1≤A≤k

una base local de secciones de τRk :TRk → Rk y

{eα}1≤α≤m

una base local de secciones de τ : E → Q. Además denotamos por

{eA}1≤A≤k y {eα}1≤α≤m
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las bases duales correspondientes. Entonces el morfismo Φ está determinado por las
relaciones

Φ(t) = (φi(t)) y Φ ∗eα = φαAe
A

para ciertas funciones locales φi y φαA en Rk.

Aśı, la aplicación asociada Φ̃ tiene la siguiente expresión local

Φ̃(t) = (φi(t), φαA(t)) .

En este caso, las condiciones de morfismo de Lie (5.7) y (5.8) se escriben como
sigue

∂φi

∂tA
= ρiαφ

α
A y 0 =

∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A , (5.47)

donde ρiα y C
γ
αβ son las funciones de estructura del algebroide de Lie E.

Observación 5.32 En el caso estándar, esto es, cuando E = TQ y ρ = idTQ las
condiciones de morfismo anteriores se reducen a

φiA =
∂φi

∂tA
y

∂φiA
∂tB

=
∂φiB
∂tA

,

de modo que la segunda de estas identidades se puede escribir como sigue:

∂2φi

∂tB∂tA
=

∂2φi

∂tA∂tB
.

Aśı, en el formalismo k-simpléctico estándar, considerar morfismos de algebroides
de Lie y las aplicaciones asociadas es equivalente a considerar campos φ : Rk → Q y
la primera prolongación φ(1) de los mismos.

D. Las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En este apartado vamos a describir la formulación lagrangiana k-simpléctica en
términos de algebroides de Lie, generalizando la descripción de las ecuaciones de
Euler-Lagrange de la Mecánica lagrangiana en algebroides de Lie, véase los trabajos
de E. Mart́ınez, por ejemplo [24, 96] y la formulación lagrangiana k-simpléctica
estándar que hemos descrito en el caṕıtulo 1.

A continuación veremos qué nos dice la ecuación geométrica de Euler-Lagrange
(1.45) en el caso de algebroides de Lie pero antes veamos como definir un elemento

de TE(
k
⊕ E) a partir de un morfismo de algebroides de Lie Φ = (Φ,Φ).
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Lema 5.33 Sea Φ̃: Rk →
k
⊕ E la aplicación asociada a un morfismo de algebroides

de Lie Φ = (Φ,Φ) : TRk → E. Entonces

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) ∈ (TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E) ,

o equivalentemente para cada A = 1, . . . , k

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) ∈ TE(
k
⊕ E) = E ×TQ T (

k
⊕ E) ,

donde τ̃ k,Ak
⊕E

la proyección canónica sobre la A-ésima copia de TE(
k
⊕ E) en (TE)1

k(
k
⊕ E)

dada por:

τ̃ k,Ak
⊕E

: (TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E) → TE(

k
⊕ E)

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

)) 7→ (aAq, vAbq
)

.

Demostración:

Vamos a comprobar que para cada A = 1, . . . , k se tiene

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) ∈ [TE(
k
⊕ E)]Φ̃(t) = Eτ̃(Φ̃(t)) ×TQ TΦ̃(t)(

k
⊕ E) ,

donde τ̃ :
k
⊕ E → Q es la proyección dada por τ̃(bq) = q.

Podemos escribir

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) = (prA(Φ̃(t)), Φ̃∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
)) ,

donde prA:
k
⊕ E → E es la proyección canónica sobre la A-ésima copia de E.

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que

Φ̃(t) = (φi(t), φαB(t))

entonces

Φ̃∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
) = (φi(t), φαB(t),

∂φi

∂tA

∣∣∣
t
,
∂φαB
∂tA

∣∣∣
t
) , 1 ≤ A ≤ k .
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A partir de estas dos expresiones locales obtenemos:

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) = (φi(t), φαA(t),
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
,
∂φαB
∂tA

∣∣∣
t
) , 1 ≤ A ≤ k .

De la definición (5.22) de TE(
k
⊕ E) sabemos que

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) = (prA(Φ̃(t)), Φ̃∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
)) ∈ [TE(

k
⊕ E)]Φ̃(t)

si, y sólo si,

ρ(prA(Φ̃(t))) = TΦ̃(t)τ̃
(

Φ̃∗(t)
)( ∂

∂tA

∣∣∣
t
)

)
,

o equivalentemente

ρiαφ
α
A =

∂φi

∂tA
.

Esta última condición se verifica por ser Φ : TRk → E morfismo de algebroides
de Lie, véase la ecuación (5.47).

�

Proposición 5.34 Sea L :
k
⊕ E → R una función lagrangiana y Φ : TRk → E

morfismo de algebroides de Lie con aplicación asociada Φ̃ : Rk →
k
⊕ E. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) Φ̃ satisface el sistema de ecuaciones

k∑
A=1

ı[τ̃k,A
k
⊕E

(Φ̃(t),Φ̃(1)(t))]Ω
A
L(Φ̃(t)) = dEL(Φ̃(t)) ,∀t , 1 ≤ A ≤ k , (5.48)

donde [τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t))] ∈ [TE(
k
⊕ E)]Φ̃(t) como hemos comprobado en el lema

anterior. Recordemos que d = dTE(
k
⊕E).
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(2) Φ̃ es solución del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

k∑
A=1

d

dtA

(
∂L

∂yαA

)
= ρiα

∂L

∂qi
+ φβCC

γ
βα

∂L

∂yγC

∂φi

∂tA
= φαAρ

i
α ,

0 =
∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A .

(5.49)

Observación 5.35 Nótese que si E es el algebroide de Lie estándar TQ entonces las
ecuaciones (5.49) son las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (1.44) del formalis-
mo k-simpléctico estándar. Aśı, denominaremos a estas ecuaciones las ecuaciones
de campo de Euler-Lagrange en algebroides de Lie.

�

Demostración:

Sean (qi, yα)1≤i≤n, 1≤α≤m un sistema de coordenadas locales adaptadas en E,

(qi, yαA)1≤i≤n, 1≤α≤m, 1≤A≤k el sistema local inducido en
k
⊕ E, {eα}1≤α≤m una ba-

se local de secciones de τ : E → Q, {eA}1≤A≤k una base local de secciones de
τRk : TRk → Rk.

En estos sistemas locales de coordenadas escribimos la expresión local de la
aplicación Φ̃ asociada a un morfismo de algebroides de Lie Φ como sigue:

Φ̃(t) = (φi(t), φαA(t)).

Considerando {Xα,V
B
β } una base local de secciones de TE(

k
⊕ E)→

k
⊕ E se obtiene

la siguiente expresión

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) = φαA(t)Xα(Φ̃(t)) +
∂φβB
∂tA

∣∣∣
t
VB
β (Φ̃(t)) , 1 ≤ A ≤ k
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y aśı teniendo en cuenta la expresión local (5.45) de ΩA
L se verifica

k∑
A=1

ıτ̃k,A
k
⊕E

(Φ̃(t),Φ̃(1)(t))Ω
A
L(Φ̃(t)) = φαA(t)

∂2L

∂yβB∂y
α
A

∣∣∣
Φ̃(t)

V
β
B(Φ̃(t))

+
(
φβA(t)(ρiα

∂2L

∂qi∂yβA

∣∣∣
Φ̃(t)
− ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

+ C
γ
βα

∂L

∂yγA

∣∣∣
Φ̃(t)

)

−∂φ
β
B

∂tA

∣∣∣
t

∂2L

∂yβB∂y
α
A

∣∣∣
Φ̃(t)

)
Xα(Φ̃(t)) .

(5.50)

De las expresiones locales (5.27) y (5.46) de df y EL obtenemos, para cada
A = 1, . . . , k,

dEL(Φ̃(t)) = ρiα

(
φβA(t)

∂2L

∂qi∂yβA

∣∣∣
Φ̃(t)
− ∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

)
Xα(Φ̃(t))

+ φαA(t)
∂2L

∂yβB∂y
α
A

∣∣∣
Φ̃(t)

V
β
B(Φ̃(t)) ,

(5.51)

donde {Xα, V
β
B} denota la base dual de la base local {Xα, VB

β } de secciones de

τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E.

Por lo tanto, de (5.50) y (5.51) obtenemos que Φ : TRk → E es solución de la
ecuación (5.48) si, y sólo si, se verifica

φβA

(
ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
− ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
+ C

γ
βα

∂L

∂yγA

)
−
∂φβB
∂tA

∂2L

∂yβB∂y
α
A

= ρiα

(
φβA

∂2L

∂qi∂yβA
− ∂L

∂qi

)

φαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

= φαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

∂φi

∂tA
= ρiαφ

α
A

0 =
∂φαA
∂tB

−
∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A ,

donde las dos últimas ecuaciones son consecuencia de la condición de morfismo
(5.47). Obsérvese que la segunda ecuación es una identidad y aśı este sistema de
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ecuaciones en derivadas parciales se puede escribir como sigue:

k∑
A=1

d

dtA

(
∂L

∂yαA

)
= ρiα

∂L

∂qi
+ φβCC

γ
βα

∂L

∂yγC

∂φi

∂tA
= ρiαφ

α
A ,

0 =
∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A .

�

Observación 5.36

(1) Las ecuaciones (5.49) coinciden con la ecuaciones de Euler-Lagrange en Teoŕıas
Clásicas de Campos del formalismo multisimpléctico en algebroides de Lie.
Véase E. Mart́ınez, [97].

(2) Si se reescriben las anteriores ecuaciones en el caso particular, k = 1, la con-
dición de morfismo se reduce a la condición de admisibilidad (ecuación 2) y
aśı se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange dadas por Weinstein en [140].

(3) Cuando E = TQ, las ecuaciones (5.49) coinciden con las ecuaciones de Euler-
Lagrange del formalismo k-simpléctico o de Günther, véase por ejemplo [56,
107, 119].

�

Al igual que ocurre en el desarrollo de la formulación lagrangiana k-simpléctica
estándar, las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden obtener como
secciones integrales de ciertos sopde’s. Este resultado se recoge en el siguiente
teorema.

Teorema 5.37 Sea L :
k
⊕ E → R un lagrangiano regular y

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) ≡ TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E)
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una sección de τ̃ kk
⊕E

tal que

k∑
A=1

ıξAΩA
L = dEL , (5.52)

donde d = dTE(
k
⊕E). Entonces:

(1) ξ es un sopde.

(2) Sea Φ̃ : Rk →
k
⊕ E la aplicación asociada con un morfismo de algebroides de

Lie entre TRk y E. Si Φ̃ es una sección integral de ξ, entonces Φ̃ satisface
las ecuaciones (5.49) esto es, es una solución de las ecuaciones de campo de
Euler-Lagrange escritas en términos de un algebroide de Lie E.

Demostración:

Escribiendo
ξA = ξαAXα + (ξA)αCVC

α , A = 1, . . . , k

y considerando la expresión local (5.45) de ΩA
L obtenemos

k∑
A=1

ıξAΩA
L =

(
ξβA

(
ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
− ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
+ C

γ
βα

∂L

∂yγA

)
− (ξA)βB

∂2L

∂yβB∂y
α
A

)
Xα

+ ξαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

V
β
B ,

De la expresión anterior y de la expresión de dEL, véase (5.51), se obtiene que
ξ es una solución de las ecuaciones (5.52) si, y sólo si, se verifican las siguientes
ecuaciones:

ξβA

(
ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
− ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
+ C

γ
βα

∂L

∂yγA

)
− (ξA)βB

∂2L

∂yβB∂y
α
A

= ρiα

(
ξβA

∂2L

∂qi∂yβA
− ∂L

∂qi

)
,

ξαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

= ξαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

.

Si el lagrangiano L es regular, es decir, si la matriz

(
∂2L

∂yαA∂y
β
B

)
es regular, de la

segunda ecuación obtenemos que

ξαA = yαA , (5.53)
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esto es, ξ es un sopde y en este caso la primera de las ecuaciones anteriores se
simplifica como sigue:

yβAρ
i
β

∂2L

∂qi∂yαA
+ (ξA)βB

∂2L

∂yαA∂y
β
B

= ρiα
∂L

∂qi
+ yβAC

γ
βα

∂L

∂yγA
. (5.54)

Demostremos ahora el item (2).

Sea Φ̃ : Rk →
k
⊕ E la aplicación asociada con un morfismo de algebroides de Lie

Φ : TRk → E.

Si Φ̃(t) = (φi(t), φαA(t)) es una sección integral del sopde ξ solución de (5.52)
entonces de la condición de sección integral (5.40), la identidad (5.53) y (5.54) obte-
nemos

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

∂2L

∂qi∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

+
∂φβB
∂tA

∣∣∣
t

∂2L

∂yαA∂y
β
B

∣∣∣
Φ̃(t)

= ρiα
∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

+ φβAC
γ
βα

∂L

∂yγA

∣∣∣
Φ̃(t)

,

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= ρiαφ
α
A(t) ,

0 =
∂φαA
∂tB

∣∣∣
t
− ∂φαB
∂tA

∣∣∣
t

+ Cαβγφ
β
B(t)φγA(t)

donde la última ecuación es una consecuencia de la condición de morfismo de alge-
broides de Lie (5.47). Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como sigue

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
= ρiα

∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

+ φβCC
γ
βα

∂L

∂yγC

∣∣∣
Φ̃(t)

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= ρiαφ
α
A(t) ,

0 =
∂φαA
∂tB

∣∣∣
t
− ∂φαB
∂tA

∣∣∣
t

+ Cαβγφ
β
B(t)φγA(t) ,

(5.55)

obteniéndose las ecuaciones (5.49) .

�

Observación 5.38 Si reescribimos esta sección en el caso particular k = 1, reob-
tenemos la descripción de Mecánica lagrangiana en términos de algebroides de Lie
(Ver sección 3.1 en [24] o sección 2.2 en [72]).
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E. Caso particular: Formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar

En este apartado vamos a describir el formalismo lagrangiano k-simpléctico
estándar como un caso particular del formalismo lagrangiano en algebroides de Lie.

Como ya hemos comentado anteriormente elegimos como algebroide de Lie E =
TQ y ρ = idTQ; en este caso las constantes de estructura C

γ
αβ = 0. Entonces

La variedad
k
⊕ E se identifica con T 1

kQ, TTQ(T 1
kQ) con T (T 1

kQ) y (TTQ)1
k(T

1
kQ)

con T 1
k (T 1

kQ).

La función enerǵıa EL : T 1
kQ → R es EL =

k∑
A=1

∆A(L) − L donde los campos

de vectores ∆A en T 1
kQ se obtienen como hemos explicado en la observación

5.19 .

Una sección ξ :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) se corresponde con un campo de k-vectores

ξ = (ξ1, . . . , ξk) en T 1
kQ, esto es, ξ es una sección de τ k

T 1
kQ

: T 1
k (T 1

kQ)→ T 1
kQ.

Un sopde ξ es un campo de k-vectores en T 1
kQ que es una sección de la

aplicación T 1
k (τ kQ) : T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ.

Sea f a función en T 1
kQ entonces

dTTQ(T 1
kQ)f(Y ) = df(Y )

donde df denota la diferencial estándar e Y es un campo de vectores en T 1
kQ.

Se verifica que

ΩA
L(X, Y ) = ωAL (X, Y ), A = 1, . . . , k

donde ωAL denota las 2-formas lagrangianas del formalismo k-simpléctico están-
dard definidas por ωAL = −d(dL ◦ JA).

Aśı, en el formalismo k-simpléctico estándar la ecuación (5.52) se escribe como
sigue:

k∑
A=1

ıξAω
A
L = dEL ,

que coincide con las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrage (1.45) del for-
malismo k-simpléctico estándar.
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Como ya hemos señalado en la Observación 5.30 la aplicación Φ̃ coincide con
φ(1).

En el caso estándar una aplicación φ : Rk → Q induce un morfismo de algebroi-
des de Lie Φ = (Tφ, φ) entre TRk y TQ. En este caso, la aplicación asociada

Φ̃ a este morfismo coincide con la primera prolongación φ(1) de φ dada por

Φ̃(t) = (Tφ(
∂

∂t1

∣∣∣
t
), . . . , Tφ(

∂

∂t k

∣∣∣
t
)) = φ(1)(t) .

Aśı, del teorema 5.37 y las ocho observaciones anteriores, deducimos el siguien-
te corolario donde reobtenemos la formulación lagrangiana k-simpléctica estándar,
véase [56, 107, 119] y la sección 1.2.4 del Caṕıtulo 1 de esta memoria.

Corolario 5.39 Sea L : T 1
kQ → R un lagrangiano regular y ξ = (ξ1, . . . , ξk) un

campo de k-vectores en T 1
kQ tal que

k∑
A=1

ıξAω
A
L = dEL .

Entonces:

(1) ξ es un sopde

(2) Si Φ̃ es una sección integral del campo de k-vectores ξ, entonces Φ̃ es una solu-
ción de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange del formalismo lagrangiano
k-simpléctico estándar, esto es,

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

, viA(Φ̃(t)) =
∂(qi ◦ Φ̃)

∂tA

∣∣∣
t
.

La relación entre los elementos geométricos del formalismo k-simpléctico Lagra-
giano estándar y en algebroides de Lie, se resume a continuación:

Funciones lagrangianas.

• Algebroides de Lie:

L :
k
⊕ E → R.
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• Estándard:

L : T 1
kQ→ R.

Secciones lagrangianas.

• Algebroides de Lie:

ΩA
L :

k
⊕ E → (TE(

k
⊕ E)) ∗ ∧ (TE(

k
⊕ E)) ∗, A = 1, . . . , k.

• Estándard:

ωAL : T 1
kQ→ T ∗(T 1

kQ) ∧ T ∗(T 1
kQ), A = 1, . . . , k.

Ecuaciones algebraicas.

• Algebroides de Lie:

k∑
A=1

ıξAΩA
L = dEL ,

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) es una sección del fibrado

k-prolongación (TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ . . .⊕ TE(

k
⊕ E).

• Estándard:

k∑
A=1

ıξAω
A
L = dEL ,

(ξ1 . . . , ξk) : T 1
kQ→ T 1

k (T 1
kQ) es un campo de k-vectores en T 1

kQ.

Ecuaciones de campo.

• Algebroides de Lie:

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
= ρiα

∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

+ φβCC
γ
βα

∂L

∂yγC

∣∣∣
Φ̃(t)

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= φαA(t)ρiα ,

0 =
∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A ,
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Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

Φ̃: Rk →
k
⊕ E

t 7→ Φ̃(t) = (φi(t),Φα
A(t))

• Estándard:

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂viA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

, viA(Φ̃(t)) =
∂(qi ◦ Φ̃)

∂tA

∣∣∣
t
.

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

Φ̃: Rk → T 1
kQ

t 7→ Φ̃(t) = (φi(t),Φi
A(t))

5.3.4. Ejemplos.

A. Modelo Poisson sigma.

En este primer ejemplo se verifica

E = T ∗Q y k = 2

siendo (Q, {·, ·}) una variedad de Poisson.

Consideremos una variedad de Poisson (Q, {·, ·}). Entonces, como hemos visto
en la sección 5.1.2, el fibrado cotangente T ∗Q tiene una estructura de algebroide de
Lie, con ancla ρ y corchete determinados por

ρ(α) = Π̂(α) ,

[[α, β]]T ∗Q = LΠ̂(α)β − LΠ̂(β)α + d(Π(α, β)) ,

donde α, β ∈ Sec(T ∗Q), LX denota la derivada de Lie y Π̂ : T ∗Q → TQ, se define
por

β(Π̂(α)) = Π(α, β), ∀α, β ∈ T ∗qQ ,

es la aplicación inducida por el campo de bivectores Π asociado a la variedad de
Poisson.
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En coordenadas locales, el bivector Π en un punto q ∈ Q tiene la expresión

Π =
1

2
Λij ∂

∂qi
∧ ∂

∂qj
.

Podemos considerar como lagrangiano para el modelo Poisson Sigma una función
definida en T ∗Q⊕Q T ∗Q. Aśı si (qi, p1

i , p
2
i ) denota las coordenadas locales T ∗Q⊕Q

T ∗Q, la expresión local del lagrangiano es (véase [96])

L(qi, p1
i , p

2
i ) = − 1

2
Λijp1

i p
2
j .

A continuación vamos a considerar las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.49) para
el lagrangiano

L:T ∗Q⊕ T ∗Q→ R , L(qi, p1
i , p

2
i ) = − 1

2
Λijp1

i p
2
j .

Un largo cálculo muestra que la primera ecuación de (5.49), esto es, la ecuación

k∑
A=1

d

dtA

(
∂L

∂yαA

)
= ρiα

∂L

∂qi
+ yβAC

γ
βα

∂L

∂yγA

se reduce a
1

2
Λij

(
∂p2

i

∂t1
− ∂p1

i

∂t2
+
∂Λkl

∂qi
p1
kp

2
l

)
= 0 .

y teniendo en cuenta la condición de morfismo esta ecuación se verifica por lo que
las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (5.49) son en este caso particular

∂qi

∂tA
+ ΛijpAj = 0 ,

∂p2
i

∂t1
− ∂p1

i

∂t2
+
∂Λkl

∂qi
p1
kp

2
l = 0 .

Consideremos la 1-formas en R2 dadas por Pj = p1
jdt

1 + p2
jdt

2 (j = 1, . . . , n),
entonces las anteriores ecuaciones puede escribirse como sigue

dqj + ΛjkPk = 0

dPj +
1

2
Λkl
, jPk ∧ Pl = 0 ,

donde Λkl
, j := ∂Λkl/∂qj. Esta es la forma usual en la que aparecen las ecuaciones

para el modelo Poisson Sigma, véase T. Strobl [130].
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Observación 5.40 El modelo Poisson sigma es un ejemplo de teoŕıa de campos
topológicos de dimensión 2 asociadas a una variedad de Poisson. Fueron introducidos
por P. Schaller y T. Strobl [127] y N. Ikeda [58] y se aplican al estudio de modelos
gravitacionales de dimensión 2.

�

B. Sistemas con simetŕıa.

Consideremos un fibrado principal π : Q̄ −→ Q = Q̄/G con grupo de estructura
G, entonces una conexión principal A en Q̄ es una 1-forma con valores en el álgebra
de Lie g, A:TQ̄→ g tal que:

(i) Para todo ξ ∈ g y para todo q̄ ∈ Q̄, A(ξQ̄(q̄)) = ξ, y

(ii) A(Tq̄ϕg(vq̄)) = Adg(A(vq̄)) donde ϕ : Q̄×G→ Q̄ denota la acción de G sobre
Q̄ y Adg: g→ g la acción adjunta de G.

Fijemos una conexión principal A : TQ̄ −→ g con curvatura B : TQ̄⊕TQ̄ −→ g.
La conexión A determina un isomorfismo entre los fibrados vectoriales TQ̄/G→ Q
y TQ⊕ g̃ −→ Q donde g̃ = (Q̄× g)/G es el fibrado adjunto (véase [21]):

[vq̄]↔ Tq̄π(vq̄)⊕ [(q̄, A(vq̄))]

donde vq̄ ∈ Tq̄Q̄.

La conexión principal A nos permite obtener una base local de secciones de

Sec(TQ̄/G) = X(Q)⊕ Sec(g̃)

como sigue. En primer lugar, elegimos una trivialización local del fibrado principal
π: Q̄ → q = Q̄/G, por ejemplo U × G, donde U es un subconjunto abierto de
Q = Q̄/G. Aśı consideramos el fibrado principal trivial π:U × G → U con grupo
de estructura G actuándo sólo sobre el segundo factor por la multiplicación por la
izquierda. Sea e el elemento identidad del grupo de Lie G, (qi), 1 ≤ i ≤ dimQ son
coordenadas locales en U y {ξa} una base de g.

Vamos a describir ahora las secciones del fibrado adjunto g̃.

Un elemento de Sec(g̃) es una aplicación de la forma:

[q̄]G ∈ Q = Q̄/G 7→ [(q̄, ξ)]G ∈ g̃ = (Q̄× g)/G ,
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por lo que el conjunto de estas secciones se identifica con el conjunto de campos de
vectores invariantes a la izquierda ξLa :

ξLa (g) = TeLg(ξa)

donde Lg : G −→ G es la translación a la izquierda por g ∈ G.

Teniendo en cuenta la identidad Sec(TQ̄/G) = X(Q) ⊕ Sec(g̃), a partir de los
elementos de X(Q) y de Sec(g̃), obtenemos una base local de Sec(TQ̄/G) dada por:{

ei =

(
∂

∂qi

)h
, ea = ξLa

}

donde (
∂

∂qi
)h es el campo de vectores en U ×G que se obtiene mediante el levanta-

miento horizontal de
∂

∂qi
∈ X(Q). Si

A

(
∂

∂qi

∣∣∣
(q,e)

)
= Aai ξa

entonces el levantamiento horizontal del campo de vectores en
∂

∂qi
en U es el campo

de vectores (
∂

∂qi
)h en U ×G dado por

(
∂

∂qi

)h
=

∂

∂qi
− Aai ξLa .

Aśı el conjunto {
ei =

(
∂

∂qi

)h
, ea = ξLa

}
es por construcción G-invariante y define una base local de secciones {ei, ea} de
Sec(TQ̄/G) = X(Q)⊕ Sec(g̃).

Teniendo en cuenta esta base de secciones, a cada q = [q̄]G ∈ Q le asociamos un
elemento de TQ̄/G de la forma

yiei(q) + yaea(q) .

Aśı obtenemos las coordenadas locales inducidas (qi, yi, ya) de TQ̄/G.
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Se puede demostrar que TQ̄/G tiene una estructura de algebroide de Lie sobre
Q = Q̄/G (véase M. de León, J. C. Marrero y E. Mart́ınez [72]). Este algebroide
τQ|G:E = TQ̄/G→ Q = Q̄/G se denomina algebroide de Atiyah.

Denotamos como antes por (qi, yi, ya) las coordenadas locales inducidas de TQ̄/G.
Si ccab son las constantes de estructura del álgebra de Lie g con respecto a la base
{ξa} y

B

(
∂

∂qi

∣∣∣
(q,e)

,
∂

∂qj

∣∣∣
(q,e)

)
= Ba

ijξa

donde

Bc
ij =

∂Aci
∂qj
−
∂Acj
∂qi
− ccabAaiAbj .

entonces las funciones de estructura del algebroide de Lie TQ̄/G → Q están deter-
minadas por las siguientes relaciones (véase [72]):

[[ei, ej]]TQ̄/G = −Bc
ijec

[[ei, ea]]TQ̄/G = ccabA
b
iec

[[ea, eb]]TQ̄/G = ccabec

ρTQ̄/G(ei) =
∂

∂qi

ρTQ̄/G(ea) = 0 .

Aśı las funciones de estructura del algebroide de Atiyah τQ|G:E = TQ̄/G →
Q = Q̄/G respecto al sistema local de coordenadas (qi) y la base local {ei, ea} de
Sec(TQ̄/G) son:

Ckij = Ckia = −Ckai = Ckab = 0, Caij = −Ba
ij, Ccia = −Ccai = ccabA

b
i

Ccab = ccab, ρij = δij, ρai = ρia = ρba = 0 .
(5.56)

Ahora, consideremos una función lagrangiana L :
k
⊕ TQ̄/G −→ R entonces las

ecuaciones de campo de Euler-Lagrange son:

d

dtA

(
∂L

∂yiA

)
=

∂L

∂qi
+Bc

ijy
j
C

∂L

∂ycC
− ccabAbiyaC

∂L

∂ycC
d

dtA

(
∂L

∂yaA

)
= ccabA

b
iy
i
C

∂L

∂ycC
− ccabybC

∂L

∂ycC

0 =
∂yiA
∂tB
− ∂yiB
∂tA

0 =
∂ycA
∂tB
− ∂ycB
∂tA
−Bc

ijy
i
By

j
A + ccabA

b
iy
i
By

a
A + ccaby

b
Ay

a
B
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En este caso cuando Q es un único punto, esto es Q̄ = G entonces TQ̄/G = g y

entonces el lagrangiano está definido como una función L :
k
⊕ g −→ R y las ecuaciones

anteriores se reducen ahora a

d

dtA

(
∂L

∂yaA

)
= −ccabybC

∂L

∂ycC

0 =
∂ycA
∂tB
− ∂ycB
∂tA

+ ccaby
b
Ay

a
B .

Estas ecuaciones coinciden con la expresión local de las ecuaciones de Euler-
Poincaré que podemos encontrar en [18, 19, 20, 97]). Por ejemplo en [19] los autores
obtienen estas ecuaciones en el estudio de algunos ejemplos de aplicaciones armónicas
desde el enfoque variacional.

5.4. Formalismo hamiltoniano.

En esta sección desarrollamos el formalismo hamiltoniano k-simpléctico en al-
gebroides de Lie, que generaliza la Mecánica hamiltoniana el algebroides de Lie,
véase [24, 72], y el formalismo hamiltoniano k-simpléctico estándar, véase caṕıtulo
1. La estructura de esta sección es similar a la del caso lagrangiano que se acaba de
describir.

Sea (E, [[·, ·]]E, ρ) un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Para el enfoque
hamiltoniano se considera el fibrado dual de E, esto es, el fibrado τ ∗ : E ∗ → Q.

5.4.1. Elementos geométricos.

A. La variedad
k
⊕ E ∗.

Recordemos que el formalismo k-simpléctico hamiltoniano estándar se desarrolla
sobre el fibrado de las k1-covelocidades

(T 1
k ) ∗Q = T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q .

Pensando un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente y su
dual E ∗ un sustituto del fibrado cotangente, es natural pensar que el análogo de
(T 1

k ) ∗Q sea la suma de Whitney sobre Q de k copias del espacio dual E ∗.
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Denotaremos por
k
⊕ E ∗ la suma de Whitney de k copias del fibrado vectorial

E ∗, dual del algebroide de Lie E, esto es,

k
⊕ E ∗ = E ∗⊕ k. . . ⊕E ∗ .

Aśı los elementos de
k
⊕ E ∗ vienen dados por k-tuplas

a∗q = (a1
∗
q , . . . , ak

∗
q)

de elementos de la fibra E ∗q de E ∗ sobre un mismo punto q ∈ Q.

Denotaremos por τ̃ ∗ :
k
⊕ E ∗ → Q la proyección canónica definida por

τ̃ ∗(a1
∗
q , . . . , ak

∗
q) = q .

Dado un sistema local de coordenadas (qi, yα)1≤i≤n, 1≤α≤m en un conjunto abierto
(τ ∗)−1(U) ⊂ E ∗, siendo (qi)1≤i≤n las coordenadas en un abierto U de la variedad
base Q, se define el sistema de coordenadas locales (qi, yAα )1≤i≤n, 1≤α≤m, 1≤A≤k en

(τ̃ ∗)−1(U) ⊂
k
⊕ E ∗ como sigue:

qi(a1
∗
q , . . . , ak

∗
q) = qi(q), yAα (a1

∗
q , . . . , ak

∗
q) = yα(aA

∗
q) , (5.57)

en donde (a1
∗
q , . . . , ak

∗
q) ∈

k
⊕ E ∗. Estas coordenadas dotan a

k
⊕ E ∗ de una estructura

de variedad diferenciable de dimensión n+ km.

B. La prolongación de E mediante τ̃ ∗:
k
⊕ E ∗ → Q.

En la sección 5.2 hemos recordado la definición de la prolongación de un al-
gebroide de Lie E mediante una fibración. Para el desarrollo de la formulación k-
simpléctica hamiltoniana en algebroides de Lie vamos a considerar el caso particular
de prolongación en el que

P =
k
⊕ E ∗ = E∗⊕ k. . . ⊕E∗

y la fibración es

τ̃ ∗:
k
⊕ E ∗ → Q ,
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es decir, vamos a considerar el espacio

TE(
k
⊕ E ∗) = {(aq, vb ∗q ) ∈ E × T (

k
⊕ E ∗)/ ρ(aq) = T (τ̃ ∗)(vb ∗q )} . (5.58)

Teniendo en cuenta los contenidos de la Sección 5.2, y considerando el caso
particular P = E∗⊕ k. . . ⊕E∗ obtenemos:

(1) TE(
k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E ∗) es un algebroide de Lie sobre

k
⊕ E ∗ con pro-

yección

τ̃ k
⊕E ∗

: TE(
k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E ∗)→

k
⊕ E ∗

y estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]τ̃ ∗ , ρτ̃ ∗ ) donde la aplicación ancla

ρτ̃
∗
: TE(

k
⊕ E ∗) = E ×TQ T (

k
⊕ E ∗)→ T (

k
⊕ E ∗)

es la proyección sobre el segundo factor.

(2) Si (qi, yAα ) denota un sistema local de coordenadas de
k
⊕ E ∗ entonces el sistema

de coordenadas locales inducido en TE(
k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E ∗) es

(qi, yAα , z
α, wAα )1≤i≤n, 1≤`≤n′, 1≤α≤m

donde, véase (5.15),

qi(aq, vb∗q) = qi(q) , yAα (aq, vb∗q) = yAα (b∗q) ,

zα(aq, vb∗q) = yα(aq) , wAα (aq, vb∗q) = vb∗q(yAα ) .
(5.59)

(3) De (5.16) obtenemos que el conjunto {Xα,V
α
A} definido por

Xα:
k
⊕ E ∗ → TE(

k
⊕ E ∗)

b ∗q 7→ Xα(b ∗q) = (eα(q); ρiα(q)
∂

∂qi

∣∣∣
b ∗q

)

Vα
A :

k
⊕ E ∗ → TE(

k
⊕ E ∗)

b ∗q 7→ Vα
A(b ∗q) = (0q;

∂

∂yAα

∣∣∣
b ∗q

) ,

(5.60)

es una base local de secciones de τ̃ k
⊕E ∗

: TE(
k
⊕ E ∗)→

k
⊕ E ∗.
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Denotaremos por Sec(TE(
k
⊕ E ∗)) el conjunto de secciones de la proyección

τ̃ k
⊕E ∗

: TE(
k
⊕ E ∗)→

k
⊕ E ∗.

(4) A cada sección ξ:
k
⊕ E ∗ → TE(

k
⊕ E ∗) ≡ E×TQ T (

k
⊕ E ∗) de τ̃ k

⊕E ∗
le asociamos

un campo de vectores por medio del ancla del algebroide

ρτ̃
∗
: TE(

k
⊕ E ∗)→ T (

k
⊕ E ∗).

Si ξ se escribe localmente como sigue:

ξ = ξαXα + ξAαVα
A ∈ Sec(TE(

k
⊕ E ∗))

entonces, reescribiendo la expresión (5.17) para este caso particular obtenemos,

ρτ̃
∗
(ξ) = ρiαξ

α ∂

∂qi
+ ξAα

∂

∂yAα
∈ X(

k
⊕ E ∗) . (5.61)

(5) El corchete de Lie de secciones de τ̃ k
⊕E ∗

queda determinado a partir del corchete

de los elementos de una base de secciones,

[[Xα,Xβ]]τ̃
∗

= C
γ
αβXγ [[Xα,V

β
B]]τ̃

∗
= 0 [[Vα

A,V
β
B]]τ̃

∗
= 0 , (5.62)

(6) Si {Xα,VA
α} es la base dual de {Xα,V

α
A}, de las expresiones (5.20) que carac-

terizan la diferencial exterior en el algebroide prolongación obtenemos que

dTE(
k
⊕E ∗)f = ρiα

∂f

∂qi
Xα +

∂f

∂yAα
VA
α , para f ∈ C∞(

k
⊕ E ∗)

dTE(
k
⊕E ∗)Xγ = −1

2
C
γ
αβX

α ∧ Xβ, dTE(
k
⊕E ∗)VA

γ = 0 .
(5.63)

A lo largo de esta sección denotaremos por d la diferencial exterior en el fibrado

prolongación TE(
k
⊕ E ∗), esto es,

d ≡ dTE(
k
⊕E ∗) .

Observación 5.41 En el caso particular E = TQ la variedad TE(
k
⊕ E ∗) se identi-

fica con T ((T 1
k )∗Q).
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En efecto, puesto que E = TQ y ρ = idTQ en este caso consideramos la prolon-
gación de TQ sobre πkQ : (T 1

k )∗Q→ Q. Aśı de (5.58) se tiene

TTQ(
k
⊕ T ∗Q) = TTQ((T 1

k )∗Q)

= {(uq, vw ∗q ) ∈ TQ× T ((T 1
k )∗Q)/uq = T (πkQ)(vw ∗q )}

= {(T (πkQ)(vw ∗q ), vw ∗q ) ∈ TQ× T ((T 1
k )∗Q)/ w ∗q ∈ (T 1

k )∗Q}

≡ {vw ∗q ∈ T ((T 1
k )∗Q)/ wq ∈ (T 1

k )∗Q} ≡ T ((T 1
k )∗Q)

(5.64)

�

C. El fibrado vectorial TE(
k
⊕ E ∗)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E ∗).

En la descripción de la formulación hamiltoniana k-simpléctica en algebroides de
Lie tienen especial interés los campos de k-vectores en (T 1

k )∗Q, esto es, las secciones
de

τ k(T 1
k )∗Q:T 1

k ((T 1
k )∗Q)→ (T 1

k )∗Q .

Pensando un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente y te-

niendo en cuenta que TE(
k
⊕ E ∗) juega el papel de T ((T 1

k )∗Q) es natural pensar que

la suma de Whitney de k copias de TE(
k
⊕ E ∗), esto es, el fibrado

TE(
k
⊕ E ∗)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E ∗)

jugará el papel de

T 1
k ((T 1

k )∗Q) = T ((T 1
k )∗Q)⊕ k. . . ⊕T ((T 1

k )∗Q) .

Denotaremos por (TE)1
k(

k
⊕ E ∗) la suma de Whitney de k copias del algebroide

de Lie TE(
k
⊕ E ∗), esto es,

(TE)1
k(

k
⊕ E ∗): = TE(

k
⊕ E ∗)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E ∗) .
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Aśı los elementos de (TE)1
k(

k
⊕ E ∗) son de la forma

((a1q, v1b ∗q
), . . . , (akq, vkb ∗q

))

donde cada (aAq, vAb ∗q
) pertenece a la fibra (TE(

k
⊕ E ∗))b ∗q = Eq ×TQ (Tb ∗q (

k
⊕ E ∗)).

Denotaremos por τ̃ kk
⊕E ∗

: (TE)1
k(

k
⊕ E ∗)→

k
⊕ E ∗ la proyección canónica dada por:

τ̃ kk
⊕E∗

((a1q, v1b ∗q
), . . . , (akq, vk

∗
bq

)) = b ∗q .

Denominamos k-prolongación de E sobre τ̃ ∗:
k
⊕ E ∗ → Q al fibrado

τ̃ kk
⊕E ∗

: (TE)1
k(

k
⊕ E ∗)→

k
⊕ E ∗ .

En la descripción hamiltoniana k-simpléctica en algebroides de lie nos intere-
sará considerar secciones de este fibrado. Además a partir del ancla

ρτ̃
∗
: TE(

k
⊕ E ∗)→ T (

k
⊕ E ∗)

podemos definir un campo de k-vectores en
k
⊕ E ∗ asociado a cada sección de τ̃ kk

⊕E ∗
,

tal como veremos en los dos resultados siguientes:

Lema 5.42 Sea ξ :
k
⊕ E ∗ → (TE)1

k(
k
⊕ E ∗) una sección de la proyección τ̃ kk

⊕E ∗
. En-

tonces ξ define una familia {ξ1, . . . , ξk} de secciones de τ̃ k
⊕E ∗

:
k
⊕ E ∗ → TE(

k
⊕ E ∗).

Demostración:

Teniendo en cuenta que (TE)1
k(

k
⊕ E ∗) es, por definición, la suma de Whitney de

k copias del fibrado prolongación TE(
k
⊕ E ∗), la familia {ξ1, . . . , ξk} se obtiene sin

más que considerar la proyección sobre cada una de las copias tal como muestra el
siguiente diagrama para cada A = 1, . . . , k.

(TE)1
k(

k
⊕ E ∗) = TE(

k
⊕ E ∗)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E ∗)

τ̃k,A
k
⊕E ∗

��
k
⊕ E ∗

ξ

66mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm ξA //
TE(

k
⊕ E ∗)
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donde

τ̃ k,Ak
⊕E ∗

: (TE)1
k(

k
⊕ E ∗) → TE(

k
⊕ E ∗)

((a1q, v1b ∗q
), . . . , (akq, vkb ∗q

)) 7→ (aAq, vAb ∗q
)

denota la proyección canónica sobre la A-ésima copia de TE(
k
⊕ E ∗) en (TE)1

k(
k
⊕ E ∗).

�

Proposición 5.43 Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk):
k
⊕ E ∗ → (TE)1

k(
k
⊕ E ∗) una sección de τ̃ kk

⊕E ∗
.

Entonces

(ρτ̃
∗
(ξ1), . . . , ρτ̃

∗
(ξk)):

k
⊕ E ∗ → T 1

k (
k
⊕ E ∗)

es un campo de k-vectores en
k
⊕ E ∗. Recordemos que la aplicación

ρτ̃
∗
: TE(

k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E ∗)→ T (

k
⊕ E ∗)

denota el ancla del algebroide TE(
k
⊕ E ∗).

Demostración:

Es una consecuencia directa de los Lemas 5.7 y 5.42.

�

Los campos de k-vectores que se obtienen a partir de esta última proposición
van a jugar un papel fundamental en la descripción del formalismo hamiltoniano
k-simpléctico en algebroides de Lie.

Vamos ahora a calcular la expresión local del campo de k-vectores asociado a
una sección ξ.

Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk) una sección de (TE)1
k(

k
⊕ E ∗). El Lema 5.42 nos permite

afirmar que cada ξA:
k
⊕ E ∗ → TE(

k
⊕ E ∗) es una sección de τ̃ k

⊕E ∗
.

Sea ahora {Xα,V
α
A} una base local de secciones de τ̃ k

⊕E ∗
: TE(

k
⊕ E ∗) →

k
⊕ E ∗.

Entonces cada ξA se escribe localmente en esta base como sigue:

ξA = ξαAXα + (ξA)BαVα
B ∈ Sec(TE(

k
⊕ E ∗)) , 1 ≤ A ≤ k .
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De (5.61) obtenemos que el campo de vectores en
k
⊕ E ∗ asociado a ξA tiene la

siguiente expresión local:

ρτ̃
∗
(ξA) = ρiαξ

α
A

∂

∂qi
+ (ξA)Bα

∂

∂yBα
∈ X(

k
⊕ E ∗), 1 ≤ A ≤ k . (5.65)

D. Las secciones de Liouville

A continuación vamos a introducir k secciones del fibrado vectorial

(TE(
k
⊕ E ∗)) ∗ →

k
⊕ E ∗,

dual del fibrado prolongación que estamos considerando en este apartado. Estas
secciones nos permitirán describir las ecuaciones de Hamilton en el contexto que nos
proporcionan los algebroides de Lie.

Definición 5.44 Se llaman secciones de Liouville a las secciones del fibrado

vectorial (TE(
k
⊕ E ∗))∗ →

k
⊕ E ∗ definidas por:

ΘA :
k
⊕ E ∗ −→ (TE(

k
⊕ E ∗)) ∗

b ∗q 7−→ ΘA
b ∗q

1 ≤ A ≤ k ,

en donde ΘA
b ∗q

es la función definida como sigue:

ΘA
b ∗q

: (TE(
k
⊕ E ∗))b ∗q ≡ Eq ×TQ Tb ∗q (

k
⊕ E ∗) −→ R

(aq, vb ∗q ) 7−→ ΘA
b ∗q

(aq, vb ∗q ) = b ∗Aq
(aq) ,

(5.66)

para cada aq ∈ E, b∗q = (b1
∗
q, . . . , bk

∗
q) ∈

k
⊕ E ∗ y vb ∗q ∈ Tb ∗q (

k
⊕ E ∗).

A partir de las 1-secciones Θ1, . . . ,Θk se definen las 2-secciones

ΩA :
k
⊕ E∗ → (TE(

k
⊕ E∗)) ∗ ∧ (TE(

k
⊕ E∗)) ∗, 1 ≤ A ≤ k

por
ΩA = −dΘA ,
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donde d denota la diferencial exterior dTE(
k
⊕E ∗) en el algebroide de Lie TE(

k
⊕ E ∗),

véase (5.63).

Reescribiendo el apartado (2) de la Definición 5.2 de la diferencial exterior de

un algebroide de Lie para el algebroide TE(
k
⊕ E ∗), podemos escribir:

ΩA
L(ξ1, ξ2) = −dΘA(ξ1, ξ2)

= [ρτ̃
∗
(ξ2)](ΘA(ξ1))− [ρτ̃

∗
(ξ1)](ΘA(ξ2)) + ΘA([[ξ1, ξ2]]τ̃

∗
) ,

(5.67)

para todo par ξ1, ξ2 ∈ Sec(TE(
k
⊕ E ∗)) donde (ρτ̃

∗
, [[·, ·]]τ̃ ∗) denota la estructura de

algebroide de Lie de TE(
k
⊕ E ∗).

A continuación escribimos las expresiones locales de las secciones ΘA y ΩA.

Consideremos
{Xα, V

β
B}

una base local de secciones de τ̃ k
⊕E∗

: TE(
k
⊕ E∗)→

k
⊕ E∗ y

{Xα
A, VB

β }

su base dual. Entonces de la definición (5.60) de los elementos de la base local
{Xα, V

β
B} y de la definición de ΘA se obtiene

ΘA
b ∗q

(Xα(b ∗q)) = ΘA
b ∗q

(eα(q), ρiα(q)
∂

∂qi

∣∣∣
b ∗q

) =
(
yAβ (b ∗q)eβ(q)

)(
eα(q)

)
= yAα (b ∗q)

ΘA
b ∗q

(Vα
B(b ∗q)) = ΘA

b ∗q
(0q,

∂

∂yBα

∣∣∣
b ∗q

) =
(
yAβ (b ∗q)eβ(q)

)
(0q) = 0 ,

y por lo tanto

ΘA =
m∑
β=1

yAβ Xβ , 1 ≤ A ≤ k . (5.68)

Aśı de las expresiones (5.61), (5.62), (5.63) y (5.68) correspondientes a la expre-

sión de d = dTE(
k
⊕E ∗), los campos de vectores asociados a una base local de secciones,

el corchete de secciones y la expresión local de ΘA se obtiene la expresión local de
ΩA, esto es,

ΩA =
∑
β

Xβ ∧ VA
β +

1

2

∑
β,γ,δ

Cδβγy
A
δ Xβ ∧ Xγ , 1 ≤ A ≤ k . (5.69)
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Observación 5.45

(1) Si reescribimos las definiciones anteriores en el caso particular k = 1 obtenemos
las secciones de Liouville de la Mecánica hamiltoniana en algebroides de Lie.
Véase los trabajos de E. Martinez, por ejemplo, [24, 96].

(2) Si consideramos el caso particular E = TQ y ρ = idTQ, entonces

ΩA(X, Y ) = ωA(X, Y ) , 1 ≤ A ≤ k

donde X, Y son campos de vectores en (T 1
k )∗Q y ω1, . . . , ωk denotan las 2-

formas canónicas del formalismo k-simpléctico estándard, (que han sido defi-
nidas en (1.31)).

5.4.2. Formalismo hamiltoniano.

En esta subsección desarrollaremos el formalismo hamiltoniano k-simpléctico en
algebroides de Lie y veremos que la Mecánica hamiltoniana en algebroides de Lie y
el formalismo hamiltoniano estándar son casos particulares del aqúı desarrollado.

A. Ecuaciones de Hamilton en algebroides de Lie.

Una función H:
k
⊕ E ∗ → R la denominamos función hamiltoniana o hamilto-

niano.

El siguiente teorema es la versión, en algebroides de Lie, del Teorema 1.23, que
resume la formulación hamiltoniana k-simpléctica estándar.

Teorema 5.46 Sea H :
k
⊕ E ∗ → R un hamiltoniano y

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E∗ → (TE)1

k(
k
⊕ E ∗)

una sección de τ̃ kk
⊕E ∗

tal que

k∑
A=1

ıξAΩA = dH , (5.70)

donde, recordemos que d = dTE(
k
⊕E ∗)
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Si ψ : Rk →
k
⊕ E ∗ es una sección integral de ξ, entonces ψ es una solución del

sistema de ecuaciones en derivadas parciales

∂ψi

∂tA
= ρiα

∂H

∂yAα
y

k∑
A=1

∂ψAα
∂tA

= −

(
Cδαβ ψ

A
δ

∂H

∂yAβ
+ ρiα

∂H

∂qi

)
. (5.71)

A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones de Hamilton en algebroides
de Lie.

Demostración:

Sea

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E∗ → (TE)1

k(
k
⊕ E ∗)

una sección de τ̃ kk
⊕E ∗

que verifica (5.70), entonces cada

ξA:
k
⊕ E ∗ → TE(

k
⊕ E ∗)

es una sección de τ̃ k
⊕E ∗

: TE(
k
⊕ E ∗)→

k
⊕ E.

Consideremos {Xα, V
β
B}, una base local de secciones del fibrado prolongación

τ̃ k
⊕E ∗

: TE(
k
⊕ E ∗) →

k
⊕ E ∗, entonces cada ξA, A = 1, . . . , k se puede escribir local-

mente como sigue:
ξA = ξαAXα + (ξA)BαVα

B , (5.72)

A partir de las expresiones locales (5.63), (5.69) y (5.72) de df , ΩA y ξA se
obtiene

dH = ρiα
∂H

∂qi
Xα +

∂H

∂yBα
VB
α

k∑
A=1

ıξAΩA =

(
Cδβα y

A
δ ξ

β
A −

k∑
A=1

(ξA)Aα

)
Xα + ξαAVA

α ,

y por tanto, el sistema de ecuaciones (5.70) es equivalente al siguiente

Cδβα y
A
δ ξ

β
A −

k∑
A=1

(ξA)Aα = ρiα
∂H

∂qi

ξαA =
∂H

∂yAα
,
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o equivalentemente

ξαB =
∂H

∂yBα
k∑

A=1

(ξA)Aα = −

(
Cδαβ y

C
δ

∂H

∂yCβ
+ ρiα

∂H

∂qi

) (5.73)

Sea ahora ψ : Rk →
k
⊕ E ∗, ψ(t) = (ψi(t), ψAα (t)) una sección integral de ξ, esto

es, ψ es una sección integral del campo de k-vectores en
k
⊕ E ∗ asociado a ξ y dado

por

(ρτ̃
∗
(ξ1), . . . , ρτ̃

∗
(ξ1)) ∈ Xk(

k
⊕ E ∗),

en donde

ρτ̃
∗
:Sec(TE(

k
⊕ E ∗))→ X(

k
⊕ E ∗)

es el ancla del algebroide TE(
k
⊕ E ∗).

Entonces, por ser ψ sección integral de (ρτ̃
∗
(ξ1), . . . , ρτ̃

∗
(ξ1)) se verifican las

siguientes ecuaciones

ξβAρ
i
β =

∂ψi

∂tA
, (ξA)Bβ =

∂ψBβ
∂tA

. (5.74)

Para finalizar, de (5.73) y (5.74) se obtiene que ψ satisface el siguiente sistema
de ecuaciones en derivadas parciales

∂ψi

∂tA
=
∂H

∂yAα
ρiα y

k∑
A=1

∂ψAα
∂tA

= −

(
Cδαβ ψ

A
δ

∂H

∂yAβ
+ ρiα

∂H

∂qi

)
.

�

Observación 5.47

(1) Cuando E = TQ y ρ = idTQ se obtienen las ecuaciones de Hamilton del
formalismo k-simpléctico hamiltoniano estándar descrito en el caṕıtulo 1 de
esta memoria. Esta observación será explicada con mayor detalle es el siguiente
apartado.

(2) En el caso particular k = 1, reobtenemos la Mecánica hamiltoniana Autónoma
en algebroide de Lie, véase sección 3.2 en [24] o sección 3.3 en [72].
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B. Caso particular: Formalismo k-simpléctico hamiltoniano estándar

En este apartado vamos a explicar con más detalle el punto 1 de la observación
5.47.

La variedad
k
⊕ E ∗ se identifica con (T 1

k ) ∗Q, TTQ((T 1
k ) ∗Q) con T ((T 1

k ) ∗Q) y
(TTQ)1

k((T
1
k ) ∗Q) con T 1

k ((T 1
k ) ∗Q).

Una sección

ξ :
k
⊕ E ∗ → (TE)1

k(
k
⊕ E ∗)

se corresponde con un campo de k-vectores ξ = (ξ1, . . . , ξk) en (T 1
k ) ∗Q, esto

es, ξ es una sección de τ k
(T 1
k ) ∗Q

: T 1
k ((T 1

k ) ∗Q)→ (T 1
k ) ∗Q.

Sea f una función en (T 1
k ) ∗Q entonces

(dTE(
k
⊕E ∗)f)(Y ) = df(Y )

donde df denota la diferencial usual e Y es un campo de k-vectores en (T 1
k ) ∗Q.

Se verifica que
ΩA(X, Y ) = ωA(X, Y ) (A = 1, . . . , k)

donde ωA es la 2-forma canónica del formalismo hamiltoniano k-simpléctico
estándar definida en (1.2).

Aśı, en el formalismo k-simpléctico estándar la ecuación (5.70) se escribe como
sigue:

k∑
A=1

ıξAω
A = dH .

En consecuencia del Teorema 5.46 y los cinco comentarios anteriores, reobte-
nemos la formulación hamiltoniana k-simpléctica estándar (véase Sección 1.1.3).

Corolario 5.48 Sea H : (T 1
k ) ∗Q→ R una función hamiltoniana y ξ = (ξ1, . . . , ξk)

un campo de k-vectores en (T 1
k ) ∗Q tal que

k∑
A=1

ıξAω
A = dH .
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Si ψ : Rk → (T 1
k ) ∗Q es una sección integral del campo de k-vectores ξ, entonces

es una solución de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl (1.17) del
formalismo k-simpléctico hamiltoniano estándar.

La relación entre los elementos geométricos del formalismo k-simpléctico hamil-
toniano estándar y en algebroides de Lie, que hemos descrito anteriormente se recoge
de un modo esquemático a continuación:

Funciones hamiltonianas.

• Algebroides de Lie:

H :
k
⊕ E ∗ → R .

• Estándard:

H : (T 1
k )∗Q→ R .

Secciones de Liouville.

• Algebroides de Lie:

ΩA :
k
⊕ E∗ → (TE(

k
⊕ E∗)) ∗ ∧ (TE(

k
⊕ E∗)) ∗, A = 1, . . . , k.

• Estándard:

ωA : (T 1
k )∗Q→ T ∗((T 1

k )∗Q) ∧ T ∗((T 1
k )∗Q), A = 1, . . . , k.

Ecuaciones algebraicas.

• Algebroides de Lie:

k∑
A=1

ıξAΩA = dH ,

donde

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E ∗ → (TE)1

k(
k
⊕ E ∗)

es una sección del fibrado k-prolongación (TE)1
k(

k
⊕ E ∗).
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• Estándard:

k∑
A=1

ıξAω
A = dH ,

siendo
(ξ1 . . . , ξk) : (T 1

k )∗Q→ T 1
k ((T 1

k )∗Q)

es un campo de k-vectores en (T 1
k )∗Q.

Ecuaciones de campo.

• Algebroides de Lie:

∂ψi

∂tA

∣∣∣
t

= ρiα
∂H

∂yAα

∣∣∣
ψ(t)

k∑
A=1

∂ψAα
∂tA

∣∣∣
t

= −

(
Cδαβ ψ

C
δ (t)

∂H

∂yCβ

∣∣∣
ψ(t)

+ ρiα
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
.

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

ψ: Rk →
k
⊕ E ∗

t 7→ ψ(t) = (ψi(t), ψAα (t))

• Estándard:

∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

= −
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
.

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

ψ: Rk → (T 1
k )∗Q

t 7→ ψ(t) = (ψi(t), ψAi (t))

5.5. Equivalencia entre el formalismo lagrangiano

y el hamiltoniano.

En la sección 1.3 del caṕıtulo 1 recordamos que las formulaciones lagrangiana y
hamiltoniana k-simpléctica son equivalentes cuando el lagrangiano L : T 1

kQ→ R es
hiperregular.
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En el contexto que nos proporcionan los algebroides de Lie se obtiene un resultado
similar que desarrollaremos en esta sección. Para ello comenzamos introduciendo la
transformación de Legendre en este contexto.

Sea L :
k
⊕ E → R una función lagrangiana y ΘA

L :
k
⊕ E → [TE(

k
⊕ E)]∗ , (A =

1, . . . , k) las 1-secciones lagrangianas asociadas a L que hemos definido en (5.41).

Definición 5.49 Llamamos transformación de Legendre asociada a L a la apli-
cación diferenciable

Leg :
k
⊕ E →

k
⊕ E ∗

definida por

Leg(a1q , . . . , akq) =
(

[Leg(a1q , . . . , akq)]1, . . . , [Leg(a1q , . . . , akq)]k
)

donde

[Leg(a1q , . . . , akq)]A(uq) =
d

ds
L(a1q , . . . , aAq + suq, . . . , akq)

∣∣∣
s=0

,

siendo uq ∈ Eq.

En otras palabras para cada A podemos escribir

[Leg(a1q , . . . , akq)]A(uq) = ΘA
L(a1q , . . . , akq)(Z) , (5.75)

donde Z es un punto en la fibra (TE(
k
⊕ E))aq , siendo

aq = (a1q , . . . , akq) ∈
k
⊕ E

y además se verifica que
τ̃1(Z) = uq

donde

τ̃1 : TE(
k
⊕ E) = E ×TQ T (

k
⊕ E)→ E

es la proyección sobre el primer factor, esto es, Z es de la forma Z = (uq, vaq).

La expresión local de la aplicación Leg es

Leg(qi, yαA) = (qi,
∂L

∂yαA
) .

A partir de la expresión local anterior es sencillo probar que el lagrangiano L es
regular si, y sólo si, Leg es un difeomorfismo local.
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Observación 5.50 Cuando se considera el algebroide de Lie E = TQ la trans-
formación de Legendre aqúı definida coincide con la transformation de Legendre
introducida por Günther en [56].

�

La transformación de Legendre, Leg, induce una aplicación

TELeg : TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)→ TE(

k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E ∗)

definida como sigue:

TELeg(aq, vbq) =
(
aq, (Leg)∗(bq)(vbq)

)
,

donde aq ∈ Eq, bq ∈
k
⊕ E y (aq, vbq) ∈ TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E). Nótese que el

siguiente diagrama es commutativo

k
⊕ E

Leg //

τ̃   @@@@@@@@

k
⊕ E ∗

τ̃ ∗}}||||||||

Q

y aśı TELeg está bien definida.

La expresión local de TELeg respecto a las coordenadas locales de TE(
k
⊕ E) y

TE(
k
⊕ E ∗), (véase (5.23) y (5.59)), es la siguiente:

TELeg(qi, yαA, z
α, wβB) = (qi,

∂L

∂yαA
, zα, zαρiα

∂2L

∂qi∂yγC
+ wβB

∂2L

∂yγC∂y
β
B

) . (5.76)

Teorema 5.51 El par (TELeg,Leg) es un morfismo entre los algebroides de Lie

(TE(
k
⊕ E), ρτ̃ , [[·, ·]]τ̃ ) y (TE(

k
⊕ E∗), ρτ̃

∗
, [[·, ·]]τ̃ ∗). Además si ΘA

L y ΩA
L (respectiva-

mente, ΘA y ΩA) son las secciones de Poincaré-Cartan asociadas a una función

lagrangiana L:
k
⊕ E → R (respectivamente, las secciones de Liouville en TE(

k
⊕ E∗)),

entonces

(TELeg,Leg)∗ΘA = ΘA
L , (TELeg,Leg)∗ΩA = ΩA

L , 1 ≤ A ≤ k . (5.77)
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Demostración:

En primer lugar tenemos que demostrar que (TELeg,Leg) es un morfismo de
algebroides de Lie.

TE(
k
⊕ E)

TELeg //

τ̃k
⊕E
��

TE(
k
⊕ E ∗)

τ̃k
⊕E ∗
��

k
⊕ E

Leg // k⊕ E ∗

Sea (qi) un sistema local de coordenadas en Q, {eα} una base local de seccio-
nes de τ :E → Q y denotemos por {Xα,V

A
α} (respectivamente por {Yα,Uα

A}) la

correspondiente base local de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E) →

k
⊕ E (respectivamente,

τ̃ k
⊕E ∗

: TE(
k
⊕ E ∗)→

k
⊕ E ∗.

Entonces usando (5.6), (5.27) y (5.76), mediante un cálculo directo, deducimos
que

(TELeg,Leg)∗(Yα) = Xα , (TELeg,Leg)∗(UA
α ) = dTE(

k
⊕E)

(
∂L

∂yαA

)
, (5.78)

para cada α = 1, . . . ,m y cada A = 1, . . . , k donde {Xα,Vα
A} y {Yα,UA

α} denotan las

bases duales de las bases de secciones de TE(
k
⊕ E) y TE(

k
⊕ E ∗) respectivamente.

Aśı, teniendo en cuenta estas identidades, de (5.27) y (5.63) concluimos que

(TELeg,Leg)∗(dTE(
k
⊕E ∗)f) = dTE(

k
⊕E)(f ◦ Leg)

(TELeg,Leg)∗(dTE(
k
⊕E ∗)Yα) = dTE(

k
⊕E)((TELeg,Leg)∗Yα)

(TELeg,Leg)∗(dTE(
k
⊕E ∗)UA

α ) = dTE(
k
⊕E)((TELeg,Leg)∗UA

α ) ,

para toda función f ∈ C∞(
k
⊕ E ∗) y para todo α y A.

Como consecuencia de estas relaciones se verifica que el par (TELeg,Leg) es un
morfismo de algebroides de Lie.

Veamos ahora que se verifica (TELeg,Leg)∗ΘA = ΘA
L .
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De (5.6), (5.66) y (5.75) obtenemos:

[(TELeg,Leg)∗ΘA]bq(uq, vbq) = ΘA
Leg(bq)(uq, (Leg)∗(bq)(vbq))

= [Leg(bq)]A(uq) = ΘA
L(bq)(uq, vbq) .

Por último, por ser (TELeg,Leg) un morfismo de algebroides de Lie y teniendo
en cuenta la identidad que acabamos de demostrar se verifica:

(TELeg,Leg)∗ΩA = −(TELeg,Leg)∗(dTE(
k
⊕E ∗)ΘA)

= −dTE(
k
⊕E)

(
(TELeg,Leg)∗ΘA

)
= −dTE(

k
⊕E)ΘA

L = ΩA
L .

�

Observación 5.52 En el caso particular k = 1 este teorema se corresponde con el
teorema 3.12 de [72].

En el caso E = TQ y ρ = idTQ la afirmación de este teorema se corresponde con la
relación entre las formas lagrangianas y hamiltonianas del formalismo k-simpléctico
estándar, véase el caṕıtulo 1 de esta memoria.

�

Si la transformación de Legendre Leg es un difeomorfismo global diremos que
el lagrangiano es hiperregular. En este caso ambos formalismos, el lagrangiano y el
hamiltoniano, son equivalentes.

Cuando el lagrangiano L es hiperregular, existe un hamiltoniano H definido por

H = EL ◦ (Leg)−1,

donde EL es la función enerǵıa asociada a L definida en (5.46) y (Leg)−1 es la inversa
de la transformación de Legendre.

k
⊕ E ∗

Leg−1

//

H
""E

E
E

E
E

E

k
⊕ E

EL

��
R
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Lema 5.53 Si el lagrangiano L es hiperregular, entonces TELeg es un difeomorfis-
mo.

Demostración:

La condición de que L sea hiperregular significa que Leg es un difeomorfismo
global, entonces existe su inversa

Leg−1:
k
⊕ E ∗ →

k
⊕ E.

Definimos la inversa de TELeg como la aplicación

(TELeg)−1 : TE(
k
⊕ E ∗)→ TE(

k
⊕ E)

que verifica

Leg(aq, vb ∗q ) =
(
aq, (Leg−1)∗(b

∗
q)(vb ∗q )

)
,

siendo aq ∈ E, b ∗q ∈
k
⊕ E ∗ y (aq, vb ∗q ) ∈ TE(

k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E ∗).

Ahora, es sencillo comprobar que TELeg es un difeomorfismo.

�

El siguiente teorema establece la equivalencia entre la formulación lagrangiana
y hamiltoniana k-simpléctica en algebroides de Lie.

Teorema 5.54 Sea L un lagrangiano hiperregular. Existe una correspondeencia bi-

yectiva entre el conjunto del aplicaciones η : Rk →
k
⊕ E tales que η es una sección

integral de una sección solución ξL del las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.52) y

el conjunto de aplicaciones ψ : Rk →
k
⊕ E ∗ que son secciones integrales de alguna

solución ξH de las ecuaciones hamiltonianas (5.70).

Demostración:

Sea ξL = (ξ1
L, . . . , ξ

k
L) :

k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) una solución de las ecuaciones geo-

métricas de Euler-Lagrange en algebroides de Lie (5.52), entonces ξH = (ξ1
H , . . . , ξ

k
H)

donde cada
ξAH = TELeg ◦ ξAL ◦ (Leg)−1
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es una solución de (5.70).

En efecto, si b ∗q ∈
k
⊕ E∗ y Yb ∗q ∈ TE(

k
⊕ E∗) entonces se verifica(

k∑
A=1

ıξAHΩA − dTE(
k
⊕E ∗)H

)
b ∗q

(Yb ∗q )

=
k∑

A=1

ΩA
b ∗q

(
ξAH(b ∗q), Yb ∗q

)
−
(
dTE(

k
⊕E ∗)[(Leg−1)∗EL]

)
b ∗q

(Yb ∗q )

=
k∑

A=1

ΩA
Leg(Leg−1(b ∗q ))

(
(TELeg ◦ ξAL ◦ Leg−1)(b ∗q), Yb ∗q

)
−

(
dTE(

k
⊕E ∗)[(Leg−1)∗EL]

)
b ∗q

(Yb ∗q )

=
k∑

A=1

ΩA
Leg(Leg−1(b ∗q ))

(
(TELeg ◦ ξAL ◦ Leg−1)(b ∗q),TELeg ◦ (TELeg)−1(Yb ∗q )

)
−

(
dTE(

k
⊕E ∗)[(Leg−1)∗EL]

)
Leg(Leg−1(b ∗q ))

(TELeg ◦ (TELeg)−1(Yb ∗q ))

=
k∑

A=1

[
(TELeg,Leg)∗ΩA

]
Leg−1(b ∗q )

(
ξAL (Leg−1(b ∗q)), (TELeg)−1(Yb ∗q )

)
− (TELeg,Leg)∗

[
dTE(

k
⊕E ∗)[(Leg−1)∗EL]

]
Leg−1(b ∗q )

(
(TELeg)−1(Yb ∗q )

)
=

k∑
A=1

(ΩA
L)Leg−1(b ∗q )

(
ξAL (Leg−1(b ∗q)), (TELeg)−1(Yb ∗q )

)
− dTE(

k
⊕E)

[
(TELeg,Leg)∗[(Leg−1)∗EL]

]
Leg−1(b ∗q )

(
(TELeg)−1(Yb ∗q )

)
=

(
k∑

A=1

ıξALΩA
L − dTE(

k
⊕E)EL

)
Leg−1(b ∗q )

(
(TELeg)−1(Yb ∗q )

)
= 0 ,

donde hemos utilizado el Teorema 5.51 y el Lema 5.53.

Por lo tanto ξH es una solución de las ecuaciones geométricas de Hamilton en
algebroides de Lie, (5.70).
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Además, si η : Rk →
k
⊕ E es una sección integral de ξL = (ξ1

L, . . . , ξ
k
L), entonces

Leg ◦ η : Rk →
k
⊕ E∗

es una sección integral de ξH = (ξ1
H , . . . , ξ

k
H) siendo

ξAH = TELeg ◦ ξAL ◦ (Leg)−1.

Vamos a probar ahora esta afirmación, para ello debemos comprobar que

ρτ̃
∗
(ξAH)(Leg ◦ η(t)) = (Leg ◦ η)∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
, 1 ≤ A ≤ k ,

donde ρτ̃
∗
:Sec(TE(

k
⊕ E ∗))→ X(

k
⊕ E ∗) es el ancla del algebroide TE(

k
⊕ E ∗).

Se verifica

ρτ̃
∗
(ξAH)(Leg ◦ η(t)) = ρτ̃

∗
(TELeg ◦ ξAL ◦ (Leg)−1)(Leg ◦ η(t))

= (T (Leg) ◦ ρτ̃ ◦ ξAL ◦ (Leg)−1)(Leg ◦ η(t)) = T (Leg) ◦ ρτ̃ (ξAL ) ◦ η(t)

= T (Leg)

(
η∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

))
= (Leg ◦ η)∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
en donde estamos utilizando la conmutatividad del siguiente diagrama

TE(
k
⊕ E)

τ̃k
⊕E

��

ρτ̃

''PPPPPPPPPPPP

TELeg //
TE(

k
⊕ E∗)

τ̃k
⊕E∗

��

ρτ̃
∗

((PPPPPPPPPPPPP(TELeg)−1
oo

T (
k
⊕ E)

TLeg //

τk
⊕E

wwnnnnnnnnnnnnnnn
T (

k
⊕ E∗)

TLeg−1
oo

τk
⊕E∗vvmmmmmmmmmmmmmmm

k
⊕ E

Leg //

ξAL

OO

k
⊕ E∗

Leg−1
oo

ξAH

OO

De un modo similar al que se acaba de comentar se prueba que si ξH = (ξ1
H ,

. . . , ξkH) es solución de las ecuaciones geométricas de Hamilton (5.70), entonces ξL =
(ξ1
L, . . . , ξ

k
L) donde

ξAL = (TELeg)−1 ◦ ξAH ◦ Leg



220 5 Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie

es solución de las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange (5.52) y de este modo

que si ψ : Rk →
k
⊕ E∗ es una sección integral de ξH entonces Leg−1 ◦ψ : Rk →

k
⊕ E es

una sección integral de ξL y por tanto solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

�

Observación 5.55 Si reescribimos los resultados de esta sección en el caso parti-
cular k = 1 reobtenemos la equivalencia entre la Mecánica lagrangiana y la hamil-
toniana Autónoma en algebroides de Lie, véase por ejemplo [24].

En el caso particular E = TQ y ρ = idTQ, obtenemos la equivalencia entre la
formulación k-simpléctica lagrangiana y hamiltoniana estándar, véase la Sección 1.3.

�



Parte II

Teoŕıa k-cosimpléctica





Caṕıtulo 6

Formulación k-cosimpléctica de las
Teoŕıas Clásicas de Campos

En la segunda parte de esta memoria estudiaremos como aplicar las variedades
k-cosimplécticas al estudio de las teoŕıas clásicas de campos de primer orden, tanto
en el enfoque lagrangiano como en el hamiltoniano. De este modo generalizaremos
ciertos resultados del enfoque cosimpléctico en el estudio de la mecánica dependiente
del tiempo.

La finalidad de este caṕıtulo es introducir los conceptos y elementos básicos de
la formulación lagrangiana y hamiltoniana k-cosimpléctica.

Los contenidos de este caṕıtulo se encuentran, en su mayor parte, en los trabajos
de M. de León et al. [83, 84].

Además, aqúı hemos desarrollado dos principios variacionales de los que se obtie-
nen, respectivamente, las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton-De
Donder-Weyl.

6.1. El enfoque hamiltoniano.

En esta sección revisaremos los principales elementos y resultados de la formu-
lación hamiltoniana k-cosimpléctica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De
Donder-Weyl. Véase M. de León [83].
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6.1.1. Fundamentos geométricos.

A continuación vamos a describir la variedad Rk × (T 1
k )∗Q, sobre la que se desa-

rrolla la formulación hamiltoniana k-cosimpléctica. Dotaremos a esta variedad de
una estructura k-cosimpléctica, véase M. de León [83].

A. La variedad Rk × (T 1
k )∗Q.

Sea Q una variedad diferenciable de dimensión n. En este apartado vamos a
considerar la variedad Rk × (T 1

k )∗Q, donde (T 1
k )∗Q denota el fibrado de las k1-

covelocidades que hemos explicado en la sección 1.1.1.A.

Aśı un elemento de Rk × (T 1
k )∗Q es una familia

(t, α1q, . . . , αkq)

formada por un elemento t ∈ Rk y k covectores α1q, . . . , αkq sobre el mismo punto
base q de Q.

En el siguiente diagrama conmutativo se recoge la notación que emplearemos
para referirnos a algunas de las proyecciones canónicas que utilizaremos a lo largo
de esta segunda parte de la memoria.

Rk × (T 1
k )∗Q

(π̂Q)1, 0 //

(π̂Q)1

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKK
Rk ×Q

π̂Q

��

π̂Rk // Rk

Q

Estas proyecciones están definidas como se indica a continuación:

π̂Q(t,q) = q , (π̂Q)1,0(t, α1q, . . . , αkq) = (t,q),

π̂Rk(t,q) = t , (π̂Q)1(t, α1q, . . . , αkq) = q ,

con t ∈ Rk, q ∈ Q y (α1q, . . . , αkq) ∈ (T 1
k )∗Q.

La variedad Rk× (T 1
k )∗Q es difeomorfa a la variedad J1π̂Q de 1-jets de secciones

σ = (σRk , idQ) del fibrado trivial π̂Q : Rk × Q → Q, por medio del difeomorfismo
dado por

J1π̂Q → Rk × (T 1
k )∗Q

j1
qσ = j1

q(σRk , idQ) 7→ (σRk(q), α1q, . . . , αkq)
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donde σRk : Q σ // Rk ×Q
π̂Rk // Rk , αAq = dσARk(q) y σARk : Q

σRk // Rk π̂A // R
es la A-ésima componente de σRk , 1 ≤ A ≤ k .

Si (qi)1≤i≤n es un sistema de coordenadas locales en U ⊆ Q, se definen las
coordenadas locales inducidas (tA, qi, pAi )1≤i≤n, 1≤A≤k en [(π̂Q)1]−1(U) = Rk× (T 1

k )∗U
como sigue

tA(j1
qσ) = (σRk(q))A, qi(j1

qσ) = qi(q) , pAi (j1
qσ) = dσARk(q)(

∂

∂qi

∣∣∣
q
),

o equivalentemente

tA(t, α1q, . . . , αkq) = tA(t) = tA; qi(t, α1q, . . . , αkq) = qi(q);

pAi (t, α1q, . . . , αkq) = αAq(
∂

∂qi

∣∣∣
q
) .

Estas coordenadas se llaman coordenadas canónicas de Rk × (T 1
k )∗Q. De

esta manera Rk × (T 1
k )∗Q tiene estructura de variedad diferenciable de dimensión

k + n(k + 1).

B. Formas canónicas en Rk × (T 1
k )∗Q.

En este apartado describiremos ciertos objetos geométricos canónicos en la va-
riedad Rk × (T 1

k )∗Q. Esto objetos serán utilizados en la descripción k-cosimpléctica
hamiltoniana, véase la sección 6.1.2.

Consideramos en Rk × (T 1
k )∗Q, las formas diferenciales

ηA = (π̂A1 )∗dtA , θA = (π̂A2 )∗θ , ωA = (π̂A2 )∗ω , 1 ≤ A ≤ k (6.1)

donde ω = −dθ = dqi ∧ dpi es la forma simpléctica canónica en T ∗Q, θ = pi dq
i

es la 1-forma de Liouville en T ∗Q y π̂A1 y π̂A2 denotan las siguientes proyecciones
canónicas:

π̂A1 : Rk × (T 1
k )∗Q → R

(t, α1q , . . . , αkq) → tA

y
π̂A2 : Rk × (T 1

k )∗Q → T ∗Q
(t, α1q , . . . , αkq) → αAq

Trivialmente se obtiene que ωA = −dθA.
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En coordenadas locales se tienen las siguientes expresiones

ηA = dtA , θA =
n∑
i=1

pAi dq
i ωA =

n∑
i=1

dqi ∧ dpAi , 1 ≤ A ≤ k . (6.2)

Las formas ηA y ωA son cerradas. Además si consideramos los conjuntos

ker ηA: = {X ∈ T (Rk × (T 1
k )∗Q)/ ηA(X) = 0}

y
kerωA: = {X ∈ T (Rk × (T 1

k )∗Q)/ ıXω
A = 0}

se comprueba que se verifican las siguientes relaciones:

(1) η1 ∧ . . . ∧ ηk 6= 0, (ηA)
∣∣∣
V

= 0, ωA
∣∣∣
V×V

= 0,

(2) (
k⋂

A=1

ker ηA) ∩ (
k⋂

A=1

kerωA) = {0}, dim(
k⋂

A=1

kerωA) = k,

donde V = ker T (π̂Q)1,0 es la distribución vertical de dimension nk asociada a
(π̂Q)1,0. Esta distribución se expresa localmente como sigue:

V =

〈
∂

∂p1
i

, . . . ,
∂

∂pki

〉
i=1,...,n

C. Variedades k-cosimplécticas

A partir del modelo geométrico que se acaba de describir M. de León et al. intro-
dujeron las variedades k-cosimplécticas (véase [83, 84]) dando la siguiente definición:

Definición 6.1 Sea M una variedad diferenciable de dimensión k + n(k + 1). Una
familia (ηA, ωA, V ; 1 ≤ A ≤ k), donde cada ηA es una 1-forma cerrada, cada ωA es
una 2-forma cerrada y V es una distribución integrable en M de dimensión nk, tal
que

(1) η1 ∧ . . . ∧ ηk 6= 0, ηA
∣∣∣
V

= 0, ωA
∣∣∣
V×V

= 0,
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(2) (
k⋂

A=1

ker ηA) ∩ (
k⋂

A=1

kerωA) = {0}, dim(
k⋂

A=1

kerωA) = k,

se denomina estructura k-cosimpléctica, y la variedad M variedad k-cosim-
pléctica.

El modelo canónico de las variedades k-cosimplécticas es Rk × (T 1
k )∗Q con la

estructura (ηA, ωA, V, 1 ≤ A ≤ k) definida en (6.1). Además, para un sistema de
coordenadas locales (tA, qi, pAi )1≤i≤k, 1≤A≤k las formas diferenciales ηA, ωA tienen las
expresiones locales dadas en (6.2).

Para una variedad k-cosimpléctica arbitraria M , M. de León et al. en [83] han
demostrado que existen sistemas locales de coordenadas en M que permiten expre-
sar, localmente, las formas ηA, ωA de un modo análogo a (6.2). Esto se recoge en el
siguiente teorema:

Teorema 6.2 (Teorema de Darboux k-cosimpléctico) Si (M, ηA, ωA, V ) es una va-
riedad k-cosimpléctica entonces en un entorno de cada punto x ∈ M existe un
sistema local de coordenadas (tA, xi, yAi ; 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n) tal que

ηA = dtA, y ωA = dxi ∧ dyAi

y además

V =

〈
∂

∂y1
i

, . . . ,
∂

∂yki

〉
i=1,...,n

.

Dicho sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas adaptado.

Para cualquier estructura k-cosimpléctica (ηA, ωA, V ) en M , existe una familia de
k campos de vectores {RA, 1 ≤ A ≤ k} caracterizados por las condiciones siguientes

ıRAη
B = δBA , ıRAω

B = 0, 1 ≤ A,B ≤ k .

Estos campos se denominan campos de vectores de Reeb asociados a la
estructura k-cosimpléctica. En el modelo canónico RA = ∂/∂tA, A = 1, . . . , k.
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6.1.2. Formalismo hamiltoniano. Ecuaciones de Hamilton-
De Donder-Weyl.

A lo largo de esta subsección vamos a repasar la formulación Hamiltonina k-
cosimpléctica de las teoŕıas clásicas de campos de primer orden desarrollado por M.
de León et. al. en [83].

Comenzaremos la subsección describiendo un caso particular de ecuaciones de
campo de Hamilton-De Donder-Weyl que se corresponde con las ecuaciones de la
electrostática.

A continuación establecemos un principio variacional del que se deducen dichas
ecuaciones para finalizar la subsección recordando la descripción geométrica de estas
ecuaciones desarrollada en [83].

A. Ejemplo: ecuaciones de la electrostática.

Sobre el espacio R3 con coordenadas (t1, t2, t3) consideramos una métrica de
Riemann g con componentes gAB(t), 1 ≤ A,B ≤ 3.

Las ecuaciones locales de la electrostática son (véase [31, 62]):

∂ψ
∂tA

=
1
√
g

3∑
B=1

gABψ
B,

3∑
A=1

∂ψA

∂tA
= −4π

√
g r,

donde ψ : R3 → R es un campo escalar que da el potencial eléctrico sobre R3,
P = (ψ1, ψ2, ψ3) : R3 → R3, es un campo vectorial que establece el campo eléctrico
sobre R3,

√
g =
√

det gAB y r = r(t) es la función escalar sobre R3 determinada por:

pQ(t) =
√
g r(t)dt1 ∧ dt2 ∧ dt3,

siendo pQ(t) la 3-forma en R3 que determina la densidad de carga, y que es un dato
conocido.

Supongamos que la métrica g sobre R3 es la métrica eucĺıdea, aśı las ecuaciones
anteriores se escriben como sigue

∂ψ
∂tA

= ψA,

−(
∂ψ1

∂t1
+
∂ψ2

∂t2
+
∂ψ3

∂t3
) = 4πr .
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Si definimos la función

H(t1, t2, t3, q, p1, p2, p3) = 4πr(t)q +
1

2

3∑
A=1

(pA)2

donde q representa la variable ψ y pA las variables ψA que componen P entonces

∂H

∂q
= 4πr ,

∂H

∂pA
= pA .

Ahora, evaluando las dos identidades anteriores en

ψ(t) = (t, ψ(t), ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t))

se obtiene
∂H

∂q

∣∣∣
ψ(t)

= 4πr(t) = −
3∑

A=1

∂ψA

∂tA

∣∣∣
t

∂H

∂pA

∣∣∣
ψ(t)

= ψA(t) =
∂ψ

∂tA

∣∣∣
t
.

Aśı las ecuaciones de la electrostática se pueden escribir como sigue

∂H

∂q

∣∣∣
ψ(t)

= −
3∑

A=1

∂ψA

∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pA

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψ

∂tA
.

siendo un ejemplo de ls denominadas ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-
Weyl.

En general, a partir de un principio variacional, que se describirá a continuación,
se obtienen las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl clásicas,

∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

= −
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
, 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n ,

donde cada solución es una aplicación

ψ(t1, . . . , tk) = (t1, . . . , tk, ψi(t1, . . . , tk), ψAi (t1, . . . , tk))

con i = 1, . . . , n y A = 1, . . . , k (en el ejemplo anterior i = 1 y k = 3) y H es una
función de las variables tA, qi, pAi , aśı podemos considerar que la función hamiltoniana
H está definida en Rk × (T 1

k )∗Q.
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B. Principio variacional y ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

El desarrollo de esta sección se hará sobre Rk×(T 1
k )∗Q, esto es, el modelo canónico

de las variedades k-cosimplécticas y en ella obtendremos las ecuaciones de Hamilton
a partir de un principio variacional. Teniendo en cuenta el Teorema de Darboux 6.2
puede desarrollarse, de modo análogo, en cualquier variedad k-cosimpléctica M .

Para desarrollar el principio variacional que nos proporciona las ecuaciones de
campo hamiltonianas necesitamos considerar levantamientos de difeomorfismos y
campos de vectores de Rk×Q a Rk×(T 1

k )∗Q. Comenzamos este apartado recordando
estos conceptos que pueden encontrase en Saunders [125].

Sea f : Rk × Q → Rk × Q un morfismo de π̂Q-fibrados tal que la aplicación
fQ : Q→ Q en la base es un difeomorfismo. Queremos levantar f a un difeomorfismo

j1∗f : Rk × (T 1
k )∗Q→ Rk × (T 1

k )∗Q

tal que el siguiente diagrama sea commutativo:

Rk × (T 1
k )∗Q

(π̂Q)1,0

��

j1∗f // Rk × (T 1
k )∗Q

(π̂Q)1,0

��
Rk ×Q

π̂Q

��

f // Rk ×Q

π̂Q

��
Q

fQ // Q

Podemos aśı introducir las siguientes definiciones (véase Saunders [125]):

Definición 6.3 Sea f : Rk × Q → Rk × Q un morfismo de π̂Q-fibrados tal que la
aplicación fQ : Q → Q entre las bases es un difeomorfismo. Se define el levanta-
miento de f a Rk × (T 1

k )∗Q como la aplicación j1∗f : Rk × (T 1
k )∗Q→ Rk × (T 1

k )∗Q
definida por

(j1∗f)(j1
qσ) := j1

fQ(q)(f ◦ σ ◦ f−1
Q ) ,

donde σ = (σRk , idQ) y σRk : Q
σ→ Rk ×Q

π̂Rk→ Rk.
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Localmente, si f(tB, qj) = (fA(tB, qj), f iQ(qj)) entonces

j1∗f(tB, qj, pBj ) =

(
fA(tB, qj), f iQ(qj),

(
∂fA

∂qk
+ pBk

∂fA

∂tB

)
∂(f−1

Q )k

∂qi
◦ fQ(qj)

)
. (6.3)

Teniendo en cuenta esta definición se introduce el levantamiento de campos de
vectores de Rk ×Q a Rk × (T 1

k )∗Q como sigue.

Definición 6.4 Sea Z ∈ X(Rk×Q) un campo de vectores π̂Q-proyectable. El levan-
tamiento natural de Z a Rk × (T 1

k )∗Q es el campo de vectores Z1 ∗ cuyo grupo
local uniparamétrico de difeomorfismos son los levantamientos {j1∗σs} del grupo
uniparamétrico local de difeomorfismos {σs} de Z.

Localmente, si Z = ZA ∂

∂tA
+ Zi ∂

∂qi
, entonces

Z1 ∗ = ZA ∂

∂tA
+ Zi ∂

∂qi
+

(
dZA

dqi
− pBj

dZj

dqi

)
∂

∂pBi
,

donde d/dqi denota la derivada total, esto es,

d

dqi
=

∂

∂qi
+ pBi

∂

∂tB
.

Observación 6.5 Saunders también define el levantamiento de campos de vectores
a J1π̂Q = Rk × (T 1

k )∗Q sin imponer la restricción de que sean π̂Q-proyectables.
En el caso particular de que los campos sean π̂Q-proyectables las dos definiciones
introducidas por Saunders coinciden.

�

Definición 6.6 Denotemos por Secc(Rk,Rk× (T 1
k )∗Q) el conjunto de secciones con

soporte compacto de

π̂Rk ◦ (π̂Q)1,0 : Rk × (T 1
k )∗Q→ Rk.

Sea H: Rk × (T 1
k )∗Q→ R un hamiltoniano, se define la acción integral asociada

a H por
H : Secc(Rk,Rk × (T 1

k )∗Q) → R

ψ 7→ H(ψ) =

∫
Rk

ψ∗Θ ,
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donde

Θ =
k∑

A=1

θA ∧ dk−1tA −Hdkt, (6.4)

es una k-forma en Rk × (T 1
k )∗Q siendo dk−1tA = ı ∂

∂tA
dkt y dkt = dt1 ∧ · · · ∧ dtk.

Observación 6.7 El la definición anterior la sección ψ hace conmutativo el siguien-
te diagrama:

Rk × (T 1
k )∗Q

(π̂Q)1,0

wwppppppppppp

Rk ×Q

π̂Rk ''OOOOOOOOOOOO

Rk

ψ

OO

�

Con el fin de definir los extremales de H demostramos el siguiente lema.

Lema 6.8 Sea ψ: Rk → Rk × (T 1
k )∗Q un elemento de Secc(Rk,Rk × (T 1

k )∗Q). Para
cada campo de vectores Z ∈ X(Rk ×Q) con flujo {σs} se verifica que

ψs := j1∗σs ◦ ψ

es una sección de la proyección canónica π̂Rk ◦ (π̂Q)1,0 : Rk × (T 1
k )∗Q→ Rk.

Demostración:

Si Z es un campo de vectores π̂Rk-vertical, entonces tiene la siguiente expresión
local

Z(t,q) = Zi(t,q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

, (6.5)

para ciertas funciones Zi ∈ C∞(Rk ×Q).

Por ser σs es el grupo uniparamétrico asociado a Z se tiene

Z(t,q) = (σ(t,q))∗(0)(
d

ds

∣∣∣
0
) =

d(tA ◦ σ(t,q))

ds

∣∣∣
0

∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+
d(qi ◦ σ(t,q))

ds

∣∣∣
0

∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

.
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Comparando (6.5) y la expresión anterior de Z(t,q) se sigue que

d(tA ◦ σ(t,q))

ds

∣∣∣
0

= 0 ,

de donde se deduce que

(tA ◦ σ(t,q))(s) = constante ,

pero como σ(t,q)(0) = (t,q) sabemos que se verifica (tA ◦ σ(t,q))(0) = tA y aśı

(tA ◦ σ(t,q))(s) = tA.

Entonces se verifica
σs(t,q) = (t, qi ◦ σs(t,q)),

lo que implica que π̂Rk ◦ σs = π̂Rk .

Por lo tanto, utilizando (6.3) se tiene

π̂Rk ◦ (π̂Q)1,0 ◦ ψs(t) = π̂Rk ◦ (π̂Q)1,0 ◦ j1 ∗σs ◦ ψ(t)

= π̂Rk ◦ (π̂Q)1,0(t, (σs)
i
Q(q), pAk

∂((σs)
−1
Q )k

∂qi
◦ (σs)Q) = t

esto es, ψs es una sección de π̂Rk ◦ (π̂Q)1,0.

�

Definición 6.9 Una sección ψ : Rk → Rk × (T 1
k )∗Q, perteneciente al conjunto

Secc(Rk,Rk × (T 1
k )∗Q), es un extremal de H si

d

ds

∣∣∣
s=0

H(j1∗σs ◦ ψ) = 0

donde {σs} es el grupo local uniparamétrico de difeomorfismos de algún campo de
vectores Z ∈ X(Rk ×Q) que sea π̂Rk-vertical y π̂Q-proyectable.

Observación 6.10 En la definición anterior necesitamos que el campo Z sea π̂Q
proyectable para poder definir Z1∗ como el campo con flujo {j1∗σs}, y que sea π̂Rk-
vertical para garantizar que cada

ψs := j1∗σs ◦ ψ

sea una sección de la proyección canónica π̂Rk ◦ (π̂Q)1,0 : Rk × (T 1
k )∗Q→ Rk, lo que

hemos demostrado en el lema anterior.
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El problema variacional, asociado a un hamiltoniano H, consiste en obtener los
extremales de la acción integral H.

Teorema 6.11 Sean ψ ∈ Secc(Rk,Rk × (T 1
k )∗Q) y H: Rk × T 1

kQ→ R una función
hamiltoniana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ψ es un extremal del problema variacional asociado a H

(2)

∫
Rk
ψ∗LZ1 ∗ Θ = 0, para cada Z π̂Rk-vertical y π̂Q-proyectable.

(3) ψ∗ıZ1 ∗ dΘ = 0, para cada Z π̂Rk-vertical y π̂Q-proyectable.

(4) Si (U ; tA, qi, pAi ) es un sistema natural de coordenadas en Rk×(T 1
k )∗Q, entonces

ψ verifica las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl, esto es,

∂ψi

∂tA

∣∣∣
t

=
∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

,
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

= −∂H
∂qi

∣∣∣
ψ(t)

. (6.6)

Demostración:

(1⇔ 2) Sea Z ∈ X(Rk×Q) un campo de vectores π̂Rk-vertical y π̂Q-proyectable.
Denotemos por σs el grupo uniparamétrico de difeomorfismos asociado a Z.

En estas condiciones se verifica:

d

ds

∣∣∣
s=0

H(j1∗σs ◦ ψ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

∫
Rk

(j1∗σs ◦ ψ)∗Θ

= ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

(j1∗σs ◦ ψ)∗Θ−
∫

Rk
ψ∗Θ

)
= ĺım

s→0

1

s

(∫
Rk
ψ∗(j1∗σs)

∗Θ−
∫

Rk
ψ∗Θ

)
= ĺım

s→0

1

s

∫
Rk
ψ∗[(j1∗σs)

∗Θ−Θ]

=

∫
Rk
ψ∗LZ1 ∗Θ ,

con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.
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(2⇔ 3) Teniendo en cuenta que

LZ1 ∗Θ = dıZ1 ∗Θ + ıZ1 ∗dΘ ,

se obtiene ∫
Rk
ψ∗LZ1 ∗Θ =

∫
Rk
ψ∗dıZ1 ∗Θ +

∫
Rk
ψ∗ıZ1 ∗dΘ

y como ψ tiene soporte compacto, usando el teorema de Stokes se llega a∫
Rk
ψ∗dıZ1 ∗Θ =

∫
Rk
dψ∗ıZ1 ∗Θ = 0 ,

entonces ∫
Rk
ψ∗LZ1 ∗Θ = 0

(para cada Z campo de vectores π̂Rk-vertical) si, y sólo si,∫
Rk
ψ∗ıZ1 ∗dΘ = 0,

y según el teorema fundamental del cálculo variacional, esto es equivalente a que se
verifique

ψ∗ıZ1 ∗dΘ = 0.

(3⇔ 4) Supongamos que

ψ : Rk → Rk × (T 1
k )∗Q

es una sección de π̂Rk ◦ (π̂Q)1,0 verificando

ψ∗ıZ1 ∗dΘ = 0 ,

para cada Z ∈ X(Rk ×Q) campo de vectores π̂Rk-vertical.

En coordenadas locales si

Z = Zi ∂

∂qi
,

para ciertas funciones Zi ∈ C∞(Q) entonces

Z1 ∗ = Zi ∂

∂qi
− pAj

∂Zj

∂qi
∂

∂pAi
.
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Por lo tanto, se verifica:

ıZ1 ∗dΘ = ıZ1 ∗

(
k∑

A=1

dpAi ∧ dqi ∧ dk−1tA − dH ∧ dkt

)

= −Zi

(
k∑

A=1

dpAi ∧ dk−1tA +
∂H

∂qi
dkt

)

−
k∑

A=1

pAj
∂Zj

∂qi

(
dqi ∧ dk−1tA − ∂H

∂pAi
dkt

)
.

(6.7)

De este modo, si
ψ(t) = (tA, ψi(t), ψAi (t))

entonces en los puntos imagen de ψ se verifica qi = ψi(t) y pAi = ψAi (t), y aśı de
(6.7) y teniendo en cuenta la notación Zi(t) := (Zi ◦ ψ)(t) se obtiene,

0 = [ψ∗ıZ1 ∗dΘ](t) = −Zi(t)

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt

−
k∑

A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt

=

[
−Zi(t)

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
−

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)]
dkt

para cada campo de vectores π̂Rk-vertical y π̂Q-proyectable Z.

La identidad anterior es equivalente a la siguiente expresión:

Zi(t)

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
+

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
= 0 ,

para cada Zi(tA, qj).

Por lo tanto,

Zi(t)

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
= 0

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
= 0 .

(6.8)
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De la primera de las identidades de (6.8) se obtiene el primer grupo de las
ecuaciones de Hamilton, esto es,

k∑
A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

= −∂H
∂qi

∣∣∣
ψ(t)

.

Para obtener el segundo grupo de las ecuaciones de Hamilton, consideramos
ahora el entorno coordenado (U ; tA, qi, pAi ). Como existe una sección cŕıtica pasando
por cada punto en U , de la segunda identidad de (6.8) se obtiene que

∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
= 0 .

Por último, como los Zi se pueden elegir de modo arbitrario, podemos elegirlos

de tal forma que
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

tome valores arbitrarios y en consecuencia,

∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

= 0 ,

que es el segundo grupo de las ecuaciones de Hamilton.

El rećıproco es trivial considerando los cálculos efectuados a lo largo de la de-
mostración.

�

Observación 6.12 A. Echeverŕıa-Enŕıquez, M.C. Muñoz-Lecanda y N. Román-
Roy en [36] describen un principio variacional en el contexto multisimpléctico. Tanto
en este caso como en el que hemos descrito nosotros llegamos a la misma expresión
de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl, (6.6).

�

C. Versión geométrica de las ecuaciones de Hamilton.

En este apartado incluimos la formulación k-cosimpléctica de las ecuaciones de
Hamilton-De Donder-Weyl (6.6) descrito por M. de León et al. [83].
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Teorema 6.13 Sea H : M → R una función hamiltoniana definida sobre una
variedad k-cosimpléctica (M, ηA, ωA, V ) y X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores
en M tal que

ηA(XB) = δAB, 1 ≤ A,B ≤ k

k∑
A=1

ıXAω
A = dH −

k∑
A=1

RA(H)ηA .
(6.9)

Si ψ : Rk → M, ψ(t) = (tA, ψi(t), ψAi (t)) es una sección integral del campo de
k-vectores X, entonces ψ es una solución de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-
Weyl (6.6).

Demostración:

Sea X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores en M solución de (6.9).

El Teorema de Darboux 6.2 nos dice que X = (X1, . . . , Xk) se escribe localmente
como sigue

XA = (XA)B
∂

∂tB
+ (XA)i

∂

∂qi
+ (XA)Bi

∂

∂pBi

entonces, si X = (X1, . . . , Xk) es solución de (6.9) se tienen las siguientes identidades,

(XA)B = δBA ,
∂H

∂pAi
= (XA)i,

∂H

∂qi
= −

k∑
A=1

(XA)Ai . (6.10)

Supongamos que X = (X1, . . . , Xk) es integrable y ψ : Rk → M es una sección
integral de X, localmente dada por

ψ(t) = (tA, ψi(t), ψAi (t)),

entonces
∂ψi

∂tB
= (XB)i ◦ ψ, ∂ψAi

∂tB
= (XB)Ai ◦ ψ . (6.11)

Por tanto, de (6.10) y (6.11) obtenemos que ψ(t) = (t, ψi(t), ψAi (t)) es solución
de las siguientes ecuaciones

∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

= −
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
,
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que coinciden con las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl (6.6.)

�

Aśı, las ecuaciones (6.9) pueden considerarse como una versión geométrica de las
ecuaciones de campo hamiltonianas. A partir de ahora a las ecuaciones (6.9) las deno-
minaremos ecuaciones geométricas de Hamilton en el contexto k-cosimpléctico.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos afirmar que las ecuaciones
de la electrostática, consideradas al inicio de esta subsección, se pueden escribir
geométricamente como sigue

dtA(XB) = δAB, 1 ≤ A,B ≤ 3

3∑
A=1

ıXAω
A = dH −

3∑
A=1

RA(H)dtA .

Observación 6.14 Nótese, que en general, las ecuaciones (6.9) no tienen una úni-
ca solución. De hecho, si (M, ηA, ωA, V ) es una variedad k-cosimpléctica podemos
definir el morfismo de fibrados sobre M

Ω] : T 1
kM −→ T ∗M

(X1, . . . , Xk) 7→ Ω](X1, . . . , Xk) =
k∑

A=1

ıXAω
A + ηA(XA)ηA ,

(6.12)

y, denotando por Mk(C
∞(M)) el espacio de matrices de orden k cuyas componentes

son funciones en M , se puede considerar la aplicación

η] : T 1
kM −→ Mk(C

∞(M))

(X1, . . . , Xk) 7→ η](X1, . . . , Xk) = (ηA(XB)) ,
(6.13)

entonces las soluciones de (6.9) son de la forma

(X1, . . . , Xk) + (ker Ω] ∩ ker η]),

donde (X1, . . . , Xk) es una solución particular de dichas ecuaciones.

A partir de las condiciones locales (6.10) podemos definir, en un entorno de cada
punto x ∈M , un campo de k-vectores que verifica (6.9). Por ejemplo, pongamos

(XA)B = δBA , (X1)1
i =

∂H

∂qi
, (XA)Bi = 0 for A 6= 1 6= B , (XA)i =

∂H

∂pAi
.
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Ahora, usando una partición de la unidad en la variedad M , uno puede construir
un campo de k-vectores global, que es una solución de (6.9). Veáse M. de León et
al. [83].

�

Observación 6.15 En el caso k = 1 con M = R × T ∗Q las ecuaciones (6.9) coin-
ciden con las ecuaciones de la Mecánica hamiltoniana no autónoma. Por lo tanto
este formalismo engloba el formalismo hamiltoniano de la Mecánica dependiente del
tiempo.

�

6.2. El enfoque lagrangiano.

En esta sección recordaremos los principales elementos y resultados de la formu-
lación lagrangiana k-cosimpléctica de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.
Véase [84].

6.2.1. Elementos geométricos.

En esta subsección vamos a describir la variedad Rk × T 1
kQ, aśı como algunos

elementos geométricos que en ella podemos definir de modo canónico. Además la
dotaremos con una estructura k-cosimpléctica cuando consideramos un lagrangiano
regular.

A. La variedad Rk × T 1
kQ.

Sea Q una variedad diferenciable de dimensión n. En este apartado vamos a
considerar la variedad Rk × T 1

kQ, donde T 1
kQ denota el fibrado tangente de las k1-

velocidades, que hemos explicado en la sección 1.2.1.A.

Aśı un elemento de Rk × T 1
kQ es una familia

(t, v1q, . . . , vkq)
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formada por un elemento t ∈ Rk y por k vectores tangentes a Q en el mismo punto
q ∈ Q.

Como hemos visto en la sección 1.2.1.A., la variedad T 1
kQ se identifica con la

variedad J1
0 (Rk, Q) de los 1-jets de aplicaciones φQ: Rk → Q con origen en 0 ∈ Rk;

la identificación entre estas dos variedades viene dada por el difeomorfismo

J1
0 (Rk, Q) ≡ TQ⊕ k. . . ⊕TQ
j1

0,qφQ ≡ (v1q, . . . , vkq)

donde q = φQ(0), y vAq = (φQ)∗(0)[(∂/∂tA)(0)], 1 ≤ A ≤ k.

Cada aplicación φQ : Rk → Q se puede identificar con una sección φ = (idRk , φQ)
del fibrado trivial π̂Rk : Rk × Q → Rk. Aśı, si consideramos los 1-jets de secciones
del fibrado trivial π̂Rk podemos establecer un difeomorfismo entre la variedad J1π̂Rk

de 1-jets de secciones del fibrado trivial π̂Rk : Rk×Q→ Rk y la variedad Rk×T 1
kQ,

via el difeomorfismo dado por

J1π̂Rk → Rk × T 1
kQ

j1
tφ = j1

t (idRk , φQ) → (t, v1, . . . , vk)
(6.14)

donde φQ : Rk φ // Rk ×Q
π̂Q // Q y

vA = (φQ)∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
) 1 ≤ A ≤ k .

Denotemos por pQ : Rk × T 1
kQ→ Q la proyección canónica, esto es

pQ(t, v1q , . . . , vkq) = q .

Si (qi)1≤i≤n es un sistema local de coordenadas en U ⊆ Q, entonces las coorde-
nadas locales inducidas (tA, qi, viA)1≤A≤k ,1≤i≤n en p−1

Q (U) = Rk × T 1
kU son

tA(j1
tφ) = tA(t) = tA , qi(j1

tφ) = qi(φQ(t)) , viA(j1
tφ) =

∂(qi ◦ φQ)

∂tA

∣∣∣
t

o equivalentemente

tA(t, v1q, . . . , vkq) = tA(t) = tA; qi(t, v1q, . . . , vkq) = qi(q);

viA(t, v1q, . . . , vkq) = vAq(qi) .
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El siguiente diagrama conmutativo recoge la notación que emplearemos a lo largo
de esta memoria para referirnos a las proyecciones canónicas:

Rk × T 1
kQ

(π̂Rk )1,0 //

(π̂Rk )1

%%JJJJJJJJJJJJJJJJJJ

pQ

%%
Rk ×Q

π̂Q //

π̂Rk

��

π̂Q // Q

Rk

definidas por:

π̂Rk(t,q) = t , (π̂Rk)1,0(t, v1q , . . . , vkq) = (t,q) , pQ(t, v1q , . . . , vkq) = q ,

π̂Q(t,q) = q , (π̂Rk)1(t, v1q , . . . , vkq) = t .

B. Campos de vectores canónicos en Rk × T 1
kQ.

Un objeto geométrico importante en el fibrado Rk×T 1
kQ es el campo de vectores

de Liouville generalizado.

Definición 6.16 El campo de vectores de Liouville ∆ sobre Rk×T 1
kQ se define

como el generador infinitesimal del flujo dado por

R× (Rk × T 1
kQ) −→ Rk × T 1

kQ

(s, (t, v1q, . . . , vkq)) 7→ (t, esv1q, . . . , e
svkq) .

Su expresión en coordenadas locales es

∆ =
∑
i,A

viA
∂

∂viA
. (6.15)

Definición 6.17 Los campos de vectores canónicos ∆1, . . . ,∆k sobre Rk×T 1
kQ

se definen como los generadores infinitesimales de los flujos dados por

R× (Rk × T 1
kQ) −→ Rk × T 1

kQ

(s, (t, v1q, . . . , vkq)) 7→ (t, v1q, . . . , vA−1q, e
svAq, vA+1q, . . . , vkq) ,
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para cada A = 1, . . . , k . Su expresión local es:

∆A =
n∑
i=1

viA
∂

∂viA
, 1 ≤ A ≤ k . (6.16)

Teniendo en cuenta las expresiones (6.15) y (6.16) es evidente que

∆ = ∆1 + . . .+ ∆k .

C. Campos de tensores en Rk × T 1
kQ.

En este apartado vamos a introducir una familia (S1, . . . , Sk) de k campos de
tensores de tipo (1, 1) en Rk × T 1

kQ. Estos tensores nos permitirán, de modo análo-
go a como ocurre en los sistemas mecánicos, introducir las denominadas formas
lagrangianas.

Para introducir esta familia de tensores vamos a partir de la estructura k-tangente
canónica definida sobre el fibrado de las k1-velocidades T 1

kQ, véase sección 1.2.1.C.

La estructura k-tangente canónica en T 1
kQ es el conjunto (J1, . . . , Jk) de campos

de tensores de tipo (1, 1) sobre T 1
kQ definidos por

JA(wq)(Zwq) =
(

(τ kQ)∗(wq)(Zwq)
)VA
wq

,

donde Zwq ∈ Twq(T 1
kQ), wq ∈ T 1

kQ.

Aqúı (Xq)VAwq
denota el levantamiento vertical A-ésimo de un vector arbitrario

Xq ∈ TqQ a T 1
kQ, definido en (1.20).

Para cada A = 1, . . . , k vamos a considerar la extensión natural del campo de
tensores JA en T 1

kQ a Rk × T 1
kQ, que denotaremos por SA y que tiene la misma

expresión local (1.25) que JA esto es,

SA =
∂

∂viA
⊗ dqi 1 ≤ A ≤ k . (6.17)

Estos tensores SA se llaman campos de tensores canónicos en Rk × T 1
kQ.

En Rk × T 1
kQ también vamos a considerar otra familia de campos de tensores

(Ŝ1, . . . , Ŝk) de tipo (1, 1) definidos por

ŜA = SA −∆A ⊗ dtA , 1 ≤ A ≤ k , (6.18)
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cuya expresion local es

ŜA =
∂

∂viA
⊗ dqi − viA

∂

∂viA
⊗ dtA , 1 ≤ A ≤ k . (6.19)

Los tensores ŜA nos permitirán caracterizar ciertas ecuaciones en derivadas par-
ciales de segundo orden definidas en Rk × T 1

kQ.

D. Formas lagrangianas.

De modo análogo a lo que ocurre en los sistemas mecánicos, con los campos
de tensores canónicos que acabamos de definir y dada L : Rk × T 1

kQ → R una
función denominada función lagrangiana, se definen las k 1-formas diferenciales
en Rk × T 1

kQ

θAL = dL ◦ SA , 1 ≤ A ≤ k (6.20)

y a partir de ellas las k 2-formas diferenciales

ωAL = − dθAL , 1 ≤ A ≤ k , (6.21)

que llamaremos formas lagrangianas en Rk × T 1
kQ.

En un sistema local de coordenadas (tA, qi, viA)A=1,...,k;i=1...,n de (6.17) y (6.20) se
obtiene

θAL =
∂L

∂viA
dqi , 1 ≤ A ≤ k (6.22)

y aśı de (6.21) y (6.22) obtenemos

ωAL =
∂2L

∂tB∂viA
dqi ∧ dtB +

∂2L

∂qj∂viA
dqi ∧ dqj +

∂2L

∂viB∂v
i
A

dqi ∧ dviB . (6.23)

Las formas lagrangianas que se acaban de introducir están relacionadas con las
formas canónicas θA, ωA, 1 ≤ A ≤ k de Rk × (T 1

k )∗Q (definidas en (6.1)) mediante
la aplicación de Legendre asociada a la función lagrangiana L : Rk × T 1

kQ→ R.

Definición 6.18 Sea L : Rk × T 1
kQ→ R un lagrangiano, la aplicación de Legendre

FL : Rk × T 1
kQ −→ Rk × (T 1

k )∗Q se define como sigue:

FL(t, v1q, . . . , vkq) = (t, [FL(t, v1q, . . . , vkq)]1, . . . , [FL(t, v1q, . . . , vkq)]k)
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donde

[FL(t, v1q, . . . , vkq)]A(uq) =
d

ds

∣∣∣
s=0

L
(
t, v1q, . . . , vAq + suq, . . . , vkq)

)
,

para cada A = 1, . . . , k.

La expresión local de FL es

FL : (tA, qi, viA) −→ (tA, qi,
∂L

∂viA
) . (6.24)

De las expresiones locales (6.2), (6.22), (6.23) y (6.24) de θA, ωA, θAL y ωAL
se obtienen la relación entre las formas canónicas en Rk × (T 1

k )∗Q y las formas
Lagragangianas definidas en Rk × T 1

kQ:

θAL = FL∗θA , ωAL = FL∗ωA, 1 ≤ A ≤ k . (6.25)

E. Estructura k-cosimpléctica

Las 2-formas diferenciales (ω1
L, . . . , ω

k
L) que acabamos de definir junto con las

1-formas cerradas (dt1, . . . , dtk) y la distribución vertical V = kerT (π̂Rk)1,0 deter-
minada por el fibrado (π̂Rk)1,0 : Rk × T 1

kQ → Rk × Q constituirán una estructura
k-cosimpléctica sobre el fibrado Rk × T 1

kQ si añadimos alguna condición de regula-
ridad sobre la función lagrangiana L.

Definición 6.19 Una función lagrangiana L : Rk × T 1
kQ −→ R se dice que es

regular (resp. hiperregular) si la correspondiente aplicación de Legendre FL es un
difeomorfismo local (resp. global). En otro caso L es llamado lagrangiano singular

De (6.24) obtenemos que L es regular si, y sólo si, det

(
∂2L

∂viA∂v
j
B

)
6= 0 .

En [84] M. de León et al. demuestran la siguiente proposición que permite dotar
a Rk × T 1

kQ de una estructura k-cosimpléctica.

Proposición 6.20 Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) L es regular,

(2) FL es un difeomorfismo local,

(3) (dtA, ωAL , V ) es una estructura k-cosimpléctica en Rk × T 1
kQ donde

V = ker T (π̂Rk)1,0 =

〈
∂

∂vi1
, . . . ,

∂

∂vik

〉
i=1,...,n

es la distribución vertical del fibrado (π̂Rk)1,0 : Rk × T 1
kQ→ Rk ×Q.

6.2.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

En el desarrollo del formalismo lagrangiano k-cosimpléctico aparecen ciertas
ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden definidas en Rk × T 1

kQ. En esta
sección vamos a describir las ecuaciones a las que nos estamos refiriendo aqúı.

Como veremos a continuación las ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden (que abreviaremos como sopde, del inglés, second order partial differential
equation) que aparecen en el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico son un tipo
especial de campos de k-vectores en Rk × T 1

kQ.

Recordemos que un campo de k-vectores en Rk×T 1
kQ es una sección del fibrado

de las k1-velocidades T 1
k (Rk × T 1

kQ). Antes de definir qué es un sopde vamos a
estudiar este fibrado y en especial cierta aplicación definida en él.

A. La variedad T 1
k (Rk × T 1

kQ).

En la sección 1.2.1. A. hemos definido el fibrado tangente de las k1-velocidades
de una variedad diferenciable arbitraria. A lo largo de esta sección tendrá especial
interés considerar el fibrado tangente de las k1-velocidades de la variedad producto
Rk × T 1

kQ. Por este motivo dedicamos este apartado a describir con mayor detalle
esta variedad.

Consideramos el fibrado

τ kRk×T 1
kQ

:T 1
k (Rk × T 1

kQ)→ Rk × T 1
kQ .

Si (t,wq) un elemento arbitrario de Rk × T 1
kQ, entonces un elemento de la fibra

(T 1
k )(t,wq)(Rk × T 1

kQ) = (τ kRk×T 1
kQ

)−1(t,wq) es una k-tupla

v(t,wq) = (v1(t,wq), . . . , vk(t,wq))
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de vectores tangentes a Rk × T 1
kQ en el punto (t,wq).

Denotemos por (tA, qi, viA)1≤A≤k, 1≤i≤n un sistema de coordenadas locales en la
variedad Rk × T 1

kQ.

Aśı, cada vector tangente (vA)(t,wq) se escribe localmente como sigue

(vA)(t,wq) = (vA)B
∂

∂tB

∣∣∣
(t,wq)

+ (vA)i
∂

∂qi

∣∣∣
(t,wq)

+ (vA)iB
∂

∂viB

∣∣∣
(t,wq)

. (6.26)

De (1.19) y (6.26) deducimos que las coordenadas locales inducidas en la varide-
dad T 1

k (Rk × T 1
kQ) son:

(tA, qi, viA, (vA)B, (vA)i, (vA)iB )1≤A,B≤k, 1≤i≤n .

A continuación vamos a definir una aplicación en T 1
k (Rk×T 1

kQ) que emplearemos
en el siguiente apartado para definir el concepto de sopde.

Consideremos la identidad entre las variedades T 1
k (Rk×T 1

kQ) y T 1
kRk×T 1

k (T 1
kQ)

dada por:

T 1
k (Rk × T 1

kQ) ≡ T 1
kRk × T 1

k (T 1
kQ)

v(t,wq) = (v1(t,wq), . . . , vk(t,wq)) ≡
(
T 1
k (π̂Rk)(v(t,wq)), T

1
k (π̂T 1

kQ
)(v(t,wq))

)
donde π̂Rk : Rk×T 1

kQ→ Rk y π̂T 1
kQ

: Rk×T 1
kQ→ T 1

kQ son las proyecciones canónicas.

En un sistema local de coordenadas, si los vectores vA(t,wq) se escriben localmente
como en (6.26) entonces

T 1
k (π̂Rk)(v1(t,wq), . . . , vk(t,wq)) = ((v1)B

∂

∂tB

∣∣∣
t
, . . . , (vk)B

∂

∂tB

∣∣∣
t
)

y

T 1
k (π̂T 1

kQ
)(v1(t,wq), . . . , vk(t,wq)) = ((v1)i

∂

∂qi

∣∣∣
p

+ (v1)iB
∂

∂viB

∣∣∣
wq

, . . . ,

(vk)
i ∂

∂qi

∣∣∣
wq

+ (vk)
i
B

∂

∂viB

∣∣∣
wq

) .

Definimos la aplicación

F := τ kRk × T
1
k (τ kQ) : T 1

k (Rk × T 1
kQ) ≡ T 1

kRk × T 1
k (T 1

kQ)→ Rk × T 1
kQ
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como sigue

F (v(t,wq)) = F (v1(t,wq), . . . , vk(t,p))

= τkRk × T
1
k τ

k
Q

(
T 1
k (π̂Rk)(v1(t,wq), . . . , vk(t,wq)), T 1

k (π̂T 1
kQ

)(v1(t,wq), . . . , vk(t,wq))
)

=
(
τkRk ◦ T

1
k (π̂Rk)(v1(t,wq), . . . , vk(t,wq)), T 1

k (τkQ ◦ π̂T 1
kQ

)(v1(t,wq), . . . , vk(t,wq))
)
,

(6.27)

donde τ kQ:T 1
kQ→ Q.

Si consideramos los vectores vA(t,wq) con la expresión local (6.26), entonces de la
definición anterior se llega a que

F (v1(t,wq), . . . , vk(t,wq)) = (t, (v1)i
∂

∂qi

∣∣∣
q
, . . . , (vk)

i ∂

∂qi

∣∣∣
q
) ,

donde hemos tenido en cuenta la definición 1.37 de la prolongación canónica

T 1
k (τ kQ) = Tτ kQ × . . .× Tτ kQ:T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ

y que

Twqτ
k
Q

(
(vA)i

∂

∂qi

∣∣∣
wq

+ (vA)`
∂

∂viA

∣∣∣
wq

)
= (vA)i

∂

∂qi

∣∣∣
q

1 ≤ A ≤ k .

Por lo tanto, la aplicación F se escribe localmente como sigue:

F = τ kRk × T
1
k τ

k
Q : (tA, qi, viA, (vA)B, (vA)i, (vA)iB)→ (tA, qi, (vA)i) (6.28)

Esta aplicación F aqúı definida será utilizada para definir sopdes en Rk × T 1
kQ

(véase eṕıgrafe B de esta subsección).

B. sopdes en Rk × T 1
kQ.

Ahora es cuando realmente introducimos los sopdes en Rk × T 1
kQ.

Definición 6.21 Un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en Rk × T 1
kQ se dice

que es una ecuación en derivadas parciales de segundo orden (sopde) si :

dtA(XB) = δAB y (τ kRk × T
1
k τ

k
Q) ◦X = idRk×T 1

kQ
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donde la aplicación

τ kRk × T
1
k τ

k
Q : T 1

k (Rk × T 1
kQ) → Rk × T 1

kQ

(tA, qi, viA, (vA)B, (vA)i, (vA)iB) 7→ (tA, qi, (vA)i)

fue definida en (6.27).

La expresión local de un sopde X = (X1, . . . , Xk) en un sistema local de coor-
denadas (tA, qi, viA) de Rk × T 1

kQ es la siguiente:

XA(tB, qi, viB) =
∂

∂tA
+ viA

∂

∂qi
+ (XA)iB

∂

∂viB
, 1 ≤ A ≤ k , (6.29)

donde (XA)iB son funciones en Rk × T 1
kQ.

Como consecuencia directa de la expresión local anterior, deducimos que los
campos de vectores {X1, . . . , Xk} son linealmente independientes.

Los sopde’s pueden caracterizarse a partir de los campos de vectores canónicos y
los campos de tensores de tipo (1,1) que hemos definido anteriormente en Rk×T 1

kQ.

Proposición 6.22 Sea X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores en Rk × T 1
kQ.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es un sopde.

(2) dtA(XB) = δAB, SA(XA) = ∆A , 1 ≤ A,B ≤ k.

(3) dtA(XB) = δAB , ŜA(XB) = 0 , 1 ≤ A,B ≤ k.

Demostración:

Por ser X un campo de k-vectores en Rk × T 1
kQ, empleando las coordenadas

canónicas (tA, qi, viA), sabemos que cada XA se escribe localmente como sigue:

XA = (XA)B
∂

∂tB
+ (XA)i

∂

∂qi
+ (XA)iB

∂

∂viB
(6.30)

para ciertas funciones (XA)B, (XA)i, (XA)iB, 1 ≤ A, B ≤ k; 1 ≤ i ≤ n definidas en
Rk × T 1

kQ.
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El resultado enunciado en esta proposición es una consecuencia directa de las
expresiones locales (6.16), (6.17), (6.19), (6.29) y (6.30) de ∆A, SA, ŜA, del sopde
X y de un campo de k-vectores en Rk × T 1

kQ.

�

A continuación vamos a caracterizar las secciones integrales de los sopde’s.
Comenzamos introduciendo la siguiente definición

Definición 6.23 Sea φ : Rk → Q una aplicación, definimos la primera prolonga-
ción φ[1] de φ como la aplicación

φ[1] : Rk −→ Rk × T 1
kQ

t −→ (t, j1
0φt) ≡

(
t, φ∗(t)(

∂

∂t1

∣∣∣
t
), . . . , φ∗(t)(

∂

∂tk

∣∣∣
t
)

)
donde φt(s) = φ(t + s). En coordenadas locales

φ[1](t1, . . . , tk) = (t1, . . . , tk, φi(t1, . . . , tk),
∂φi

∂tA
(t1, . . . , tk)) . (6.31)

Observación 6.24 Sea (X1, . . . , Xk) un sopde. De (6.29) obtenemos: una aplica-
ción ψ : Rk → Rk × T 1

kQ, dada por ψ(t) = (ψB(t), ψi(t), ψiA(t)), es una sección
integral de (X1, . . . , Xk) si y sólo si

∂ψB

∂tA

∣∣∣
t

= δBA ,
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t

= ψiA(t),
∂2ψi

∂tA∂tB

∣∣∣
t

= (XA)iB(ψ(t)). (6.32)

Entonces si (X1, . . . , Xk) es integrable, de (6.32) deducimos que (XA)iB = (XB)iA.

Observemos que la aplicación

(idRk , pr2 ◦ ψ) : Rk → Rk × T 1
kQ

t → (t, ψi(t), ψiA(t))

coincide con la primera prolongación φ[1] de la aplicación

φ = pQ ◦ ψ : Rk ψ→ Rk × T 1
kQ

pQ→ Q,

esto es φ(t) = (ψi(t)).
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Rećıprocamente si φ : Rk → Q es cualquier aplicación tal que

∂2φi

∂tA∂tB

∣∣∣
t

= (XA)iB(φ[1](t)),

entonces φ[1] es una sección integral de (X1, . . . , Xk).

�

6.2.3. Formalismo lagrangiano: ecuaciones de Euler - La-
grange.

Comenzamos esta subsección considerando un ejemplo de las ecuaciones de cam-
po de Euler-Lagrange. A continuación establecemos un principio variacional del que
se deducen dichas ecuaciones para finalizar la sección dando la descripción geométri-
ca de las mismas desarrollada por M. de León et. al. en [84].

A. Ejemplo: la membrana vibrante.

Consideramos las ecuaciones del movimiento asociadas al sistema dado por una
membrana elástica rectangular que en su posición de equilibrio coincide con el plano
XY y que vibra transversalmente.

Supongamos que, como acabamos de comentar, estudiamos las vibraciones trans-
versales de una membrana elástica delgada de densidad uniforme σ sometida a una
tensión T . Si en la posición de equilibrio la membrana coincide con el plano XY,
entonces las vibraciones transversales de la membrana φ están gobernadas por la
ecuación de ondas bidimensional

1

c2

∂2φ

∂(t1)2
=

∂2φ

∂(t2)2
+

∂2φ

∂(t3)2
(6.33)

donde c2 = T/σ, siendo c la velocidad de propagación de la onda y de modo que las
soluciones son aplicaciones

φ : R3 → R

(t1, t2, t3) 7→ φ(t1, t2, t3) .

Estos campos φ describen en cada punto (t1, t2, t3) el desplazamiento vertical del
punto (t2, t3) de la membrana situada en el plano XY en el instante de tiempo t = t1.
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x
y

f(t,x,y)

Figura 6.1: Membrana vibrante

La ecuación (6.33) puede expresarse como un ejemplo de ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas a una función lagrangiana L definida sobre el fibrado R3×T 1

3 R.

Si definimos L : R3 × T 1
3 R→ R por

L(t1, t2, t3, q, v1, v2, v3) =
1

2
(v2

1 − c2(v2
2 + v2

3))

donde q representa la variable φ y vA la variable ∂φ/∂tA , 1 ≤ A ≤ 3; entonces

∂L

∂v1

= v1,
∂L

∂v2

= −c2v2,
∂L

∂v3

= −c2v3,
∂L

∂q
= 0 .

Evaluando las identidades previas en

φ[1](t) = (t, φ(t),
∂φ

∂t1

∣∣∣
t

∂φ

∂t2

∣∣∣
t
,
∂φ

∂t3

∣∣∣
t
)

se obtiene

∂L

∂v1

∣∣∣
φ[1](t)

=
∂φ

∂t1

∣∣∣
t
,
∂L

∂v2

∣∣∣
φ[1](t)

= −c2 ∂φ

∂t2

∣∣∣
t
,
∂L

∂v3

∣∣∣
φ[1](t)

= −c2 ∂φ

∂t3

∣∣∣
t
,
∂L

∂q

∣∣∣
φ[1](t)

= 0 .

Por lo tanto se tiene

3∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂tA

∣∣∣
φ[1](t)

)
=

∂2φ

∂(t1)2

∣∣∣
t
− c2 ∂2φ

∂(t2)2

∣∣∣
t
− c2 ∂2φ

∂(t3)2

∣∣∣
t

y aśı las ecuaciones (6.33) se pueden escribir como sigue:

3∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂tA

∣∣∣
φ[1](t)

)
=
∂L

∂q

∣∣∣
φ[1](t)

,

siendo este un ejemplo de las ecuaciones de campos de Euler-Lagrange.
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En general, consideremos un campo definido por una función φ : Rk → Q, cuya
expresión local es

φ(t1, . . . , tk) = (φ1(t1, . . . , tk), . . . , φn(t1, . . . , tk)).

Una función lagrangiana L es una función R-valuada

L(tA, φi(t),
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
)

que depende de las variables espaciales tA, de las variables-componentes del campo
qi = φi y de las primeras derivadas parciales del campo ∂φi/∂tA(t). Por lo tanto
podŕıamos considerar que L está definida en Rk × T 1

kQ y aśı L : Rk × T 1
kQ→ R.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para una función lagrangiana L con solución
(φi(t1, . . . , tk)) son el sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden
dado por

k∑
A=1

(
∂2L

∂tA∂viA |φ[1](t)
+

∂2L

∂qj∂viA |φ[1](t)

∂φj

∂tA |t
+

∂2L

∂vjB∂v
i
A |φ[1](t)

∂2φj

∂tA∂tB |t

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
φ[1](t)

,

donde 1 ≤ i ≤ n y φ[1](t) = (t, φi(t),
∂φi

∂tA |t
), que suelen escribirse como sigue

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ[1](t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
φ[1](t)

, viA(φ[1](t)) =
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
, (6.34)

donde cada solución φ[1] : U0 ⊂ Rk → Rk × T 1
kQ está dada por

φ[1](t) = (t, φi(t),
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
).

Observación 6.25 Observese que teniendo en cuenta la expresión local (6.31) de
la primera prolongación φ[1] de φ, el segundo grupo de ecuaciones de (6.34) se trans-
forma en un conjunto de identidades.

�
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B. Principio variacional y ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

En este apartado deducimos las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de un
principio variacional.

El principio variacional que vamos a considerar aqúı se desarrolla sobre el fibrado
trivial Rk ×Q→ Rk. La teoŕıa general para un fibrado arbitrario π̂ : Y → X puede
verse en A. Echeverŕıa-Enŕıquez et al. [35].

Para desarrollar el principio variacional que nos proporciona las ecuaciones de
campo de Euler-Lagrange necesitamos considerar levantamientos de difeomorfismos
y campos de vectores Rk × Q a Rk × T 1

kQ. Comenzamos este apartado recordando
estos conceptos que pueden encontrase en Saunders [125].

Sea f : Rk ×Q→ Rk ×Q un difeomorfismo de π̂Rk-fibrados y sea fRk : Rk → Rk

el difeomorfismo inducido en la base. Queremos levantar f a un difeomorfismo

j1f : Rk × T 1
kQ→ Rk × T 1

kQ

tal que el siguiente diagrama sea commutativo:

Rk × T 1
kQ

(π̂Rk )1,0

��

j1f // Rk × T 1
kQ

(π̂Rk )1,0

��
Rk ×Q

π̂Rk

��

f // Rk ×Q

π̂Rk

��
Rk

fRk // Rk

Podemos aśı introducir la siguiente definición, (véase Saunders [125]):

Definición 6.26 Sea f : Rk×Q→ Rk×Q un morfismo de π̂Rk-fibrados y denotemos
por fRk : Rk → Rk la aplicación en la base, que suponemos un difeomorfismo. La
aplicación j1f : Rk × T 1

kQ→ Rk × T 1
kQ definida por

(j1f)(j1
tφ) := j1(f ◦ φ ◦ f−1

Rk )(fRk(t)) ≡ j1
fRk (t)(f ◦ φ ◦ f−1

Rk ) ,

con φ(idRk , φQ) una sección de π̂Rk se llama levantamiento canónico del difeomor-
fismo f .
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Localmente, si f(tA, qi) = (fARk(t
B), f i(tB, qj)) entonces

j1f(tA, qi, viA) = (fA(tB), f i(tB, qj),
df i

dtB
∂(f−1

Rk )B

∂tA
◦ fRk(t

C)) ,

donde df i/dtB denota la derivada total, esto es,

df i

dtB
=
∂f i

∂tB
+ vjB

∂f i

∂qj
.

Es evidente que si consideramos otro representante ϕ con el mismo 1-jet en t
obtenemos el mismo resultado, esto es, j1f está bien definido.

Teniendo en cuenta la definición anterior se introduce el levantamiento natural
de campos de vectores de Rk ×Q a Rk × T 1

kQ como sigue:

Definición 6.27 Sea Z ∈ X(Rk×Q) un campo de vectores π̂Rk-proyectable. Se llama
levantamiento natural de Z a Rk×T 1

kQ, al campo de vectores Z1 ∈ X(Rk×T 1
kQ)

tal que, tiene asociado el grupo uniparamétrico local de difeomorfismos {j1τs}s∈R,
con {τs}s∈R el grupo uniparamétrico local de difeomorfismos de Z.

Localmente, si cada campo de vectores Z ∈ X(Rk×Q) tiene la siguiente expresión
local,

Z = ZA ∂

∂tA
+ Zi ∂

∂qi
,

entonces

Z1 = ZA ∂

∂tA
+ Zi ∂

∂qi
+ (

dZi

dtA
− viB

dZB

dtA
)
∂

∂viA
,

donde d/dtA denota la derivada total, esto es,

d

dtA
=

∂

∂tA
+ vjA

∂

∂qj

Sea φ = (idRk , φQ) : Rk → Rk × Q es una sección de π̂Rk y φ
[1]
Q su primera

prolongación, puesto que Ldkt es una k-forma en Rk × T 1
kQ, entonces (φ

[1]
Q )∗(Ldkt)

es una k-forma en Rk. Aśı podemos definir:
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Definición 6.28 Denotemos por Secc(Rk,Rk ×Q) el conjunto de secciones de

π̂Rk : Rk ×Q→ Rk

con soporte compacto.

Se define la acción integral asociada a un lagrangiano L: Rk × T 1
kQ → R como

sigue:
S : Secc(Rk,Rk ×Q) → R

φ 7→ S(φ) =

∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗(Ldkt)

Lema 6.29 Sea φ ∈ Secc(Rk,Rk ×Q). Si Z ∈ X(Rk ×Q) es π̂Rk-vertical entonces

φs: = τs ◦ φ

es una sección de π̂Rk : Rk ×Q→ Rk.

Demostración:

Puesto que Z es π̂Rk-vertical tiene la siguiente expresión local

Z(t,q) = Zi(t,q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

, (6.35)

y como τs es el grupo uniparamétrico asociado a Z se tiene

Z(t,q) = (τ(t,q))∗(0)(
d

ds

∣∣∣
0
) =

d(tA ◦ τ(t,q))

ds

∣∣∣
0

∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+
d(qi ◦ τ(t,q))

ds

∣∣∣
0

∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

.

Comparando (6.35) y la expresión anterior de Z(t,q) se sigue que

d(tA ◦ τ(t,q))

ds

∣∣∣
0

= 0 ,

entonces

(tA ◦ τ(t,q))(s) = constante,

pero como τ(t,q)(0) = (t,q) obtenemos que

(tA ◦ τ(t,q))(0) = tA



6.2.3 Formalismo lagrangiano: ecuaciones de Euler - Lagrange. 257

y aśı (tA ◦ τ(t,q))(s) = tA o (tA ◦ τs)(t,q) = tA . Entonces se verifica que

π̂Rk ◦ τs = π̂Rk .

Teniendo en cuenta esta última identidad se deduce que φs es una sección de
π̂Rk . En efecto, se verifica

π̂Rk ◦ φs = π̂Rk ◦ τs ◦ φ = π̂Rk ◦ φ = idRk ,

en donde en la última igualdad hemos utilizado que φ es una sección de π̂Rk .

�

Definición 6.30 Una sección φ = (idRk , φQ): Rk → Rk × Q, perteneciente al con-
junto Secc(Rk,Rk ×Q), es un extremal de S si

d

ds

∣∣∣
s=0

S(τs ◦ φ) = 0

donde {τs} es el grupo local uniparamétrico de difeomorfismos de algún campo de
vectores Z ∈ X(Rk ×Q) que sea π̂Rk-vertical.

El problema variacional asociado al lagrangiano L consiste en obtener los extre-
males de la acción S.

Teorema 6.31 Sea φ ∈ SecC(Rk,Rk × Q) y L : Rk × T 1
kQ → R un lagrangiano.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) φ es un extremal del problema variacional asociado al lagrangiano L.

(2)

∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗(LZ1(Ldkt)) = 0, para cada campo de vectores π̂Rk-vertical Z.

(3) φQ es solución de las ecuaciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange (6.34).

Demostración:

(1 ⇔ 2) Sea Z ∈ X(Rk × Q) un campo de vectores π̂Rk-vertical y τs el grupo
uniparamétrico de difeomorfismos asociado a Z.
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Puesto que (τs ◦ φ)
[1]
Q = j1τs ◦ φ[1]

Q , entonces

d

ds

∣∣∣
s=0

S(τs ◦ φ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

∫
Rk

((φs)
[1]
Q )∗(Ldkt)

= ĺım
h→0

1

h

(∫
Rk

((φs)
[1]
Q )∗(Ldkt)−

∫
Rk

((φ0)
[1]
Q )∗(Ldkt)

)
= ĺım

h→0

1

h

(∫
Rk

((τs ◦ φ)
[1]
Q )∗(Ldkt)−

∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗(Ldkt)

)
= ĺım

h→0

1

h

(∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗(j1τs)

∗(Ldkt)−
∫

Rk
(φ

[1]
Q )∗(Ldkt)

)
= ĺım

h→0

1

h

∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗[(j1τs)

∗(Ldkt)− (Ldkt)]

=

∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗LZ1(Ldkt) ,

con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.

(2 ⇔ 3) Sabemos que φ es un extremal o una sección cŕıtica de S si, y sólo si,
para cada campo de vectores π̂Rk-vertical Z se verifica∫

Rk
(φ

[1]
Q )∗(LZ1(Ldkt)) = 0 .

Teniendo en cuenta la identidad

LZ1(Ldkt) = ıZ1(dL ∧ dkt) + dıZ1(Ldkt) (6.36)

y puesto que φ tiene soporte compacto, usando el Teorema de Stokes se obtiene∫
Rk

((φQ)[1])∗dıZ1(Ldkt) =

∫
Rk
d(φQ)[1])∗ıZ1(Ldkt) = 0 . (6.37)

Aśı de (6.36) y (6.37) obtenemos que φ es un extremal si, y sólo si∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗ıZ1(dL ∧ dkt) = 0 .

Si Z(t,q) = Zi(t,q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

entonces la expresión local de Z1 es
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Z1 = Zi ∂

∂qi
+

(
∂Zi

∂tA
+
∂Zi

∂qj
vjA

)
∂

∂viA
,

por tanto

ıZ1(dL ∧ dkt) =

(
Zi ∂L

∂qi
+

(
∂Zi

∂tA
+
∂Zi

∂qj
vjA

)
∂L

∂viA

)
dkt . (6.38)

Aśı, de (6.38) se obtiene

[(φ[1]
Q )∗ıZ1(dL ∧ dkt)](t) =

=
(

(Zi ◦ φ)(t)
∂L

∂qi

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

+
(
∂Zi

∂tA

∣∣∣
φ(t)

+
∂Zi

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

)
∂L

∂viA

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

)
dkt .

(6.39)

Observemos que el último sumando de (6.39) verifica

∂Zi

∂qj

∣∣∣
φ(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂L

∂viA

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

dkt =

(
∂(Zi ◦ φ)

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Zi

∂tA

∣∣∣
φ(t)

)
∂L

∂viA

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

dkt

y aśı el último término de esta expresión se cancela con el segundo de (6.39).

Por lo tanto, calculando la integral, obtenemos∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗ıZ1(dL ∧ dkt) =

∫
Rk

(Zi ◦ φ)
∂L

∂qi

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

dkt+

∫
Rk

∂(Zi ◦ φ)

∂tA

∣∣∣
t

∂L

∂viA

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

dkt .

Teniendo en cuenta que φ tiene soporte compacto e integrando por partes tene-
mos ∫

Rk

∂(Zi ◦ φ)

∂tA

∣∣∣
t

∂L

∂viA

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

dkt = −
∫

Rk
(Zi ◦ φ)(t)

∂

∂tA

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

)
dkt

de donde se deduce que∫
Rk

(φ
[1]
Q )∗ıZ1(dL ∧ dkt) =

∫
Rk

(Zi ◦ φ)(t)

(
∂L

∂qi

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)
− ∂

∂tA

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

))
dkt = 0 .

Por ser las funciones Zi arbitrarias, de esta última igualdad obtenemos las ecua-
ciones de Euler-Lagrange,

∂L

∂qi

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)
− ∂

∂tA

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ

[1]
Q (t)

)
= 0 , 1 ≤ i ≤ n .
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C. Versión geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

A continuación recordamos la formulación k-cosimpléctica de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (6.34) desarrollada por M. de León et al. en [84].

Consideramos las ecuaciones

dtA(XB) = δAB, 1 ≤ A,B ≤ k ,

k∑
A=1

ıXAω
A
L = dEL +

k∑
A=1

∂L

∂tA
dtA

(6.40)

donde EL = ∆(L)− L. Si escribimos la expresión local de XA como sigue

XA = (XA)B
∂

∂tB
+ (XA)i

∂

∂qi
+ (XA)iB

∂

∂viB
, 1 ≤ A ≤ k

obtenemos que (6.40) es equivalente a las ecuaciones

(XA)B = δBA ,

(XB)i
∂2L

∂tA∂viB
= viB

∂2L

∂tA∂viB
,

(XC)j
∂2L

∂viB∂v
j
C

= vjC
∂2L

∂viB∂v
j
C

,

∂2L

∂qj∂viB

(
vjB − (XB)j

)
+

∂2L

∂tB∂viB
+ vkB

∂2L

∂qk∂viB
+ (XB)kC

∂2L

∂vkC∂v
i
B

=
∂L

∂qi
.

(6.41)

Cuando L es regular obtenemos que estas ecuaciones son equivalentes a las si-
guientes

(XA)B = δBA , (XA)i = viA,

k∑
A=1

XA(
∂L

∂viB
) =

∂L

∂qi
(6.42)

Por lo tanto cuando L es regular XA se expresa localmente como sigue

XA =
∂

∂tA
+ viA

∂

∂qi
+ (XA)iB

∂

∂viB

y por lo tanto (X1, . . . , Xk) es un sopde.

Además se verifica el siguiente resultado:
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Teorema 6.32 Sea L un lagrangiano y X = (X1, . . . , Xk) un campo de k-vectores
tal que

dtA(XB) = δAB, ,
k∑

A=1

ıXAω
A
L = dEL +

k∑
A=1

∂L

∂tA
dtA (6.43)

donde EL = C(L)− L y 1 ≤ A,B ≤ k . Entonces

(1) Si L es regular entonces X = (X1, . . . , Xk) es un sopde.

Además, si ψ : Rk → Rk × T 1
kQ es una sección integral de X, entonces

φ : Rk ψ−→ Rk × T 1
kQ

pQ−→ Q

es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (6.34).

(2) Si (X1, . . . , Xk) es integrable y φ[1] : Rk → Rk × T 1
kQ es una sección integral,

entonces φ : Rk → Q es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (6.34).

Demostración:

(1) es una consecuencia inmediata de la tercera ecuación de (6.41) y de la tercera
ecuación en (6.42). Si φ[1] es una sección integral de X entonces de la última ecuación
de (6.41) y la expresión local de φ[1] deducimos que φ solución de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (6.34).

�

Observación 6.33 Si L : Rk × T 1
kQ −→ R es regular, entonces (dtA, ωAL , V ) es una

estructura k-cosimpléctica en Rk×T 1
kQ. Los campos de Reeb (RL)A correspondientes

a esta estructura están caracterizados por

ı(RL)A dt
B = δBA , ı(RL)A ω

B
L = 0 ,

y verifican que

(RL)A(EL) = − ∂L
∂tA

.

Por consiguiente si escribimos las ecuaciones de Hamilton (6.9) con H = EL para
la variedad k-cosimpléctica

(M = Rk × T 1
kQ, dt

A, ωAL , V )
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obtenemos

dtA(XB) = δAB,
k∑

A=1

ıXAω
A = dEL −

k∑
A=1

(RL)A(EL)dtA .

es decir las ecuaciones (6.40).

�

Observación 6.34 La relación entre las formas θAL y ωAL y las formas θL y ΩL del
formalismo multisimpléctico de teoŕıa de campos está establecida en [79, 118].

Los campos de k-vectores (X1, . . . , Xk) nos permiten construir un campo de
multivectores X = X1∧ . . .∧Xk, que está relacionado con el campo de multivectores
que es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, descritas por A. Echeverŕıa-
Enŕıquez, M.C. Muñoz-Lecanda y N. Román-Roy en [39], Sección 7, y de ellos se
obtienen las mismas soluciones para las ecuaciones de Euler-Lagrange.

�

Observación 6.35 Si reescribimos la ecuaciones (6.40) para el caso k = 1, obtene-
mos las ecuaciones

dt(X) = 1 , ıXLωL = dEL +
∂L

∂t
dt , (6.44)

que son equivalentes a las ecuaciones dinámicas

dt(X) = 1 , ıXLΩL = 0 ,

donde ΩL = ωL+dEL∧dt es la 2-forma de Poincaré-Cartan asociada al lagrangiano
L, véase [37]. Recordemos que estas ecuaciones son la formulación geométrica de la
Mecánica no autónoma.

�
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6.3. Equivalencia entre la formulación lagrangia-

na y hamiltoniana

En esta sección vamos a recordar la equivalencia que existe entre el formalismo
k-cosimpléctico lagrangiano y hamiltoniano de las Teoŕıas Clásicas de Campos de
Primer Orden. Esta equivalencia fue establecida por M. de León et al en [84].

Consideramos una función lagrangiana hiperregular L : Rk × T 1
kQ→ R.

En este caso sabemos que la aplicación de Legendre FL es un difeomorfismo
global por lo que podemos definir una función hamiltoniana H : Rk × (T 1

k )∗Q→ R
por

H = EL ◦ FL−1

donde FL−1 es la inversa de FL. En estas condiciones se puede demostrar el siguiente
resultado.

Teorema 6.36

(1) Si XL = ((XL)1, . . . , (XL)k) es una solución de (6.40), entonces el campo de k-
vectores XH = ((XH)1, . . . , (XH)k), donde (XH)A = FL∗((XL)A), 1 ≤ A ≤ k,
es una solución de las ecuaciones (6.9) en Rk × (T 1

k )∗Q, con H = EL ◦ FL−1.

(2) Si XL = ((XL)1, . . . , (XL)k) es integrable y φ[1] es una sección integral, enton-
ces ϕ = FL ◦ φ[1] es una sección integral de XH = ((XH)1, . . . , (XH)k) y por
lo tanto es una solución de las ecuaciones de Hamilton-De Donde-Weyl (6.6)
con H = EL ◦ FL−1.

Demostración:

(1) Es una consecuencia inmediata de (6.9) y (6.40) usando que FL∗ηA = dtA,
FL∗ωA = ωAL , y EL = H ◦ FL−1.

(2) Es una consecuencia de la Definición 1.17 de sección integral de un campo de
k-vectores.

�





Caṕıtulo 7

Formalismo k-cosimpléctico y
conexiones no lineales en
Rk ×Q→ Rk.

En la descripción de la Mecánica dependiente del tiempo la enerǵıa lagrangiana y
la construcción del formalismo hamiltoniano necesitan la elección, “a priori” , de una
conexión en el fibrado R×Q→ R. Este hecho fue analizado por Echeverŕıa-Enŕıquez
et al. en [34].

La finalidad de este caṕıtulo es extender estos resultados a las Teoŕıas Clásicas
de Campos de Primer Orden, usando el formalismo k-cosimpléctico descrito por M.
de León et al. en [83, 84] y que se ha recordado en el caṕıtulo previo.

A lo largo de este caṕıtulo definiremos una función enerǵıa E∇L : Rk × T 1
kQ→ R,

asociada a cada lagrangiano L: Rk × T 1
kQ → R y a cada conexión de Erhesmann

definida en el fibrado trivial Rk ×Q→ Rk.

El principal resultado que demostraremos a lo largo de este caṕıtulo es que esta
función E∇L nos permite establecer una correspondencia biyectiva entre el conjun-
to de soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y el conjunto de
soluciones de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

265
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7.1. Conexiones y enerǵıa lagrangiana.

En esta sección vamos a recordar el concepto de conexión de Erhesmann en el
fibrado trivial π̂Rk : Rk ×Q→ Rk.

Además definiremos una función enerǵıa E∇L : Rk × T 1
kQ → R asociada a cada

lagrangiano L : Rk × T 1
kQ→ R y a cada conexión ∇ en Rk ×Q→ Rk .

7.1.1. Conexiones en π̂Rk : Rk ×Q→ Rk .

En esta subsección recordaremos el concepto de conexión no lineal en el fibrado
trivial Rk × Q → Rk, aśı como los conceptos y propiedades relacionados con el
mismo. Los contenidos de esa sección siguen el trabajo de A. Echeverŕıa-Enŕıquez,
M.C. Muñoz-Lecanda y N. Román-Roy [34] y el libro de Saunders [125].

Consideremos el fibrado trivial

π̂Rk : Rk ×Q→ Rk,

donde Q denota una variedad diferenciable de dimensión n. Como se ha comentado
en el caṕıtulo previo, el fibrado de 1-jets de secciones de π̂Rk es

(π̂Rk)1,0 : J1π̂Rk ≡ Rk × T 1
kQ→ Rk ×Q .

Con el fin de introducir conexiones, se debe estudiar el fibrado tangente de Rk×Q.
Obsérvese que existe una identificación natural entre T (Rk ×Q) y TRk × TQ dada
por

T (Rk ×Q) → TRk × TQ

u(t,q) 7→
(

(π̂Rk)∗(t,q)(u(t,q)), (π̂Q)∗(t,q)(u(t,q))
)

donde π̂Q : Rk ×Q→ Q es la proyección natural.

Además TRk × TQ también se puede identificar con

(π̂Q)∗TQ⊕ (π̂Rk)
∗TRk

donde

(π̂Q)∗TQ ≡ Rk × TQ→ Rk ×Q y (π̂Rk)
∗TRk ≡ TRk ×Q→ Rk ×Q
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son los fibrados pull-back definidos por los dos diagramas siguientes:

(π̂Q)∗TQ //

��

TQ

τQ

��
Rk ×Q

π̂Q // Q

(π̂Rk)
∗TRk //

��

TRk

τRk

��
Rk ×Q

π̂Rk // Rk

Además (π̂Q)∗TQ se identifica con V (π̂Rk) (el subfibrado vertical de T (Rk ×Q)
con respecto a π̂Rk). Aśı se tiene la descomposición natural

T (Rk ×Q) = V (π̂Rk)⊕ (π̂Rk)
∗TRk

y (π̂Rk)
∗TRk se llama subfibrado horizontal.

La descomposición natural que se acaba de introducir se denomina conexión
estándar en el fibrado π̂Rk : Rk × Q → Rk. La teoŕıa de conexiones describe las
posibles descomposiciones de este tipo.

Siguiendo el modelo anterior se tiene la siguiente proposición:

Proposición 7.1 Sean π̂Rk : Rk × Q → Rk el fibrado trivial y (π̂Rk)1,0 : J1(π̂Rk) ≡
Rk × T 1

kQ → Rk × Q el correspondiente fibrado de 1-jets de secciones de π̂Rk . Los
siguientes elementos son equivalentes:

(1) Una sección global de (π̂Rk)1,0 : Rk × T 1
kQ→ Rk ×Q; esto es, una aplicación

Ψ : Rk ×Q→ Rk × T 1
kQ

tal que (π̂Rk)1,0 ◦Ψ = idRk×Q.

(2) Un subfibrado H(π̂Rk) de T (Rk ×Q) tal que

T (Rk ×Q) = H(π̂Rk)⊕ V (π̂Rk).

(3) Una 1-forma π̂Rk-semibásica ∇ en Rk×Q, tal que α◦∇ = α, para toda 1-forma
π̂Rk-semibásica α ∈ Λ1(Rk ×Q).

Demostración:

La prueba de este resultado, en el caso general de un fibrado π : E → M puede
encontrarse en diferentes secciones de A. Echeverŕıa et al [35] y en Saunders [125].
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A continuación adaptaremos dicha demostración para el caso que estamos con-
siderando, esto es, cuando E = Rk ×Q y M = Rk.

(1⇒ 2) Sea
Ψ : Rk ×Q→ Rk × T 1

kQ ≡ J1π̂Rk

una sección de (π̂Rk)1,0 entonces, para cada elemento (t,q) ∈ Rk ×Q se verifica que

Ψ(t,q) ∈ J1π̂Rk ,

entonces existe
φ = (idRk , φQ) : Rk → Rk ×Q

sección de π̂Rk con φ(t) = (t,q) tal que

Ψ(t,q) = j1
tφ = j1

t (idRk , φQ).

En estas condiciones definimos

H(t,q)(π̂Rk) := ImTtφ y H(π̂Rk) =
⋃

(t,q)∈Rk×Q

H(t,q)(π̂Rk) .

Obsérvese que en la definición anterior el subespacio ImTtφ no depende del
representante φ sino de la clase de equivalencia j1

tφ.

Sea { ∂
∂t1

∣∣∣
t
, . . . ,

∂

∂tk

∣∣∣
t
} una base de TtRk entonces el espacio H(t,q)(π̂Rk) está lo-

calmente generado por los vectores

φ∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
) =

∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+
∂(qi ◦ φQ)

∂tA

∣∣∣
t

∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

1 ≤ A ≤ k .

Se verifica que

T(t,q)(Rk ×Q) = H(t,q)(π̂Rk) + V(t,q)(π̂Rk)

por lo que todo elemento u(t,q) de T(t,q)(Rk ×Q) se puede escribir de la forma

uh(t,q) + uv(t,q)

donde uh(t,q) ∈ H(t,q)(π̂Rk) y uv(t,q) ∈ V(t,q)(π̂Rk). En efecto,

u(t,q) = fA
∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+ gi
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

= fA

(
∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+
∂(qi ◦ φQ)

∂tA

∣∣∣
t

∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

)
+ (gi − fA

∂(qi ◦ φQ)

∂tA

∣∣∣
t
)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

= uh(t,q) + uv(t,q)
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por tanto

T(t,q)(Rk ×Q) ⊂ H(t,q)(π̂Rk) + V(t,q)(π̂Rk) ⊂ T(t,q)(Rk ×Q)

y aśı
T(t,q)(Rk ×Q) = H(t,q)(π̂Rk) + V(t,q)(π̂Rk).

Además, si η ∈ H(t,q)(π̂Rk) ∩ V(t,q)(π̂Rk) entonces, puesto que η ∈ H(t,q)(π̂Rk) se
tiene que cumplir

η = fA
(

∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+
∂(qi ◦ φQ)

∂tA

∣∣∣
t

∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

)
pero, por otra parte, como η ∈ V(t,q)(π̂Rk) se verifica que fA = 0 para todo A y por
lo tanto η = 0. Aśı podemos afirmar que

H(t,q)(π̂Rk) ∩ V(t,q)(π̂Rk) = {0} ,

de donde se sigue que

T(t,q)(Rk ×Q) = H(t,q)(π̂Rk)⊕ V(t,q)(π̂Rk)

para cada (t,q) ∈ Rk ×Q.

(2⇒ 1) Supongamos que T (Rk ×Q) se descompone en

T (Rk ×Q) = H(π̂Rk)⊕ V (π̂Rk).

Entonces existe un modo natural de construir una sección de

(π̂Rk)1,0 : Rk × T 1
kQ→ Rk ×Q.

En efecto, sea (t,q) ∈ Rk ×Q, se tiene que

T(t,q)(Rk ×Q) = H(t,q)(π̂Rk)⊕ V(t,q)(π̂Rk) .

De donde se sigue que la aplicación

T(t,q)π̂Rk

∣∣∣
H(t,q)(π̂Rk )

: H(t,q)(π̂Rk) ⊂ T(t,q)(Rk ×Q)→ TtRk

es un isomorfismo (aplicación lineal sobreyectiva entre espacios vectoriales lineales
de dimensión k) lo que nos garantiza la existencia de su inversa

(T(t,q)π̂Rk

∣∣∣
H(t,q)(π̂Rk )

)−1 : TtRk → H(t,q)(π̂Rk).
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Consideremos ahora la sección local

φ(t,q) : U ⊂ Rk → Rk ×Q

definida en un entorno de t y tal que

φ(t,q)(t) = (t,q) , Ttφ(t,q) = (T(t,q)π̂Rk

∣∣∣
H(t,q)(π̂Rk )

)−1

entonces tenemos una sección

Ψ : Rk ×Q → J1(π̂Rk) ≡ Rk × T 1
kQ

(t,q) 7→ j1
tφ(t,q)

que es diferenciable ya que la descomposición

T(t,q)(Rk ×Q) = V(t,q)(π̂Rk)⊕H(t,q)(π̂Rk)

depende diferenciablemente de (t,q).

(2⇒ 3) Dado el subfibrado H(π̂Rk) y la descomposición

T (Rk ×Q) = H(π̂Rk)⊕ V (π̂Rk),

sean
h : T (Rk ×Q)→ H(π̂Rk) y v : T (Rk ×Q)→ V (π̂Rk)

las proyecciones sobre H(π̂Rk) y V (π̂Rk) respectivamente. Estas proyecciones inducen
la descomposición

X = h(X) + v(X)

para cada X ∈ X(Rk ×Q). Entonces podemos definir la aplicación

∇ : X(Rk ×Q) → X(Rk ×Q)

X 7→ h(X)

que es un C∞(Rk ×Q)-morfismo y verifica trivialmente las siguientes propiedades:

(1) ∇ se anula sobre los campos de vectores π̂Rk-verticales.

(2) ∇ ◦∇ = ∇.

Esto es consecuencia de que ∇(∇(X)) = h(h(X)) = h(X) para todo X ∈
X(Rk ×Q).
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(3) Si α es una 1-forma en Rk ×Q π̂Rk-semibásica y X ∈ X(Rk ×Q) entonces

(α ◦ ∇)(X) = α(h(X)) = α(h(X) + v(X)) = α(X) ,

por ser α semibásica. Por lo tanto, α ◦ ∇ = α.

(3⇒ 2) En primer lugar, obsérvese que

∇ : X(Rk ×Q)→ X(Rk ×Q)

es una aplicación C∞(Rk ×Q) que verifica

α ◦ ∇ = α

para cada 1-forma π̂Rk-semibásica α.

Sea β una 1-forma en Rk × Q, por ser ∇ π̂Rk-semibásica también lo es β ◦ ∇ y
por tanto β ◦ ∇ ◦ ∇ = β ◦ ∇ de donde se sigue que

∇ ◦∇ = ∇.

Aśı ∇ es un operador proyección en X(Rk×Q) aśı obtenemos la descomposición
en suma directa

X(Rk ×Q) = Im∇⊕ ker∇ .

Del mismo modo, para cada (t,q) ∈ Rk ×Q,

∇(t,q) : T(t,q)(Rk ×Q)→ T(t,q)(Rk ×Q)

induce la descomposición en suma directa

T(t,q)(Rk ×Q) = Im∇(t,q) ⊕ ker∇(t,q).

Debemos probar que ker∇(t,q) = V(t,q)(π̂Rk).

Por ser ∇ π̂Rk-semibásica se tiene

V(t,q)(π̂Rk) ⊂ ker∇(t,q)

y dado que el anulador de Im∇, esto es, el conjunto de 1-formas que se anulan sobre
los elementos de Im∇, es el conjunto de formas π̂Rk-semibásicas se tiene la igualdad
(véase lema 3.1.11 de Saunders [125]).



272 7 Formalismo k-cosimpléctico y conexiones no lineales en Rk ×Q→ Rk.

Definimos
H(t,q)(π̂Rk) := Im∇(t,q)

y

H(π̂Rk) =
⋃

(t,q)∈Rk×Q

H(t,q)(π̂Rk)

y procediendo como en un apartado anterior de la demostración se comprueba que

T (Rk ×Q) = H(π̂Rk)⊕ V (π̂Rk).

�

Definición 7.2 Una conexión en el fibrado π̂Rk : Rk ×Q→ Rk es uno de los ele-
mentos equivalentes anteriores. El espacio H(π̂Rk) recibe el nombre de sub-fibrado
horizontal de T (Rk×Q) asociado con la conexión Ψ y sus secciones son los campos
de vectores horizontales. La forma ∇ se denomina forma de la conexión.

Ahora vamos a calcular las expresiones locales relativas a una conexión en el
fibrado Rk ×Q→ Rk.

Consideremos un sistema local de coordenadas (tA, qi)1≤A≤k, 1≤i≤n en un abierto
U ⊂ Rk × Q. La expresión general de una 1-forma π̂Rk-semibásica en Rk × Q con
valores en T (Rk ×Q) es

∇ = fBA dt
A ⊗ ∂

∂tB
+ ΓiAdt

A ⊗ ∂

∂qi

pero como ∇ verifica α ◦ ∇ = α para toda 1-forma π̂Rk-semibásica, en particular se
verifica dtB ◦ ∇ = dtB, 1 ≤ B ≤ k de donde se sigue que la expresión local de la
forma de la conexión ∇ es

∇ = dtA ⊗
(

∂

∂tA
+ ΓiA

∂

∂qi

)
(7.1)

donde ΓiA ∈ C∞(Rk ×Q).

Por otra parte, como para cada (t,q) ∈ Rk ×Q se verifica

H(t,q)(π̂Rk) = Im∇(t,q)

entonces una base de la fibra H(t,q)(π̂Rk) = Im∇(t,q) viene dada por

∇(t,q)

(
∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

)
=

∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+ ΓiA(t,q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

, 1 ≤ A ≤ k



7.1.1 Conexiones en π̂Rk : Rk ×Q→ Rk . 273

y aśı H(π̂Rk) está localmente generado por{
∂

∂tA
+ ΓiA

∂

∂qi

}
1≤A≤k

. (7.2)

Por último, en este mismo sistema local de coordenadas se tiene

Ψ(tA, qi) = (tA, qi,ΓiA(tB, qj)) . (7.3)

Como se puede observar en la expresiones locales anteriores, la relación entre
los distintos elementos que definen una conexión está determinada en coordenadas
locales por las funciones ΓAi . Estas funciones se denominan componentes de la
conexión.

Observación 7.3 Sea φ = (idRk , φQ) : Rk → Rk × Q un representante de Ψ(t,q),
es decir, Ψ(t,q) = j1

tφ con φ(t) = (t,q), entonces teniendo en cuenta el isomorfismo
(6.14) obtenemos que

ΓiA(t,q) =
∂(qi ◦ φQ)

∂tA

∣∣∣
t
.

�

A continuación vamos a describir con mayor detalle algunas consecuencias de la
descomposición en suma directa

T (Rk ×Q) = H(π̂Rk)⊕ V (π̂Rk). (7.4)

Esta descomposición nos permite definir dos proyectores complementarios

h : T (Rk ×Q)→ H(π̂Rk) y v = idT (Rk×Q) − h : T (Rk ×Q)→ V (π̂Rk)

por medio de las expresiones:

h(u(t,q)) = ∇(t,q)(u(t,q))

v(u(t,q)) = (idT (Rk×Q) − h)(u(t,q)) = u(t,q) −∇(t,q)(u(t,q)) ,

donde u(t,q) ∈ T(t,q)(Rk ×Q).

Esto proyectores h y v se denominan proyector horizontal y vertical respecti-
vamente. (Emplearemos los mismos śımbolos h y v para la extensión natural de estas
aplicaciones a campos de vectores).
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La descomposición en suma directa (7.4) induce la siguiente descomposición

X(Rk ×Q) = Im∇⊕ Sec(Rk ×Q, V (π̂Rk))

de modo que todo campo de vectores X ∈ X(Rk×Q) se descompone en sus compo-
nentes horizontal y vertical:

X = h(X) + v(X) = ∇(X) + (X −∇(X)) .

Localmente, si

X = XA
∂

∂tA
+X i ∂

∂qi
∈ X(Rk ×Q)

donde XA, X
i ∈ C∞(Rk ×Q) entonces

h(X) = XA

(
∂

∂tA
+ ΓiA

∂

∂qi

)
, v(X) = (X i −XAΓiA)

∂

∂qi
. (7.5)

Para finalizar esta sección recordamos la definición de curvatura de una conexión.
Este concepto será necesario en las secciones 7.2 y 7.3 de este caṕıtulo.

Definición 7.4 (Saunders [125]). La curvatura de una conexión ∇ es la aplicación
R∇: X(Rk ×Q)× X(Rk ×Q)→ X(Rk ×Q) definida como sigue:

R∇(X1, X2) := (id−∇)([∇(X1),∇(X2)]) = ı[∇(X1),∇(X2)](id−∇)

para cada X1, X2 ∈ X(Rk ×Q).

Usando la expresión en coordenadas de la forma de la conexión ∇, un sencillo
cálculo nos lleva a la siguiente expresión:

R =
1

2

(
∂ΓiA
∂tB
− ∂ΓiB
∂tA

+ ΓjB
∂ΓiA
∂qj
− ΓjA

∂ΓiB
∂qj

)
(dtA ∧ dtB)⊗ ∂

∂qi
. (7.6)

A. Levantamiento horizontal

A continuación vamos a recordar el levantamiento horizontal de campos de vecto-
res en Rk a campos de vectores en Rk×Q. Este concepto será necesario en la sección
7.1.2 para definir la función enerǵıa E∇L .

Empezamos recordando el concepto de levantamiento horizontal de vectores, por
un conexión ∇, véase Saunders [125].
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Definición 7.5 Sean (t,q) ∈ Rk × Q y ut ∈ TtRk entonces el levantamiento
horizontal de ut por la conexión ∇ en el punto (t,q) es el vector tangente

∇(t,q)(ut) ∈ T(t,q)(Rk ×Q)

donde ∇(t,q) se piensa como una aplicación lineal TtRk → T(t,q)(Rk ×Q).

Observación 7.6 Para cada (t,q) ∈ Rk×Q se verifica que ∇(t,q) es una aplicación
lineal

∇(t,q) : T(t,q)(Rk ×Q)→ T(t,q)(Rk ×Q).

Además ∇ es π̂Rk-semibásica, es decir,

∇(t,q) ∈ ((π̂Rk)
∗(T ∗Rk))(t,q) ⊗ T(t,q)(Rk ×Q),

por lo que se anula sobre los campos de la forma vi
∂

∂qi
por ello se puede pensar

como una aplicación lineal definida en TtRk, esto es, una aplicación lineal

TtRk → T(t,q)(Rk ×Q) .

�

En el siguiente lema definimos el levantamiento horizontal de campos de vectores
de Rk a Rk ×Q.

Lema 7.7 Toda conexión en el fibrado π̂Rk : Rk×Q→ Rk induce un levantamiento
horizontal de campos de vectores

X(Rk) → X(Rk ×Q)

X → XH

Si X es un campo de vectores en Rk entonces su levantamiento horizontal XH

es el único campo de vectores horizontal que se proyecta en X, esto es,

(π̂Rk)∗(X
H) = X.
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Demostración:

Sea Ψ una conexión en el fibrado π̂Rk y supongamos que Ψ(t,q) = j1
tφ donde

φ = (idRk , φQ) : Rk → Rk × Q es una sección de π̂Rk con φ(s) = (s, φQ(s)) y
φQ(t) = q.

Consideremos un campo de vectores X ∈ X(Rk) con expresión local

X(s) = XA(s)
∂

∂tA

∣∣∣
s

para cada s ∈ Rk. Definimos el levantamiento horizontal de X a Rk × Q como el
campo de vectores XH dado por

XH(t,q) = φ∗(t)(X(t)) = XA(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+
∂(qi ◦ φQ)

∂tA

∣∣∣
t

∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

)
= XA(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+ ΓiA(t,q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

)
.

(7.7)

A partir de la expresión local de XH se observa que este campo de vectores es
horizontal, es decir ∇(XH) = XH .

�

Observación 7.8 Sean X ∈ X(Rk) y XH ∈ X(Rk × Q) su levantamiento horizon-
tal. Entonces para cada (t,q) ∈ Rk × Q se verifica que XH(t,q) coincide con el
levantamiento horizontal, según la Definición 7.5, del vector X(t) ∈ TtRk.

En efecto, según la definición 7.5 y la expresiones local (7.1) de ∇ obtenemos
que el levantamiento horizontal de X(t) es

∇(t,q)(X(t)) = XA(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+ ΓiA(t,q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

)
= XH(t,q) .

�

B. Campos de vectores en Rk ×Q asociados a una conexión.

Dada una conexión ∇ en π̂Rk : Rk × Q → Rk, consideramos los levantamientos
horizontales ỸA de los generadores globales

∂

∂tA
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de X(Rk), de (7.7) sabemos que su expresión local es

ỸA: =

(
∂

∂tA

)H ∣∣∣
(t,q)

=
∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

+ ΓiA(t,q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

, 1 ≤ A ≤ k . (7.8)

Definición 7.9 Los campos de vectores ỸA se denominan campos de vectores
asociados a la conexión ∇.

Si ∇0 es la conexión trivial en π̂Rk : Rk ×Q → Rk, entonces puesto que ΓiA = 0
los campos de vectores asociados a la conexión ∇0 son(

∂

∂tA

)H ∣∣∣
(t,q)

=
∂

∂tA

∣∣∣
(t,q)

, 1 ≤ A ≤ k . (7.9)

Observación 7.10 Los campos de vectores asociados a una conexión ∇ nos permi-
tirán introducir, en la subsección siguiente, la función enerǵıa lagrangiana asociada
a la conexión ∇.

�

7.1.2. La función enerǵıa lagrangiana.

En esta subsección vamos a introducir la función enerǵıa lagrangiana,

E∇L : Rk × T 1
kQ→ R,

asociada a una conexión ∇ en π̂Rk : Rk × Q → Rk y a un lagrangiano L. Como
veremos esta función enerǵıa E∇L coincide con EL cuando ∇ es la conexión estándar.

Con el fin de introducir la función E∇L comenzamos introduciendo algunos objetos
geométricos.

Sean π̂Rk : Rk × Q → Rk, J1π̂Rk el fibrado de 1-jets de π̂Rk y α = αAdt
A una

1-forma en Rk, entonces, se puede definir la 1-forma vectorial Sα, (véase Saunders,
página 156), que tiene la siguiente expresión local

Sα = αA(dqi − viB dtB)⊗ ∂

∂viA
. ≤ k .
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En este caṕıtulo vamos a utilizar los tensores canónicos Sdt1 , . . . , Sdtk , que te-
niendo en cuenta la expresión anterior se escriben localmente como sigue:

SdtA = (dqi − viB dtB)⊗ ∂

∂viA
, 1 ≤ A ≤ k . (7.10)

Sea L : Rk × T 1
kQ → R una función lagrangiana. A partir de las estructuras

geométricas de Rk × T 1
kQ, que hemos definido en el caṕıtulo 6 podemos construir

las formas de Poincaré-Cartan y la función enerǵıa asociada a L.

Definición 7.11 Las 1-formas de Poincaré-Cartan, asociadas con la función la-
grangiana L, son las 1-formas en Rk × T 1

kQ definidas por

Θ̃A
L := dL ◦ SdtA +

1

k
LdtA , 1 ≤ A ≤ k (7.11)

De la expresión local (7.10) de SdtA se deduce que la expresión local de Θ̃A
L es

Θ̃A
L :=

(
1

k
δABL− viB

∂L

∂viA

)
dtB +

∂L

∂viA
dqi . (7.12)

y teniendo en cuenta la expresión local (6.22) de θAL , esta expresión se puede escribir
como sigue:

Θ̃A
L = θAL +

(
1

k
δABL− viB

∂L

∂viA

)
dtB . (7.13)

A continuación vamos a definir la función enerǵıa lagrangiana asociada a una
conexión ∇.

Para introducir esta definición haremos uso de los levantamientos canónicos de
campos de vectores de Rk × Q a J1π̂Rk ≡ Rk × T 1

kQ que hemos introducido en la
sección 6.2.3 y de los cuales recordamos, a continuación, su expresión local.

Sea X un campo de vectores en Rk ×Q con expresión local

X = XA
∂

∂tA
+X i ∂

∂qi

su prolongación ó levantamiento natural a Rk × T 1
kQ es el campo de vectores en

Rk × T 1
kQ cuya expresión local es

X1 = XA
∂

∂tA
+X i ∂

∂qi
+

(
dX i

dtA
− vjB

dXB

dtA

)
∂

∂viA
, (7.14)
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donde d/dA denota la derivada total, esto es,

d

dtA
=

∂

∂tA
+ vjA

∂

∂qj
.

Recordemos que la función enerǵıa lagrangiana en la formulación k-cosimpléctica
estándar es EL = ∆L− L con expresión local

EL = viA
∂L

∂viA
− L .

Uno puede también definir intŕınsicamente la función enerǵıa lagrangiana como
sigue.

Consideremos la conexión trivial ∇0, los campos

ỸA =

(
∂

∂tA

)H
=

∂

∂tA
, 1 ≤ A ≤ k

asociados a esta conexión y el levantamiento Ỹ 1
A de cada campo de vectores ỸA ∈

X(Rk ×Q) a Rk × T 1
kQ.

A partir de las expresiones locales (7.9) y (7.14) de ỸA y del levantamiento natural

a Rk × T 1
kQ se obtiene que la expresión local de Ỹ 1

A es

Ỹ 1
A =

((
∂

∂tA

)H)1

=

(
∂

∂tA

)1

≡ ∂

∂tA
. (7.15)

Entonces de la expresión local (7.12) de Θ̃A
L se deduce que EL se puede escribir

como sigue:

EL = −
k∑

A=1

ıỸ 1
A

Θ̃A
L = −

k∑
A=1

ı ∂

∂tA

Θ̃A
L . (7.16)

De este modo se observa que la enerǵıa lagrangiana puede obtenerse como la
contracción de las 1-formas de Poincaré-Cartan con las prolongaciones a Rk × T 1

kQ
de los campos de vectores asociados a la conexión trivial.

Consideremos ahora una conexión ∇ distinta de la trivial, en analoǵıa con la
expresión de la enerǵıa que acabamos de introducir, definimos la enerǵıa lagrangiana
asociada a una conexión ∇ y a un lagrangiano L a partir de los campos de vectores
asociados a la conexión, ỸA, y las 1-formas de Poincaré-Cartan Θ̃1

L, . . . , Θ̃
k
L.
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Definición 7.12 Sean ∇ una conexión en π̂Rk : Rk ×Q → Rk y ỸA ∈ X(Rk ×Q)
los campos de vectores asociados a la conexión ∇, esto es,

ỸA =

(
∂

∂tA

)H
, A = 1, . . . , k.

Se define la función enerǵıa lagrangiana E∇L asociada con el lagrangiano L
y la conexión ∇ por

E∇L = −
k∑

A=1

ı
Ỹ 1
A

Θ̃A
L , (7.17)

donde Ỹ 1
A ∈ X(Rk × T 1

kQ) denota el levantamiento natural de ỸA ∈ X(Rk × Q) a
Rk × T 1

kQ.

Consideremos un sistema local de coordenadas (tA, qi) en un abierto U ⊂ Rk×Q.

Teniendo en cuenta que los campos de vectores ỸA, 1 ≤ A ≤ k asociados a la
conexión ∇ tienen, en este sistema de coordenadas locales, la expresión local

ỸA =
∂

∂tA
+ ΓiA

∂

∂qi

entonces, de la expresión local del levantamiento de campos de vectores a Rk×T 1
kQ,

(7.14), se obtiene

Ỹ 1
A =

∂

∂tA
+ ΓiA

∂

∂qi
+ (

∂ΓiA
∂tB

+ vjB
∂ΓiA
∂qj

)
∂

∂viB
. (7.18)

Aśı de la expresión local (7.12) de Θ̃A
L y de (7.18) se obtiene la expresión local

de E∇L :

E∇L =
k∑

A=1

∂L

∂viA
(viA − ΓiA)− L . (7.19)

7.2. Formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico con

conexiones llanas.

En esta sección mostraremos como la existencia de una conexión con curvatura
cero permite la construcción de una nueva estructura k-cosimpléctica en la variedad
Rk × (T 1

k )∗Q.
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Esta estructura k-cosimpléctica permite establecer las ecuaciones geométricas si-
milares a las ecuaciones geométricas de Hamilton y además se demuestra que las so-
luciones en este caso son las mismas que en formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico
estándar.

7.2.1. Estructura k-cosimpléctica.

Para definir la estructura k-cosimpléctica en Rk× (T 1
k )∗Q, consideramos las pro-

yecciones naturales

π̂A2 : Rk × (T 1
k )∗Q → T ∗Q

(t, α1q, . . . , αkq) 7→ π̂A2 (t, α1q, . . . , αkq) = αAq

y
πQ: T ∗Q → Q

αq 7→ πQ(αq) = q

En la sección 6.1.1.B. hemos definido las 1-formas canónicas θA como

θA = (π̂A2 )∗θ , A = 1 . . . , k .

Usando la definición de la 1-forma de Liouville θ ∈ Λ1(T ∗Q) obtenemos

θA(w(t,q))(X̃w(t,q)
) =

(
αAq ◦ (πQ)∗(αAq) ◦ (π̂A2 )∗(w(t,q))

)
(X̃w(t,q)

) ,

donde

w(t,q) = (t, α1q, . . . , αkq) ∈ Rk × (T 1
k )∗Q y X̃w(t,q)

∈ Tw(t,q)
(Rk × (T 1

k )∗Q),

esto es, las 1-formas θA están definidas a partir de la composición:

Tw(t,q)
(Rk × (T 1

k )∗Q)
(π̂A2 )∗(w(t,q)) // TαAq

(T ∗Q)
(πQ)∗(αAq)

// TqQ
αAq // R

La conexión ∇ nos permite construir otra familia de 1-formas en la variedad
Rk × (T 1

k )∗Q del siguiente modo:

Definición 7.13 La composición

Tw(t,q)
(Rk × (T 1

k )∗Q)
((π̂Q)1,0)∗w(t,q) // T(t,q)(Rk ×Q)

v //

v // V(t,q)(π̂Rk) ⊂ T(t,q)(Rk ×Q)
(π̂Q)∗(t,q)

// TqQ
αAq // R
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define, para cada A = 1, 2, . . . , k, la 1-forma θA∇ en Rk × (T 1
k )∗Q dada por

θA∇(w(t,q))(X̃w(t,q)
) =

(
αAq ◦ (π̂Q)∗(t,q) ◦ v ◦ ((π̂Q)1,0)∗w(t,q)

)
(X̃w(t,q)

) . (7.20)

De la expresión local (7.5) de v(X), deducimos la expresión local de cada θA∇ es

θA∇ = pAi dq
i − pAi ΓiB dt

B = pAi (dqi − ΓiBdt
B) . (7.21)

Para cada A, la diferencia

ηA∇ := θA − θA∇ (7.22)

es una nueva 1-forma en Rk × (T 1
k )∗Q cuya expresión local es

ηA∇ = pAi ΓiB dt
B , 1 ≤ A ≤ k . (7.23)

Proposición 7.14 Sea

V = Ker T (π̂Q)1,0

la distribución vertical del fibrado (π̂Q)1,0 : Rk × (T 1
k )∗Q→ Rk ×Q y

ωA∇ = −dθA∇.

Si ∇ tiene curvatura 0, entonces (Rk × (T 1
k )∗Q, dtA, ωA∇, V ) es una variedad k-

cosimpléctica.

Demostración:

Teniendo en cuenta que

V =

〈
∂

∂p1
i

, . . . ,
∂

∂pki

〉
1≤i≤n

entonces las condiciones (1) de la Definición 6.1 se verifican trivialmente.

Probemos que se verifica la condición (2) de dicha definición, esto es,

(
k⋂

A=1

ker dtA) ∩ (
k⋂

A=1

kerωA∇) = {0} , dim(
k⋂

A=1

kerωA∇) = k.



7.2.1 Estructura k-cosimpléctica. 283

Sea X un campo de vectores con expresión local

X = XA
∂

∂tA
+X i ∂

∂qi
+XA

i

∂

∂pAi
,

con XA, X
i, XA

i ∈ C∞(Rk × (T 1
k )∗Q).

Puesto que ωA∇ = −dθA∇ a partir de la expresión local (7.21) de θA∇ obtenemos

ωA∇ = −d(pAi (dqi − ΓiBdt
B)) = dqi ∧ dpAi + d(pAi ΓiB) ∧ dtB , (7.24)

y aśı

ıXω
A
∇ =

(
XCp

A
i

∂ΓiB
∂tC

+XjpAi
∂ΓiB
∂qj

+XA
i ΓiB −XCp

A
i

∂ΓiC
∂tB

)
dtB

−

(
XA
i +XBp

A
j

∂ΓjB
∂qi

)
dqi + (X i −XBΓiB) dpAi .

Por lo tanto, ıXω
A
∇ = 0 , 1 ≤ A ≤ k, si, y sólo si,

X i = XBΓiB ,

XA
i = −XBp

A
j

∂ΓjB
∂qi

,

0 = XCp
A
i

∂ΓiB
∂tC

+XjpAi
∂ΓiB
∂qj

+XA
i ΓiB −XCp

A
i

∂ΓiC
∂tB

,

o equivalentemente, si X está localmente dado por

X = XB

(
∂

∂tB
+ ΓiB

∂

∂qi
− pAj

∂ΓjB
∂qi

∂

∂pAi

)
y además, las funciones X1, . . . , Xk satisfacen las identidades

XBp
A
j

(
∂ΓjC
∂tB
− ∂ΓjB
∂tC

+ ΓiB
∂ΓjC
∂qi
− ΓiC

∂ΓjB
∂qi

)
= 0 , 1 ≤ A,C ≤ k . (7.25)

Teniendo en cuenta la expresión local (7.25) de la curvatura R∇, se observa que

∂ΓjC
∂tB
− ∂ΓjB
∂tC

+ ΓiB
∂ΓjC
∂qi
− ΓiC

∂ΓjB
∂qi
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son las componentes de la curvatura R de la conexión ∇, la cual suponemos llana,
por lo que las ecuaciones son, en realidad, identidades.

Aśı
k⋂

A=1

kerωA∇ está generado localmente por la siguiente familia de k campos de

vectores locales independientes{
∂

∂tB
+ ΓiB

∂

∂qi
− pAj

∂ΓjB
∂qi

∂

∂pAi
; 1 ≤ B ≤ k

}

y aśı la segunda condición de (2) de la Definición 6.1 está probada.

Además, si se verifica dtA(X) = 0, para todo A, entonces XA = 0, para todo A,
por tanto,

(
k⋂

A=1

ker dtA) ∩ (
k⋂

A=1

kerωA∇) = {0} .

con lo que finalizamos la demostración de este resultado.

�

7.2.2. Formalismo hamiltoniano.

En primer lugar, introduciremos la función hamiltoniana H∇ asociada con un
lagrangiano hiperregular L y una conexión ∇ con curvatura cero.

En el caso de la conexión trivial, suponiendo que la función lagrangiana es hi-
perregular, la función hamiltoniana se define a través de la ecuación

EL = (FL)∗H.

Si la conexión no es trivial pero L es hiperregular introducimos el hamiltoniano
H∇ como sigue:

Definición 7.15 La función hamiltoniana asociada al lagrangiano L y la conexión
∇ es la función H∇ ∈ C∞(Rk × (T 1

k )∗Q) tal que

E∇L = (FL)∗H∇ .
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Al igual que ocurre cuando consideramos la conexión trivial, la existencia y
unicidad de esta función está asegurada, (al menos localmente), si asumimos que el
lagrangiano L es hiperregular (o regular).

Un sencillo cálculo usando las expresiones locales (6.24) y (7.23) de FL y de las
1-formas η1

∇, . . . , η
k
∇ nos permite escribir

H∇ = H −
k∑

A=1

ηA∇(
∂

∂tA
) . (7.26)

Ahora, consideramos el formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico en Rk×(T 1
k )∗Q

con la estructura k-cosimpléctica

(dtA, ωA∇, V )

y la función hamiltoniana H∇.

Las correspondientes ecuaciones geométricas de Hamilton (6.9) para esta estruc-
tura k-cosimpléctica y este hamiltoniano son

dtA(XB) = δAB,

k∑
A=1

ıXAω
A
∇ = dH∇ −

k∑
A=1

R∇A(H∇)dtA ,
(7.27)

donde R∇A son los campos de vectores de Reeb asociados a la variedad k-cosimpléctica
(Rk × (T 1

k )∗Q, dtA, ωA∇, V ), esto es, los campos de vectores caracterizados por las
ecuaciones

ıR∇Adt
B = δBA , ıR∇Aω

B
∇ = 0 . (7.28)

Consideremos un sistema local de coordenadas (tA, qi, pAi ) en Rk × T 1
kQ tal que

R∇A = (R∇A)B
∂

∂tB
+ (R∇A)i

∂

∂qi
+ (R∇A)Bi

∂

∂pBi

para ciertas funciones (R∇A)B, (R∇A)i, (R∇A)Bi ∈ C∞(Rk × (T 1
k )∗Q) entonces, las ecua-

ciones (7.28) que definen los campos de Reeb son equivalentes a las ecuaciones

(R∇A)B = δBA , (R∇A)i = ΓiA , (R∇A)Bi = −pBj
∂ΓjA
∂qi

(7.29)
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y

pBj

(
∂ΓjC
∂tA
− ∂ΓjA
∂tC

+ ΓiA
∂ΓjC
∂qi
− ΓiC

∂ΓjA
∂qi

)
= 0 , (7.30)

para todo 1 ≤ A,B,C ≤ k.

Ahora bien, teniendo en cuenta que la curvatura de ∇, (7.25), es cero, la ecuación
(7.30) se verifica, por lo que los campos de vectores de Reeb quedan caracterizados
por tener la siguiente expresión local

R∇A =
∂

∂tA
+ ΓiA

∂

∂qi
− pBj

∂ΓjA
∂qi

∂

∂pBi
. (7.31)

Proposición 7.16 Sea ∇ una conexión en el fibrado trivial π̂Rk : Rk ×Q→ Rk. Si
∇ es una conexión llana entonces las ecuaciones geométricas de Hamilton (6.9) y
(7.27), correspondientes a H y H∇ respectivamente, tienen las mismas soluciones.

Demostración:

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que cada XA se escribe como
sigue:

XA = (XA)B
∂

∂tB
+ (XA)i

∂

∂qi
+ (XA)Bi

∂

∂pBi
,

donde (XA)B, (XA)i, (XA)Bi ∈ C∞(Rk × (T 1
k )∗Q).

Supongamos que (X1, . . . , Xk) es solución de las ecuaciones geométricas (7.27),
entonces, las ecuaciones dtA(XB) = δAB equivalen a

(XA)B = δAB, 1 ≤ A,B ≤ k . (7.32)

Entonces, los campos XA se escriben:

XA =
∂

∂tA
+ (XA)i

∂

∂qi
+ (XA)Bi

∂

∂pBi
. (7.33)

A partir de esta expresión local de XA y de la expresión local (7.24) de ωA∇
obtenemos:

k∑
A=1

ıXAω
A
∇ =

(
pAi
∂ΓiB
∂tA

+ pAi (XA)j
∂ΓiB
∂qj

+ (XA)Ai ΓiB − pAi
∂ΓiA
∂tB

)
dtB

−

(
(XA)Ai + pAj

∂ΓjA
∂qi

)
dqi + ((XA)i − ΓiA) dpAi .

(7.34)
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Por otra parte, un sencillo cálculo en coordenadas locales a partir de las expre-
siones locales (7.23), (7.26), (7.31) y (7.33) de ηA∇, H∇, R∇A y XA, obtenemos:

dH∇ −
k∑

A=1

R∇A(H∇)dtA =

(
ΓiBp

A
j

∂ΓjA
∂qi
− ΓiB

∂H

∂qi
+ pAj

∂ΓjB
∂qi

∂H

∂pAi
− pAj

∂ΓjB
∂qi

ΓiA

)
dtB

+

(
∂H

∂qi
− pAj

∂ΓjA
∂qi

)
dqi +

(
∂H

∂pAi
− ΓiA

)
dpAi , (7.35)

donde H : Rk × (T 1
k )∗Q→ R denota la función hamiltoniana asociada a la conexión

estándar, (recordemos que por (7.26) se verifica H∇ = H + ηA∇(
∂

∂tA
))

Entonces, de (7.32), (7.34) y (7.35) se obtiene que (X1 . . . , Xk) es solución de las
ecuaciones (7.27) si, y sólo si,

pAi
∂ΓiB
∂tA

+ pAi (XA)j
∂ΓiB
∂qj

+ (XA)Ai ΓiB − pAi
∂ΓiA
∂tB

= ΓiBp
A
j

∂ΓjA
∂qi
− ΓiB

∂H

∂qi

+ pAj
∂ΓjB
∂qi

∂H

∂pAi
− pAj

∂ΓjB
∂qi

ΓiA ,

(XA)B = δAB ,

k∑
A=1

(XA)Ai = −∂H
∂qi

,

(XA)i =
∂H

∂pAi
.

Sustituyendo las tres últimas ecuaciones en la primera y simplificando se llega al
siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales, equivalente al anterior:

pAi

(
∂ΓiB
∂tA
− ∂ΓiA
∂tB

+ ΓjA
∂ΓiB
∂qj
− ΓjB

∂ΓiA
∂qj

)
= 0 ,

(XA)B = δAB ,

k∑
A=1

(XA)Ai = −∂H
∂qi

,

(XA)i =
∂H

∂pAi
.
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Por último, teniendo en cuenta que estamos considerando conexiones llanas (esta
condición era necesaria para garantizar la existencia de una estructura k-cosimplécti-
ca), la primera de las ecuaciones se verifica trivialmente. Por lo tanto, (X1, . . . , Xk)
es una solución de las ecuaciones geométricas hamiltonianas (7.27) si, y sólo si,

(XA)B = δAB , (XA)i =
∂H

∂pAi
y

k∑
A=1

(XA)Ai = −∂H
∂qi

.

Comparando esta condición con las ecuaciones (6.10) que caracterizan los campos
de k-vectores solución de las ecuaciones geométricas de Hamilton (6.9) asociadas a
la conexión estándar, obtenemos el resultado buscado.

�

Observación 7.17 A lo largo de esta sección hemos demostrado que toda conexión
llana induce una estructura k-cosimpléctica en la que desarrollamos la formulación
k-cosimpléctica vista en el caṕıtulo anterior. La condición que se está imponiendo
de que la conexión tenga curvatura cero se verifica de modo trivial en la Mecánica
dado que la distribución horizontal es de dimensión uno, y por tanto involutiva.

�

7.3. Formalismo lagrangiano k-cosimpléctico con

conexiones llanas.

En esta sección, de modo similar a como ocurŕıa en el caso hamiltoniano, demos-
traremos como la existencia de una conexión con curvatura cero y de un lagrangiano
L: Rk × T 1

kQ→ R permite la construcción de una nueva estructura k-cosimpléctica
en la variedad Rk × (T 1

k )Q.

Esta estructura k-cosimpléctica permite establecer las ecuaciones geométricas si-
milares a las ecuaciones de Euler-Lagrange que hemos visto en el caṕıtulo precedente
y además se demuestra que las soluciones en este caso son las mismas que en forma-
lismo lagrangiano k-cosimpléctico estándar, de modo análogo al caso hamiltoniano.
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7.3.1. Estructura k-cosimpléctica.

Comenzamos esta sección introduciendo un endomorfismo vertical en Rk × T 1
kQ

asociado a una conexión ∇. Cuando consideramos la conexión trivial este endomor-
fismo coincide con el endomorfismo vertical SA introducido en el la sección 6.2.1.C.

En primer lugar, tenemos los siguientes difeomorfismos naturales:

(1) Un difeomorfismo entre J1π̂Rk = Rk × T 1
kQ y (π̂Rk)

∗(T ∗Rk)⊗ (π̂Q)∗(TQ), que
son dos fibrados vectoriales sobre Rk ×Q.

Recordemos que el fibrado Rk × T 1
kQ→ Rk ×Q fue introducido en la sección

6.2.1 del caṕıtulo anterior.

Por otra parte,
(π̂Rk)

∗(T ∗Rk)⊗ (π̂Q)∗(TQ)→ Rk ×Q

es el fibrado producto tensor de

((π̂Rk)
∗(T ∗Rk), (π̂Rk)

∗(πQ),Rk ×Q)

y
((π̂Q)∗(TQ), (π̂Q)∗τQ,Rk ×Q)

siendo π̂Q : Rk ×Q→ Q un fibrado vectorial.

Un elemento del espacio total del fibrado producto tensor que estamos consi-
derando se puede escribir, en coordenadas, de la forma:

f iA

(
dtA ⊗ ∂

∂qi

) ∣∣∣
(t,q)

.

Podemos establecer un difeomorfismo natural entre los fibrados

J1π̂Rk = Rk × T 1
kQ y (π̂Rk)

∗(T ∗Rk)⊗ (π̂Q)∗(TQ),

el cual está definido como sigue:

(π̂Rk)
∗(T ∗Rk)⊗ (π̂Q)∗(TQ)→ Rk × T 1

kQ

dado por

f iA

(
dtA ⊗ ∂

∂qi

) ∣∣∣
(t,q)
7−→ (t, f i1

∂

∂qi

∣∣∣
q
, . . . , f ik

∂

∂qi

∣∣∣
q
)



290 7 Formalismo k-cosimpléctico y conexiones no lineales en Rk ×Q→ Rk.

(2) Consideramos el difeomorfismo

(π̂Q)∗(TQ) −→ V (π̂Rk),

ya que π̂Q : Rk ×Q→ Q es un fibrado vectorial.

(3) Como consecuencia de (1) y (2) obtenemos el difeomorfismo siguiente:

((π̂Rk)1,0)∗(Rk × T 1
kQ) ' ((π̂Rk)1,0)∗((π̂Rk)

∗(T ∗Rk)⊗ V (π̂Rk)) ,

donde (π̂Rk)1,0 : Rk × T 1
kQ→ T 1

kQ. En efecto,

((π̂Rk)1,0)∗
(
Rk × T 1

kQ
)
' ((π̂Rk)1,0)∗

(
(π̂Rk)

∗(T ∗Rk)⊗ (π̂Q)∗(TQ)
)

' ((π̂Rk)1,0)∗
(
(π̂Rk)

∗(T ∗Rk)⊗ V (π̂Rk)
)
.

De modo que los elementos de ((π̂Rk)1,0)∗
(
Rk × T 1

kQ
)

se identifican con ele-
mentos de la forma

(t, f i1
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

, . . . , f ik
∂

∂qi

∣∣∣
(t,q)

) .

Aśı tenemos de modo natural el difeomorfismo

V ((π̂Rk)1,0) ' ((π̂Rk)1,0)∗((π̂Rk)
∗(T ∗Rk)⊗ V (π̂Rk))

entre dos fibrados vectoriales sobre Rk × T 1
kQ.

Asociada a los difeomorfismos anteriores, en particular al último que hemos es-
tablecido, existe una sección V de

((π̂Rk)1,0)∗
(
(π̂Rk)

∗(TRk)⊗ V (π̂Rk)
∗)⊗ V ((π̂Rk)1,0)→ Rk × T 1

kQ .

En coordenadas naturales tenemos

V =
∂

∂tA
⊗ ζ i ⊗ ∂

∂viA

donde {ζ i, i = 1, . . . , n} es una base de secciones de V (π̂Rk)
∗ → Rk ×Q, dual de la

base local {∂/∂qi}.
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Observemos que, a pesar de que V (π̂Rk) es un subfibrado de T (Rk×Q), V (π̂Rk)
∗

no es un subfibrado de T ∗(Rk × Q), a menos que consideremos una conexión en el
fibrado π̂Rk : Rk ×Q→ Rk.

En efecto, sea ∇ tal conexión. ∇ induce la descomposición

T (Rk ×Q) = H(π̂Rk)⊕ V (π̂Rk),

por lo que tenemos la proyección vertical inducida

v = id−∇:T (Rk ×Q) −→ V (π̂Rk)

y la inclusión
tv:V (π̂Rk)

∗ −→ T ∗(Rk ×Q).

En coordenadas locales naturales, si

∇ = dtA ⊗
(

∂

∂tA
+ ΓiA

∂

∂qi

)
entonces

v

(
∂

∂tA

)
= −ΓiA

∂

∂qi
, v

(
∂

∂qi

)
=

∂

∂qi

y
tv(ζ i) = dqi − ΓiBdt

B .

Aśı, la conexión ∇ actúa en la sección V obteniendo

S∇ =
∂

∂tA
⊗ (dqi − ΓiBdt

B)⊗ ∂

∂viA

haciendo de S∇ una sección de

((π̂Rk)1,0)∗
(
π∗RkTRk ⊗ T ∗(Rk ×Q)

)
⊗ V ((π̂Rk)1,0)→ Rk × T 1

kQ .

Ahora definimos los tensores SA∇, A = 1, . . . , k como sigue:

SA∇ := S∇(dtA) = (dqi − ΓiBdt
B)⊗ ∂

∂viA
. (7.36)
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Observación 7.18 De (7.36) observamos que si ∇ es la conexión trivial entonces
SA∇ = SA.

�

A continuación vamos a introducir, a partir de S∇, las 2-formas (ωL)1
∇, . . . , (ωL)k∇

que formarán parte de la estructura k-cosimpléctica que definiremos en esta sección.

En el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estándar hemos definido las formas
lagrangianas por

θAL = dL ◦ SA , A = 1 . . . , k .

Puesto que ahora tenemos una conexión ∇ y los endomorfismos SA∇, definimos,
de modo análogo, las 1-formas (θL)A∇ en Rk × T 1

kQ como sigue:

(θL)A∇ = dL ◦ SA∇, 1 ≤ A ≤ k,

las cuales tienen la siguiente expresión local

(θL)A∇ =
∂L

∂viA
(dqi − ΓiB dt

B), 1 ≤ A ≤ k. (7.37)

Definimos en Rk × T 1
kQ las 2-formas,

(ωL)A∇ = −d(θL)A∇.

La expresión local de las 2-formas (ωL)A∇ es la siguiente,

(ωL)A∇ = dqi ∧ d
(
∂L

∂viA

)
+ d

(
ΓiB

∂L

∂viA

)
∧ dtB (7.38)

Observación 7.19 Recordemos que en caso estándar se verifica (FL)∗θA = θAL . De
modo análogo, en este caso se demuestra que

(θL)A∇ = (FL)∗θA∇, A = 1 . . . , k ,

como consecuencia de las expresiones locales (6.24), (7.21) y (7.37) de FL, θA∇ y
(θL)A∇. Como consecuencia de la identidad anterior también se verifica que

(ωL)A∇ = (FL)∗(ωA∇) .
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De un largo, pero sencillo cálculo, análogo al de la demostración de la Pro-
posición 7.14, obtenemos el siguiente resultado que nos garantiza la existencia de
una estructura k-cosimpléctica en Rk × T 1

kQ asociada a cada conexión ∇ en π̂Rk :
Rk ×Q→ Rk y a cada lagrangiano L: Rk × T 1

kQ→ R.

Proposición 7.20 Sea L : Rk × T 1
kQ → R un lagrangiano regular, y sea V la

distribución vertical del fibrado (π̂Rk)1,0 : Rk×T 1
kQ→ Rk×Q. Si ∇ es una conexión

llana entonces (Rk × T 1
kQ, dt

A, (ωL)A∇, V ) es una variedad k-cosimpléctica.

Demostración:

Esta demostración es análoga a la de la Proposición 7.16.

�

7.3.2. Formalismo lagrangiano con conexiones llanas.

Al igual que en las secciones precedentes, partimos de una conexión ∇ en el
fibrado trivial π̂Rk : Rk ×Q→ Rk y además, suponemos que la conexión ∇ es llana,
esto es, su curvatura se anula.

Ahora vamos a desarrollar la formulación k-cosimpléctica en Rk × T 1
kQ definida

por la estructura k-cosimpléctica (dtA, (ωL)A∇, V ), es decir, vamos a considerar el
formalismo lagrangiano en Rk × T 1

kQ reemplazando EL por E∇L y ωAL por (ωL)A∇.

A. Campos de Reeb.

Las ecuaciones,

ı
(RL)∇A

dtB = δBA , ı
(RL)∇A

(ωL)B∇ = 0, 1 ≤ A,B ≤ k, (7.39)

definen los campos de vectores de Reeb en Rk×T 1
kQ correspondientes a la estructura

k-cosimpléctica (dtA, (ωL)A∇, V ).

Mediante un cálculo en coordenadas locales y suponiendo que (RL)∇A está local-
mente dado por:

(RL)∇A = [(RL)∇A ]B
∂

∂tB
+ [(RL)∇A ]i

∂

∂qi
+ [(RL)∇A ]iB

∂

∂viB
,
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con [(RL)∇A ]B, [(RL)∇A ]i, [(RL)∇A ]iB ∈ C∞(Rk × T 1
kQ), obtenemos que las ecuaciones

(7.39), que definen los campos de Reeb, son equivalentes a las identidades

[(RL)∇A)]B = δBA , [(RL)∇A)]i = ΓiA , (7.40)

∂2L

∂tA∂vkC
+ ΓjA

∂2L

∂qj∂vkC
+
∂ΓiA
∂qk

∂L

∂viC
+ [(RL)∇A ]iB

∂2L

∂viB∂v
k
C

= 0 (7.41)

y

∂L

∂vjB

(
∂ΓjC
∂tA
− ∂ΓjA
∂tC

+ ΓiA
∂ΓjC
∂qi
− ΓiC

∂ΓjA
∂qi

)
= 0 , (7.42)

para todo 1 ≤ A,B,C ≤ k.

Ahora bien, teniendo en cuenta que, por hipótesis, la curvatura (7.25) de la
conexión es cero, la ecuación (7.42) se verifica trivialmente y por tanto, la expresión
local de los campos de Reeb es, en este caso

(RL)∇A =
∂

∂tA
+ ΓiA

∂

∂qi
+ [(RL)∇A ]iB

∂

∂viB
, (7.43)

donde las funciones [(RL)∇A ]iB verifican la ecuación (7.41).

Observación 7.21 En lo que se refiere a la existencia de los campos de Reeb
(RL)∇1 , . . . , (RL)∇k podemos afirmar lo siguiente: por ser el lagrangiano L regular,
de la ecuación (7.41) podemos definir, en un entorno de cada punto, un campo de
k-vectores que verifica (7.39). Posteriormente puede construirse un campo de k-
vectores global (RL)∇ = ((RL)∇1 , . . . , (RL)∇k ), el cual es solución de (7.39), usando
particiones de la unidad.

B. Ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange asociadas a una conexión llana

En la sección 6.1.2 del caṕıtulo 6, hemos descrito la formulación Hamiltoniana k-
cosimpléctica de las teoŕıas clásicas de campos, sobre cualquier variedad k-cosimpléc-
tica.

En la subsección anterior hemos visto como cada conexión llana ∇ nos permite
dotar a la variedad Rk × T 1

kQ de una estructura k-cosimpléctica dependiente, al
menos “a priori ” de dicha conexión.
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De este modo, escribiendo las ecuaciones geométricas de Hamilton (6.9) para la
estructura k-cosimpléctica (dtA, (ωL)A∇, V ) y reemplazando H por E∇L , se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

dtA(YB) = δAB,

k∑
A=1

ıYA(ωL)A∇ = dE∇L −
k∑

A=1

(RL)∇A(E∇L )dtA,
(7.44)

para algún campo de k-vectores (Y1, . . . , Yk).

Proposición 7.22 Sea L : Rk×T 1
kQ→ R un lagrangiano regular. Si la conexión ∇

tiene curvatura cero entonces las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange (6.43)
y (7.44) asociadas la conexión estándar y a la conexión ∇, repectivamente, tienen
las mismas soluciones.

Demostración:

Supongamos que cada YA se escribe localmente como sigue:

YA = [YA]B
∂

∂tB
+ [YA]i

∂

∂qi
+ [YA]iB

∂

∂viA

para ciertas funciones [YA]B, [YA]i, [YA]iB ∈ C∞(Rk × T 1
kQ).

A partir de un cálculo en coordenadas locales, análogo al desarrollado en la
Sección 7.2.2, y utilizando la regularidad del lagrangiano L, aśı como las expresio-
nes locales (7.38), (7.41) y (7.43) de (ωL)A∇ y (RL)∇A deducimos que (Y1, . . . , Yk) es
solución de (7.44) si, y sólo si

[YA]B = δBA , [YA]i = viA,
k∑

A=1

YA

(
∂L

∂vkA

)
=
∂L

∂qk

y
∂L

∂viA

(
∂ΓiC
∂tA

+ ΓjA
∂ΓiC
∂qj
− ∂ΓiA
∂tC
− ΓjC

∂ΓiA
∂qj

)
= 0 . (7.45)

Además teniendo en cuenta que la curvatura de la conexión es cero y que

∂ΓiC
∂tA

+ ΓjA
∂ΓiC
∂qj
− ∂ΓiA
∂tC
− ΓjC

∂ΓiA
∂qj
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son las componentes de la curvatura, (7.25), obtenemos que la ecuación (7.45) se
verifica trivialmente y por tanto (Y1, . . . , Yk) es solución de (7.44) si, y sólo si

[YA]B = δBA , [YA]i = viA,

k∑
A=1

YA

(
∂L

∂vkA

)
=
∂L

∂qk
. (7.46)

Obsérvese que las ecuaciones (6.42) que caranterizan los campos de k-vectores
lagrangianos coinciden con las ecuaciones (7.46). Aśı obtenemos el resultado del
enunciado.

�

Observación 7.23 Si reescribimos las Proposiciones 7.16 y 7.22 en el caso particu-
lar k = 1, obtenemos los resultados relativos a Mecánica Autónoma con conexiones
no-estándar de recogidos en A. Echeverŕıa-Enŕıquez et al. [34] .

�

7.4. Equivalencia entre los principios variaciona-

les: caracterización de la enerǵıa.

Consideremos la función enerǵıa lagrangiana E∇L asociada a una conexión ∇ en
el fibrado trivial π̂Rk : Rk ×Q→ Rk y a un lagrangiano L: Rk × T 1

kQ→ R.

En esta sección demostraremos que esta función E∇L establece la equivalencia
entre los principios variacionales asociados a la formulación k-cosimpléctica lagran-
giana y hamiltoniana, esto es, existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto
de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl (6.6) y el conjunto de
soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (6.34).

7.4.1. Elementos geométricos.

Comenzamos esta sección introduciendo algunos objetos geométricos que nece-
sitaremos a lo largo de la misma.
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A partir de las 1-formas en Rk × (T 1
k )∗Q

θA = (π̂A2 )∗θ, θA∇ y ηA∇ = θA − θA∇

construimos las siguientes k-formas en Rk × (T 1
k )∗Q

θ =
k∑

A=1

θA ∧ dk−1tA, θ∇ =
k∑

A=1

θA∇ ∧ dk−1tA , η∇ =
k∑

A=1

ηA∇ ∧ dk−1tA ,

y
Θ = θ −Hdkt , Θ∇ = θ∇ −H∇dkt ,

donde dkt = dt1 ∧ . . . ∧ dtk es el elemento de volumen en Rk y

dk−1tA = ı ∂

∂tA

dkt.

Recordemos que la forma Θ ya fue introducida en (6.4) para desarrollar el prin-
cipio variacional que nos proporciona las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

Por último, con las 1-formas

Θ̃A
L = dL ◦ SdtA +

1

k
LdtA

que hemos definido en (7.11) construimos la k-forma Θ̃L en Rk × T 1
kQ como sigue

Θ̃L :=
k∑

A=1

Θ̃A
L ∧ dk−1tA .

En la siguiente proposición se establecen algunas de las propiedades que verifican
estas k-formas:

Proposición 7.24 Se verifican las siguientes relaciones:

(1) Θ̃L = (FL)∗Θ .

(2) θ − θ∇ = η∇ = (H −H∇)dkt .

(3) (FL)∗θ∇ = Θ̃L + E∇L d
kt .
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Demostración:

(1) Dado que (FL)∗θA = θAL obtenemos

(FL)∗Θ = (FL)∗(θ −Hdkt) = (FL)∗(
k∑

A=1

θA ∧ dk−1tA −Hdkt)

=
k∑

A=1

(FL)∗θA ∧ dk−1tA − (FL)∗Hdkt =
k∑

A=1

θAL ∧ dk−1tA − ELdkt .

Por otra parte, de (7.13) se sigue,

Θ̃L =
k∑

A=1

Θ̃A
L ∧ dk−1tA =

k∑
A=1

(
θAL + (

1

k
δABL− viB

∂L

∂viA
) dtB

)
∧ dk−1tA

=
k∑

A=1

θAL ∧ dk−1tA +
k∑

A=1

(
1

k
δABL− viB

∂L

∂viA
) dtB ) ∧ dk−1tA

=
k∑

A=1

θAL ∧ dk−1tA + Ldkt− viA
∂L

∂viA
dkt

=
k∑

A=1

θAL ∧ dk−1tA − ELdkt

Por lo tanto Θ̃L = (FL)∗Θ .

(2) La primera igualdad es consecuencia de θA − θA∇ = ηA∇, A = 1, . . . , k.

Para la segunda igualdad, consideramos la expresión local (7.23) de ηA∇ y te-
niendo en cuenta que por (7.26) se verifica

H∇ = H −
k∑

A=1

ηA∇(
∂

∂tA
)

obtenemos

η∇ =
k∑

A=1

ηA∇ ∧ dk−1tA = pAi ΓiBdt
B ∧ dk−1tA = [

k∑
A=1

ηA∇(
∂

∂tA
)]dkt = (H −H∇)dkt
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(3) De 1 y 2 se sigue,

(FL)∗θ∇ − Θ̃L = (FL)∗θ∇ − (FL)∗Θ = (FL)∗(θ∇ −Θ)

= (FL)∗(θ∇ − θ + θ −Θ) = (FL)∗((H∇ −H)dkt+Hdkt)

= (FL)∗(H∇dkt) = E∇L d
kt ,

donde en la última igualdad hemos utilizado la definición de H∇, esto es,
(FL)∗(H∇) = E∇L .

�

7.4.2. Caracterización de la enerǵıa.

Lema 7.25 Sean β una k-forma y f una función en Rk×T 1
kQ. Para cada aplicación

φQ : U ⊂ Rk → Q, con soporte compacto y donde U es un conjunto abierto de Rk,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (φ
[1]
Q )∗(f dkt) = (φ

[1]
Q )∗β.

(ii)
∫
φ

[1]
Q (U)

f dkt =
∫
φ

[1]
Q (U)

β.

Recordemos que φ
[1]
Q : U ⊂ Rk → Rk × T 1

kQ denota la primera prolongación de φQ.

Demostración:

Trivialmente (i)⇒ (ii) ya que∫
φ

[1]
Q (U)

fdkt =

∫
U

(φ
[1]
Q )∗(fdkt) =

∫
U

(φ
[1])
Q )∗β =

∫
φ

[1]
Q (U)

β.

Rećıprocamente, si (i) no es cierto, entonces existe una aplicación

φQ : U ⊂ Rk → Q

tal que
(φ

[1]
Q )∗(f dkt − β) 6= 0
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y por tanto existe s ∈ U y un entorno cerrado V de s tal que, considerando

ψ = φQ|V : V → Q

entonces ∫
ψ[1](V )

(f dkt − β) 6= 0 ,

aśı (ii) es falso.

�

Proposición 7.26 La función enerǵıa lagrangiana E∇L introducida en la Definición
7.12 es la única función definida en Rk × T 1

kQ que cumple la condición

(φ
[1]
Q )∗(E∇L d

kt) = (φ
[1]
Q )∗((FL)∗θ∇ − Ldkt)

para cada aplicación φQ : U → Q.

Demostración:

Unicidad: Sean f y g dos funciones verificando la condición del enunciado. Tri-
vialmente se verifica que

0 = (φ
[1]
Q )∗((f − g)dkt) =

(
(f − g) ◦ φ[1]

Q

)
dkt

entonces
0 = (f − g) ◦ φ[1]

Q (t) = (f − g)(j1
tφ),

donde φ = (idRk , φQ).

La última igualdad implica que f−g = 0, ya que cada punto de Rk×T 1
kQ ≡ J1π̂Rk

es de la forma j1
tφ.

Existencia: Del item (3) en la Proposición 7.24 obtenemos

(FL)∗θ∇ − Ldkt = Θ̃L + E∇L d
kt− Ldkt =

k∑
A=1

Θ̃A
L ∧ dk−1tA + E∇L d

kt− Ldkt

=
k∑

A=1

(dL ◦ SdtA +
1

k
LdtA) ∧ dk−1tA + E∇L d

kt− Ldkt

=
k∑

A=1

dL ◦ SdtA ∧ dk−1tA + E∇L d
kt
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Entonces

(φ
[1]
Q )∗((FL)∗θ∇ − Ldkt) = (φ

[1]
Q )∗(

k∑
A=1

dL ◦ SdtA ∧ dk−1tA + E∇L d
kt) = (φ

[1]
Q )∗(E∇L d

kt)

donde hemos utilizado la igualdad

(φ
[1]
Q )∗(

k∑
A=1

dL ◦ SdtA ∧ dk−1tA) = 0 , (7.47)

que demostramos a continuación.

Veamos que (7.47) se verifica. De la expresión local (7.10) de SdtA , tenemos

dL ◦ SdtA =
∂L

∂viA
(dqi − viBdtB)

entonces
k∑

A=1

(dL ◦ SdtA ∧ dk−1tA) =
k∑

A=1

∂L

∂viA
(dqi − viBdtB) ∧ dk−1tA

pero, por otra parte

(φ
[1]
Q )∗

(
k∑

A=1

∂L

∂viA
(dqi − viBdtB) ∧ dk−1tA

)

=
k∑

A=1

(
∂L

∂viA
◦ φ[1]

Q

) (
d(qi ◦ φ[1]

Q )− (viB ◦ φ
[1]
Q )d(tB ◦ φ[1]

Q )
)
∧ dk−1(tA ◦ φ[1]

Q )

=
k∑

A=1

(
∂L

∂viA
◦ φ[1]

Q

) (
∂(qi ◦ φQ)

∂tB
dtB − ∂(qi ◦ φQ)

∂tB
dtB

)
∧ dk−1tA = 0 ,

obteniendo aśı la identidad (7.47).

�

7.4.3. Equivalencia entre los principios variacionales.

Los resultados que se han ido desarrollando a lo largo del caṕıtulo, y en especial
la última proposición que se ha demostrado, nos permiten mostrar la equivalencia
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entre los principios variacionales que nos proporcionan las ecuaciones de Hamilton-
De Donder - Weyl y de Euler-Lagrange, recordemos que estos dos principios varia-
cionales han sido desarrollados en las secciones 6.1.2.B y 6.2.3.B, repectivamente.
Además vamos a ver, utilizando la Proposición 7.26, que una vez que hemos elegido
una conexión ∇, la función enerǵıa, E∇L , es la única función que establece dicha
equivalencia.

Del Lema 7.25 y la Proposición 7.26 deducimos que para cada φQ : U ⊂ Rk → Q
con soporte compacto, se verifica∫

φ
[1]
Q (U)

E∇L d
kt =

∫
φ

[1]
Q (U)

((FL)∗θ∇ − Ldkt)

y aśı, de la Proposición 7.24, obtenemos∫
φ

[1]
Q (U)

Ldkt =

∫
φ

[1]
Q (U)

(FL)∗θ∇ − E∇L dkt =

∫
φ

[1]
Q (U)

Θ̃L =

=

∫
φ

[1]
Q (U)

(FL)∗Θ =

∫
FL◦φ[1]

Q (U)

Θ .

(7.48)

Conocemos de la Sección 6.2.3B que los campos solución de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (6.34) son los extremales del funcional

S(idRk , φQ) =

∫
φ

[1]
Q (U)

Ldkt

y, en la Sección 6.1.2B hemos probado que las soluciones de las ecuaciones de
Hamilton-De Donder-Weyl (6.6) son los extremales del funcional

H(ψ) =

∫
ψ(U)

Θ.

Entonces la igualdad establecida en (7.48) nos garantiza la equivalencia entre los
dos principios variacionales del formalismo k-cosimpléctico lagrangiano y hamilto-
niano, esto es,

φQ : U ⊂ Rk → Q

es solución de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange si, y sólo si,

FL ◦ φ[1]
Q : U ⊂ Rk → Rk × (T 1

k )∗Q

es solución de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.
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Observación 7.27 Los resultados de A. Echeverŕıa Enŕıquez, Miguel Muñoz Le-
canda y Narciso Román Roy recogidos en [34] relativo a la Mecánica Autónoma
coinciden con los anteriores en el caso particular k = 1.

�

En lo que sigue demostraremos que ciertos resultados relativos a la función ener-
ǵıa E∇L , demostrados para el caso k = 1, en [34] siguen siendo válidos para un k
arbitrario.

Lema 7.28 Sean ∇ una conexión en π̂Rk : Rk × Q → Rk, L : Rk × T 1
kQ → R un

lagrangiano, y X = (X1, . . . , Xk) un sopde en Rk × T 1
kQ. Si

XB(ΓiA) = XA(ΓiB), XA

(
∂L

∂viB

)
= δAB

∂L

∂qi
, (7.49)

donde A,B = 1, . . . , k, i = 1, . . . , n; entonces

XA(E∇L ) = −Ỹ 1
A(L) , A = 1, . . . , k .

Demostración:

La prueba de esta afirmación se realizará mediante un cálculo en coordenadas
locales. Para ello haremos uso de las expresiones locales (6.29), (7.18) y (7.19) de

un sopde, Ỹ 1
A y E∇L .

XA(E∇L ) + Ỹ 1
A(L)

=

(
∂ΓiA
∂tB
− ∂ΓiB
∂tA

)
∂L

∂viB
=

(
vjB
∂ΓiA
∂qj
− vjA

∂ΓiB
∂qj

)
∂L

∂viB

+

(
∂2L

∂tA∂vkC
+ viA

∂2L

∂qi∂vkC
+ (XA)jB

∂2L

∂vjB∂v
k
C

− δAC
∂L

∂qk

)
(vkC − ΓkC)

=

(
(
∂

∂tB
+ vjB

∂

∂qj
)(ΓiA)− (

∂

∂tA
+ vjA

∂

∂qj
)(ΓiB)

)
∂L

∂viB

+

(
∂2L

∂tA∂vkC
+ viA

∂2L

∂qi∂vkC
+ (XA)jB

∂2L

∂vjB∂v
k
C

− δAC
∂L

∂qk

)
(vkC − ΓkC)
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= (XC(ΓiA)−XA(ΓiC))
∂L

∂viC

+

(
∂2L

∂tA∂vkC
+ viA

∂2L

∂qi∂vkC
+ (XA)jB

∂2L

∂vjB∂v
k
C

− δAC
∂L

∂qi

)
(vkC − ΓkC)

= (XC(ΓiA)−XA(ΓiC))
∂L

∂viC
+

(
XA(

∂L

∂vkC
)− δAC

∂L

∂qk

)
(vkC − ΓkC)

de donde, teniendo en cuenta la hipótesis, se obtiene que

XA(E∇L ) + Ỹ 1
A(L) = 0 .

�

En el caṕıtulo anterior, Teorema 6.32, se ha probado que si L es un lagrangiano
regular y X = (X1, . . . , Xk) es una solución integrable de las ecuaciones geométricas
de Euler-Lagrange (6.43), entonces X es un sopde. Teniendo en cuenta esto y el
lema anterior se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 7.29 Sean L un lagrangiano regular y (X1, . . . , Xk) una solución inte-
grable de las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange, (6.43). Supongamos además
que L, XA, y ∇ satisfacen las hipótesis (7.49) del lema anterior.

Bajo estas condiciones, si el lagrangiano L es invariante por las prolongaciones
Ỹ 1
A, esto es, si se verifica

Ỹ 1
A(L) = 0,

entonces E∇L es constante a lo largo de las secciones integrales de (X1, . . . , Xk).

Demostración:

Por ser L un lagrangiano regular y (X1, . . . , Xk) una solución integrable de las
ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange (6.43), entonces (X1, . . . , Xk) es un sop-
de. Aśı estamos en condiciones de aplicar el lema anterior de donde se deduce que

XA(E∇L ) + Ỹ 1
A(L) = 0 .

Además, por hipótesis Ỹ 1
A(L) = 0 y por tanto

XA(E∇L ) = 0 .

Sea φ[1](t) un sección integral de (X1, . . . , Xk) entonces

0 = XA(φ[1](t))(E∇L ) = φ[1]
∗ (t)(

∂

∂tA
)(E∇L ) =

∂

∂tA
(E∇L ◦ φ[1]) 1 ≤ A ≤ k.
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Observación 7.30 En el caso k = 1, si X es el campo de vectores dinámico en
R × TQ, entonces X es un sode y satisface trivialmente (7.49) del lema anterior
porque es solución de las ecuaciones dinámicas

ıXdt = 1, ıXΩL = 0.

Por lo tanto en este caso X(E∇L ) = −Ỹ 1(L), que es la afirmación del Teorema 1 en
[34].

�

Proposición 7.31 Sea L un lagrangiano regular tal que las componentes de la
transformación de Legendre [FL(t, wq)]A son distintas de cero en todo punto (t, wq) =
(t, v1q, . . . , vkq) ∈ Rk × T 1

kQ.

Consideremos una aplicación f : Rk × T 1
kQ → Rk, entonces existe una cone-

xión ∇ tal que la función enerǵıa E∇L asociada a esta conexión y al lagrangiano L,
está definida por

E∇L =
k∑

A=1

fA ,

donde fA = πA ◦ f : Rk × T 1
kQ

f→ Rk πA→ R.

Además, si L es regular y (X1, . . . , Xk) es una solución integrable de las ecua-
ciones geométricas de Euler-Lagrange (6.43) que satisface las condiciones (7.49) y

XA(
k∑

B=1

fB) = 0 entonces

Ỹ 1
A (L) = 0, A = 1, . . . , k.

Demostración:

Dada una aplicación f = (f1, . . . , fk) : Rk × Q → Rk, consideramos la conexión
∇, del fibrado trivial π̂Rk : Rk ×Q→ Rk, definida por las relaciones

ıỸ 1
A

Θ̃A
L = −fA ,

donde Ỹ1, . . . , Ỹk denotan los campos de vectores asociados a la conexión ∇ que han
sido introducidos en la definición 7.12.
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Entonces

E∇L = −
k∑

A=1

ıỸ 1
A

Θ̃A
L =

k∑
A=1

fA .

Aśı, teniendo en cuenta que XA(
k∑

B=1

fB) = 0, 1 ≤ A ≤ k, y aplicando el Lema

7.28 se obtiene

Ỹ 1
A(L) = −XA(E∇L ) = −XA(

k∑
B=1

fB) = 0 .

�



Caṕıtulo 8

Formalismo k-cosimpléctico en
algebroides de Lie.

En la primera parte de esta memoria hemos demostrado que la formulación k-
simpléctica se puede extender al contexto que proporcionan los algebroides de Lie.

En el presente caṕıtulo vamos a realizar un estudio similar en el contexto de la for-
mulación k-cosimpléctica. Además demostraremos que la formulación k-cosimplécti-
ca estándar desarrollada en el caṕıtulo 6 se corresponde con la teoŕıa que desarro-
llaremos en este caṕıtulo cuando consideramos como algebroide de Lie el fibrado
tangente.

Los conceptos y resultados sobre algebroides de Lie que se necesitan a lo largo
de este caṕıtulo se encuentran en las secciones 5.1 y 5.2 del Caṕıtulo 5.

A lo largo de este caṕıtulo denotaremos un algebroide de Lie sobre Q por
(E, [[·, ·]]E, ρ).

8.1. Formalismo lagrangiano k-cosimpléctico en al-

gebroides de Lie.

En esta sección vamos a desarrollar el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico
en términos de algebroides de Lie. Además comprobaremos que el formalismo la-
grangiano k-cosimpléctico estándar, véase la sección 6.2 es un caso particular del
formalismo aqúı desarrollado.

307
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8.1.1. Elementos geométricos.

En esta subsección vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

A. La variedad Rk×
k
⊕ E.

La formulación k-cosimpléctica de las de las ecuaciones de campo de Euler-
Lagrange, descrita en el Caṕıtulo 6, se desarrolla en la variedad Rk × T 1

kQ, donde
recordemos que T 1

kQ denota el fibrado tangente de las k1- velocidades de una varie-
dad Q, esto es, la suma de Whitney de k copias del fibrado tangente.

Si pensamos un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente, es
natural pensar que, en esta situación, la variedad

Rk×
k
⊕ E ≡ Rk × (E⊕ k. . . ⊕E) ,

va a jugar el papel de Rk × T 1
kQ. Aśı los elementos de Rk×

k
⊕ E son de la forma

(t, aq) = (t, a1q, . . . , akq) .

Denotaremos por p̃: Rk×
k
⊕ E → Q la proyección canónica definida por

p̃(t, a1q, . . . , akq) = q .

A continuación vamos a describir un sistema local de coordenadas en Rk×
k
⊕ E.

Sea (qi, yα)1≤i≤n, 1≤α≤m un sistema de coordenadas locales en un abierto τ−1(U)
de E, siendo (qi)1≤i≤n las coordenadas en un abierto U ⊂ Q de la variedad base Q.
Definimos el sistema de coordenadas locales

(tA, qi, yαA)1≤i≤n, 1≤α≤m, 1≤A≤k

en p̃−1(U) ⊂ Rk×
k
⊕ E como sigue:

tA(t, a1q, . . . , akq) = tA(t), qi(t, a1q, . . . , akq) = qi(q),

yαA(t, a1q, . . . , akq) = yα(aAq) ,
(8.1)
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donde (t, a1q, . . . , akq) ∈ Rk×
k
⊕ E.

Estas coordenadas dotan a Rk×
k
⊕ E de una estructura de variedad diferenciable

de dimensión n+ k(1 +m).

B. La prolongación de un algebroide de Lie mediante p̃: Rk×
k
⊕ E → Q.

En la sección 5.2 del caṕıtulo 5 hemos recordado la definición de TEP , esto es la
prolongación de un algebroide de lie E mediante una fibración π:P → Q.

A continuación consideramos el caso particular

P = Rk×
k
⊕ E

y la fibración

p̃: Rk×
k
⊕ E → Q ,

esto es, (véase la Sección 5.2),

TE(Rk×
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)

ρp̃ //

τ̃1

��

T (Rk×
k
⊕ E)

T p̃

��
E

ρ // TQ

TE(Rk×
k
⊕ E) = {(aq, v(t,bq)) ∈ E × T (Rk×

k
⊕ E)/ ρ(aq) = T p̃(v(t,bq))} . (8.2)

Teniendo en cuenta los contenidos de la Sección 5.2, y considerando el caso
particular P = E⊕ k. . . ⊕E obtenemos:

(1) TE(Rk×
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E) es un algebroide de Lie sobre Rk×

k
⊕ E

con proyección

τ̃
Rk×

k
⊕E

: TE(Rk×
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E) −→ Rk×

k
⊕ E

y estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]p̃, ρp̃ ) donde el ancla

ρp̃: TE(Rk×
k
⊕ E) = E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)→ T (Rk×

k
⊕ E)

es la proyección sobre el segundo factor.
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(2) Si (tA, qi, yαA) denota un sistema local de coordenadas de Rk×
k
⊕ E entonces el

sistema de coordenadas locales inducido en TE(Rk×
k
⊕ E) es

(tA, qi, yαA, z
α, vA, w

α
A)1≤i≤n, 1≤`≤n′, 1≤α≤m

donde, véase (5.15),

tA(aq, v(t,bq)) = tA(t) , zα(aq, v(t,bq)) = yα(aq) ,

qi(aq, v(t,bq)) = qi(q) , vA(aq, v(t,bq)) = v(t,bq)(t
A) ,

yαA(aq, v(t,bq)) = yαA(bq) , wαA(aq, v(t,bq)) = v(t,bq)(y
α
A) .

(8.3)

(3) De (5.16) obtenemos que el conjunto {YA,Xα,V
A
α} definido por

YA : Rk×
k
⊕ E → TE(Rk×

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)

(t, bq) 7→ YA(t, bq) = (0q;
∂

∂tA

∣∣∣
(t,bq)

) ,

Xα: Rk×
k
⊕ E → TE(Rk×

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)

(t, bq) 7→ Xα(t, bq) = (eα(q); ρiα(q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,bq)

)

VA
α : Rk×

k
⊕ E → TE(Rk×

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)

(t, bq) 7→ VA
α (t, bq) = (0q;

∂

∂yαA

∣∣∣
(t,bq)

) ,

(8.4)

es una base local de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E

: TE(Rk×
k
⊕ E)→ Rk×

k
⊕ E.

A partir de ahora denotaremos por Sec(TE(Rk×
k
⊕ E)) el conjunto de secciones

de τ̃
Rk×

k
⊕E

.

(4) A cada sección

ξ: Rk×
k
⊕ E → TE(Rk×

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)

de τ̃
Rk×

k
⊕E

le asociamos un campo de vectores por medio del ancla del alge-

broide ρp̃: TE(Rk×
k
⊕ E)→ T (Rk×

k
⊕ E).
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Si ξ se escribe localmente como sigue:

ξ = ξAYA + ξαXα + ξαAVA
α ∈ Sec(TE(Rk×

k
⊕ E))

entonces, reescribiendo la expresión (5.17) para este caso particular obtenemos,

ρp̃(ξ) = ξA
∂

∂tA
+ ρiαξ

α ∂

∂qi
+ ξαA

∂

∂yαA
∈ X(Rk×

k
⊕ E) . (8.5)

(5) El corchete de Lie de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E

queda determinado a partir del

corchete de los elementos de una base de secciones,

[[YA,YB]]p̃ = 0 , [[YA,Xα]]p̃ = 0 , [[YA,VB
β ]]p̃ = 0 ,

[[Xα,Xβ]]p̃ = C
γ
αβXγ , [[Xα,V

B
β ]]p̃ = 0 , [[VA

α ,V
B
β ]]p̃ = 0 .

(8.6)

(6) Si {YA,Xα,Vα
A} es la base dual de {YA,Xα,V

A
α}, de las expresiones (5.20) que

caracterizan la diferencial exterior en el algebroide prolongación obtenemos
que

dTE(Rk×
k
⊕E)f =

∂f

∂tA
YA + ρiα

∂f

∂qi
Xα +

∂f

∂yαA
Vα
A , (8.7)

para cada f ∈ C∞(Rk×
k
⊕ E) y además

dTE(Rk×
k
⊕E)YA = 0 ,

dTE(Rk×
k
⊕E)Xγ = −1

2
C
γ
αβX

α ∧ Xβ ,

dTE(Rk×
k
⊕E)V

γ
A = 0 .

(8.8)

A lo largo de esta sección denotaremos la diferencial exterior dTE(Rk×
k
⊕E) sim-

plemente por d.

Observación 8.1 En el caso particular E = TQ la variedad TE(Rk×
k
⊕ E) se

identifica con T (Rk × T 1
kQ).
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En efecto, consideramos la prolongación de TQ mediante pQ : Rk × T 1
kQ → Q.

Aśı de (8.2) se tiene

TTQ(Rk×
k
⊕ TQ) = TTQ(Rk × T 1

kQ)

= {(uq, v(t,wq)) ∈ TQ× T (Rk × T 1
kQ)/uq = TpQ(vwq)}

= {(TpQ(v(t,wq)), v(t,wq)) ∈ TQ× T (Rk × T 1
kQ)/ (t, wq) ∈ Rk × T 1

kQ}

≡ {v(t,wq) ∈ T (Rk × T 1
kQ)/ (t, wq) ∈ Rk × T 1

kQ} ≡ T (Rk × T 1
kQ) .

(8.9)

�

C. Levantamiento vertical A-ésimo.

Definición 8.2 [24] Un elemento (aq, v(t,bq)) de la prolongación TE(Rk×
k
⊕ E) ≡

E ×TQ T (Rk×
k
⊕ E) se dice vertical si verifica

τ̃1(aq, v(t,bq)) = 0q ∈ E ,

donde

τ̃1 : TE(Rk×
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E) → E,

(aq, v(t,bq)) 7→ aq

es la proyección sobre el primer factor E de TE(Rk×
k
⊕ E).

La definición anterior implica que los elementos verticales de TE(Rk×
k
⊕ E) son

de la forma

(0q, v(t,bq)) ∈ TE(Rk×
k
⊕ E)

donde v(t,bq) ∈ T (Rk×
k
⊕ E) y (t, bq) ∈ Rk×

k
⊕ E.

Ahora bien, teniendo en cuenta la definición (8.2), que determina los elementos

de TE(Rk×
k
⊕ E), la condición que de un elemento sea vertical significa que

0 = T(t,bq)p̃(v(t, bq)) ,

es decir el vector v(t,bq) es vertical respecto a la proyección p̃: Rk×
k
⊕ E → Q.
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Por lo tanto, si consideramos un sistema de coordenadas locales adaptadas

(tA, qi, yαA) en Rk×
k
⊕ E entonces se verifica que el vector v es de la forma:

v(t,bq) = uA
∂

∂tA

∣∣∣
(t,bq)

+ uαB
∂

∂yαB

∣∣∣
(t,bq)

∈ T(t,bq)(Rk×
k
⊕ E) .

Definición 8.3 Para cada A = 1, . . . , k consideramos la aplicación

ξVA : E ×Q (Rk×
k
⊕ E) −→ TE(Rk×

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)

(aq, t, bq) 7−→ ξVA(aq, bq) =
(

0q, (aq)VA(t,bq)

) (8.10)

donde aq ∈ E, (t, bq) = (t, b1q, . . . , bkq) ∈ Rk×
k
⊕ E y el vector (aq)VA(t,bq) ∈

T(t,bq)(Rk×
k
⊕ E) está definido por

(aq)VA(t,bq)f =
d

ds

∣∣∣
s=0

f(t, b1q , . . . , bAq + saq, . . . , bkq) , 1 ≤ A ≤ k , (8.11)

para una función arbitraria f ∈ C∞(Rk×
k
⊕ E).

Denominamos a la aplicación ξVA la aplicación levantamiento vertical A-
ésimo.

De (8.11) deducimos que la expresión local de (aq)VA(t,bq) es

(aq)VA(t,bq) = yα(aq)
∂

∂yαA

∣∣∣
(t,bq)

∈ T(t,bq)(Rk×
k
⊕ E) , 1 ≤ A ≤ k (8.12)

siendo (qi, yα) un sistema local de coordenadas en E y (tA, qi, yαA) el inducido en

Rk×
k
⊕ E.

En (8.12) se observa que el vector

(aq)VA(t,bq) ∈ T(t,bq)(Rk×
k
⊕ E)

es vertical respecto a la aplicación p̃: Rk×
k
⊕ E → Q. Esto nos garantiza que

ξVA(aq, t, bq) es un elemento vertical de TE(Rk×
k
⊕ E).
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De las expresiones (8.4), (8.10) y (8.12) obtenemos que ξVA se escribe en función
de la base local

{YA,Xα, VB
β }

de secciones del fibrado vectorial τ̃
Rk×

k
⊕E

: TE(Rk×
k
⊕ E)→ Rk×

k
⊕ E como sigue:

ξVA(aq, t, bq) = (0q, y
α(aq)

∂

∂yαA

∣∣∣
(t,bq)

) = yα(aq)VA
α (t, bq) , 1 ≤ A ≤ k . (8.13)

Observación 8.4 Los levantamientos verticales ξV1 , . . . , ξVk , que hemos definido en
ese apartado, nos permitirán introducir en los apartados D y E de esta subsección

dos familias de objetos geométricos canónicos en TE(Rk×
k
⊕ E): los endomorfismos

verticales y las secciones de Liouville.

D. Endomorfismo verticales en TE(Rk×
k
⊕ E).

En la sección 6.2.1 hemos definido una familia S1, . . . , Sk de tensores de tipo
(1, 1) en Rk×T 1

kQ. Esta familia de tensores de tipo (1, 1) se emplea en el desarrollo
de la formulación lagrangiana k-simpléctica de las teoŕıas clásicas de campos de
primer orden.

En este apartado vamos a introducir el objeto análogo en el contexto de los
algebroides de Lie.

Definición 8.5 Para cada A = 1, . . . , k se define el endomorfismo vertical A-

ésimo en TE(Rk×
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E) como la aplicación

S̃A : TE(Rk×
k
⊕ E) → TE(Rk×

k
⊕ E)

(aq, v(t,bq)) 7→ S̃A(aq, v(t,bq)) = ξVA(aq, t, bq) ,
(8.14)

donde aq ∈ E, (t, bq) ∈ Rk×
k
⊕ E y v(t,bq) ∈ T(t,bq)(Rk×

k
⊕ E).

Lema 8.6 Consideremos

{YA,Xα, VA
α}1≤A≤k, 1≤α≤m
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una base local de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E

: TE(Rk×
k
⊕ E)→ Rk×

k
⊕ E y sea

{YA,Xα, Vα
A}1≤A≤k, 1≤α≤m

la base dual asociada.

En estas bases, la expresión local de S̃A es:

S̃A =
m∑
α=1

VA
α ⊗ Xα , 1 ≤ A ≤ k . (8.15)

Demostración:

La expresión local de S̃A es consecuencia de las expresiones (8.4) y (8.13). En
efecto, teniendo en cuenta estas expresiones obtenemos

S̃A(YB(t, bq)) = ξVA(0q, t, bq) = yαA(0q)VA
α (t, bq) = 0 ,

S̃A(Xα(t, bq)) = ξVA(eα(q), t, bq) = yβ(eα(q))VA
β (t, bq) = VA

α (t, bq)

S̃A(VB
α (t, bq)) = ξVA(0q, t, bq) = yαA(0q)VA

α (t, bq) = 0 ,

para cada (t, bq) ∈ Rk×
k
⊕ E y cada A,B = 1, . . . , k, α = 1 . . . ,m.

�

Observación 8.7 Los endomorfismos S̃1, . . . , S̃k que hemos definido en este apar-
tado nos permitirán introducir las “secciones lagrangianas.en el formalismo Lagran-
giano k-cosimpléctico en algebroides de Lie. Además también nos permitirán caracte-

rizar ciertas secciones del fibrado prolongación TE(Rk×
k
⊕ E) denominadas sopde’s

(que definiremos en la subsección siguiente).

�

Observación 8.8 Reescribiendo la definición de S̃1, . . . , S̃k en el caso particular
E = TQ y ρ = idTQ obtenemos los campos de tensores canónicos S1, . . . , S k en
Rk × T 1

kQ, véase el caṕıtulo 6.
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E. Las secciones de Liouville.

En este apartado vamos a introducir la segunda familia de elementos geométricos

canónicos que consideraremos en la prolongación TE(Rk×
k
⊕ E).

Definición 8.9 La sección de Liouville A-ésima en TE(Rk×
k
⊕ E) es la sección

∆̂A de τ̃
Rk×

k
⊕E

: TE(Rk×
k
⊕ E)→ Rk×

k
⊕ E definida como sigue

∆̂A : Rk×
k
⊕ E → TE(Rk×

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)

(t, bq) 7→ ∆̂A(t, bq) = ξVA(prA(t, bq), t, bq) = ξVA(bAq, t, bq)
,

donde (t, bq) = (t, b1q, . . . , bkq) ∈ Rk×
k
⊕ E y prA :

k
⊕ E → E es la proyección sobre

la A-ésima copia de E en
k
⊕ E.

De la expresión local (8.13) de ξVA y teniendo en cuenta que

yα(bAq) = yαA(t, b1q, . . . , bkq) = yαA(t, bq)

se obtiene que la sección ∆̂A tiene la siguiente expresión local

∆̂A =
m∑
α=1

yαAVA
α , 1 ≤ A ≤ k , (8.16)

en la base local de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E

dada por {YA,Xα, VA
α} y que definimos en

(8.4).

Observación 8.10 En el caso estándar, esto es, cuando E = TQ se verifica que
cada sección ∆̂A se identifica con el A-ésimo campo de vectores de Liouville o campo
de vectores canónico ∆A en Rk × T 1

kQ, (véase el caṕıtulo 6).

�

En el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estándar los campos de vectores
canónicos ∆1, . . . ,∆k, son utilizados para definir la función enerǵıa lagrangiana.

De modo análogo, en el contexto que nos proporcionan los algebroides de Lie
sucede algo similar ya que, como veremos en la sección 8.1.3, definiremos la función
enerǵıa lagrangiana a partir de las secciones de Liouville ∆̂1, . . . , ∆̂k.
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8.1.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

En el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estándar las soluciones de las ecua-
ciones de campo de Euler-Lagrange se obtienen como secciones integrales de ciertos
campos de k-vectores en Rk × T 1

kQ que denominamos sopdes.

Con el fin de introducir el concepto de sopde en este caṕıtulo vamos a recordar
el concepto de sopde en Rk × T 1

kQ, (para más detalles véase la sección 6.2.2).

Un sopde, X = (X1, . . . , Xk), en Rk × T 1
kQ es un campo de k-vectores en

Rk × T 1
kQ, esto es, una sección de

τ kRk×T 1
kQ

: T 1
k (Rk × T 1

kQ)→ Rk × T 1
kQ

tal que

dtA(XB) = δAB y SA(XA) = ∆A , 1 ≤ A,B ≤ k

donde ∆A y SA denotan los campos de vectores canónicos y los campos de tensores
canónicos en Rk × T 1

kQ que han sido definidos en la sección 6.2.1.

Basándonos en esta definición introduciremos la definición de sopde en alge-
broides de Lie.

Denotaremos por (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E) la suma de Whitney sobre Rk×

k
⊕ E de k

copias de TE(Rk×
k
⊕ E), esto es,

(TE)1
k(Rk×

k
⊕ E) = TE(Rk×

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(Rk×

k
⊕ E) .

Teniendo en cuenta que TE(Rk×
k
⊕ E) es el análogo en algebroides de Lie de

T (Rk × T 1
kQ) es trivial comprobar que (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E) va a jugar el papel del

fibrado T 1
k (Rk × T 1

kQ), esto es, el fibrado de las k1-velocidades de Rk × T 1
kQ.

Es evidente que una sección

ξ : Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E)

de (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E) induce una familia {ξ1, . . . , ξk} de secciones de TE(Rk×

k
⊕ E) sin

más que proyectar sobre cada factor de la suma directa que define (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E).
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Definición 8.11 Una sección

ξ = (ξ1, . . . , ξk) : Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E)

de (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E) se dice una ecuación en derivadas parciales de segundo

orden (sopde) si verifica

S̃A(ξA) = ∆̂A y YB(ξA) = δAB , 1 ≤ A,B ≤ k .

Lema 8.12 Sea
{YA,Xα, VA

α}1≤A≤k, 1≤α≤m

una base local de Sec(TE(Rk×
k
⊕ E)). Entonces un sopde ξ = (ξ1, . . . , ξk) se escribe

localmente como sigue:

ξA = YA + yαAXα + (ξA)αBVB
α , A = 1, . . . , k , (8.17)

donde (ξA)Bα son funciones definidas en Rk×
k
⊕ E.

Demostración:

Una sección ξA se escribe, en la base {YA,Xα, VA
α} como sigue:

ξA = (ξA)BYB + ξαAXα + (ξA)αBVB
α ,

para ciertas funciones (ξA)B , ξ
α
A, (ξA)Bα ∈ C∞(Rk×

k
⊕ E).

Por ser ξ un sopde verifica

S̃A(ξA) = ∆̂A y YB(ξA) = δAB , 1 ≤ A,B ≤ k .

Entonces, a partir de estas relaciones y de las expresiones locales (8.15) y (8.16) de

S̃A y ∆̂A obtenemos:

δAB = YB(ξA) = (ξA)B y yαAVA
α = ∆̃A = S̃A(ξA) = ξαAVA

α ,

de donde se sigue que
(ξA)B = δAB y ξαA = yαA .

�
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En el siguiente lema demostraremos que cada sopde ξ nos permite definir un

campo de k-vectores en Rk×
k
⊕ E.

Lema 8.13 Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk): Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E) una sección de

(TE)1
k(Rk×

k
⊕ E). Entonces

(ρp̃(ξ1), . . . , ρp̃(ξk)): Rk×
k
⊕ E → T 1

k (Rk×
k
⊕ E)

es un campo de k-vectores en Rk×
k
⊕ E.

Recordemos que

ρp̃: TE(Rk×
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E)→ T (Rk×

k
⊕ E)

es el ancla del algebroide TE(Rk×
k
⊕ E).

Demostración:

Es una consecuencia directa del Lema 5.7 y del hecho de que cada ξA es una

sección de TE(Rk×
k
⊕ E).

�

En un sistema local de coordenadas se verifica que si

ξA = YA + yαAXα + (ξA)αBVB
α ∈ Sec(Rk×

k
⊕ E)

entonces

ρp̃(ξA) =
∂

∂tA
+ ρiαy

α
A

∂

∂qi
+ (ξA)αB

∂

∂yαB
∈ X(Rk×

k
⊕ E) . (8.18)

Para finalizar esta subsección vamos a introducir el concepto de sección integral
de un sopde en el contexto de algebroides de Lie.

Definición 8.14 Una aplicación

η:U ⊂ Rk → Rk×
k
⊕ E
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es una sección integral de un sopde ξ = (ξ1, . . . , ξk) si η es una sección integral del

campo de k-vectores en Rk×
k
⊕ E

(ρp̃(ξ1), . . . , ρp̃(ξk))

asociado a ξ (véase el lema anterior). Es decir, η es una sección integral de ξ si y
sólo si,

ρp̃(ξA)(η(t)) = η∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
, 1 ≤ A ≤ k . (8.19)

Si η : U ⊂ Rk → Rk×
k
⊕ E se expresa localmente como sigue

η(t) = (ηA(t), ηi(t), ηαA(t)),

entonces, de la expresión local (8.18), deducimos que (8.19) es equivalente a la familia
de identidades

∂ηB
∂tA

∣∣∣
t

= δAB ,
∂ηi

∂tA

∣∣∣
t

= ηαA(t)ρiα ,
∂ηβB
∂tA

∣∣∣
t

= (ξA)βB(η(t)) . (8.20)

8.1.3. Formalismo lagrangiano.

En esta subsección vamos a describir la formulación lagrangiana k-cosimpléctica
en algebroides de Lie.

Con la finalidad de simplificar la notación, a lo largo de esta sección denotaremos

por d la diferencial exterior en el algebroide de Lie TE(Rk×
k
⊕ E), esto es,

d: = dTE(Rk×
k
⊕E) .

Una función L : Rk×
k
⊕ E → R se llamará función lagrangiana. En primer

lugar vamos a introducir algunos objetos geométricos asociados a un lagrangiano L.

A. Secciones de Poincaré-Cartan o secciones lagrangianas.

De modo análogo a lo que ocurre en el formalismo k-cosimpléctico estándar, a
partir de los endormofismos verticales S̃1, . . . , S̃ k y dada L una función lagrangiana

se definen las siguientes 1-secciones de (TE(Rk×
k
⊕ E)) ∗
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ΘA
L : Rk×

k
⊕ E −→ (TE(Rk×

k
⊕ E)) ∗

(t, bq) 7−→ ΘA
L(t, bq)

1 ≤ A ≤ k

en donde ΘA
L(t, bq) es la aplicación

ΘA
L(t, bq): (TE(Rk×

k
⊕ E))(t,bq) ≡ Eq ×TQ T(t,bq)(Rk×

k
⊕ E) −→ R

definida por la composición

[TE(Rk×
k
⊕ E)](t,bq)

S̃A
(t,bq) //

ΘAL(t,bq)

((
[TE(Rk×

k
⊕ E)](t,bq)

(dL)(t,bq) // R

esto es,

(ΘA
L)(t, bq)(aq, v(t,bq)) = (dL)(t,bq)((S̃

A)(t,bq)(aq, v(t,bq))) , (8.21)

siendo d = dTE(Rk×
k
⊕E) la diferencial exterior de TE(Rk×

k
⊕ E), véase (8.39).

Estas secciones Θ1
L, . . . ,Θ

k
L se denominan secciones lagrangianas o secciones

de Poincaré-Cartan.

Utilizando la expresión (8.39) de df = dTE(Rk×
k
⊕E)f con f = L se obtiene:

(ΘA
L)(t, bq)(aq, v(t,bq)) = (dL)(t,bq)((S̃

A)(t,bq)(aq, v(t,bq)))

= [ρp̃((S̃A)(t,bq)(aq, v(t,bq)))]L ,
(8.22)

donde (t, bq) ∈ Rk×
k
⊕ E, (aq, v(t,bq)) ∈ [TE(Rk×

k
⊕ E)](t,bq) y

ρp̃((S̃A)(t,bq)(aq, v(t,bq))) ∈ T(t,bq)(Rk×
k
⊕ E).

A partir de las 1-secciones Θ1
L, . . . ,Θ

k
L definimos las 2-secciones

ΩA
L : Rk×

k
⊕ E → (TE(Rk×

k
⊕ E)) ∗ ∧ (TE(Rk×

k
⊕ E)) ∗, 1 ≤ A ≤ k

por

ΩA
L : = −dΘA

L , 1 ≤ A ≤ k .
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Reescribiendo el apartado (2) de la Definición 5.2 de la diferencial exterior de

un algebroide de Lie para el algebroide TE(Rk×
k
⊕ E), podemos escribir:

ΩA
L(ξ1, ξ2) = −dΘA

L(ξ1, ξ2)

= [ρp̃(ξ2)](ΘA
L(ξ1))− [ρp̃(ξ1)](ΘA

L(ξ2)) + ΘA
L([[ξ1, ξ2]]p̃) ,

(8.23)

para todo par ξ1, ξ2 ∈ Sec(TE(Rk×
k
⊕ E)) donde (ρp̃, [[·, ·]]p̃) denota la estructura de

algebroide de Lie de TE(Rk×
k
⊕ E) definida en el punto (1) de la Sección 8.2.1.B.

A continuación establecemos las expresiones locales de ΘA
L y ΩA

L .

Consideremos
{YB,Xα, VB

α } 1≤B≤k, 1≤α≤m

una base local de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E

: TE(Rk×
k
⊕ E)→ Rk×

k
⊕ E y

{YB,Xα, Vα
B}1≤B≤k, 1≤α≤m

su base dual.

Entonces de (8.5), (8.15) y (8.22) obtenemos

ΘA
L =

∂L

∂yαA
Xα , 1 ≤ A ≤ k . (8.24)

De las expresiones locales (8.5), (8.6), (8.39), (8.23) y (8.24) obtenemos para
cada A = 1, . . . , k,

ΩA
L =

1
2

(
ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
− ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
+ C

γ
αβ

∂L

∂yγA

)
Xα ∧ Xβ

+
∂2L

∂tB∂yαA
Xα ∧ YB +

∂2L

∂yβB∂y
α
A

Xα ∧ V
β
B .

(8.25)

Observación 8.15 Si consideramos el caso particular E = TQ y ρ = idTQ, entonces

ΩA
L(X, Y ) = ωAL (X, Y ) , 1 ≤ A ≤ k ,

donde X, Y son campos de vectores en Rk×T 1
kQ y ω1

L, . . . , ω
k
L denotan las 2-formas

lagrangianas del formalismo k-cosimpléctico estándard definidas como sigue: ωAL =
−d(dL ◦ JA).



8.1.3 Formalismo lagrangiano. 323

B. La función enerǵıa lagrangiana.

La siguiente definición es la versión en algebroides de Lie de la función enerǵıa
lagrangiana.

Definición 8.16 Sea L : Rk×
k
⊕ E → R una función lagrangiana. La función

enerǵıa

EL : Rk×
k
⊕ E → R

asociada al lagrangiano L se define como sigue

EL =
k∑

A=1

ρp̃(∆̂A)L− L .

donde ρp̃(∆̂A) ∈ X(Rk×
k
⊕ E) son los campos de vectores asociados a las secciones

∆̂A y definidos por (8.5).

De (8.5) y (8.16) se deduce que EL tiene la siguiente expresión local:

EL =
k∑

A=1

yαA
∂L

∂yαA
− L ∈ C∞(Rk×

k
⊕ E) . (8.26)

Observación 8.17 Si consideramos el caso particular E = TQ la función EL coin-
cide con la función enerǵıa del formalismo k-cosimpléctico estándar, véase el caṕıtulo
6 de esta memoria.

�

C. Morfismos

En la formulación lagrangiana k-cosimpléctica, una solución de las ecuaciones de
Euler-Lagrange es un campo

φ : Rk → Q
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tal que su primera prolongación

φ[1] : Rk → Rk × T 1
kQ

(véase la Definición 6.23) verifica las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange, esto
es,

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ[1](t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
φ[1](t)

.

La aplicación φ induce el siguiente morfismo de algebroides de Lie

TRk
Tφ //

τRk

��

TQ

τQ

��
Rk

φ
// Q

y además se verifica
d(Φ ∗µ) = Φ ∗(dµ)

para toda l-forma µ en Q, entonces

Φ = (Tφ, φ)

es un morfismo de algebroides de Lie, (véase la sección 5.1.4 para recordar la defi-
nición de morfismo de algebroides de Lie).

Recordemos la definición de φ[1] con la finalidad de introducir posteriormente el
objeto análogo en el contexto de los algebroides de Lie.

Consideremos la base canónica de secciones de τRk ,{
∂

∂t1
, . . . ,

∂

∂tk

}
,

la primera prolongación φ[1] de φ, se escribe como sigue:

φ[1](t) = (t, Ttφ(
∂

∂t1

∣∣∣
t
), . . . , Ttφ(

∂

∂tk

∣∣∣
t
)) .

Lo que acabamos de hacer es describir las soluciones de las ecuaciones de Euler-
Lagrange desde un nuevo punto de vista que nos permite pensar una solución como
un morfismo de algebroides de Lie.
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Volviendo al caso de algebroides, sustituyendo el fibrado tangente TQ por un
algebroide de Lie E y siguiendo una descripción análoga a la que acabamos de hacer
obtenemos que el análogo del campo solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange
será un morfismo de algebroides de Lie Φ = (Φ,Φ)

TRk Φ //

τRk

��

E

τ

��
Rk

Φ
// Q

Considerando
{eA}kA=1

una base local de secciones de TRk, podemos definir una aplicación

Φ̃ : Rk → Rk×
k
⊕ E

asociada a Φ y dada por

Φ̃ : Rk → Rk×
k
⊕ E ≡ Rk × E⊕ k. . . ⊕E

t → (t,Φ(e1(t)), . . . ,Φ(ek(t))) .

Observación 8.18 En el caso particular E = TQ y ρ = idTQ se verifica: Φ =

(Tφ, φ), eA = ∂/∂tA la aplicación Φ̃ se corresponde con la primera prolongación de
la φ : Rk → Q, esto es,

Φ̃ = φ[1] .

Denotaremos por Φ : TRk → E un morfismo de algebroides de Lie Φ = (Φ,Φ)
entre τRk : TRk → Rk y τ : E → Q.

Ahora vamos a escribir las expresiones locales del morfismo de algebroides de lie
y la aplicación asociada.

Sean
(tA)1≤A≤k y (qi)1≤i≤n

dos sistemas locales de coordenadas en Rk y Q, respectivamente. Sea

{eA}1≤A≤k
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una base local de secciones de τRk : TRk → Rk y

{eα}1≤α≤m

una base local de secciones de τ : E → Q. Además denotamos por

{eA}1≤A≤k y {eα}1≤α≤m

las bases duales correspondientes. Entonces el morfismo Φ : TRk → E está determi-
nado por las relaciones

Φ(t) = (φi(t)) y Φ ∗eα = φαAe
A

para ciertas funciones locales φi y φαA en Rk.

Aśı, la aplicación asociada Φ̃ está localmente dada por

Φ̃(t) = (t, φi(t), φαA(t)) .

En este caso, las condiciones de morfismo de Lie (5.7) y (5.8) se escriben como
sigue

∂φi

∂tA
= ρiαφ

α
A y 0 =

∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A (8.27)

donde ρiα y C
γ
αβ son las funciones de estructura del algebroide de Lie E.

Observación 8.19 En el caso estándar, esto es, cuando E = TQ y ρ = idTQ las
condiciones de morfismo anteriores se reducen a

φiA =
∂φi

∂tA
y

∂φiA
∂tB

=
∂φiB
∂tA

,

de modo que la segunda de estas identidades se puede escribir como sigue:

∂2φi

∂tB∂tA
=

∂2φi

∂tA∂tB
.

Aśı, en el formalismo k-cosimpléctico estándar, considerar morfismos de alge-
broides de Lie y las aplicaciones asociadas es equivalente a considerar soluciones
φ : Rk → Q y la primera prolongación φ[1] de las mismas.

�
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D. Las ecuaciones de Euler-Lagrange.

El siguiente teorema, principal resultado de esta sección, es el análogo, en el con-
texto de algebroides de Lie, del Teorema 6.32 que resume el formalismo lagrangiano
k-cosimpléctico estándar.

Teorema 8.20 Sea L : Rk×
k
⊕ E → R un lagrangiano regular y

ξ = (ξ1, . . . , ξk) : Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E)

una sección de (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E) tal que

YB(ξA) = δBA ,
k∑

A=1

ıξAΩA
L = dEL +

k∑
A=1

∂L

∂tA
YA . (8.28)

Entonces:

(1) ξ es un sopde.

(2) Sea Φ = (Φ,Φ) un morfismo de algebroides de Lie entre τRk : TRk → Rk y

τ : E → Q y sea Φ̃ : Rk → Rk×
k
⊕ E la aplicación asociada.

Si Φ̃ : Rk → Rk×
k
⊕ E , Φ̃(t) = (t, φi(t), φαA(t)) es una sección integral del

sopde ξ, entonces es una solución del siguiente sistema de ecuaciones en
derivadas parciales

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
= ρiα

∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)
− φβAC

γ
αβ

∂L

∂yγA

∣∣∣
Φ̃(t)

,

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= φαA(t)ρiα

0 =
∂φαA
∂tB

∣∣∣
t
− ∂φαB
∂tA

∣∣∣
t

+ Cαβγφ
β
B(t)φγA(t)

(8.29)

Estas ecuaciones las denominamos ecuaciones de campo de Euler-Lagrange
en algebroides de Lie.
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Demostración:

Consideremos

{YB,Xα, VB
α }1≤B≤k, 1≤α≤m

una base local de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E

: TE(Rk×
k
⊕ E)→ Rk×

k
⊕ E y

{YB,Xα, Vα
B}1≤B≤k, 1≤α≤m

su base dual.

Entonces cada ξA ∈ Sec(TE(Rk×
k
⊕ E)) se escribe localmente como sigue:

ξA = (ξA)BYB + ξαAXα + (ξA)αBVB
α

para ciertas funciones (ξA)B, ξ
α
A, (ξA)αB ∈ C∞(Rk×

k
⊕ E).

Teniendo en cuenta esta expresión local, la ecuación

YB(ξA) = δBA , 1 ≤ A,B ≤ k

implica que

(ξA)B = δBA , 1 ≤ A,B ≤ k.

Por otra parte, mediante un sencillo cálculo en coordenadas locales y conside-
rando la expresión local de ΩA

L dada en (8.25) obtenemos:

k∑
A=1

ıξAΩA
L = ξαA

∂2L

∂tB∂yαA
YB + ξαA

∂2L

∂yβB∂y
α
A

V
β
B

−

(
∂2L

∂tA∂yαA
+ ξβA

(
ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
− ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
+ C

γ
αβ

∂L

∂yγA

)
+ (ξA)βB

∂2L

∂yβB∂y
α
A

)
Xα ,

y de las expresiones locales (8.7) y (8.26) de d = dTE(Rk×
k
⊕E) y EL obtenemos:

dEL +
∂L

∂tA
YA = yαA

∂2L

∂tB∂yαA
YB + yαA

∂2L

∂yαA∂y
β
B

V
β
B + ρiα

(
yβA

∂2L

∂qi∂yβA
− ∂L

∂qi

)
Xα .
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De donde se sigue que ξ : Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E) es solución del sistema

de ecuaciones (8.28) si, y sólo si,

(ξA)B = δAB ,

ξαA
∂2L

∂tB∂yαA
= yαA

∂2L

∂tB∂yαA
,

ξαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

= yαA
∂2L

∂yαA∂y
β
B

,

∂2L

∂tA∂yαA
+ ξβA

(
ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
− ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
+ C

γ
αβ

∂L

∂yγA

)
+ (ξA)βB

∂2L

∂yβB∂y
α
A

= ρiα

(
∂L

∂qi
− yβA

∂2L

∂qi∂yβA

)
.

(8.30)

Cuando L es regular, esto es, cuando la matriz

(
∂2L

∂yαA∂y
β
B

)
es regular, de la

tercera identidad de (8.30) obtenemos

ξαA = yαA , 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ α ≤ m,

y por tanto, cuando el lagrangiano es regular, se verifica que si

ξ = (ξ1, . . . , ξk) : Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E)

es solución de (8.28) entonces:

(1) ξ es un sopde en TE(Rk×
k
⊕ E) y se escribe localmente como sigue:

ξA = YA + yαAXα + (ξA)αBVB
α

para ciertas funciones (ξA)αB ∈ C∞(Rk×
k
⊕ E) y

(2) las funciones (ξA)αB ∈ C∞(Rk×
k
⊕ E) satisfacen las ecuaciones siguientes:

∂2L

∂tA∂yαA
+ yβAρ

i
β

∂2L

∂qi∂yαA
+ (ξA)βB

∂2L

∂yβB∂y
α
A

= ρiα
∂L

∂qi
− yβAC

γ
αβ

∂L

∂yγA
. (8.31)
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Sea ahora Φ = (Φ,Φ) un morfismo de algebroides de Lie entre τRk : TRk → Rk

y τ : E → Q y

Φ̃ : Rk → Rk×
k
⊕ E

la aplicación asociada.

Si Φ̃ : Rk → Rk×
k
⊕ E es una sección integral del sopde ξ y

Φ̃(t) = (t, φi(t), φαA(t))

es la expresión local de Φ̃ entonces de (8.20), (8.27), (8.30) y (8.31) obtenemos

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
= ρiα

∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)
− φβA(t)Cγαβ

∂L

∂yγA

∣∣∣
Φ̃(t)

,

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= φαA(t)ρiα ,

0 =
∂φαA
∂tB

∣∣∣
t
− ∂φαB
∂tA

∣∣∣
t

+ Cαβγφ
β
B(t)φγA(t)

donde la última ecuación es consecuencia de que Φ es un morfismo de algebroides
de Lie. Denominamos a estas ecuaciones ecuaciones de Euler-Lagrange escritas
en términos de algebroides de Lie.

�

E. Caso particular: formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estándar.

Como punto y final de esta sección consideramos interesante señalar que el for-
malismo lagrangiano k-cosimpléctico estándar (véase la Sección 6.2.3) es un caso
particular del formalismo lagrangiano en algebroides de Lie, cuando E = TQ, la
aplicación ancla ρ es la identidad en TQ, (en este caso las constantes de estructura
son C

γ
αβ = 0).

En este caso se tiene:

Rk×
k
⊕ E se identifica con Rk × T 1

kQ, TE(Rk×
k
⊕ E) con T (Rk × T 1

kQ) y

(TE)1
k(Rk×

k
⊕ E) con T 1

k (Rk × T 1
kQ).
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La función enerǵıa EL : Rk × T 1
kQ→ R es ahora EL =

k∑
A=1

∆A(L)− L, donde

∆A ∈ X(Rk × T 1
kQ).

Una sección

ξ = (ξ1, . . . , ξk) : Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E)

se corresponde con un campo de k-vectores en Rk × T 1
kQ

ξ = (ξ1, . . . , ξk): Rk × T 1
kQ→ T 1

k (Rk × T 1
kQ) .

Sea f una función en Rk × T 1
kQ entonces

dTE(Rk×
k
⊕E)f(Y ) = df(Y )

donde df denota la diferencial usual e Y es un campo de vectores en Rk×T 1
kQ.

Se verifica que

ΩA
L(X, Y ) = ωAL (X, Y ) , (A = 1, . . . , k) ,

donde ωAL son las 2-formas lagrangianas del formalismo lagrangiano k-cosim-
pléctico estándar definidas en la sección 6.2.1.D.

Aśı, en el formalismo k-cosimpléctico estándar la ecuación (8.28) se escribe
como sigue:

dtA(ξB) = δAB ,
k∑

A=1

ıξAω
A
L = dEL +

k∑
A=1

∂L

∂tA
dtA .

En el caso estándar una aplicación φ : Rk → Q induce un morfismo de alge-
broides de Lie (Tφ, φ) entre TRk y TQ. En este caso, la aplicación Φ̃, asociada
a este morfismo, coincide con la primera prolongación φ[1] de φ dada por

Φ̃(t) = (t, Tφ(
∂

∂t1

∣∣∣
t
), . . . , Tφ(

∂

∂tk

∣∣∣
t
)) = φ[1](t) .

Aśı, del Teorema 8.20 y los comentarios anteriores, deducimos el siguiente coro-
lario, el cual es un resumen del formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estándar.
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Corolario 8.21 Sea L : Rk × T 1
kQ → R un lagrangiano regular y ξ = (ξ1, . . . , ξk)

un campo de k-vectores en Rk × T 1
kQ tal que

dtA(ξB) = δAB ,
k∑

A=1

ıξAω
A
L = dEL +

k∑
A=1

∂L

∂tA
dtA .

Entonces:

(1) ξ es a sopde

(2) Si Φ̃ es una sección integral del campo de k-vectores ξ, entonces es una solución

de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (6.34). Observemos que Φ̃ =
φ[1].

�

La relación entre los elementos geométricos del formalismo k-cosimpléctico la-
grangiano estándar y en algebroides de Lie, que describimos anteriormente, se recoge
de un modo esquemático a continuación:

Funciones lagrangianas.

• Algebroides de Lie:

L : Rk×
k
⊕ E → R.

• Estándard:

L : Rk × T 1
kQ→ R.

Secciones de Poincaré-Cartan.

• Algebroides de Lie:

ΩA
L : Rk×

k
⊕ E → (TE(Rk×

k
⊕ E)) ∗ ∧ (TE(Rk×

k
⊕ E)) ∗ .

• Estándard:

ωAL : Rk × T 1
kQ→ T ∗(Rk × T 1

kQ) ∧ T ∗(Rk × T 1
kQ).
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Ecuaciones algebraicas.

• Algebroides de Lie:

YB(ξA) = δBA ,
k∑

A=1

ıξAΩA
L = dTE(Rk×

k
⊕E)EL +

k∑
A=1

∂L

∂tA
YA ,

donde ξ = (ξ1, . . . , ξk) : Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E).

• Estándard:

dtA(ξB) = δAB ,

k∑
A=1

ıξAω
A
L = dEL +

k∑
A=1

∂L

∂tA
dtA .

(ξ1, . . . , ξk) : Rk × T 1
kQ → T 1

k (Rk × T 1
kQ) es un campo de k-

vectores en Rk × T 1
kQ.

Ecuaciones de campo.

• Algebroides de Lie:

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
= ρiα

∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)
− φβAC

γ
αβ

∂L

∂yγA

∣∣∣
Φ̃(t)

,

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= φαA(t)ρiα

0 =
∂φαA
∂tB

∣∣∣
t
− ∂φαB
∂tA

∣∣∣
t

+ Cαβγφ
β
B(t)φγA(t)

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

Φ̃: Rk → Rk×
k
⊕ E

t 7→ Φ̃(t) = (φA(t), φi(t), φαA(t))

• Estándard:

k∑
A=1

∂

∂tA |t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

, viA(Φ̃(t)) =
∂(qi ◦ Φ̃)

∂tA

∣∣∣
t
.

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

Φ̃: Rk → Rk × T 1
kQ

t 7→ Φ̃(t) = (t, φi(t), φiA(t))
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8.2. Formalismo hamiltoniano

En esta sección vamos a desarrollar el formalismo hamiltoniano en algebroides
de Lie. La estructura es similar a la del caso lagrangiano que se acaba de describir.

Sea (E, [[·, ·]]E, ρ) un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Para el enfoque
hamiltoniano consideramos el fibrado dual, τ ∗ : E ∗ → Q de E.

8.2.1. Elementos geométricos.

En esta subsección vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

A. La variedad Rk×
k
⊕ E∗.

La formulación k-cosimpléctica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De
Donder-Weyl, descrita en el Caṕıtulo 6, se desarrolla en la variedad Rk × (T 1

k )∗Q,
donde recordemos que (T 1

k )∗Q denota el fibrado tangente de las k1- covelocidades
de una variedad Q, esto es, la suma de Whitney de k copias del fibrado cotangente.

Si pensamos un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente, su
dual E∗ jugará el papel de T ∗Q. Es natural pensar que, en esta situación, la variedad

Rk×
k
⊕ E ∗ ≡ Rk × (E∗⊕ k. . . ⊕E∗) ,

va a jugar el papel de Rk × (T 1
k )∗Q.

Los elementos de Rk×
k
⊕ E ∗ son de la forma

(t, a∗q) = (t, a1
∗
q, . . . , ak

∗
q) .

Denotaremos por p̃∗: Rk×
k
⊕ E ∗ → Q la proyección canónica definida por

p̃∗(t, a1
∗
q, . . . , ak

∗
q) = q .

A continuación vamos a describir un sistema local de coordenadas en Rk×
k
⊕ E ∗.
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Sea (qi, yα)1≤i≤n, 1≤α≤m un sistema de coordenadas locales en un abierto (τ ∗)−1(U)
de E∗, siendo (qi)1≤i≤n las coordenadas en un abierto U ⊂ Q de la variedad base Q.
Definimos el sistema de coordenadas locales

(tA, qi, yAα )1≤i≤n, 1≤α≤m, 1≤A≤k

en (p̃∗)−1(U) ⊂ Rk×
k
⊕ E como sigue:

tA(t, a1
∗
q, . . . , ak

∗
q) = tA(t), qi(t, a1

∗
q, . . . , ak

∗
q) = qi(q),

yAα (t, a1
∗
q, . . . , ak

∗
q) = yα(aA

∗
q) ,

(8.32)

donde (t, a1
∗
q, . . . , ak

∗
q) ∈ Rk×

k
⊕ E ∗.

Estas coordenadas dotan a Rk×
k
⊕ E ∗ de una estructura de variedad diferencia-

ble de dimensión n+ k(1 +m).

B. La prolongación de un algebroide de Lie mediante p̃∗: Rk×
k
⊕ E ∗ → Q.

En la sección 5.2 del caṕıtulo 5 hemos recordado la definición de TEP , esto es la
prolongación de un algebroide de lie E mediante una fibración π:P → Q.

En la descripción del formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico vamos a consi-
derar el caso particular

P = Rk×
k
⊕ E ∗

con la fibración

p̃∗: Rk×
k
⊕ E ∗ → Q ,

esto es, (véase la Sección 5.2),

TE(Rk×
k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

ρp̃
∗
//

τ̃1

��

T (Rk×
k
⊕ E ∗)

T p̃∗

��
E

ρ // TQ

y

TE(Rk×
k
⊕ E ∗) = {(aq, v(t,b∗q)) ∈ E×T (Rk×

k
⊕ E ∗)/ ρ(aq) = T p̃∗(v(t,b∗q))} . (8.33)
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Teniendo en cuenta los contenidos de la Sección 5.2, y considerando el caso

particular P = Rk×
k
⊕ E ∗ obtenemos:

(1) TE(Rk×
k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗) es un algebroide de Lie con variedad

base Rk×
k
⊕ E ∗, proyección

τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

: TE(Rk×
k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗) −→ Rk×

k
⊕ E ∗

y estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]p̃∗ , ρp̃∗ ) donde el ancla

ρp̃∗ : TE(Rk×
k
⊕ E ∗) = E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)→ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

es la proyección sobre el segundo factor.

(2) Si (tA, qi, yAα ) denota un sistema local de coordenadas de Rk×
k
⊕ E ∗ entonces

el sistema de coordenadas locales inducido en TE(Rk×
k
⊕ E ∗) está dado como

sigue:
(tA, qi, yAα , z

α, vA, w
A
α )1≤i≤n, 1≤`≤n′, 1≤α≤m

donde, véase (5.15),

tA(aq, v(t,b∗q)) = tA(t) , zα(aq, v(t,b∗q)) = yα(aq) ,

qi(aq, v(t,b∗q)) = qi(q) , vA(aq, v(t,b∗q)) = v(t,b∗q)(t
A) ,

yAα (aq, v(t,b∗q)) = yAα (t, bq) , wAα (aq, v(t,b∗q)) = v(t,b∗q)(y
A
α ) .

(8.34)

(3) De (5.16) obtenemos que el conjunto {YA,Xα,V
α
A} definido por

YA : Rk×
k
⊕ E ∗ → TE(Rk×

k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

(t, b∗q) 7→ YA(t, b∗q) = (0q;
∂

∂tA

∣∣∣
(t,b∗q)

) ,

Xα: Rk×
k
⊕ E ∗ → TE(Rk×

k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

(t, b∗q) 7→ Xα(t, b∗q) = (eα(q); ρiα(q)
∂

∂qi

∣∣∣
(t,b∗q)

)

Vα
A : Rk×

k
⊕ E ∗ → TE(Rk×

k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

(t, b∗q) 7→ Vα
A(t, b∗q) = (0q;

∂

∂yAα

∣∣∣
(t,b∗q)

) ,

(8.35)
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es una base local de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

: TE(Rk×
k
⊕ E ∗)→ Rk×

k
⊕ E ∗.

A partir de ahora denotaremos por Sec(TE(Rk×
k
⊕ E ∗)) el conjunto de seccio-

nes de τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

.

(4) A cada sección

ξ: Rk×
k
⊕ E ∗ → TE(Rk×

k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

de τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

le asociamos un campo de vectores por medio del ancla del alge-

broide

ρp̃∗ : TE(Rk×
k
⊕ E ∗)→ T (Rk×

k
⊕ E ∗).

Si ξ se escribe localmente como sigue:

ξ = ξAYA + ξαXα + ξAαVα
A ∈ Sec(TE(Rk×

k
⊕ E ∗))

entonces, reescribiendo la expresión (5.17) para este caso particular obtenemos,

ρp̃∗(ξ) = ξA
∂

∂tA
+ ρiαξ

α ∂

∂qi
+ ξAα

∂

∂yAα
∈ X(Rk×

k
⊕ E ∗) . (8.36)

(5) El corchete de Lie de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

queda determinado a partir del

corchete de los elementos de una base de secciones,

[[YA,YB]]p̃
∗

= 0 , [[YA,Xα]]p̃
∗

= 0 , [[YA,Vβ
B]]p̃

∗
= 0 ,

[[Xα,Xβ]]p̃
∗

= C
γ
αβXγ , [[Xα,V

β
B]]p̃

∗
= 0 , [[Vα

A,V
β
B]]p̃

∗
= 0 .

(8.37)

(6) Si {YA,Xα,VA
α} es la base dual de {YA,Xα,V

α
A}, de las expresiones (5.20) que

caracterizan la diferencial exterior en el algebroide prolongación obtenemos
que

dTE(Rk×
k
⊕E ∗)f =

∂f

∂tA
YA + ρiα

∂f

∂qi
Xα +

∂f

∂yAα
VA
α , (8.38)

para cada f ∈ C∞(Rk×
k
⊕ E ∗) y además

dTE(Rk×
k
⊕E ∗)YA = 0 ,

dTE(Rk×
k
⊕E ∗)Xγ = −1

2
C
γ
αβX

α ∧ Xβ ,

dTE(Rk×
k
⊕E ∗)VA

γ = 0 .

(8.39)
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A lo largo de esta sección denotaremos la diferencial exterior dTE(Rk×
k
⊕E ∗) sim-

plemente por d.

Observación 8.22 En el caso particular E = TQ la variedad TE(Rk×
k
⊕ E ∗) se

identifica con T (Rk × (T 1
k )∗Q).

En efecto, en este caso consideramos la prolongación de TQ sobre

(π̂Q)1 : Rk × (T 1
k )∗Q→ Q.

Aśı de (8.2) se tiene

TTQ(Rk×
k
⊕ T ∗Q) = TTQ(Rk × (T 1

k )∗Q)

= {(uq, v(t,w∗q)) ∈ TQ× T (Rk × (T 1
k )∗Q)/uq = T (π̂Q)1(vw∗q)}

= {(T (π̂Q)1(v(t,w∗q)), v(t,w∗q)) ∈ TQ× T (Rk × (T 1
k )∗Q)/ (t, w∗q) ∈ Rk × (T 1

k )∗Q}

≡ {v(t,w∗q) ∈ T (Rk × (T 1
k )∗Q)/ (t, w∗q) ∈ Rk × (T 1

k )∗Q} ≡ T (Rk × (T 1
k )∗Q) .

�

C. El fibrado vectorial TE(Rk×
k
⊕ E ∗)⊕ k. . . ⊕TE(Rk×

k
⊕ E ∗).

En la descripción de la formulación hamiltoniana k-cosimpléctica en algebroides
de Lie tienen especial interés los campos de k-vectores en Rk × (T 1

k )∗Q, esto es, las
secciones de

τ kRk×(T 1
k )∗Q:T 1

k (Rk × (T 1
k )∗Q)→ Rk × (T 1

k )∗Q .

De modo análogo a lo que ocurŕıa en el formalismo k-simpléctico en algebroides
de Lie el fibrado

TE(Rk×
k
⊕ E ∗)⊕ k. . . ⊕TE(Rk×

k
⊕ E ∗)

jugará el papel de

T 1
k (Rk × (T 1

k )∗Q) = T (Rk × (T 1
k )∗Q)⊕ k. . . ⊕T (Rk × (T 1

k )∗Q) .

Denotaremos por (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E ∗) la suma de Whitney sobre Rk×

k
⊕ E ∗ de k

copias del algebroide de Lie TE(Rk×
k
⊕ E ∗), esto es,

(TE)1
k(Rk×

k
⊕ E ∗): = TE(Rk×

k
⊕ E ∗)⊕ k. . . ⊕TE(Rk×

k
⊕ E ∗) ,
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y consideramos la proyección canónica

τ̃ k
Rk×

k
⊕E ∗

: (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E ∗)→ Rk×

k
⊕ E ∗ .

En la descripción hamiltoniana k-cosimpléctica en algebroides de lie nos intere-
sará considerar secciones de este fibrado. Además a partir del ancla

ρp̃ ∗ : TE(Rk×
k
⊕ E ∗)→ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

podemos definir un campo de k-vectores en Rk×
k
⊕ E ∗ asociado a cada sección de

τ̃ k
Rk×

k
⊕E ∗

, tal como veremos en el resultado siguiente:

Proposición 8.23 Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk): Rk×
k
⊕ E ∗ → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E ∗) una

sección de τ̃ k
Rk×

k
⊕E ∗

. Entonces

(ρp̃ ∗(ξ1), . . . , ρp̃ ∗(ξk)): Rk×
k
⊕ E ∗ → T 1

k (Rk×
k
⊕ E ∗)

es un campo de k-vectores en Rk×
k
⊕ E ∗. Recordemos que la aplicación

ρp̃ ∗ : TE(Rk×
k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)→ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

denota el ancla del algebroide TE(Rk×
k
⊕ E ∗).

Demostración:

Es una consecuencia directa del Lema 5.7 y del hecho de que cada sección ξ

induce una familia de k secciones de TE(Rk×
k
⊕ E ∗). Cada una de estas secciones se

obtiene proyectando sobre la A-ésima copia de TE(Rk×
k
⊕ E ∗) en (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E ∗).

�

Los campos de k-vectores que se obtienen a partir de esta última proposición
van a jugar un papel fundamental en la descripción del formalismo hamiltoniano
k-cosimpléctico en algebroides de Lie.
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Vamos ahora a calcular la expresión local del campo de k-vectores asociado a
una sección ξ.

Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk) una sección de (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E ∗). Entonces cada

ξA: Rk×
k
⊕ E ∗ → TE(Rk×

k
⊕ E ∗)

es una sección de τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

.

Sea ahora {YA,Xα,V
α
A} una base local de secciones de

τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

: TE(Rk×
k
⊕ E ∗)→ Rk×

k
⊕ E ∗.

Entonces cada ξA se escribe localmente en esta base como sigue:

ξA = (ξA)BYB + ξαAXα + (ξA)BαVα
B ∈ Sec(TE(Rk×

k
⊕ E ∗)) , 1 ≤ A ≤ k .

De (8.36) obtenemos que el campo de vectores en Rk×
k
⊕ E ∗ asociado a ξA tiene

la siguiente expresión local:

ρp̃∗(ξA) = (ξA)B
∂

∂tB
+ ρiαξ

α
A

∂

∂qi
+ (ξA)Bα

∂

∂yBα
∈ X(Rk×

k
⊕ E ∗) . (8.40)

D. Las secciones de Liouville

A continuación vamos a introducir k secciones del fibrado vectorial

(TE(Rk×
k
⊕ E ∗)) ∗ → Rk×

k
⊕ E ∗,

dual del fibrado prolongación que estamos considerando en este apartado. Estas
secciones nos permitirán describir las ecuaciones de Hamilton en el contexto que nos
proporcionan los algebroides de Lie.

Definición 8.24 Se llaman secciones de Liouville a las secciones del fibrado

vectorial (TE(Rk×
k
⊕ E ∗))∗ → Rk×

k
⊕ E ∗ definidas por:

ΘA : Rk×
k
⊕ E ∗ −→ (TE(Rk×

k
⊕ E ∗)) ∗

(t, b ∗q ) 7−→ ΘA
(t,b ∗q )

1 ≤ A ≤ k ,
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en donde ΘA
(t,b ∗q ) es la función definida como sigue:

ΘA
(t,b ∗q ) : (TE(Rk×

k
⊕ E ∗))(t,b ∗q ) −→ R

(aq, v(t,b ∗q )) 7−→ ΘA
(t,b ∗q )(aq, v(t,b ∗q )) = b ∗Aq

(aq) ,
(8.41)

con aq ∈ E, (t, b ∗q ) = (t, b1
∗
q, . . . , bk

∗
q) ∈ Rk×

k
⊕ E ∗ y v(t,b ∗q ) ∈ T(t,b ∗q )(Rk×

k
⊕ E ∗).

A partir de las 1-secciones Θ1, . . . ,Θk se definen las 2-secciones

ΩA : Rk×
k
⊕ E ∗ → (TE(Rk×

k
⊕ E ∗)) ∗ ∧ (TE(Rk×

k
⊕ E ∗)) ∗, 1 ≤ A ≤ k

por
ΩA = −dΘA ,

donde d denota la diferencial exterior dTE(Rk×
k
⊕E ∗) en el algebroide TE(Rk×

k
⊕ E ∗),

véase (8.38).

Reescribiendo el apartado (2) de la Definición 5.2 de la diferencial exterior de

un algebroide de Lie para el algebroide TE(Rk×
k
⊕ E ∗), podemos escribir:

ΩA
L(ξ1, ξ2) = −dΘA(ξ1, ξ2)

= [ρp̃∗(ξ2)](ΘA(ξ1))− [ρp̃∗(ξ1)](ΘA(ξ2)) + ΘA([[ξ1, ξ2]]p̃
∗
) ,

(8.42)

para todo par ξ1, ξ2 ∈ Sec(TE(Rk×
k
⊕ E ∗)) donde (ρp̃∗ , [[·, ·]]p̃∗) denota la estructura

de algebroide de Lie de TE(Rk×
k
⊕ E ∗).

A continuación escribimos las expresiones locales de las secciones ΘA y ΩA.

Consideremos
{YB,Xα, V

β
B}

una base local de secciones de τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

: TE(Rk×
k
⊕ E ∗)→ Rk×

k
⊕ E ∗ y

{YB,Xα, VB
β }

su base dual. Entonces de la definición de ΘA y de (8.35) se obtiene la siguiente
expresión local:

ΘA =
m∑
β=1

yAβ Xβ , 1 ≤ A ≤ k . (8.43)
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Aśı de las expresiones (8.39) y (8.43) se obtiene la expresión local de ΩA, esto es,

ΩA =
∑
β

Xβ ∧ VA
β +

1

2

∑
β,γ,δ

yAδ CδβγX
β ∧ Xγ , 1 ≤ A ≤ k . (8.44)

Observación 8.25 Si consideramos el caso particular E = TQ y ρ = idTQ, entonces

ΩA(X, Y ) = ωA(X, Y ) , 1 ≤ A ≤ k .

donde X, Y son campos de vectores en Rk×(T 1
k )∗Q y ω1, . . . , ωk denotan las 2-formas

canónicas del formalismo k-cosimpléctico estándard)).

8.2.2. Formalismo hamiltoniano.

En esta sección describimos el formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico en alge-
broides de Lie y veremos que el formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico estándar,
véase caṕıtulo 6, es un caso particular del desarrollado aqúı.

A. Ecuaciones de Hamilton en algebroides de Lie.

Consideramos una función H: Rk×
k
⊕ E ∗ → R a la que denominamos función

hamiltoniana.

El siguiente teorema es la versión, en algebroides de Lie, del Teorema 6.13 que
resume la formulación hamiltoniana k-cosimpléctica estándar.

Teorema 8.26 Sea H : Rk×
k
⊕ E∗ → R una función hamiltoniana y

ξ = (ξ1, . . . , ξk) : Rk×
k
⊕ E → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E ∗)

una sección de τ̃ k
Rk×

k
⊕E∗

tal que

YB(ξA) = δBA ,

k∑
A=1

ıξAΩA = dH −
k∑

A=1

∂H

∂tA
YA , (8.45)
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donde recordemos que d denota la diferencial exterior dTE(Rk×
k
⊕E ∗) en el algebroide

de Lie TE(Rk×
k
⊕ E ∗).

Si ψ : Rk → Rk×
k
⊕ E∗, ψ(t) = (t, ψi(t), ψAα (t)) es una sección integral de ξ,

entonces ψ es una solución del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales

∂ψ i

∂tA

∣∣∣
t

= ρiα
∂H

∂yAα

∣∣∣
ψ(t)

,

k∑
A=1

∂ψ A
β

∂tA

∣∣∣
t

= −
(
ρiβ
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

+
k∑

A=1

ψAγ (t)Cγαβ
∂H

∂yAα

∣∣∣
ψ(t)

)
.

(8.46)

Denominaremos a este sistema ecuaciones de Hamilton en algebroides de Lie.

Demostración:

Para obtener las secciones ξ que son solución de las ecuaciones (8.46) procedemos
de modo análogo que en el formalismo Lagrangagiano desarrollado en la sección
8.1.3.

Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk) : Rk×
k
⊕ E ∗ → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E ∗) una sección verificando

las ecuaciones (8.45)

Si cada ξA: Rk×
k
⊕ E ∗ → TE(Rk×

k
⊕ E) se escribe localmente como sigue:

ξA = (ξA)BYB + ξαAXα + (ξA)BαVα
B

entonces teniendo en cuenta esta expresión local y la expresión local (8.44) de ΩA

se verifica:
k∑

A=1

ıξAΩA = ξαAVA
α +

(
yAγ C

γ
βαξ

β
A −

k∑
A=1

(ξA)Aα

)
Xα . (8.47)

Por otra parte, de (8.38) obtenemos:

dH −
k∑

A=1

∂H

∂tA
YA = ρiα

∂H

∂qi
Xα +

∂H

∂yAα
VA
α . (8.48)

De (8.47) y (8.48) obtenemos que ξ es solución de (8.45) si, y sólo si, las funciones
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(ξA)B, ξ
α
A, (ξA)Bα ∈ C∞(Rk×

k
⊕ E ∗) satisfacen las siguientes ecuaciones:

(ξA)B = δAB ,

ξαA =
∂H

∂yAα
,

k∑
A=1

(ξA)Aα = yAγ C
γ
βαξ

β
A − ρiα

∂H

∂qi
.

(8.49)

o equivalentemente

(ξA)B = δAB , ξαA =
∂H

∂yAα
,

k∑
A=1

(ξA)Aα = −
(
ρiα
∂H

∂qi
+

k∑
A=1

C
γ
αβy

A
γ

∂H

∂yAβ

)
. (8.50)

Sea

ψ : Rk → Rk×
k
⊕ E∗

t 7→ ψ(t) = (t, ψi(t), ψAα (t))
,

una sección integral de la sección ξ, esto es, ψ es una sección integral del campo de

k-vectores en Rk×
k
⊕ E∗ asociado a ξ y definido por, (véase la proposición 8.23),

(ρp̃ ∗(ξ1), . . . , ρp̃ ∗(ξk)),

donde

ρp̃ ∗ : TE(Rk×
k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)→ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

denota el ancla del algebroide TE(Rk×
k
⊕ E ∗).

Entonces, por ser ψ sección integral se verifica:

ρiα(ξαA ◦ ψ) =
∂ψi

∂tA
, (ξA)Bβ ◦ ψ =

∂ψBβ
∂tA

. (8.51)

De (8.50) y (8.51) obtenemos que ψ es solución de las ecuaciones

∂ψ i

∂tA

∣∣∣
t

= ρiα
∂H

∂yBα

∣∣∣
ψ(t)

k∑
A=1

∂ψ A
β

∂tA

∣∣∣
t

= −
(
ρiβ
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

+
k∑

A=1

C
γ
αβψ

A
γ (t)

∂H

∂yAα

∣∣∣
ψ(t)

)
.

(8.52)
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B. Caso particular: formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico estándar

Para finalizar esta sección, y de modo análogo a como se hizo en el formalismo
lagrangiano en algebroides de Lie vamos a describir el formalismo hamiltoniano
k-cosimpléctico estándar (descrito en el caṕıtulo 6, sección 6.1.2 ) como un caso
particular de la teoŕıa aqúı desarrollada.

Sea E = TQ, la aplicación ancla ρ es la identidad en TQ, y las constantes de
estructura son C

γ
αβ = 0.

En este caso se tiene:

La variedad Rk×
k
⊕ E∗ se identifica con Rk × (T 1

k )∗Q, TE(Rk×
k
⊕ E ∗) con

T (Rk × T 1
kQ) y (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E ∗) con T 1

k (Rk × (T 1
k )∗Q).

Una sección

ξ = (ξ1, . . . , ξk) : Rk×
k
⊕ E∗ → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E ∗)

se corresponde con un campo de k-vectores ξ = (ξ1, . . . , ξk) en Rk × (T 1
k )∗Q,

esto es, ξ es una sección de

τ kRk×(T 1
k )∗Q : T 1

k (Rk × (T 1
k )∗Q)→ Rk × (T 1

k )∗Q.

Sea f una función en Rk × (T 1
k )∗Q entonces

dTE(Rk×
k
⊕E ∗)(Y ) = df(Y )

donde df denota la diferencial usual y Y es un campo de vectores en la variedad
Rk × (T 1

k )∗Q.

Se verifica que

ΩA(X, Y ) = ωAL (X, Y ), (A = 1, . . . , k) ,

donde ω1, . . . , ωk denota las 2-formas de la estructura k-cosimpléctica en Rk×
(T 1

k )∗Q.

Teniendo en cuenta los cuatro comentarios anteriores la ecuación (8.46) se
escribe en este caso particular como sigue:

dtA(ξB) = δAB ,
k∑

A=1

ıξAω
A = dH −

k∑
A=1

∂H

∂tA
dtA .
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Aśı, del teorema 8.26 y los comentarios anteriores, deducimos el siguiente coro-
lario el cual es un resumen del formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico estándar,
véase la sección 6.1.2

Corolario 8.27 Sea H : Rk × (T 1
k )∗Q → R una función hamiltoniana y ξ =

(ξ1, . . . , ξk) un campo de k-vectores en Rk × (T 1
k )∗Q tal que

dtA(ξB) = δAB ,

k∑
A=1

ıξAω
A = dH −

k∑
A=1

∂H

∂tA
dtA .

Si ψ : Rk → Rk × (T 1
k )∗Q, ψ(t) = (t, ψi(t), ψAi (t)) es una sección integral del

campo de k-vectores ξ, entonces es una solución de las ecuaciones de Hamilton-De
Donder-Weyl (6.6).

�

La relación entre los elementos geométricos del formalismo k-cosimpléctico hamil-
toniano estándar y en algebroides de Lie, que describimos anteriormente, se recoge
de modo esquemático a continuación:

Funciones hamiltonianas.

• Algebroides de Lie:

H : Rk×
k
⊕ E ∗ → R.

• Estándard:

H : Rk × (T 1
k )∗Q→ R.

Secciones de Liouville.

• Algebroides de Lie:

ΩA : Rk×
k
⊕ E∗ → (TE(Rk×

k
⊕ E ∗)) ∗ ∧ (TE(Rk×

k
⊕ E ∗)) ∗ .

• Estándard:

ωA : Rk × (T 1
k )∗Q→ T ∗(Rk × (T 1

k )∗Q) ∧ T ∗(Rk × (T 1
k )∗Q).
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Ecuaciones algebraicas.

• Algebroides de Lie:

YB(ξA) = δBA ,

k∑
A=1

ıξAΩA = dTE(Rk×
k
⊕E ∗)H −

k∑
A=1

∂H

∂tA
YA ,

donde

ξ : Rk×
k
⊕ E ∗ → (TE)1

k(Rk×
k
⊕ E ∗)

es una sección del fibrado (TE)1
k(Rk×

k
⊕ E ∗).

• Estándard:

dtA(ξB) = δAB ,
k∑

A=1

ıξAω
A = dH −

k∑
A=1

∂H

∂tA
dtA .

donde

(ξ1 . . . , ξk) : Rk × (T 1
k )∗Q→ T 1

k (Rk × (T 1
k )∗Q)

es un campo de k-vectores en Rk × (T 1
k )∗Q.

Ecuaciones de campo.

• Algebroides de Lie:

∂ψ i

∂tA

∣∣∣
t

= ρiα
∂H

∂yBα

∣∣∣
ψ(t)

k∑
A=1

∂ψ A
β

∂tA

∣∣∣
t

= −
(
ρiβ
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

+
k∑

A=1

C
γ
αβψ

A
γ (t)

∂H

∂yAα

∣∣∣
ψ(t)

)
.

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

ψ: Rk → Rk×
k
⊕ E ∗

t 7→ ψ(t) = (t, ψi(t), ψAα (t))
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• Estándard:

∂ψ i

∂tA

∣∣∣
t

=
∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

k∑
A=1

∂ψ A
i

∂tA
= −∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

.

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

ψ: Rk → Rk × (T 1
k )∗Q

t 7→ ψ(t) = (t, ψi(t), ψAi (t))

8.3. Equivalencia entre el formalismo lagrangiano

y el hamiltoniano.

En la sección 6.3 del Caṕıtulo 6 de esta memoria recordamos que las formulacio-
nes lagrangiana y hamiltoniana k-cosimplécticas son equivalentes cuando el lagran-
giano L : Rk × T 1

kQ→ R es hiperregular.

De modo análogo, en la sección 5.5 demostramos que se tiene un resultado similar
entre las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana k-simplécticas en algebroides de
Lie.

En esta sección se recoge el resultado análogo en el contexto k-cosimpléctico en
algebroides de Lie.

Sea L : Rk×
k
⊕ E → R un lagrangiano.

Definición 8.28 La transformación de Legendre asociada a L es la aplicación

Leg : Rk×
k
⊕ E → Rk×

k
⊕ E ∗

definida por

Leg(t, a1q , . . . , akq) =
(
t, [Leg(a1q , . . . , akq)]1, . . . , [Leg(a1q , . . . , akq)]k

)
donde

[Leg(a1q , . . . , akq)]A(uq) =
d

ds
L(t, a1q , . . . , aAq + suq, . . . , akq)

∣∣∣
s=0

,

siendo uq ∈ Eq.
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La expresión local de la aplicación Leg es

Leg(tA, qi, yαA) = (tA, qi,
∂L

∂yαA
) .

A partir de esta expresión local es sencillo probar que el lagrangiano L es regular
si, y sólo si, Leg es un difeomorfismo local.

Observación 8.29 Cuando se considera el algebroide de Lie E = TQ la transfor-
mación de Legendre definida arriba coincide con la transformación de Legendre del
formalismo k-cosimpléctico, véase la definición 6.18.

La transformación de Legendre induce una aplicación

TE Leg : TE(Rk×
k
⊕ E)→ TE(Rk×

k
⊕ E ∗) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E ∗)

definida por

TE Leg(aq, v(t,bq)) =
(

aq, (Leg)∗(t, bq)(v(t,bq))
)
,

donde aq ∈ Eq, (t, bq) ∈ Rk×
k
⊕ E y

(aq, v(t,bq)) ∈ TE(Rk×
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (Rk×

k
⊕ E).

Teorema 8.30 El par (TE Leg, Leg) es un morfismo de algebroides de Lie,

TE(Rk×
k
⊕ E)

TE Leg //

τ̃
Rk×

k
⊕E

��

TE(Rk×
k
⊕ E ∗)

τ̃
Rk×

k
⊕E ∗

��

Rk×
k
⊕ E Leg

// Rk×
k
⊕ E ∗

entre (TE(Rk×
k
⊕ E), ρp̃Q , [[·, ·]]p̃Q) y (TE(Rk×

k
⊕ E∗), ρp̃ ∗Q , [[·, ·]]p̃ ∗Q).

Además si ΘA
L y ΩA

L (respectivamente, ΘA y ΩA) son las secciones lagrangia-

nas asociadas a una función lagrangiana L: Rk×
k
⊕ E → R (respectivamente, las

secciones de Liouville en TE(
k
⊕ E∗)), entonces

(TE Leg, Leg)∗ΘA = ΘA
L , (TE Leg, Leg)∗ΩA = ΩA

L , 1 ≤ A ≤ k . (8.53)
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Demostración:

Es análoga a la demostración del Teorema 8.30.

�

Observación 8.31 En el caso E = TQ y ρ = idTQ la afirmación de este teorema
se corresponde con la relación entre las formas lagrangianas y hamiltonianas del
formalismo k-simpléctico estándar, véase el caṕıtulo 6 de esta memoria.

�

Si la transformación de Legendre Leg es un difeomorfismo global diremos que
el lagrangiano es hiperregular. En este caso ambos formalismos, el lagrangiano y el
hamiltoniano, son equivalentes.

Cuando el lagrangiano L es hiperregular, existe un hamiltoniano H definido por

H = EL ◦ (Leg)−1,

donde EL es la función enerǵıa asociada a L definida en (8.26) y (Leg)−1 es la inversa
de la transformación de Legendre.

Rk×
k
⊕ E ∗

Leg−1

//

H

&&MMMMMMMM Rk×
k
⊕ E

EL

��
R

Lema 8.32 Si el lagrangiano L es hiperregular, entonces TE Leg es un difeomorfis-
mo.

Demostración:

Esta demostración es análoga a la demostración del Lema 5.53

�
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Mediante un cálculo similar al desarrollado en la demostración del Teorema 5.54
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 8.33 Sea L un lagrangiano hiperregular. Existe una correspondencia bi-

yectiva entre el conjunto del aplicaciones η : Rk → Rk×
k
⊕ E tal que η es una sección

integral de una sección solución ξL del las ecuaciones de Euler-Lagrange (8.28) y el

conjunto de aplicaciones ψ : Rk → Rk×
k
⊕ E ∗ que son secciones integrales de alguna

solución ξH de las ecuaciones hamiltonianas (8.46).

Demostración:

Es análoga a la demostración del Teorema 5.54 teniendo en cuenta la relación
entre ξL = (ξ1

L, . . . , ξ
k
L) y ξH = (ξ1

H , . . . , ξ
k
H) dada por:

ξAH ◦ Leg = TE Leg ◦ ξAL , A = 1, . . . , k .

�





Apéndice A

Simetŕıas y leyes de conservación

En este apéndice se desarrollan las demostraciones completas de algunas propo-
siciones del caṕıtulo 2. El motivo de incluirlas en este apéndice y no en el caṕıtulo
es por ser demasiado extensas y por ello dificultar la lectura del correspondiente
caṕıtulo de la memoria aqúı presentada.

A. Caso hamiltoniano.

La siguiente proposición se corresponde con la Proposición 2.7 del caṕıtulo 2.

Proposición Sea Φ: (T 1
k )∗Q→ (T 1

k )∗Q un difeomorfismo. Si

Φ∗ωA = ωA , 1 ≤ A ≤ k y Φ∗H = H (salvo constantes).

entonces Φ es una simetŕıa del sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T 1
k )∗Q,ωA, H).

Demostración:

Tenemos que probar que, si ψ:U0 ⊂ Rk → (T 1
k )∗Q es una solución de las ecua-

ciones de Hamilton-de Donder-Weyl (1.13), entonces Φ ◦ψ es también una solución,
esto es,

(a)
∂H

∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

= −
k∑

A=1

∂(pAi ◦ Φ ◦ ψ)

∂tA

∣∣∣
t

, (b)
∂H

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

=
∂(qi ◦ Φ ◦ ψ)

∂tA

∣∣∣
t
.

Considerando un sistema local de coordenadas podemos escribir el difeomorfismo
Φ: (T 1

k )∗Q→ (T 1
k )∗Q como sigue:

Φ(qj, pBj ) = (Φi(qj, pBj ),ΦA
i (qj, pBj ))

353
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y por tanto la hipótesis Φ∗H = H se escribe localmente del siguiente modo:

H(qj, pBj ) = (H ◦ Φ)(qj, pBj ) = H(Φi(qj, pBj ),ΦA
i (qj, pBj )) .

de donde se obtienen las identidades

∂H

∂qj

∣∣∣
w

=
∂H

∂qi

∣∣∣
Φ(w)

∂Φi

∂qj

∣∣∣
w

+
∂H

∂pAi

∣∣∣
Φ(w)

∂ΦA
i

∂qj

∣∣∣
w

(A.1)

∂H

∂pAj

∣∣∣
w

=
∂H

∂qi

∣∣∣
Φ(w)

∂Φi

∂pAj

∣∣∣
w

+
∂H

∂pBi

∣∣∣
Φ(w)

∂ΦB
i

∂pAj

∣∣∣
w

(A.2)

para todo w ∈ (T 1
k )∗Q.

En segundo lugar, de la hipótesis Φ∗ωA = ωA, 1 ≤ A ≤ k deducimos

0 =
∂Φi

∂qj

∣∣∣
w

∂ΦA
i

∂qk

∣∣∣
w

(A.3)

0 =
∂Φi

∂pBj

∣∣∣
w

∂ΦA
i

∂pCk

∣∣∣
w
, 1 ≤ A ≤ k (A.4)

δkj δ
A
C =

∂Φi

∂qj

∣∣∣
w

∂ΦA
i

∂pCk

∣∣∣
w
− ∂Φi

∂pCk

∣∣∣
w

∂ΦA
i

∂qj

∣∣∣
w
. (A.5)

Además, al ser Φ un difeomorfismo, Φ ◦Φ−1 = id(T 1
k )∗Q. Aplicando la regla de la

cadena obtenemos:

δik =
∂(Φ ◦ Φ−1)i

∂qk

∣∣∣
w

=
∂Φi

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)j

∂qk

∣∣∣
w

+
∂Φi

∂pAj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)Aj
∂qk

∣∣∣
w

(A.6)

0 =
∂(Φ ◦ Φ−1)i

∂pBk

∣∣∣
w

=
∂Φi

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)j

∂pBk

∣∣∣
w

+
∂Φi

∂pAj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)Aj
∂pBk

∣∣∣
w

(A.7)

0 =
∂(Φ ◦ Φ−1)Ai

∂qj

∣∣∣
w

=
∂ΦA

i

∂qk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)k

∂qj

∣∣∣
w

+
∂ΦA

i

∂pBk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)Bk
∂qj

∣∣∣
w

(A.8)

δij δ
A
C =

∂(Φ ◦ Φ−1)Ai
∂pCj

∣∣∣
w

=
∂ΦA

i

∂qk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)k

∂pCj

∣∣∣
w

+
∂ΦA

i

∂pBk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)Bk
∂pCj

∣∣∣
w
.(A.9)

De las ecuaciones (A.4), (A.5), (A.6) y (A.8) se obtiene

∂ΦA
s

∂pCk

∣∣∣
Φ−1(w)

= δAC
∂(Φ−1)k

∂qs

∣∣∣
w
, (A.10)
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de (A.4), (A.5), (A.8) y (A.9) obtenemos

δAD
∂Φs

∂pCk

∣∣∣
Φ−1(w)

= − δAC
∂(Φ−1)k

∂pDs

∣∣∣
w
, (A.11)

de (A.3), (A.5), (A.6) y (A.8) se sigue que

∂ΦA
s

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

= −
∂(Φ−1)Aj
∂qs

∣∣∣
w
, (A.12)

y de (A.3), (A.5), (A.7) y (A.9) deducimos

∂Φs

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

= δAB
∂(Φ−1)Aj
∂pBs

∣∣∣
w
. (A.13)

Para finalizar vamos a comprobar que las identidades (a) y (b) se verifican:

k∑
A=1

∂(Φ ◦ ψ)Ai
∂tA

∣∣∣
t

=
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂ψj

∂tA

∣∣∣
t

+
∂ΦA

i

∂pBj

∣∣∣
ψ(t)

∂ψBj
∂tA

∣∣∣
t

=
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂ψj

∂tA

∣∣∣
t

+
k∑

A=1

δAB
∂(Φ−1)j

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

∂ψBj
∂tA

∣∣∣
t

=
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂H

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)
− ∂(Φ−1)j

∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂H

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

{
∂H

∂qk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂Φk

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)

+
∂H

∂pBk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ΦB
k

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)

}
− ∂(Φ−1)j

∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂H

∂qk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂Φk

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

+
∂H

∂pBk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ΦB
k

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

}
=

∂H

∂qk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂Φk

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)
− ∂(Φ−1)j

∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂Φk

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

}
+

∂H

∂pBk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂ΦB
k

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)
− ∂(Φ−1)j

∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ΦB
k

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

}
=

∂H

∂qk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂Φk

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)
− δki +

∂Φk

∂pBl

∣∣∣
ψ(t)

∂(Φ−1)Bl
∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

}

+
∂H

∂pBk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂ΦB
k

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)

+
∂ΦB

k

∂pCj

∣∣∣
ψ(t)

∂(Φ−1)Cj
∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

}

=
∂H

∂qk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂Φk

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)
− δki −

∂Φk

∂pBl

∣∣∣
ψ(t)

∂ΦB
i

∂ql

∣∣∣
ψ(t)

}
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+
∂H

∂pBk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂ΦA

i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

∂ΦB
k

∂pAj

∣∣∣
ψ(t)
− ∂ΦB

k

∂pCj

∣∣∣
ψ(t)

∂ΦC
i

∂qj

∣∣∣
ψ(t)

}
= −δki

∂H

∂qk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

+ 0
∂H

∂pBk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

= − ∂H

∂qi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

.

Aśı hemos probado que el primer grupo de las ecuaciones de Hamilton-de Donder-
Weyl se verifica. Comprobemos ahora que el segundo grupo también se verifica.

∂(Φ ◦ ψ)i

∂tA

∣∣∣
t

=
k∑

B=1

δBA
∂(Φ ◦ ψ)i

∂tB

∣∣∣
t

=
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂ψk

∂tA

∣∣∣
t

+
k∑

B=1

δBA
∂Φi

∂pCk

∣∣∣
ψ(t)

∂ψCk
∂tB

∣∣∣
t

=
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂ψk

∂tA

∣∣∣
t
−

k∑
B=1

δBC
∂(Φ−1)k

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ψCk
∂tB

∣∣∣
t

=
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂ψk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂(Φ−1)k

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

k∑
B=1

∂ψBk
∂tB

∣∣∣
t

=
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)

+
∂(Φ−1)k

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂H

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

=
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

{
∂H

∂qj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂Φj

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ΦB
j

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)

}

+
∂(Φ−1)k

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂H

∂qj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂Φj

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ΦB
j

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

}

=
∂H

∂qj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂Φj

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)

+
∂(Φ−1)k

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂Φj

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

}
+

∂H

∂pBj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂ΦB
j

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)

+
∂(Φ−1)k

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ΦB
j

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

}

=
∂H

∂qj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂Φj

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)
− ∂(Φ−1)Bl

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂Φj

∂pBl

∣∣∣
ψ(t)

}
+

∂H

∂pBj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂ΦB
j

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)

+ δji δ
B
A −

∂(Φ−1)Cl
∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ΦB
j

∂pCl

∣∣∣
ψ(t)

}

=
∂H

∂qj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂Φj

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)
− δBA

∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂Φj

∂pBk

∣∣∣
ψ(t)

}
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+
∂H

∂pBj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

{
∂Φi

∂qk

∣∣∣
ψ(t)

∂ΦB
j

∂pAk

∣∣∣
ψ(t)

+ δji δ
A
B − δAC

∂Φi

∂qk

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

∂ΦB
j

∂pCk

∣∣∣
ψ(t)

}

= 0
∂H

∂qj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

+ δji δ
A
B

∂H

∂pBj

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

=
∂H

∂pAi

∣∣∣
(Φ◦ψ)(t)

,

verificándose aśı la identidad (b).

�

B. Caso lagrangiano.

El resultado que vamos a demostrar a continuación se corresponde con la Pro-
posición 2.20 del Caṕıtulo 2.

Proposición Sea L : T 1
kQ → R una función lagrangiana regular y Φ:T 1

kQ → T 1
kQ

un difeomorfismo. Si Φ verifica

Φ∗ωAL = ωAL , 1 ≤ A ≤ k y Φ∗EL = EL (salvo constantes),

entonces Φ es una simetŕıa del sistema k-simpléctico lagrangiano (T 1
kQ,ω

A
L , EL).

Demostración:

Tenemos que probar:

Si φ :U0 ⊂ Rk → Q es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1.44), entonces Φ ◦ φ(1) = ϕ(1) siendo ϕ : Rk → T 1

kQ también una
solución de (1.44).

Sin embargo, lo que vamos a probar aqúı, teniendo en cuenta que L es regular,
es la siguiente afirmación equivalente a la anterior:

FL ◦ Φ ◦ φ(1):U0 ⊂ Rk → (T 1
k )∗Q es una solución de las ecuaciones de

Hamilton-de Donder-Weyl (1.13); esto es

(a)
∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

=
∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))i

∂tA

∣∣∣
t

(b)
∂H

∂qi

∣∣∣
(FL◦Φ ◦φ(1))(t)

= −
k∑

A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t
,

(A.14)

donde el hamiltoniano es H = EL ◦ FL−1.
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En primer lugar consideremos un sistema local de coordenadas en el que el di-
feomorfismo Φ : T 1

kQ→ T 1
kQ lo escribimos como sigue

Φ(qj, vjB) = (Φi(qj, vjB),Φi
A(qj, vjB)) .

De la hipótesis Φ∗ωAL = ωAL deducimos:

∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
w

=

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂qj

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂qj

∣∣∣
w

)
∂Φl

∂qi

∣∣∣
w

(A.15)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
w

=

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂vjB

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂vjB

∣∣∣
w

)
∂Φl

∂qi

∣∣∣
w

(A.16)

−
(

∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂qi

∣∣∣
w

)
∂Φl

∂vjB

∣∣∣
w

0 =

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂vjB

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂vjB

∣∣∣
w

)
∂Φl

∂vmD
(A.17)

donde w ∈ T 1
kQ es un punto arbitrario.

La segunda hipótesis EL = Φ∗EL es equivalente a FL∗H = (FL ◦ Φ)∗H con
H = EL ◦ FL−1. En efecto,

FL∗H(qj, vjB) = EL(qj, vjB) = Φ∗EL(qj, vjB) = Φ∗(FL∗H)(qj, vjB) = (FL◦Φ)∗H(qj, vjB)

Por lo tanto tenemos:

∂(FL∗H)

∂qi

∣∣∣
w

=
∂(FL ◦ Φ)∗H

∂qi

∣∣∣
w

and
∂(FL∗H)

∂viA

∣∣∣
w

=
∂(FL ◦ Φ)∗H

∂viA

∣∣∣
w
.

Teniendo en cuenta la expresión local de la transformación de Legendre, (1.34),
se obtiene que la identidad anterior equivalen a las dos identidades siguientes:

∂H

∂qi

∣∣∣
FL(w)

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
FL(w)

∂2L

∂qi∂vjB

∣∣∣
w

=
∂H

∂qj

∣∣∣
(FL◦Φ)(w)

∂Φj

∂qi

∣∣∣
w

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
(FL◦Φ)(w)

(
∂2L

∂qk∂vjB

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkA∂v
j
B

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
A

∂qi

∣∣∣
w

)
,

(A.18)

y

∂H

∂pBj

∣∣∣
FL(w)

∂2L

∂viA∂v
j
B

∣∣∣
w

=
∂H

∂qj

∣∣∣
(FL◦Φ)(w)

∂Φj

∂viA

∣∣∣
w

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
(FL◦Φ)(w)

(
∂2L

∂qk∂vjB

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk

∂viA

∣∣∣
w

+
∂2L

∂vkC∂v
j
B

∣∣∣
Φ(w)

∂Φk
C

∂viA

∣∣∣
w
.

) (A.19)
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Por otra parte, puesto que Φ es un difeomorfismo se verifica Φ ◦ Φ−1 = idT 1
kQ

.
Aplicando la regla de la cadena sobre esta identidad se obtiene:

δik =
∂(Φ ◦ Φ−1)i

∂qk

∣∣∣
w

=
∂Φi

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)j

∂qk

∣∣∣
w

+
∂Φi

∂vjA

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)jA
∂qk

∣∣∣
w

(A.20)

0 =
∂(Φ ◦ Φ−1)i

∂vkB

∣∣∣
w

=
∂Φi

∂qj

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)j

∂vkB

∣∣∣
w

+
∂Φi

∂vjA

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)jA
∂vkB

∣∣∣
w

(A.21)

0 =
∂(Φ ◦ Φ−1)iA

∂qj

∣∣∣
w

=
∂Φi

A

∂qk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)k

∂qj

∣∣∣
w

+
∂Φi

A

∂vkB

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)kB
∂qj

∣∣∣
w

(A.22)

δij δ
A
C =

∂(Φ ◦ Φ−1)iA
∂vjC

∣∣∣
w

=
∂Φi

A

∂qk

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)k

∂vjC

∣∣∣
w

+
∂Φi

A

∂vkB

∣∣∣
Φ−1(w)

∂(Φ−1)kB
∂vjC

∣∣∣
w
. (A.23)

Sea φ :U0 ⊂ Rk → Q una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por el
Teorema 1.51 sabemos que FL ◦ φ(1):U0 ⊂ Rk → (T 1

k )∗Q es una solución de las
ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl (1.15), esto es,

∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

=
∂(FL ◦ φ(1))i

∂tA

∣∣∣
t

=
∂FLi

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+
∂FLi

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

=
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
,

(A.24)

y

∂H

∂qi

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

= −
k∑

A=1

∂(FL ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t

= −
(

∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

)
.

(A.25)

Antes de continuar la demostración, con la finalidad de simplificar las expresio-
nes, introducimos la siguiente notación:

Φ(t) := (Φ ◦ φ(1))(t) .

En este momento estamos en condiciones de comprobar (a) de (A.14).
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De (A.15), (A.16), (A.18), (A.24) y (A.25) obtenemos

0 = −∂H
∂qi

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pBj

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

∂2L

∂qi∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

(
∂2L

∂qk∂vjB

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkA∂v
j
B

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
A

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=

∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
− ∂φj

∂tA

∣∣∣
t

∂2L

∂qi∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

(
∂2L

∂qk∂vjB

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkA∂v
j
B

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
A

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φl

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φl

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

−
(

∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

− ∂φj

∂tA

∣∣∣
t

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+

+
∂H

∂pBj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

(
∂2L

∂qk∂vjB

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkA∂v
j
B

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
A

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φl

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φl

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

+

(
∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

)
(
∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

− ∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
)
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A continuación multiplicamos la expresión anterior por la matriz
∂(Φ−1)i

∂vsD

∣∣∣
Φ(t)

y

aśı de (A.20) y (A.21) obtenemos

0 = {−
(

∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φl

∂viE

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

−
(

∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φl

∂viE

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t

−
(

∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂viE

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂viE

∣∣∣
φ(1)(t)

)
(
∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

− ∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
)

− ∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂viE

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)iE
∂vsD

∣∣∣
Φ(φ(1)(t))

+ δks δ
C
D

∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

(
∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

− ∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
)

= { ∂2L

∂viE∂v
j
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

−
(

∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk

∂viE

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φk
C

∂viE

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

− ∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂viE

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)iE
∂vsD

∣∣∣
Φ(φ(1)(t))

+
∂2L

∂vsD∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

(
∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

− ∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
)

= 0
∂(Φ−1)iE
∂vsD

∣∣∣
Φ(φ(1)(t))

+
∂2L

∂vsD∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

(
∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

− ∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
)

=
∂2L

∂vsD∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

(
∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

− ∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
)

donde comparando el primer y el último término de la cadena de igualdades ante-
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riores obtenemos

0 =
∂2L

∂vsD∂v
l
A

∣∣∣
Φ(t)

(
∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

− ∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t
− ∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
)

y puesto que L es regular, de la identidad anterior deducimos

∂H

∂pAl

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

=
∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+
∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
. (A.26)

Por otra parte se tiene la identidad

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))l

∂tA

∣∣∣
t

=
∂Φl

∂qj

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φj

∂tA

∣∣∣
t

+
∂Φl

∂vjB

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φj

∂tA∂tB

∣∣∣
t
, (A.27)

y de (A.26) y (A.27) obtenemos la identidad (a) de las ecuaciones de Hamilton-de
Donder-Weyl (A.14). Nos falta probar (b) en (A.14).

A continuación veremos que comprobar (b) es equivalente a probar que se cumple
la siguiente identidad:

0 = {
k∑

A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

− (
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

)(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

) +
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
.

(A.28)
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En efecto, consideramos la siguiente cadena de igualdades,

k∑
A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t

=
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φj

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t

+
∂Φj

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tB

∣∣∣
t

)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φj

B

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t

+
∂Φj

B

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tB

∣∣∣
t

)

=

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

+

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂2φk

∂tA∂tB

∣∣∣
t
.

y multiplicando esta última expresión por
∂Φi

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

llegamos a

k∑
A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t

∂Φi

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

=

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φi

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

=

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
D

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂2L

∂vlD∂v
k
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

=

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

)
(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)− ∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

.

Multiplicando esta última identidad por
∂(Φ−1)lD
∂qm

∣∣∣
Φ(t)

, de (A.20) y (A.22) dedu-
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cimos
k∑

A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))mA
∂tA

∣∣∣
t
−

k∑
A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

= {−

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

)
(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

) +
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
− ∂H

∂qm

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

Finalmente, a partir de la última igualdad se observa que comprobar (b) es
equivalente a probar

0 = {
k∑

A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

−

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

)
(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

) +
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
Para finalizar demostraremos la igualdad anterior.

{
k∑

A=1

∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))iA
∂tA

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

−

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

)
(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

) +
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂H

∂pAk

∣∣∣
FL(φ(1)(t))

− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
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= {

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂φk

∂tA

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

+

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂2φk

∂tA∂tB

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

−

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t

+

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)

+
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
= { ∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t

+

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂2φk

∂tA∂tB

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

− ∂2L

∂ql∂vkA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t

+

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

+
∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)

+
∂H

∂qj

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
= { ∂2L

∂qk∂vlA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t

+

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂2φk

∂tA∂tC

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

− ∂2L

∂ql∂vkA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂ql

∣∣∣
FL◦φ(1)(t)

+
∂H

∂pAi

∣∣∣
FL◦φ(1)(t)

∂2L

∂ql∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
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= {− ∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tC

∣∣∣
t

+

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂2φk

∂tA∂tC

∣∣∣
t

∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

− ∂2L

∂ql∂vkA

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t

+
∂φi

∂tA

∣∣∣
t

∂2L

∂ql∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

}∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
= {

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φi

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

− ∂2L

∂vkC∂v
l
A

∣∣∣
φ(1)(t)

} ∂2φk

∂tA∂tC

∣∣∣
t

∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
=

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂ql

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φi

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tC

∣∣∣
t

∂(Φ−1)l

∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
= −

(
∂2L

∂qj∂viA

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2L

∂vjB∂v
i
A

∣∣∣
Φ(t)

∂Φj
B

∂vlD

∣∣∣
φ(1)(t)

)
∂Φi

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tC

∣∣∣
t

∂(Φ−1)lD
∂qm

∣∣∣
Φ(t)

+
∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tC

∣∣∣
t

+
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
=

∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂Φi

∂vkC

∣∣∣
φ(1)(t)

∂2φk

∂tA∂tC

∣∣∣
t

+
∂Φi

∂qk

∣∣∣
φ(1)(t)

∂φk

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
=

∂2L

∂qm∂viA

∣∣∣
Φ(t)

(
∂(FL ◦ Φ ◦ φ(1))i

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
FL(Φ(φ(1)(t)))

)
= 0

donde hemos usado que el primer grupo de las ecuaciones de Hamilton-de Donder-
Weyl se verifica.

De este modo hemos comprobado que la identidad (b) de (A.14) también se
cumple finalizando aśı esta demostración. �



Apéndice B

Espacios vectoriales k-simplécticos

En este apéndice se recogen algunos resultados relativos a espacios vectoriales
k-simpléctico y a algunos subespacios de especial interés. La mayor parte de los
contenidos de esta sección pueden encontrarse en Awane [7].

Sea U un espacio vectorial de dimension n(k + 1), V un subespacio de U de
codimensión n y ω1, . . . , ωk, k 2-formas en U . Para cada A (A = 1, . . . , k), ker ωA

denota el subespacio asociado a ωA definido por

ker ωA = {u ∈ U/ωA(u, v) = 0 ∀ v ∈ U} .

Definición B.1 (ω1, . . . , ωk;V ) es una estructura k-simpléctica en U si

ωA|V×V = 0 ,
k⋂

A=1

ker ωA = 0 .

Decimos que (U, ω1, . . . , ωk;V ) es un espacio vectorial k-simpléctico.

Sea W un subespacio lineal de U . El ortogonal k-simpléctico de W es el subes-
pacio lineal de U definido por

W⊥ = {u ∈ U/ ωA(u,w) = 0 para todo w ∈ W,A = 1, . . . , k} .

Proposición B.2 El ortogonal k-simpléctico verifica
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(1) A ⊂ B ⇒ B⊥ ⊂ A⊥.

(2) W ⊂ (W⊥)⊥.

Observación B.3 A diferencia de lo que ocurre en los espacios vectoriales simpléc-
tico, en nuestro contexto

dimW + dimW⊥ 6= dimU.

En efecto, consideremos por ejemplo el espacio vectores real R3 dotado de la
estructura 2-simpléctica definida por:

ω1 = e1 ∧ e3 ω2 = e2 ∧ e3 V = ker e3

donde {e1, e2, e3} es la base dual de la base canónica {e1, e2, e3} de U = R3. Consi-
deramos W = generan {e3}, el ortogonal 2-simpléctico de W es W⊥ = span{e3}. En
este caso, dimW + dimW⊥ = 2 6= dim R3.

�

Generalizando las correspondientes nociones de la geometŕıa simpléctica vamos
a considerar los siguientes tipos especiales de subespacios vectoriales de un espacio
vectorial k-simpléctico.

Definición B.4 Sea (U, ω1, . . . , ωk;V ) un espacio vectorial k-simpléctico y W un
subespacio lineal de U .

W se dice isotrópico si W ⊂ W⊥.

W es coisotrópico si W⊥ ⊂ W .

W es lagrangiano si W = W⊥.

W es k-simpléctica si W ∩W⊥ = 0.

Proposición B.5 Para cada subespacio vectorial W de U las siguientes propiedades
son equivalentes:

(1) W es un subespacio isotrópico.
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(2) ωA(u, v) = 0 (A = 1, . . . , k) para todo u, v ∈ W .

Demostración:

Supongamos que W es isotrópico, esto es W ⊂ W⊥.

Entonces si u, v ∈ W se verifica ωA(u, v) = 0 puesto que u ∈ W⊥.

Rećıprocamente, para cada par de elementos u, v ∈ W se verifica (por hipótesis)
ωA(u, v) = 0 (A = 1, . . . , k). Entonces fijado u ∈ W se tiene que

ωA(u, v) = 0 (A = 1, . . . , k) para cada v ∈ W,

esto es, u ∈ W⊥. Por lo tanto obtenemos que W ⊂ W⊥, es decir, W es isotrópico.

�

Además de los contenidos que aparecen recogidos en Awane [7], demostraremos,
en esta memoria, el siguiente resultado que nos permite establecer una caracteriza-
ción de los subespacios vectoriales k-simplécticos.

Proposición B.6 Sea (U, ω1, . . . , ωk;V ) un espacio vectorial k-simpléctico y W un
subespacio lineal de U . W es un subespacio k-simpléctico si, y sólo si, W con la res-
tricción de la estructura k-simpléctica de U a W es un espacio vectorial k-simplécti-
co.

Demostración:

Supongamos que W es un subespacio k-simpléctico de (U, ω1, . . . , ωk;V ), esto es,
W ∩W⊥ = {0}.

Consideremos la restricción ωAW a W de las 2-formas ωA, a continuación proba-
remos que (W,ω1

W , . . . , ω
k
W , V ∩W ) es un espacio vectorial k-simpléctico.

Dado u, v ∈ V ∩W se obtiene

ωAW (u, v) = ωA|V×V (u, v) = 0, (A = 1, . . . , k).

Por otro lado, si u ∈ ∩ kerωAW entonces ωA(u, v) = 0, (A = 1, . . . , k) para
todo v ∈ W , entonces u ∈ W⊥. Aśı, puesto que u ∈ W ∩W⊥ = {0} deducimos
∩ kerωAW = {0}.
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Rećıprocamente, supongamos ahora que (W,ω1
W , . . . , ω

k
W , V ∩W ) es un espacio

vectorial k-simpléctico y probemos que W ∩W⊥ = {0}.

Si u ∈ W ∩W⊥ entonces u ∈ W⊥, esto es ωA(u, v) = 0 (A = 1, . . . , k) para todo
v ∈ W . Puesto que u ∈ W se obtiene que u ∈ ∩ kerωAW = {0} y por tanto u = 0.

�

Observemos que si (M,ω1, . . . , ωk, V ) es una variedad k-simpléctica, entonces
para cada x ∈M , se tiene que (ω1

x, . . . , ω
k
x, Vx) es una estructura k-simpléctica en el

espacio vectorial TxM .



Apéndice C

Índice de śımbolos

En este apéndice se recoge la notación que hemos ido empleando a lo largo de la
memoria.

πQ : T ∗Q→ Q Fibrado cotangente.

πkQ : (T 1
k )∗Q→ Q Fibrado de k1-covelocidades.

(qi)i=1,...,n Coordenadas en Q.

(qi, pi)i=1,...,n Coordenadas en T ∗Q.

(qi, pAi )i=1,...,n;A=1...,k Coordenadas en (T 1
k )∗Q.

π̂A : Rk → R Proyección A-ésima.

πk,AQ : (T 1
k )∗Q→ T ∗Q

θ ∈ Ω1(T ∗Q) 1-forma de Liouville en T ∗Q.

ω ∈ Ω2(T ∗Q) Forma simpléctica canónica en T ∗Q.

θA ∈ Ω1((T 1
k )∗Q); 1 ≤ A ≤ k 1-formas canónicas en (T 1

k )∗Q.

ωA ∈ Ω2((T 1
k )∗Q); 1 ≤ A ≤ k 2-formas canónicas en (T 1

k )∗Q.

T ∗f : T ∗N → T ∗M
Aplicación cotangente inducida por una apli-
cación f : M → N .

(T 1
k )∗f : (T 1

k )∗N → (T 1
k )∗M

Levantamiento canónico de f : M → N a los
fibrados de k1-covelocidades.

ZC∗ Levantamiento completo de Z ∈ X(Q) a
(T 1

k )∗Q.
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τQ : TQ→ Q Fibrado tangente.

τ kQ : T 1
kQ→ Q Fibrado tangente de k1-velocidades.

τ k,AQ : T 1
kQ→ TQ

φ(1) : Rk → T 1
kQ Primera prolongación de φ : Rk → Q a T 1

kQ.

C∞C (Rk, (T 1
k )∗Q)

Aplicaciones Rk → (T 1
k )∗Q de clase C∞ con

soporte compacto.

H : M → R Función hamiltoniana.

H: C∞C (Rk, (T 1
k )∗Q)→ R Acción hamiltoniana k-simpléctica.

dkt Forma de volumen en Rk.

dk−1tA = ı ∂

∂tA

dkt

Xk
H(M) Campos de k-vectores hamiltonianos en M .

(qi, viA)i=1,...,n;A=1...,k Coordenadas en T 1
kQ.

XVA
Levantamiento vertical A-ésimo de campos
de vectores de Q a T 1

kQ.

{J1, . . . , Jk} Estructura k-tangente canónica en T 1
kQ.

∆ Campo de Liouville en T 1
kQ.

∆1, . . . ,∆k Campos de vectores canónicos en T 1
kQ.

T 1
k f : T 1

kM → T 1
kN

Levantamiento canónico de f : M → N a los
fibrados de k1-velocidades.

ZC Levantamiento completo de campos de vec-
tores de Q a T 1

kQ.

L : M → R Función lagrangiana definida en M .

θAL , ω
A
L Formas lagrangianas.

FL : T 1
kQ→ (T 1

k )∗Q Transformación de Legendre k-simpléctica.

C∞C (Rk, Q) Aplicaciones Rk → Q con soporte compacto.

J : C∞(Rk, Q)→ R Acción lagrangiana k-simpléctica.

EL Función enerǵıa lagrangiana.

Xk
L(T 1

kQ)
Conjunto de campos de k-vectores lagrangia-
nos.

dTg : T 1
kQ→ R Operador de Tulczjew actuando sobre una

aplicación g : Q→ Rk.

α̂ : T 1
kQ→ R Función asociada a las 1-formas α1, . . . , αk.
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M ⊂ T 1
kQ Subvariedad de ligaduras.

F Fibrado de las formas de ligadura.

S =< Z1, . . . , Zk > Distribución de ligaduras.

TM(T 1
kQ) Restricción a M de T (T 1

kQ).

P :TM(T 1
kQ)→ TM Proyector no-holonómico.

Q:TM(T 1
kQ)→ S Operador complementario a P .

(T 1
k )M(T 1

kQ) Restricción a M de T 1
k (T 1

kQ).

P: (T 1
k )M(T 1

kQ)→ T 1
kM Operador proyección.

Q: (T 1
k )M(T 1

kQ)→ S Operador complementario a P.

g Álgebra de Lie de un grupo de Lie G.

ξQ
Campo de vectores fundamental asociado
a ξ ∈ g.

(Jnh)A : M→ (Sec(gF ))∗
Componente A-ésima de la aplicación mo-
mento no-holonómica.

D0 Anulador de la distribución D.

W⊥ Ortogonal k-simpléctico del subespacio W
de un espacio vectorial k-simpléctico.

0 → T 1
kQ ×Q T 1

kQ
i→ T (T 1

kQ)
j→

T 1
kQ×Q TQ→ 0

Sucesión exacta construida a partir de τ kQ.

H:T 1
kQ×Q TQ→ T (T 1

kQ) Aplicación horizontal.

V:T (T 1
kQ)→ T 1

kQ×Q T 1
kQ Retracción asociada a H.

h:T (T 1
kQ)→ H(T 1

kQ) Proyector horizontal.

v:T (T 1
kQ)→ V (T 1

kQ) Proyector vertical.

LQ Fibrado de las referencias lineales sobre Q.

(E, [[·, ·]]E, ρ) Algebroide de Lie.

τ : E → Q Proyección asociada al algebroide E.

Sec(E) Conjunto de secciones de τ .

ρ : E → TQ Ancla del algebroide E.

ρ : Sec(E)→ X(Q) Ancla del algebroide E.

ρiα, Cαβγ Funciones de estructura.

[[·, ·]]E : Sec(E)× Sec(E)→ Sec(E) Corchete de Lie en E
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τ ∗ : E∗ → Q fibrado dual de E

dE : Sec(
∧lE∗)→ Sec(

∧l+1E∗) Diferencial exterior en E

π : P → Q Fibrado vectorial

Tπ : TP → TQ Aplicación tangente asociada a π : P → Q

TEP = E ×TQ TP
Prolongación del algebroide de Lie E median-
te π : P → Q

τ̃P : TEP → P
Fibrado prolongación del algebroide de Lie E
sobre π

τ̃1 : TEP → E Proyección sobre el primer factor

ρπ : TEP → TP Aplicación ancla del algebroide prolongación

(ρπ, [[·, ·]]π) Estructura de algebroide de Lie en TEP .

k
⊕ E Suma de Whitney de k copias del algebroide

τ̃ :
k
⊕ E → Q

(qi, yα) Sistema local de coordenadas en E

(qi, yαA) Sistema local de coordenadas en
k
⊕ E

{eα}mα=1 Base local de Sec(E)

(qi, u`) Sistema local de coordenadas en P .

(qi, u`, zα, w`) Sistema local de coordenadas en TEP .

{Xα, V`} Base local de secciones de τ̃P : TEP → P

{Xα, V`} Base dual de {XA
α , (VA)`}

J̃1, . . . , J̃k Endomorfismos verticales en TE(
k
⊕ E).

∆̃1, . . . , ∆̃k Secciones de Liouville en TE(
k
⊕ E).

ΘA
L , ΩA

L Secciones de Poincaré-Cartan.

Φ = (Φ,Φ) Morfismo de algebrides de Lie.

Φ̃ : Rk →
k
⊕ E

Aplicación asociada al morfismo de algebroi-
des de Lie.

k
⊕ E ∗ Suma de k-copias de E∗.

ΘA, ΩA Secciones de Liouville en TE(
k
⊕ E ∗).

Leg :
k
⊕ E →

k
⊕ E ∗ Transformación de Legendre
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π̂Q : Rk ×Q→ Q

(π̂Q)1,0 : Rk × (T 1
k )∗Q→ Rk ×Q

(π̂Q)1 : Rk × (T 1
k )∗Q→ Q

π̂A1 : Rk × (T 1
k )∗Q→ R Proyección sobre la A-ésima copia del primer

factor.

π̂A2 : Rk × (T 1
k )∗Q→ T ∗Q

Proyección sobre la A-ésima copia del segun-
do factor.

(tA, qi, pAi )A=1...,k; i=1,...,n Coordenadas en Rk × (T 1
k )∗Q.

{R1, . . . , Rk}A=1...,k Campos de Reeb.

Z1∗ Levantamiento completo de campos de vec-
tores de Rk ×Q a Rk × (T 1

k )∗Q.

Sec(M,N) Espacio de secciones de N →M .

SecC(M,N)
Espacio de secciones de N →M con soporte
compacto.

H : SecC(Rk,Rk × (T 1
k )∗Q)→ R Acción hamiltoniana.

Θ0 ∈ Ωk(Rk × (T 1
k )∗Q)

(tA, qi, viA)A=1...,k; i=1,...,n Coordenadas en Rk × T 1
kQ.

π̂Rk : Rk ×Q→ Rk

(π̂Rk)1,0 : Rk × T 1
kQ→ Rk ×Q

(π̂Rk)1 : Rk × T 1
kQ→ Rk

pQ : Rk × T 1
kQ→ Q

∆ Campo de Liouville en Rk × T 1
kQ.

∆1, . . . ,∆k Campos de vectores canónicos en Rk × T 1
kQ.

{S1, . . . , Sk} Campos de tensores canónicos en Rk × T 1
kQ.

{Ŝ1, . . . , Ŝk} Campos de tensores en Rk × T 1
kQ.

FL : Rk × T 1
kQ→ Rk × (T 1

k )∗Q Aplicación de Legrendre k-cosimpléctica.

φ[1] : Rk → Rk × T 1
kQ

Primera prolongación de φ : Rk → Q a Rk ×
T 1
kQ.

j1f : Rk × T 1
kQ→ Rk × T 1

kQ
Levantamiento natural de f : Rk×Q→ Rk×
Q a Rk × T 1

kQ.

Z1 Levantamiento natural de campos de vecto-
res de Rk ×Q a Rk × T 1

kQ.

S:Secc(Rk,Rk ×Q)→ R Acción integral lagrangiana.
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∇ Conexión en Rk ×Q→ Rk.

h:T (Rk ×Q)→ H(π̂Rk) Proyector horizontal asociado a ∇.

v:T (Rk ×Q)→ V (π̂Rk) Proyector vertical asociado a ∇.

R∇ Curvatura de ∇.

XH Levantamiento horizontal de campos de vec-
tores.

Θ̃A
L 1-formas de Poincaré-Cartan en Rk × T 1

kQ.

E∇L
Enerǵıa asociada a la conexión∇ y al lagran-
giano L.

θA∇, ω
A
∇, Formas hamiltonianas asociadas a ∇.

H∇ hamiltoniano asociado a ∇.

(θL)A∇, (ωL)A∇, Formas lagrangianas asociadas a ∇.

p̃: Rk×
k
⊕ E → Q Proyección canónica

S̃1, . . . , S̃k Endomorfismos verticales en TE(Rk×
k
⊕ E).

∆̂1, . . . , ∆̂k Secciones de Liouville en TE(Rk×
k
⊕ E).

p̃∗: Rk×
k
⊕ E ∗ → Q Proyección canónica

Leg: Rk×
k
⊕ E → Rk×

k
⊕ E ∗ Transformación de Legendre.



Conclusiones.

El punto de partida de esta memoria ha sido la formulación k-simpléctica y k-
cosimpléctica de las Teoŕıas Clásicas de Campo de Primer Orden, cuyo origen se
encuentra en diversos trabajos de M. de León [80, 82, 81, 83, 84].

A lo largo de la memoria hemos estudiado diversos temas relacionados con las
teoŕıas de campos en los formalismos antes mencionados y se ha comprobado que los
diversos resultados que se han establecido generalizan los correspondientes resultados
de la Mecánica Clásica lagrangiana y hamiltoniana, autónoma y dependiente del
tiempo.

Entre los resultados a los que he llegado a lo largo del trabajo realizado quiero
destacar los siguientes:

La teoŕıa de simetŕıas y leyes de conservación que se ha desarrollado en el
Caṕıtulo 2 nos ha permitido extender el teorema de Noether de la Mecánica
Clásica al contexto k-simpléctico de modo que nos permite asociar leyes de
conservación o cantidades conservadas a ciertos tipos de simetŕıas, tanto en el
enfoque hamiltoniano como en el lagrangiano.

Pretendo continuar este estudio extendiendo los resultados sobre simetŕıas de
la Mecánica dependiente del tiempo al contexto k-cosimpléctico.

En el Caṕıtulo 3 se han estudiado diversos aspectos de las teoŕıas clásicas de
campos sujetos a ligaduras no-holonómicas en el entorno k-simpléctico. El es-
tudio que hemos realizado es muy similar al caso de la mecánica de part́ıculas.
Al mismo tiempo los resultados que se han obtenidos son similares a los del
contexto multisimpléctico, pero con la ventaja de que el enfoque k-simpléctico
es más simple en su descripción y forma de trabajo. En este caṕıtulo tam-
bién se muestra que, bajo ciertas condiciones de regularidad la proyección de
soluciones del sistema sin ligaduras proporciona soluciones del problema con
ligaduras no-holonómicas.
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Además en este caṕıtulo se analiza el caso particular de una subvaridad de
ligaduras M que se obtiene como la suma de k copias de una distribución so-
bre el espacio de configuración. En este caso particular se ha construido una
distribución D en T 1

kQ a lo largo de M que, en cada punto, es un subespa-
cio k-simpléctico del espacio vectorial k-simpléctico (T (T 1

kQ), ω1
L, . . . , ω

k
L, V )

asociado a un lagrangiano regular L. Este hecho permite extender al contexto
k-simpléctico el procedimiento de Bates y Sniatycki [8] para el caso lineal.

Se ha asociado a cada conexión no lineal en el fibrado T 1
kQ un sopde y rećıpro-

camente a cada sopde se le asocia una conexión no lineal en el fibrado antes
mencionado.

En el contexto k-cosimpléctico también se han estudiado conexiones no linea-
les, en este caso en el fibrado trivial Rk × Q → Rk y se ha demostrado que
asociada a cada conexión ∇ en dicho fibrado y a cada función lagrangiana L
se define una función E∇L , llamada función enerǵıa que permite demostrar que
existe una correspondencia biyectiva entre las soluciones de las ecuaciones de
campo de Euler-Lagrange y las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-
Weyl.

Se ha desarrollado una formulación k-simpléctica y k-cosimpléctica en algebroi-
des de Lie. La idea de esta formulación ha sido sustituir el fibrado tangente
de la variedad de configuración por un algebroide de Lie arbitrario. De este
modo obtenemos una nueva teoŕıa que generaliza por una parte la formulación
k-simpléctica y k-cosimpléctica estándar y por otra la Mecánica en algebroides
de Lie.

En relación con el último punto comentado pretendo desenvolver la formu-
lación k-simpléctica y k-cosimpléctica de la teoŕıa de campos discretos sobre
grupoides de Lie. Para eso, los pasos a seguir seŕıan los siguientes. En primer
lugar desarrollar la formulación k-simpléctica y k-cosimpléctica discretas, es-
tudiando sus propiedades y elementos geométricos. En segundo lugar extender
estes resultados al estudio de campos discretos sobre grupoides de Lie.
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symplectique et physique mathématique (Colloq. International C.N.R.S., Aix-
en-Provence, 1974) (1974) 347-349.



384 Bibliograf́ıa

[62] J. Kijowski, W. M. Tulczyjew, A symplectic framework for field theories.
Lecture Notes in Physics, , 107. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1979.

[63] J. Klein, Espaces variationelles et mécanique. Ann. Inst. Fourier 12 (1962),1-
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[68] M. de León, J. Maŕın, J. C. Marrero: A Geometrical Approach to Clas-
sical Field Theories: A Constrait Algorithm for singular Theories, Proceedings
Colloquium on Differential Geometry, Debrecen (Hungary), 1994.

[69] M. de León, J.C. Marrero, D. Mart́ın de Diego. Mechanical systems
with non-linear constraints. Internat. J. Theoret. Phys. 36 (4) (1997), 973–989.

[70] M. de León, J.C. Marrero, D. Mart́ın de Diego.Non-holonomic Lagran-
gian systems in jet manifolds.J. Phys. A: Math. Gen. 30 (1997), 1167-1190.

[71] M. de León, J.C. Marrero, D. Mart́ın de Diego, A new geometrical
setting for classical field theories, Classical and Muantum Integrability. Banach
Center Pub. 59, Inst. of Math., Polish Acad. Sci., Warsawa (2002) 189-209.

[72] M. de León M, J.C. Marrero, E. Mart́ınez, Lagrangian submanifolds
and dynamics on Lie algebroids, J. Phys. A: Math. Gen. 38 (2005), R241-R308.

[73] M. de León, D. Mart́ın de Diego, On the geometry of non-holonomic
Lagrangian systems. J. Math. Phys. 37 (1996), 3389–3414.

[74] M. de León, D. Mart́ın de Diego, Symmetries and Constant of the Motion
for Singular Lagrangian Systems, Int. J. Theor. Phys. 35(5) (1996) 975-1011.



Bibliograf́ıa 385

[75] M. de León, D. Mart́ın de Diego, A. Santamaŕıa-Merino, Symmetries
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lagrangian submanifolds in classical field theories .Applied Differential Geome-
try and Mechanics (2003), 21-47.

[77] M. de León, D. Mart́ın de Diego, A. Santamaŕıa-Merino, Geometric
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