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Introduccion

El formalismo k-simpléctico (polisimpléctico estdndar de Giinther) es la gene-
ralizacion a las teorias clasicas de campos del formalismo simpléctico estandar de
la Mecanica. En este sentido el formalismo k-simpléctico es usado para dar una
descripcion geométrica de ciertos tipos de teorias de campos: en una descripciéon
local, aquellas teorias cuyos lagrangianos y hamiltonianos no dependen de las coor-
denadas en la base, denotadas por (¢!, ..., t*) (en muchas ocasiones, las coordenadas
espacio-tiempo); esto es, el formalismo k-simpléctico es sélo vélido para lagrangianos
L(q*,v%,) y hamiltonianos H (¢, pi*) que dependen de las coordenadas del campo ¢’
y de las derivadas parciales del campo v, o los correspondientes momentos p:.

El formalismo k-cosimpléctico es la generalizacién a las teorias de campos del
formalismo cosimpléctico estandar de la Mecanica no auténoma, véase [83] 84]. Este
formalismo permite describir las teorias de campos que involucran las coordenadas
de la base en los lagrangianos y hamiltonianos. El fundamento del formalismo k-
cosimpléctico son las variedades k-cosimplécticas introducidas por M. de Leoén et al.
183, [’4].

Una de las ventajas de los formalismos k-simpléctico y k-cosimpléctico es que
para su desarrollo solo es necesario utilizar el fibrado tangente y el fibrado cotangente
de una variedad.

Existen otras alternativas para describir las ecuaciones de campo desde el punto
de vista geométrico. Asi por ejemplo podemos citar el formalismo multisimpléctico,
desarrollado por la escuela de Tulczyjew en Warsaw, (véase [60, 61], 62, 128]), e
independientemente por Garcia y Pérez-Rendén [40, [41] y Goldschmidt y Sternberg
[45]. Este enfoque fue revisado por Martin [94, 05] y Gotay et al. [46], 47, 48] [49] y
mas recientemente por Cantrijn et al. [14] [15].

El principal objetivo de esta Memoria es estudiar distintos aspectos relacionados
con las teorias clasicas de campos desde el enfoque de los formalismos k-simpléctico
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y k-cosimpléctico, de modo que los resultados a los que se lleguen sean una gene-
ralizacion de la Mecanica Clasica auténoma y no auténoma.

Teniendo en cuenta que manejamos dos formalismos es por ello que la Memoria
se divide en dos partes, la primera relativa al enfoque k-simpléctico y la segunda
parte al k-cosimpléctico.

Un esquema general de esta Memoria es el siguiente:

= Capitulo 1: Formulacién k-simpléctica de las teorias clasicas de campos.

En este capitulo recordamos la formulacién hamiltoniana y lagrangiana k-
simpléctica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl y de
Euler-Lagrange. Esto tiene su punto de partida en la formulacién polisimplécti-
ca (k-simpléctica, [, [6, [7]) desarrollada por Giinther y que ha sido revisada y
ampliada en [104], 107].

Ademas a esta formulacién le hemos incorporado los principios variacionales de
los que se obtienen las ecuaciones de campo de FEuler-Lagrange y de Hamilton.

= Capitulo 2: Simetrias y leyes de conservacion.

Una simetria de una ecuacién en derivadas parciales es un difeomorfismo que
transforma soluciones de la ecuacién en derivadas parciales en soluciones de la
misma ecuacion.

En este capitulo, en el contexto del formalismo k-simpléctico, estudiamos las
simetrias de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl y de las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Ademas establecemos una version k-simpléctica del Teorema de Noether para
cierto tipo de simetrias, asocidndoles leyes de conservacion.

En la dltima parte de este capitulo estudiamos los lagrangianos equivalen-
tes, es decir, aquellos cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange tienen las mismas
soluciones.

Relacionado con este tltimo concepto aparecen las simetrias gauge como aque-
llos difeomorfismos que transforman un lagrangiano en otro equivalente.

Los contenidos de este capitulo pueden encontrarse en [I19], trabajo realizado
en colaboracion con N. Roman-Roy y M. Salgado.
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= Capitulo 3: Teorias de Campos con ligaduras no-holonémicas. Enfoque k-simplécti-
co.

En la primera parte de este capitulo describimos, en términos geométricos, las
ecuaciones de Euler-Lagrange con ligaduras no-holonémicas.

A continuacion, bajo ciertas condiciones de regularidad, construimos un ope-
rador proyeccion. Este operador nos permite obtener a partir de una solucién
del problema libre una solucién del problema con ligaduras.

A cada simetria lagrangiana no-holonémica le asociamos cierta ecuacién en
derivadas parciales, denominada ecuacion momento no-holonomica de modo
que todo campo solucién del problema no-holonémico debe ser solucion de esta
ecuacion. Esta ecuacion que se define aqui va a jugar el papel de las leyes de
conservacion cuando no hay ligaduras.

Finalizamos este capitulo describiendo un ejemplo que se corresponde con la
barra Cosserat y analizamos algunos casos particulares del modelo de teoria
de campos no-holonémico descrito en este capitulo.

Los contenidos de este capitulo pueden encontrarse en [78], trabajo realizado en
colaboracién con los Profesores M. de Leén, D. Martin de Diego y M. Salgado.

= Capitulo 4: Relacién entre conexiones no-lineales en T}!( y SOPDE’S.

A partir de cierta sucesion exacta corta de fibrados vectoriales reobtenemos to-
dos los objetos geométricos necesarios para describir el formalismo lagrangiano

k-simpléctico. Esta sucesién también nos permitird introducir conexiones no
: 1) — k
lineales en 7, ) = TQ® .. TQ.

Ademas estudiamos la relaciéon que existe entre las conexiones no-lineales en
TIQ = TQ® 5. ®TQ y los SOPDES’S. A cada conexién le podemos asociar
un SOPDE y viceversa.

En el caso k = 1 se reobtienen ciertos resultados de Griffone [53] 55] y Szilasi
[131] entre otros.

= Capitulo 5: Formulacién k-simpléctica en algebroides de Lie.
En este capitulo desarrollamos la formulacion k-simpléctica en algebroides de
Lie.
En el caso particular de que el algebroide de Lie sea el fibrado tangente reob-
tenemos la formulacién k-simpléctica estandar que hemos desarrollado en el

Capitulo [1}

En el caso k = 1 reobtenemos la Mecanica Autéonoma en algebroides de Lie
desarrollada por Weinstein [140], E. Martinez [96] y otros.

XVII



= Capitulo 6: Formulacién k-cosimpléctica de las Teorias Clasicas de Campos.

En este capitulo recordamos la formulacién k-cosimpléctica de las ecuaciones
de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton. Los contenidos que aqui se ex-
ponen se encuentran en su mayor parte en los trabajos de M. de Ledn et al.
[83, 84] y en [104].

Al estudio de esta formulacién le hemos anadido los principios variacionales de
los que se obtienen las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton.
Para describir estos principios hemos tomado como punto de partida los corres-
pondientes principios variacionales del contexto multisimpléctico desarrollados
por A. Echeverria-Enriquez, M.C. Munoz-Lecanda y N. Romén-Roy en [35] [36]

» Capitulo 7: Formalismo k-cosimpléctico y conexiones no-lineales en R* x ) — RF.

En este capitulo estudiamos la influencia, en el desarrollo de la formulacién k-
cosimpléctica, de la eleccion de una conexion no-estandar en el fibrado trivial
RF x Q — R*.

El principal resultado al que hemos llegado es que a cada conexién en dicho
fibrado y a cada funcion lagrangiana le podemos asociar una funcién, llamada
funcién energia, que nos permite establecer una correspondencia biyectiva en-
tre el conjunto de soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y
el conjunto de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

Los resultados obtenidos en este capitulo generalizan los correspondientes re-
sultados de la descripcién de la Mecanica dependiente del tiempo con cone-
xiones no-estandar que pueden encontrarse en [34].

Los contenidos de este capitulo pueden encontrarse en [109], trabajo realizado
en colaboracion con M.C. Munoz-Lecanda y M. Salgado.

= Capitulo 8: Formalismo k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

Desarrollamos la formulacién k-cosimpléctica en algebroides de Lie. Cuan-
do el algebroide de Lie es el fibrado tangente reobtenemos la formulacion k-
cosimpléctica estdndar que se ha desarrollado en el Capitulo [6]

Ademas de estos ocho capitulos en la Memoria también se incluyen tres apéndi-
ces. El primero contiene las demostraciones completas de dos resultados del Capitulo
2} dada su extensién hemos preferido incluirlas en este apéndice. El segundo se de-
dica a exponer ciertos resultados relativos a los espacios vectoriales k-simplécticos
que seran utilizados a lo largo de la Memoria y en el tercero se recoge la notacién
que se utiliza a lo largo de la misma.
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Parte 1

Teoria k-simpléctica






Capitulo 1

Formulacién k-simpléctica de las
Teorias Clasicas de Campos

La primera parte de esta memoria tiene su punto de partida en la formulacién
polisimpléctica (k-simpléctica [5] 6], [7]) de las ecuaciones clésicas de campo desarro-
llada por Gunther [56] y que ha sido revisada y ampliada en [104], [T07].

La finalidad de este primer capitulo es revisar la formulacién hamiltoniana y
lagrangiana k-simpléctica de las teorias clasicas de campos de primer orden.

1.1. El enfoque hamiltoniano.

1.1.1. Fundamentos geométricos.

| A. El fibrado de las k'-covelocidades. |

Sea () una variedad diferenciable de dimensiéon n y mg : 7@ — @ su fibrado
cotangente. Denotemos por (T}})*@Q la suma de Whitney de k copias del fibrado
cotangente T*() de Q, esto es,

(TH*Q =T*Q® .&. aT*Q.

Un elemento de (73})*@Q es una k-tupla (ag, . - . , agq) de covectores en un mismo
punto base q € Q).



4 1 Formulacion k-simpléctica de las Teorias Clasicas de Campos

Denotaremos por 7rQ (TH*Q — Q la proyeccién canénica definida por:
k _
To(Qigy -+ Qhg) = Q.-

Si (qi>1gl‘§n es un sistema local de coordenadas en un abierto U C (), se definen
las coordenadas locales inducidas (¢, p;)1<i<n en T*U = (7g) 1 (U) como

o0 =160, pie=oa (1]

y las coordenadas locales inducidas (¢, p*)1<i<n,1<a<k en (13)*U = (7)1 (U) como

q(Oélq,...,Oékq)ZQ(CI), pf(glq""’akq):aAq (5 ) ‘
q"la

Estas coordenadas reciben el nombre de coordenadas candnicas de (T})*Q. De
esta manera (7}})*Q tiene estructura de variedad diferenciable de dimensién n(k+1).

Observacién 1.1 La variedad (7}!)*@ puede describirse en términos de 1-jets de
aplicaciones. Para ello se define en cada punto q € @) el siguiente conjunto,

(1)@ = Jé’O(Q,]Rk) ={jooo/o:Q — R* diferenciable, o(q) = 0},

donde j}wa denota el 1-jet de o en el punto q € (). Entonces,

(T Q= JTiQ = | Joo(Q.RY) = JH(Q,R"), .

qeqQ qQeqR

Teniendo esto en cuenta se pueden identificar las variedades (T1)*Q y JH(Q,R¥),
via el difeomorfismo dado por

Jl (Qa Rk)o

-1
jq,OU

T*Qa k. aT*Q = (T1)Q
(do'(q),...,do"(q))

donde 04 = 7100 : Q — R es la A-ésima componente de o, y 74: R* — R son las

proyecciones canénicas, 1 < A < k. Teniendo en cuenta esta descripcién, (T)*Q se
denomina fibrado de las k!-covelocidades de la variedad Q.



1.1.1 Fundamentos geométricos. )

El siguiente diagrama recoge la notacion, que emplearemos a lo largo de esta
memoria, para referirnos a las proyecciones candnicas relativas al fibrado de las

k'-covelocidades:
k,A

(1)) Q —+—~T"Q

TQ
Q
en donde WSA :(TH)*Q — T*Q es la proyeccién canénica definida como sigue:

k,A
o (Q1gs s Qhg) = aq, 1<ALK.

B. Formas candnicas en (T})*Q.

En este epigrafe describiremos ciertas estructuras geométricas en (T}})*Q, que
se definen de modo canodnico. Estas estructuras seran utilizadas en la descripcion
k-simpléctica hamiltoniana, véase la seccion [1.1.3]

Definicién 1.2 De modo natural se definen, sobre (T})*Q, las 1-formas candnicas
0',...,0% a través de la composicion:

04 (a1q7“'7akq)

Ty b))

Lo quone) (T3)* Q) a@ R

esto es,
0 (g - - ) O (X(alq,,,,,akq)) — aAq<(7rg)*(a1q,...,akq)(X(alq,,.ﬂkq))) (1.1)

para X(alq,...,akq) € T(a1q,...,akq)((Tk1)*Q>7 (Cqu, B 705kq) € (Tkl)*Q yqe Q

A partir de las formas anteriores se definen las k 2-formas presimplécticas,

wh=—dot, 1< A<LEk. (1.2)

En un sistema local de coordenadas (qi, p;“)lgign,lg A<k las formas candnicas se
escriben como sigue:

04 = pidg’, wt=d¢ Ndp?, 1<A<k. (1.3)

i
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Observacién 1.3 Recordemos que (T}1)*Q@ es la suma de Whitney de & copias del
fibrado cotangente 7). Teniendo en cuenta las expresiones locales se observa
que tanto las 1-formas ', ...,0* como las 2-formas w',...,w"” podrian obtenerse
como el pull-back de la 1-forma de Liouville f y de la forma simpléctica canénica w
de T*(@) respectivamente, es decir,

014 _ <7T1£2,A)*0’ (UA _ ( k,A)*u)7 1< A S k.

Es interesante recalcar que la estructura polisimpléctica candnica en (T})*Q,
introducida por Giinther [56], es la 2-forma R*-valuada cerrada y no degenerada
o =w®ry, donde {ry,...,r;} denota la base canénica de R¥.

Si denotamos ker w? = {X € T((T})*Q)/1xw™ = 0} entonces de ([1.3) se prueba
sin dificultad que

—0, 1<A<k
k (1.4)
ﬂ ker w? = {0},

A=1

donde V' = ker T'(w§)) es la distribucién vertical de dimensién nk asociada a 7). Esta
distribucion esta localmente dada por

0 0
=( —, ..., — . 1.
v <apzl’ ’ 8pf >i—1 n (15)

=1,...,

C. Estructuras k-simplécticas, k-cotangentes y polisimplécticas.

A partir del modelo geométrico que se acaba de describir A. Awane introdujo
las variedades k-simplécticas (véase [5] [0, [7]) dando la siguiente definicién:

Definicién 1.4 Sea M una variedad diferenciable de dimension n(k + 1). Sea V
una distribucion integrable de dimension nk y w',...,w* k 2-formas diferenciales
cerradas definidas sobre M. Se dice que (w',...,w* V) define una estructura k-
simpléctica sobre M si

ﬂ)wAVV:Q 1<A<Ek
X
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(2) () kerw® ={0}.

Una variedad M dotada de una estructura k-simpléctica se dice que es una variedad
k-simpléctica.

En el apartado anterior hemos visto que (w!,...,w", V) definen una estructura
k-simpléctica sobre (T})*Q. Ademds hemos visto que para un sistema de coorde-
nadas canénicas (q¢*, pi')1<i<ni<a<k las 2-formas diferenciales w!,... w* tienen las
expresiones locales dadas en . Para una variedad k-simpléctica arbitraria M,
Awane ha demostrado que exiten sistemas de coordenadas sobre M que permiten
expresar localmente las 2-formas de una estructura k-simpléctica de modo analogo

a (L3).

Teorema 1.5 (Teorema de Darbouz k-simpléctico). Sea (M,w", ..., w* V) una va-
riedad k-simpléctica de dimension n(k+ 1), entonces para cada punto x € M existe
un sistema local de coordenadas (¢',p{")1<i<ni<a<k, centrado en x € M, tal que

wh=dg Ndp?, 1<A<E

0 0

LA

y ademds

Dicho sistema de coordenadas recibe el nombre de sistema de coordenadas adap-
tado.

Como ya hemos comentado, el modelo canénico de las variedades k-simplécticas
es (TH*Q,wt, ..., w* V). El fibrado de las k'-covelocidades también es el modelo
de las variedades casi k-cotangentes introducidas por M. de Leodn et al. en [81], donde
se definen las estructuras casi k-cotangentes y se describen como G-estructuras.

Definicién 1.6 Una estructura casi k-cotangente sobre una variedad M de dimen-
sion n(k + 1) es una familia (W*,V4;1 < A < k), donde cada w? es una 2-forma
de rango constante 2n y VA es una distribucion en M, tal que

(i) VAN (©peaVB) =0, (i) kerw® = @paVP, (i) w? =0
vAxyA

para todo A =1,... k.
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El modelo canénico de esta estructura es (T} )*Q con las 2-formas w* que hemos
introducido en el apartado anterior y V4 = kerTp4 donde

pas (L)Q  — (T;)Q

(Qigs -5 Qkq) = (Qigy - QA 1qs QAtigs - - - Qkq)
La integrabilidad de estas estructuras se caracteriza como sigue:

Proposicién 1.7 Una estructura casi k-cotangente (w,VA;1 < A < k) sobre M
es integrable si, y sélo si, las 2-formas w? son cerradas y la distribucion V =V' @
... ® V¥ es involutiva.

Definicién 1.8 Una estructura casi k-cotangente integrable se llama estructura k-
cotangente.

Observacion 1.9 Las estructuras k-cotangentes fueron introducidas independien-
temente por Awane [5, [0 [7] y denominadas estructuras k-simplécticas.

Finalizamos este apartado recordando las estructuras polisimplécticas introduci-
das por Giinther en [50].

Denotaremos por 71, ..., la base candnica de R*.

Definicién 1.10 [56] Una 2-forma R*-valuada, cerrada y no degenerada,

k
W = E wA®TA,
A=1

sobre una variedad M de dimension n se llama forma polisimpléctica. El par
(M,®) se llama variedad polisimpléctica.

La estructura polisimpléctica canénica en (T}1)*Q estd determinada por la forma
k

polisimpléctica w = Z wr®ry, donde w!, ... w

A=1
que hemos introducido en el apartado anterior.

¥ son las formas canénicas en T}Q
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Definicién 1.11 (Giinther,[56]). Una forma polisimpléctica & sobre una variedad
M se llama estindar si, y solo si, en cada punto de M existe un sistema local de
coordenadas tal que w? se escribe localmente como en .

Asi, la forma polisimpléctica canénica @ en (T}})*Q es estdndar.

Observacion 1.12 Una estructura polisimpléctica estandar es equivalente a una
estructura k-simpléctica.

Por tanto tenemos una equivalencia entre las estructuras k-simplécticas, las es-
tructuras k-cotangentes y las estructuras polisimplécticas estandar.

D. Levantamiento natural de difeomorfismos y campos de vectores de @ a (T}})*Q.

Sea f: M — N un difeomorfismo, entonces la aplicacién cotangente
T f:T*N —-T*M

esta definida por
T* f(asm) = ayem) © fe(m).

A partir de la aplicacién cotangente introducimos la siguiente definicién.

Definicién 1.13 Sea f: M — N un difeomorfismo. Llamamos levantamiento na-
tural o candnico de f a los correspondientes fibrados de k'-covelocidades a la
aplicacion

(Te)"f+ (Te)'N — (T)'M

definida como sigque:
(T2) F(@1pmys -+ Qhpmy) = (T FlQrgmy)s - T F (b))
donde (Cklf(m), ce ,Oékf(m)) S (Tkl)*N, me M.

El levantamiento canénico de difeomorfismos nos permite introducir el levanta-
miento canénico o completo de campos de vectores de Q a (T})*Q.
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Definicién 1.14 Sea Z un campo de vectores en @), con grupo local 1-paramétrico
de transformaciones {hs}. Se denomina levantamiento canénico o completo de
Z a (TYH)*Q al campo de vectores Z* en (T})*Q cuyo grupo local 1-paramétrico de
transformaciones es {(T}})*(hs)}.

-0
Considerando coordenadas locales en (T})*Q, si Z = Z’T, la expresion local
q’L
de Z%* es _
0 1027 0
TP A
9q 9q* Opy;

79 =7 (1.6)

El levantamiento o prolongacion canoénica de difeomorfismos y campos de vecto-
res de la variedad base Q a (T}})*Q tiene las siguientes propiedades:

Lema 1.15

(1) Sea p:Q — Q un difeomorfismo y ® = (T})*¢ el levantamiento candnico de
a (TH)*Q. Entonces:

(1) 0t =01 | (i) Pwt=wt 1<A<LEk.

(2) Sean Z € X(Q), y Z°* el levantamiento candnico de Z a (T})*Q. Entonces

(i) Ly =0, (i) Lyew? =0, 1< A<k, (1.7)
Demostracion:

(1) El apartado (i) es una consecuencia de la commutatividad del siguiente dia-

grama
@@ (1)Q
T
Q1% LT
esto es,
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En efecto, se verifica que

(T el 60 = (T el (")) = (T o mi™)0 = (mg ") (T"¢)"6)
= (ng")0=06",

donde hemos usado que (T*p)*0 = 6 (véase [1], pag. 180).

El apartado (ii) es una consecuencia directa de (i).

(2) Puesto que el generador infinitesimal del levantamiento completo Z9* de Z es
la prolongacion canonica del generador infinitesimal de Z, del apartado (1) se

sigue que (|1.7)) se verifica.

1.1.2. Campos de k-vectores y secciones integrales.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Consideramos la suma de
Whitney
TiM =TM® k. @TM

de k-copias del fibrado tangente TM y sea 75, : TEM — M la proyeccién canénica.
La variedad T} M, que recibe el nombre de fibrado tangente de k'-velocidades, se
describird con detalle en la subseccién [L2.1]

Definicién 1.16 Un campo de k-vectores en M es una seccion X : M — T M

de la proyeccion canénica L.

Puesto que T} M es la suma de Whitney TM @ .*. &TM de k copias de T M,

un campo de k-vectores X define una familia de k£ campos de vectores { X7, ..., X}
en M, a través de la proyeccién de X sobre cada factor de T} M, tal como muestra
el siguiente diagrama para cada A =1,..., k:
T M
X kA
M
Xa

M TM
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donde
T TiM — TM

k,A _
(Ulq) s 7Uk:q) — Ty (Ulq7 s 7vkq) = VAq
denota la proyeccién candnica sobre la A-ésima componente de T}! M.

Por este motivo denotaremos un campo de k-vectores X por (X7, ..., Xy).

A continuacién introduciremos el analogo, para campos de k-vectores, del con-
cepto de curva integral de un campo de vectores.

Definicién 1.17 Una seccién integral de un campo de k-vectores (Xy,. .., Xx),
pasando por un punto x € M, es una aplicacion ¢ :Uy C R¥ — M, definida en algin
entorno Uy C R¥ de 0 € R* tal que

0
6(0) =, 0.(0)(55] ) = Xa(é(t) paratodo tE€Us, 1<A<k. (18)
t
Diremos que un campo de k-vectores X = (Xi,..., X)) en M es integrable si

ezxiste una seccion integral pasando por cada punto de M.

La condicién (1.8) es equivalente a exigir que X o ¢ = ¢! en donde ¢() es la
o - Uy CRF — TklM

primera prolongacion de ¢ definida por
0 0 1.9
t — oW (t) = (qﬁ*(t) (%L) ey Ou(B) (ﬁ t)) (19)

Utilizando coordenadas (q*, v% )1<i<n1<a<k en T} M podemos escribir

‘ 0’
ol (t) = (cb‘ (t), 2 ) (1.10)
ot le 1<i<n,1<A<k
y
X4 =(Xn) 0 A=1 k
A= (Xa o =1,...,k.
En este caso se obtiene que ¢ es una seccién integral de X = (Xy,..., Xj) si, y

solo si, se verifica el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer
orden:

dp

5|, = [(Xa) o dl(t), telUgCRY, 1<A<k 1<i<n. (1.11)
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Observacién 1.18 El motivo por el que se han introducido los campos de k-
vectores y las correspondientes secciones integrales es el siguiente: en el formalismo
k-simpléctico las soluciones de las ecuaciones de campo se obtienen como secciones
integrales de ciertos campos de k-vectores en M.

1.1.3. Formalismo hamiltoniano. Ecuaciones de Hamilton-
De Donder-Weyl.

En esta seccién vamos a describir los sistemas hamiltonianos sobre variedades
k-simplécticas, para ello vamos a deducir las ecuaciones de campo hamiltonianas a
partir de un principio variacional para después recordar la descripcién geométrica
de estas ecuaciones. Comenzaremos la subseccion describiendo un caso particular de
sistema hamiltoniano que se corresponde con las ecuaciones de la electrostatica.

A. Ejemplo: ecuaciones de la electrostética.‘

Sobre el espacio R*® con coordenadas (t!,t% ¢3) consideramos una métrica de
Riemann g con componentes gap(t), 1 < A, B < 3.

Las ecuaciones locales de la electrostatica son (véase [31], [62]):

3
oL, 1 Z B
A = —= ) gaB¥,
ot NZ ot
oA
a? = —47T\/§7",

3
A=1

donde ¥ : R® — R es un campo escalar que da el potencial eléctrico sobre R?,
P = (% ¢3) : R? — R3, es un campo vectorial que establece el campo eléctrico
sobre R3, V9 = Vdet gap y r =1(t) es la funcién escalar sobre R3 determinada por:

po(t) = /gr(t)dt' Adt* Adt?,

siendo pg(t) la 3-forma en R?® que determina la densidad de carga, y que es un dato
conocido.
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Supongamos que la métrica g sobre R? es la métrica euclidea, asf las ecuaciones
anteriores se escriben como sigue

0
ot ot oyt
(o + 57 t @) = 4

Si definimos la funcién

3
1
H g, p'p*, ") = dmrg + 5 > (")
A=1

donde ¢ representa la variable 1) y p# las variables ©* que componen P, entonces

se verifica
oH OH A

- - 4 _ =
9 o, o p

Ahora, evaluando las identidades previas en 1(t) = (¥(t), ! (t), ¥?(t),¢3(t)) se
obtiene

OH B B oy
g luwy dmr= Z OtA |
OH B aw

e t = _—
8p ¥(t) vrt) ot It

Asi las ecuaciones de la electrostatica se pueden escribir como sigue

oH| 23: oA aH o
— OtA | Aly(t) ~ OtA

siendo un ejemplo de las denominadas ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

En general, a partir de un principio variacional, que se describird en el siguiente
apartado, se obtienen las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl clésicas,

B z’“:aw;“
— otA It

Wf‘ _w
oty OtAle

<A<k 1<i<n, (112
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donde cada solucién es una aplicacion

Gttt = (), e (1), 1<i<n 1< A<K

)

v H es una funcién de las variables ¢', p/* donde ¢' representa a la variable ¥’ y p
a 1!, En las ecuaciones de la electrostatica se tiene i = 1 y k = 3.

’ B. Principio variacional

En el desarrollo de la Mecanica hamiltoniana auténoma las ecuaciones de Ha-
milton se obtienen a partir de un principio variacional. El desarrollo formal de la
formulacién hamiltoniana de la Mecanica Clasica puede generalizarse a la teoria de
campos clasica. En este caso el problema se transforma en encontrar los extremales
de un problema variacional asociado a integrales multiples de densidades hamilto-
nianas.

En este apartado vamos a describir el principio variacional del que se obtienen
formalmente las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

Por simplicidad desarrollaremos este apartado en el fibrado de k'-covelocidades
(TH*Q,w!, ..., w* V), esto es, en el modelo candnico de las variedades k-simplécti-
cas, sin embargo, teniendo en cuenta el teorema de Darboux se podria hacer una
descripcion andloga en una variedad k-simpléctica arbitraria.

Definicién 1.19 Denotemos por CX(R* (TH*Q) el conjunto de aplicaciones
v Uy SR — (1) Q,

con soporte compacto, definidas en un conjunto abierto Uy. Sea H : (T}})*Q — R un
hamiltoniano, se define la accion integral asociada a H por

H: CFRN(TY)@) — R
k

" — 3tw) = [ (e ad et - @ i),

k
RY % 4—1

en donde d*t = dt* A ... N dtF es una forma de volumen en R* y d*=1t4 =1 » d*t

es una (k — 1)-forma en RF.

)
atA
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Definicién 1.20 Una aplicacion v : Uy C R* — (T})*Q, perteneciente al conjunto
CX(R* (TH)*Q), es un extremal de H si

d
—|  H(o, =0
ds ls=0 (05 09)
para cada flujo oy en (T;)*Q tal que o5(Qig, ..., Okq) = (Q1qs-- -, Mgq) Para todo

(g - - - Qrq) de la frontera de (Uy) C (T3H)*Q.

Obsérvese que los flujos o, : (T})*Q — (T})*Q considerados en la definicién
anterior estdn generados por campos de vectores en (T})*@ que se anulan en la
frontera de ¢(Uy).

El problema variacional, asociado a un hamiltoniano H, consiste en encontrar
los extremales de la accién integral .

En la siguiente proposicién caracterizaremos los extremales de la accién H aso-
ciada a un hamiltoniano H.

Proposicién 1.21 Sea H : (T})*Q — R un hamiltoniano y 1 € CX (R, TLQ). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ¢ :Uy CRF = TLQ es un extremal del problema variacional asociado a H.

(2) Para cada campo de vectores Z en Q, tal que su levantamiento completo Z©*
a (T}H)*Q se anula en los puntos de la frontera de ¥(Uy), se verifica

/R ([ (Lger 04 A dF 144 — [ (L g0 H))dER) = 0.

(3) v es solucion de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl, esto
es, si v estd localmente dada por ) (t) = (Y'(t), ¥ (t)), entonces las funciones
U, 2 satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales,

k

ot OH o’ OH
3 Lo I AL :—A) L i=1...n. (113)
— ot It 0q" ly(t) ot e op; ()
Demostracion:

(1 & 2) Sea Z € X(Q) un campo de vectores en (), verificando las condiciones
del item (2), con grupo uniparamétrico 7,. Entonces Z¢* tiene grupo uniparamétrico
asociado (T})*7s.
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Se verifica:

d

% j{«Tkl)*Ts O¢)

s=0

o= o/ (i T Y 0% AT — ([(Té)*TSO@b]*H)d’“t)
g
- lfm = (/ ( ((TH 75 0 ] 0N A d" 1t — ([(Tg)*fsow]*ﬂ)dkt)

A=1

ds

—_

- /R (Xk:([(Tkl)*To o P*6M) A dF A — ([(TH) 7 o w]*H)d’“t>>

A=1
1 k k
= lim- / > (@) 0w oty nd 1t — / > (@) nd A
S \Jre D RY 4=1
1
— lim -

[ myrnovrmit- [ wmit)

= lims Aki[w*(<<Ts>*fs>e o)t 1tA>
i ([ (atyny - )i

— /R k ([ (L 5= O] A d" 164 — [ (L yo- H)]d"t) |

con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.
(2 < 3)

Teniendo en cuenta que

se obtiene

/ V(g 0D = / [ (drze- 0N A"+ / [ (17e-dOM)) A dF 12
Rk RE -
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Puesto que
[1/’*(dlzc*9A)] AdFEA = d<¢*(lzc*0A) A dk—ltA)

entonces [¢*(dizo.04)Ad*~1t4 es una k-forma cerrada en R¥. Por lo tanto, aplicando
el teorema de Stokes se obtiene:

/Rk [w*(dzzc*gfl)] A dF14A — /Rk d(iﬁ*(zzc*GA) A d’“fltA) _o.

Entonces
/ ([ (L pe- 0] A d* 6 — [ (L go- H)]d'E) = 0
Rk
si, y s6lo si,

/Rk <[¢* (ZZc*dgA)] A A=A — [t (L o H)]dkt> —0.

. . .0 .
Consideremos un sistema local de coordenadas tal que Z = Z'— teniendo

oq
en cuenta la expresién (|1.6) para el levantamiento completo Z¢ y que 9(t) =
(1 (t), 17 (t)) se verifica:

o <1Zc*d0A) A dFTEA — (L o H)d’“t
; asz aZJ o’ OH .
para cada campo Z € X(Q), (en las condiciones del enunciado de esta proposicién),

en donde empleamos la notacién Z'(t) := (Z° o mg, 09))(t). De esta tltima expresién
se deduce que 1 es un extremal de H si, y sélo si
H
— 87,4 ) d*t
t Ipi ()

. oAl oH i 6ZJ o
/sz(t)(;latf‘ﬁw )dt+/RkZ¢ — (atA

=0
para todo Z°. Por lo tanto,
k
: o OH "
Zl t u e — d t -
(1.14)
Zj oY’ oOH i
— t pu—
/Rk Z (8tA op;! ‘wm) ! ’






















5.2 La prolongacién de un algebroide de Lie mediante una fibracion. 157

Puesto que cualquier seccién de T¥P se puede expresar localmente como una
combinacién lineal de las secciones proyectables {X,, V,}, la definicién del corchete
de Lie se puede extender a secciones arbitrarias de T#P.

El corchete de Lie de los elementos de la base local {X,, V,} se muestra a con-
tinuacién:

[Xo, Xg]™ = CLsX;  [Xa, Vo] =0 [Ve, V] =0, (5.19)

donde 1<a<my 1<£<n.

E. Estructura de algebroide de Lie de T P.

El fibrado vectorial 7p : TFP = FE Xrq TP — P estd dotado de una estructura
de algebroide de Lie dada por:

(1) La aplicacién ancla es p™ : TEP — TP, p™(b,vp) = vp.

(2) El corchete de Lie [-,-]™ : Sec(TPP) x Sec(TEP) — Sec(TFP) es la aplicacién
que se ha introducido en el apartado D de esta seccion.

La demostracién de que (TP, [, -], p™) es un algebroide de Lie puede encontrar-
se en P.J. Higgins, K. Mackenzie [57], donde este espacio se denomina el algebroide
de Lie imagen inversa de E sobre 7.

Por ser (TP, [-,-]™, p™) un algebroide de Lie esta definida la diferencial exterior,
(véase la seccién m para la definicién de la diferencial exterior en un algebroide
de Lie arbitrario). Esta diferencial

l I+1

d7P Sec(/\(‘.TEP)*) — Sec(/\(‘.TEP)*)
esta determinada por las relaciones

d‘J'EPqi _ piaxa’ dTPut = V!

dTPYY = —%egﬁxanﬂ, d7PVE = 0 (5:20)

donde {X, V*} es la base dual de {X,, V,}.
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Observacién 5.10 En la descripcion de la formulacion k-simpléctica en algebroides
de Lie la prolongacién de un algebroide de Lie, 7% P, jugard un papel fundamental.

En concreto vamos a utilizar dos casos particulares de la prolongacion de un al-
gebroide de Lie. El primero de ellos, correspondiente con la formulacién lagrangiana,

sera con
P=FE® .* @oF,

en este caso la suma de Whitney
TE(E® .*. oE)o .*. ©TE(E® .*. ©OF)
que denotaremos como (T¥)L(E® .%. &F) jugard el papel de
THTIQ) =T(TQ® k. aTQ)D .». dT(TQS k. TQ)
en el formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar.

El segundo caso que vamos a considerar es
P=FE@®.* ®oF"
y en este caso
TE(E*® b eE e k. oTP(E*® k. @E*) = (T7),(E*® .*. ©EY)
jugara el papel de
Ty (TH*Q) =T(T*Q® .b. &T*Q)d 5. dT(T*Q® .*. &T*Q)

en el formalismo hamiltoniano k-simpléctico estandar.

5.3. Formalismo lagrangiano k-simpléctico en al-
gebroides de Lie.

En esta seccion extendemos el formalismo lagrangiano k-simpléctico que se ha
descrito en la Seccién del Capitulo [I], al contexto que nos proporcionan los
algebroides de Lie. Para ello, la idea fundamental es sustituir el fibrado tangente
TQ por un algebroide de Lie E.
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5.3.1. Elementos geométricos.

En esta subseccion vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-simpléctico en algebroides de Lie.

k
A. La variedad @ E.

La formulacion k-simpléctica de las de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange,
descrita en el Capitulo , se desarrolla en el fibrado tangente de las k!- velocidades
de una variedad @, esto es, en T}Q, la suma de Whitney de k copias del fibrado
tangente.

Si pensamos un algebroide de Lie F como un sustituto del fibrado tangente, es
natural pensar que, en esta situacion, la suma de Whitney de k copias del algebroide
va a jugar el papel de T} Q.

k
Denotaremos por & E la suma de Whitney de £k copias del algebroide de Lie E,
esto es,

k
e F=FE®.*F OF.

k

Asi los elementos de @ E vienen dados por k-tuplas aq = (aiq,-..,0kq) de
elementos de la fibra Ey de E sobre un mismo punto q € (), donde recordemos que
@ es la variedad base del fibrado que define el algebroide E.

k
Denotaremos por 7: & E — @ la proyeccién canénica definida por

T(A1qs -+, 0rg) = d.-

k
A continuacion vamos a describir un sistema local de coordenadas en @ F.

Sea (¢*, Y*)1<i<n, 1<a<m un sistema de coordenadas locales en un abierto 7~ (U)
de E, siendo (¢%)i<i<n las coordenadas en un abierto U de la variedad base Q.
Definimos el sistema de coordenadas locales

k
en 7 1(U) C® E como sigue:

qi(a’lqa s 7akq) = ql(q)’ yg(a’lq7 s 7akq) = ya(a’Aq> ) (521)
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k
donde (aiq, ..., arq) €D E.

k
Estas coordenadas dotan a @ E de una estructura de variedad diferenciable de
dimensién n + km.

k
B. La prolongacién de un algebroide de Lie mediante la proyeccién 7: ® E — Q.

k
A continuacién consideramos la prolongacién T(& E) = E x7o TP de E me-

k
diante la fibracién 7: @ E — @, es decir, (véase la Seccion [5.2)),
k k ~
TE(& B) = {(ag, vy) € B x T(& B)/ plag) = Ti(w,)}.  (5.22)

Teniendo en cuenta los contenidos de la Seccion y considerando el caso
particular P = E® .k, ®F obtenemos:

k k k
(1) T¥(@® E) = E X1 T(® E) es un algebroide de Lie sobre @& E con proyeccién

~ 5k k k
TéE:T (OE)=ExrT(®FE) —®EFE

y estructura de algebroide de Lie ([-,-]7, p” ) donde el ancla
- k ok k
P ExXpT(@®E)=T%(@® E) - T(d E)
es la proyeccion sobre el segundo factor.

. k
(2) Si(¢*,y%) denota un sistema local de coordenadas de & E entonces el sistema

k k
de coordenadas locales inducido en T#(® E) = FE x7o T(® E) es

i, «
(q yYar =~ wA)lgz'gn, 1<0<n/, 1<a<m

donde, véase ([5.15]),

qi<aqvqu) = qi<q) ) y?&<afbqu) = yfﬂbQ) )

2%(aq; Vhy) = Y(aq) . wi(aq,Vby) = Ube(¥%) -
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(3) De (5.16) obtenemos que el conjunto {X,,VA} definido por

k k k
Xo: @FE — TE(@E) = ExpoT(® FE)

by —  Xa(bg) = <ea<q>;pg<q>a%

)

bg

) ) ) (5.24)
Vi @ F — TP(@®FE) = ExpqT(®E)
0
by = Vi) = (Oaigg] )

k k
es una base local de secciones de ?kE: TE(@® F) —-d E.
e

k

A partir de ahora denotaremos por Sec(T¥(® E)) el conjunto de secciones de

k k
T TE(@®FE)—®E.
GF
k k k ~
(4) A cada seccién &: B E — TF(® E) = E X1 T(® FE) de Tk, le asociamos un
- k k
campo de vectores por medio del ancla del algebroide p™: TZ(® E) — T(d E).
Si € se escribe localmente como sigue:
e ayA E k
§=¢§"Xo +E4V, € Sec(T (@ E))

entonces, reescribiendo la expresién ((5.17)) para este caso particular obtenemos,

fey =gl L0 cxdE 5.25
7O = e e+ i € X E). (5.25

(5) El corchete de Lie de secciones de ﬂE queda determinado a partir del corchete

o
de los elementos de una base de secciones, véase ((5.19)),

[Xa, Xsl7 = €1, [Xa, VEF =0 [VA,VE =0, (5.26)

(6) Si{X% Va} eslabase dual de {X,, V4}, de las expresiones (5.20)) que caracte-
rizan la diferencial exterior en el algebroide prolongacién obtenemos que

k . k
Rl plaa—fxo‘ + 8]; V%, paraf€CO(@E)
d“TE(EBE)x'Y __G’Y xa A xﬂ7 d‘j”E(@E)VZ =0.

9 ab
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k
Observacion 5.11 En el caso particular E = T'Q la variedad T (& E) se identifica
con T(T}Q).

En efecto, puesto que £/ =T'Q y p = idrg en este caso consideramos la prolon-
gacion de T'() sobre 75 :THQ — Q. Asi de 1} obtenemos

TIQ(S TQ) = TT(TLQ)
— {(tq, V) € TQ X T(T}Q) /1t = T(75) (v} (5.28)
= {(T(5) (V) tug) € TQ X T(T}Q)/ wq € TEQ}
= (0w, € T(T}Q)/ wq € T}Q} = T(T}Q)

<

Sobre T¥ (Gké FE) vamos a definir dos familias de objetos canénicos denominados
secciones de Liouville y endomorfismos verticales que se corresponden con campos
de Liouville y la estructura k-tangente en T;Q. En los siguientes apartados vamos
a definir estos objetos.

| C. Levantamiento vertical A-ésimo. |

i k
Definicién 5.12 (véase por ejemplo [24]) Un elemento (aq,vn,) de T¥(d E) =
k
E xpqT(® E) se dice vertical si verifica
Ti(aq, Uny) = 0q €

donde . .
;1 : TE(@ E) =F XTQ T(@ E) — E,
(a’q7 qu) = 771 (CLq, qu) = Qq

k
es la proyeccién sobre el primer factor E de T¥(® E).

k
La definicién anterior implica que los elementos verticales de (@ E) son de la
forma

k k
(Oqs Vby) € TH(® E) = E xpo T(& E)

k k
donde v,, € T(® E) y bq € E.
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Ahora bien, teniendo en cuenta la definicién (5.22)), que determina los elementos

k
de TE(® E), la condicién que de un elemento sea vertical significa que

0 = qu?@)bq) s

k
es decir el vector vy, es vertical respecto a la proyeccion 7: @ E — Q.

Por lo tanto, si consideramos un sistema de coordenadas locales adaptadas

, k
(¢",y%) en @ E entonces se verifica que:

e’ 9 k
qu = UA@ b S qu(@ E) .
A 'bq

Definicién 5.13 Para cada A =1,...,k consideramos la aplicacion
k k k
A Exg(@®FE) — TE(@E)=ExpqT(® E)

(aq:ba) €4 (aq; Dq) = (0q (aq)}?) o

k k
donde aq € E, bq = (big, ..., brq) €® E y el vector (aq)gj € Th,,(® E) esta defini-
do por

d
(aq)l‘)fjf = % Szof(blqa .- "bAq + SQqy - - "bkq) ) 1< A < k 5 (530)

k
para una funcion arbitraria f € C*(d E).

Denominamos a la aplicacion €Y la aplicacion levantamiento vertical A-
ésimo.

De (5.30) deducimos que la expresion local de (aq)g;‘ es
1% 9 k
(ag)pt =y*(aq)5—| €T (P E), 1<ALE (5.31)
a 0y Ibq

. , k
siendo (¢*, y*) un sistema local de coordenadas en F'y (¢*,y%) el inducido en & E.

k
En (5.31)) se observa que el vector (aq)gg‘ € Ty, (@ E) es vertical respecto a la

k
aplicacion 7: & F — . Esto nos garantiza que £'4(aq, bq) s un elemento vertical

k
de TE (@ E).
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De las expresiones (5.24)), (5.29) y (5.31)) obtenemos que ¥4 se escribe en funcién
de la base local

{Xa, V5}
k k
de secciones del fibrado vectorial ﬂE : TE(® FE) —® E como sigue:
+

0

Byl =V @Valbe), 1<A<k. (532)

§V4(aq,bg) = (0g,y*(aq)

Observacién 5.14

(1) En el caso estandar, es decir, cuando E = T'Q y p = idyg, dados dos elementos
Ug € TqQ Yy Vg = (Vigs - - -, Vkq) € T Q se obtiene

(uq)VA = d

va = 7, J(Uigs - vaq + SUq, -, Uky) s, 1< ALK,

s=0

que coincide con la definicién de levantamiento vertical A-ésimo del vector uq
tangente a @, a un vector tangente a T} Q, (véase por ejemplo [56] 107, [119] y
el apartado C de la seccién de esta memoria).

(2) Si reescribimos este apartado en el caso particular k = 1 obtenemos que "1 =
&V ExgFE — TPE es la aplicacién levantamiento vertical introducida por
E. Martinez en [906, [98].

k
D. Endomorfismo verticales en TZ(d E).

En el fibrado tangente de las k'-velocidades, T}!@, hemos definido, en la seccién
, la estructura k-tangente canénica J' ..., J*. Estas familia de tensores de tipo
(1,1) se emplea en el desarrollo de la formulacién lagrangiana k-simpléctica de las
teorias clasicas de campos de primer orden.

En este apartado vamos a introducir el objeto andlogo en el contexto de los
algebroides de Lie.
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Definicién 5.15 Para cada A =1,... k se define el endomorfismo vertical A-

k k
ésimo en T¥(® E) = E x10 T(® E) como la aplicacién

~ k k
J4: TE(@FE) — TE(@®E)

~ (5.33)
(am qu) = JA(atv qu) = SVA(GQ? bq) )
k k
donde aq € E, bq = (big, ..., brq) €D E y vh, € Thy(® E).
Lema 5.16 Consideremos
{xaa Vﬁ}lSASk,lgagm
~ k k k
una base local de secciones de Th TE(@® E)=FE x7qT(d E) —® E y sea
{xa’ V%}lSAgk,lgaSm
la base dual asociada.
En estas bases, la expresion local de JA es:
JA=Y"vieXr, 1<A<k. (5.34)
a=1

Demostracion:

La expresién local 1} de J* es consecuencia de las expresiones 1) y 1)

En efecto, teniendo en cuenta estas expresiones obtenemos

jA(xa(bq)) = §VA(ea(q),bq) = yﬂ(ea(Q))V?(bq) = vé(bq) )

JA(vaB(bq>> = éVA(Ombq) = y%(oq)vé(bq) =0,

k
para cada by €@ Eycada A, B=1,....k,a=1...,m.
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Observacién 5.17

(1)

(2)

Reescribiendo la definicién de .J' Lo, J* en el caso particular £ = TQ y
p = idrg obtenemos la estructura k-tangente J', ..., J¥ en T} Q.

k
En efecto, como ya hemos visto en la Observacién [5.11} en este caso T7(&® E)
se identifica con T(T}!Q). Entonces cada aplicacién

JAT(TIQ) = TTUTQ) — T(T1Q) = TMUTLQ)
se define como sigue:

jA(UWq) = jA(TWq (Q’B)(vaq), UWq) = SVA (qu (Tg)(qu)’wq)
= (Ogs (Tug(78) (0wg)t) = (Tg (75) (Vwg) s = T4 () »

en donde en la primera y en la pentultima igualdad hemos utilizado la identi-
dad entre los elementos de T(TQ) v TF9(TLQ) que hemos demostrado en la
observaciéon y la dltima igualdad es consecuencia de la definicién de J4,
véase (|1.24]).

En el caso particular & = 1 obtenemos el endormorfismo vertical S en T%(TQ),
esto es, en la prolongacién del algebroide E sobre 79 : T'Q) — @, que fue
definido por E. Martinez en [96].

| E.

Las secciones de Liouville. |

En este apartado vamos a introducir la segunda familia de elementos geométricos

k
candnicos que consideraremos en la prolongacién T#(d E).

k ~
Definicién 5.18 La seccién de Liouville A-ésima en T¥(® E) es la seccion Ay

k k
de ﬂE :TE(@ FE) —»® E definida como sigue
®

~ k k k
AA @E — (IE(@ E) =F XTQ T(@ E)
by — zA(bq) = évA (prA<bq>7 bq) = évA (bAq7 bQ)

; 1< A<k,
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k k
donde bg = (b1, ..., brq) €O E y pra :® E — E es la proyeccién sobre la A-ésima
k
copia de E en @ FE.

De la expresién local (5.32) de ¥4 y teniendo en cuenta que
ya(bz‘\q) = yi(blqv ) bkq) = y?fx(bq)

se obtiene que la seccién A4 tiene la siguiente expresién local

Ax=) ysva, 1<A<k, (5.35)
a=1

en la base local de secciones de i’é . dada por {X,, V4} v que definimos en ((5.24)).

Observacion 5.19 En el caso estandar, esto es, cuando £ = TQ y p = idpg se
verifica que cada seccién A4 se identifica con el campo de vectores

Ay T;Q - T(T;Q)
Vg = (Vig,---1Vaq) (UAq)\‘z/,f

esto es (véase definicién y observacion [1.32)) , con el A-ésimo campo de vectores
de Liouville o campo de vectores canénico en T} Q.

En el formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar los campos de vectores
canonicos Ay, ..., A, son utilizados para definir la funcién energia lagrangiana.

De modo anéalogo, en el contexto que nos proporcionan los algebroides de Lie
sucede algo similar ya que, como veremos en la seccion [5.3.3, definiremos la funcién
energia lagrangiana a partir de las secciones de Liouville Ay, ..., Ay.

5.3.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

En el formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar las soluciones de las ecua-
ciones de Fuler-Lagrange se obtiene como secciones integrales de ciertas ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden (SOPDE) en T} Q.
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Con la finalidad de introducir el concepto de SOPDE en algebroides de Lie vamos
a recordar el concepto de SOPDE en T}, (para més detalles véase la seccién M)

Un SOPDE en T} @ es una seccién de las aplicaciones
Tj]fle: Tkl<Tle> - Tle
(Viwgs > Vkwq) F> Wq
L) LT - TQ

(’Ulwq, . ,vkwq) — (qu(Tg)(vlwq), . ,qu(Té)(Ukwq))

donde 7'53 T!Q — Q denota la proyeccién candnica del fibrado de las k'-velocidades.

)

Volviendo al contexto de algebroides de Lie, tenemos que definir dos aplicaciones
que se correspondan con las dos anteriores del caso estandar. Sabemos que:

k
= @ F juega el papel de Tle,

k
» TE(@ F) el de T(TQ) vy
» THTLQ) es la suma de Whitney de k copias de T(T}}Q).

k
Entonces es natural pensar que la suma de Whitney de k copias de T¥(® E), esto
es,

k k
T8 (@ E)o k. oT% (0 F)
jugara el papel de
TTQ) = T(T}Q)® 5. oT(T}Q)

La pregunta que surge ahora de modo natural es: jqué aplicaciones se corres-
ponden, en el contexto de los algebroides de Lie, con T:,’le Y Tkl(TéB) 2,
k

A lo largo de los siguientes apartados daremos la respuesta a esta pregunta.

k
A. La k-prolongacién de E sobre 7: @ E — Q.

Sea E un algebroide de Lie sobre una variedad diferenciable ) de dimensiéon n

k k k
y ?éE: T¥(® E) —® E la prolongacién de E mediante 7: @ E — Q.
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k
Denotaremos por (T¥)1 (& E) la suma de Whitney de k copias de la prolongacién

k k
TE(@® E)=E x7q T(D E), esto es,

(TP)E E) = TP B)e b aTF (& B).

k
Asf los elementos de (TF)}(& F) son de la forma
((a1q7 Ulbq)a s (akqa Ukbq))

k k
donde cada (aq,vap,) pertenece a la fibra (T#(® E))p, = Eq X1q (Thy(® E)) =
(7,,) (b,

k k
Denotaremos por 77 : (T¥)L (& E) —® E la proyeccién canénica dada por:
OF

7A:gE((alqa Ulbq)v BRI (akq? vkbq)) = bq :

k k
Denominamos k-prolongacién de F sobre 7: & E — @ al fibrado (T%)} (¢ E).

k k
A partir de la aplicaciéon 71: T# (@ E) = Ex7oT (@ E) — E, esto es la proyeccién
sobre el primer factor, podemos definir la proyecciéon
k. o~k o~ BN E k
=n1®.*. e1:(T°) (@ E) - FE

como sigue

:7\:1k<<a1q7 Ulbq)v BRI (akq7 Ukbq)) = (a1q7 ce ,akq) .

Observaciéon 5.20 Consideremos ahora el caso particular £ = T'Q) y p = idrg
donde recordemos que p: £ — T'(Q) denota el ancla del algebroide de lie E.
Teniendo en cuenta la observacién [5.11], el la que se establecio el difeomorfismo
T(T}Q) = T(TQ) = (TQ) xrq T(T;Q)
UWq = (T(Tg) (UWq)’ UWq)

se deduce:
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= La aplicacion

7o H(TTONTQ) = Ti(T:Q) — ThQ
&TQ

se corresponde con 7.5 o THTQ) — T!Q ya que
k

7’tf_/fle((7—‘(7—5)(7}1wq)a leq)’ ) (T(Tg)(vkwq)u kaq)) = Wq

— Tjk’le(Ulwq7 e 7Ukwq) .

= La aplicacion
TH(TTONTQ) = Ti(T:Q) — T1iQ

se identifica con T} (75): T (T, Q) — T Q ya que

7A:lk((T(TCIS)(’Uqu)v Ulwq)’ SRR (T(Tngkwq)? Ukwq))
= (T(Tg) Ulwq), e ,T(Tg)(vkwq))

Con la idea de simplificar la notacién un elemento
((a1g> Vibg), - - - > (Args Vkby))
de (TP )i(é E) lo escribiremos como sigue:
(8q; Vbg)

k k
donde aq: = (a1q, ..., 0rq) €B Ey Vby:= (V1hy, - -+ Ukby) € Th (D E).

k k
B. Secciones de (T%)L(® E) y campos de k-vectores en @ E.

k
En este apartado asociaremos un campo de k-vectores en & E a cada seccion de

k
(TE)i(® E). Esta correspondencia es fundamental para desarrollar la formulacién
lagrangiana k-simpléctica en algebroides de Lie.
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k k
Lema 5.21 Sea & :d E — (TF)L(® E) una seccién de la proyeccion 7F . Entonces
BE

k k
¢ define una familia {&, ... ,&} de secciones de ?éE: TE(® F) - E.

Demostracion:

k
Teniendo en cuenta que (TZ)i(d E) es, por definicién, la suma de Whitney de

k
k copias del fibrado prolongacién T#(¢® F), la familia {&;,...,&} se obtiene sin
mas que considerar la proyeccion sobre cada una de las copias tal como muestra el
siguiente diagrama para cada A =1,...,k.

(TEV (& E) = TE@® B)@ 5. T5(& E)

5 ;k,A
&
k éa -
& E TE(S E)
donde
7o (TP)i(@ E) — TH(@E)
SF
((a1q7 Ulbq>7 SRR (aqu Ukbq)> = (aAqa UAbq)

k k
denota la proyeccién canénica sobre la A-ésima copia de TZ(® E) en (TE)i(d E).

O

k k
Proposicién 5.22 Sea £ = (&,...,&,):® E — (TE)L(® E) una seccion de 7% .
BF
Entonces
_ ~ k k
(P7(&1)s- . P (&) @ E — Ti(& E)

k
es un campo de k-vectores en & E. Recordemos que la aplicacion
- gk k k

k
denota el ancla del algebroide T¥(® E).
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Demostracion:

Es una consecuencia directa de los Lemas 5.7 y [5.21]
U

Los campos de k-vectores que se obtienen a partir de esta proposiciéon van a jugar
un papel fundamental en la descripcién del formalismo lagrangiano k-simpléctico en
algebroides de Lie.

Vamos ahora a calcular la expresion local del campo de k-vectores asociado a
una seccion &.

k
Sea & = (&4, ..., &) unaseccion de (TF)1 (¢ E). El Lema|5.21{nos permite afirmar

k k
que cada £4: @ E — TE(D E) es una seccién de ﬁE.
&

k k
Sea ahora {X,, V4} una base local de secciones de %E: T¥(® E) —@ E. Enton-

ces cada &4 se escribe localmente en esta base como sigue:
« a)B E k
€a = E4Xa + (€4)E Vs € Sec(TH (@ E)),

k
para ciertas funciones £%, (£4)% € C®(& E).

k
De (5.25) obtenemos que el campo de vectores en @ FE asociado a &4 tiene la
siguiente expresion local:

0

k
~cX(@F), 1<ALE. (5.36)
Iy

_ 9
p'(€a) = Piyfffxa—q,- + (€4)B

k
C. SOPDE'sen @ F.

Como hemos comprobado en la observacion [5.20] en la descripcién del formalismo
lagrangiano en algebroides de Lie, las aplicaciones
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k k
Ak (U@ E) — 6F
(Ag; Vby) aq = (a1q,-- -, 0kq)

juegan el papel de T:,’fl oV T} (7'6]5) respectivamente, en el caso estandar. Recordemos
k
que estamos empleando la notacion

(aQ7Vbq) = ((aflqv Ulbq)7 sy (akq7 vkbq))

Asi, el objeto andlogo a un SOPDE sers una seccién de las dos aplicaciones 7

OF
~k
y -

Definicién 5.23 Una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden

k k k
(SOPDE) en & E es una aplicacion & :® E — (TE)L(® E) que es una seccion

de las aplicaciones ?,f‘E y 7
&

La siguiente definicién nos permitira dar una caracterizacion del concepto de
SOPDE.

Definicién 5.24 FEl conjunto

Adm(E) = {(aq,vb,) € (TE)H& E) | T (8qs Vbg) = T4 (g, Vbg) }
L (5.37)

= {(ag,Vby) € (TE)L(® E) | aq = by} -

es llamado conjunto de puntos admisibles.

k
Obsérvese que un punto admisible es un elemento de (T7%):(® E) de la forma
(bq7 Vbq) = ((blq, vlbq)a ce (bkq7 Ukbq)) )

k
siento bg = (bigs - - -, brgq) €D L.

Proposicion 5.25 Sea

£= (0., &) @ E— (TOLS B)

una seccion del fibrado vectorial TF . Las siguientes propiedades son equivalentes:
&)
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(1) ¢ toma valores en Adm(E) .

(2) € es un SOPDE, esto es, verifica T o & = idéE )

(3) JA(E4) = Ay para todo A=1,... k.

Demostracion:

La equivalencia entre (1) y (2) es una consecuencia directa de la definicién
del conjunto de puntos admisibles ([5.37)). La equivalencia entre (1) y (3) es una
consecuencia directa de la definiciéon de J4, Ay y £V,

Vamos a calcular la expresién local de un SOPDE & = (&1, ..., &)

k k
Consideremos {X,, VA} una base local de secciones de ?é = T¥(® F) -9 E,

entonces cada seccién
k 5k k
EaDE T (@ E)=ExpqT(® E)
se escribe en esta base como sigue

4= &G0 + (E4)3VE

k
para ciertas funciones &3, (£4)% € C°(& E).

Puesto que £ es un SOPDE las secciones &1, . . ., &, satisfacen las igualdades
JAE) =AMy, 1<A<Ek
de donde obtenemos que la expresion local de &4 es:
4= yaXa + (E)BVS
siendo (£4)% funciones en é E.

k
Como se observa en la definicién de SOPDE, éste es una seccién de (T¥)L(& E) y
por tanto, tal como hemos visto en el apartado anterior, podemos definir un campo

k
de k-vectores en @ FE asociado al mismo.
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k
De (5.36]) obtenemos que el campo de k-vectores en & FE,

(P (&) -0 (&)

- k k
asociado a & por medio del ancla p™: Sec(T¥(® E)) — X(@ E), tiene la siguiente
expresion local:

_ . 0 0 k
P (€a) =pe¥ass; + (€A €X(@FE), 1<A<Ek. (5.38)
dq oy

Por dltimo, sabemos que en el formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar las
secciones integrales de ciertos SOPDE’S son soluciones de las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange.

A continuacién vamos a introducir, en el contexto que nos proporcionan los
algebroides de Lie, el concepto de seccién integral de un SOPDE.

Definicién 5.26 Una aplicacion
Lk
n:R°*—p FE

se llama seccién integral del SOPDE &, si i) es una seccion integral del campo de
k-vectores (p™(&1), ..., p" (&), asociado a &, esto es,

= 0
) =n® (5], ) - 145k, (539
es decir, para cada A =1,...,k el siguiente diagrama es conmutativo:

k €A -
OE TE(® E)

n K
o —

RF ——*—= TR = (& E)

k
Sin:R*¥ —@® E se expresa localmente como sigue

n(t) = (n'(t), ma(t)),
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entonces, teniendo en cuenta la expresién ((5.38)) de los campos de vectores asociados
acy,...,&, deducimos que la condicion de ser seccion integral ((5.39)) es equivalente
a la familia de identidades,

on'
ot |t

« i (= 877% B
=1at)pa(T((t)) 57| = €a)pm(t)), (5.40)

k
donde 7: & E — @ es la proyeccién candnica definida por la relacion 7(aq) = q.

5.3.3. Formalismo lagrangiano.
En esta subseccion vamos a describir la formulacién lagrangiana k-simpléctica
en algebroides de Lie.

Con la finalidad de simplificar la notacién, a lo largo de esta seccion denotaremos

k
por d la diferencial exterior en el algebroide de Lie T (& F), esto es,

d: = dTE(éE) :

k
Una funcién L : E — R se llamard funcién lagrangiana. En primer lugar
vamos a introducir algunos objetos geométricos asociados a una funcién lagrangiana

L.

A. Secciones de Poincaré-Cartan o secciones lagrangianas.

De modo anélogo a lo que ocurre en el formalismo k-simpléctico estdandar, a
partir de los endormofismos verticales J!, ..., J*¥ y dada L una funcién lagrangiana

k
se definen las siguientes 1-secciones de (T¥(® E))*

045 E — (TE@&E))*
by +— @f(bq)

1<A<E

en donde ©7(by) es la aplicacién

A E k k
@L(bq)Z (‘.T (EB E))bq = Eq XTQ qu(@ E) — R
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definida por la composicién

07 (bq)
k m
[T5(& E)hq [T5(& E)hq R
esto es,
(02)(ba) (0, thq) = (AL (7)1 (g 00,)) | (5.41)

k k
siendo d = d7"(®F) la diferencial exterior de T%(® E), véase (5.27).

ion nominan i i ion
Estas secciones ©} ... OF se denominan secciones lagrangianas o secciones
de Poincaré-Cartan.

k
Utilizando la expresion (5.27) de df = d”7 @B f con f = L se obtiene:

(©71)(a) (g ) = (AL)bg (g1, 000) ) = (07 (T Vo (a0 00 ) L, (5.42)

k k -~ k
donde bq €8 E, (g, thy) € [TE(® )l ¥ 07 ((7)bq (g, thy)) € Thy (& B).

A partir de las 1-secciones ©} ... OF definimos las 2-secciones

Ak Bk Bk
VW eFE— (T @E)"ANT@®E)*, 1<A<Lk

por
Qf=—-ded, 1<A<Ek.

Reescribiendo el apartado (2) de la Definicién de la diferencial exterior de
k
un algebroide de Lie para el algebroide 7% (& E), podemos escribir:

Qf(ﬁb@) - _d@f(fhé)

) N N (5.43)
= [p7(&)(O7(&)) = [P (€DN(O1(&)) + 071 ([&1, &]7)

k - _
para todo par &,& € Sec(TE(® E)) donde (p7,[,-]7) denota la estructura de
k
algebroide de Lie de T#(® E) definida en la Seccién [5.3.1/B.

A continuacién establecemos las expresiones locales de ©4 y Q4.
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Consideremos

=D =h, 1 x>

k k
una base local de secciones de ?éE TE(@OE)—®Ey

su base dual. Entonces de (5.25)), (5.34) v (5.42)) obtenemos

of = Py,
oY%

1<A<k. (5.44)

De las expresiones locales (5.24)), (5.25)), (5.26)), (5.43)) y (5.44) obtenemos para
cada A=1,... k,

1({ . 0°L - 0%L
O = 2 [ ph=—s—= — pl,
L 9 (p,@ 3(1“53/?‘4 p {*)qlayi

aﬁ@ 8

2
ver Il ) o nqsp IL ya s p8 (5.45)
Oy oY% B

Observacién 5.27

(1) Sireescribimos las definiciones anteriores en el caso particular £ = 1 obtenemos
las formas de Poincaré-Cartan de la Mecénica lagrangiana en algebroides de
Lie. Véase, por ejemplo, [24], 96].

(2) Si consideramos el caso particular £ =TQ y p = idrg, entonces

QX,Y)=wf(X,Y), 1<A<k

donde X, Y son campos de vectores en T} Q y wi, ..., wF denotan las 2-formas
lagrangianas del formalismo k-simpléctico estandard definidas por wit = —d(dLo

J#4), donde d denota la diferencial usual.

B. La funcién energia lagrangiana.

La siguiente definicién es la version en algebroides de Lie de la funcién energia
lagrangiana.
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k
Definicién 5.28 Sea L :® E — R una funcion lagrangiana. La funcién energia

k
Erp o FE—R

asociada al lagrangiano L se define como sigue
k‘ ~
Ep=Y p(As)L-L.
A=1

o~ k
donde p"(A4) € X(D E) son los campos de vectores asociados a las secciones de

Liouville A 4.

De (5.25) y (5.35)) se deduce que E, tiene la siguiente expresién local:

k

oL

EL:Zyjaa—L. (5.46)
o Ya

Observacion 5.29 Si consideramos el caso particular £ = T'Q) la funcién E, coinci-
de con la funcién energia del formalismo k-simpléctico estandar, véase [50], 107, 119
y el capitulo [1| de esta memoria.

Cuando k& = 1 obtenemos la definicién de la funcién energia de la Mecdanica
lagrangiana en algebroides de Lie, véase, por ejemplo, E. Martinez [96].

| C. Morfismos. |

En la formulacién lagrangiana k-simpléctica, una soluciéon de las ecuaciones de
Euler-Lagrange es un campo

¢:Rk—>Q

tal que su primera prolongacion
oV RY - T1Q

verifica las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange, esto es,

) oL
o)) Of

0 OL .
Z%)t(@u% stsn.

A=1

k
— s (t)
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La aplicacion ¢ induce de modo natural el morfismo de fibrados vectoriales

® = (T'¢, )
entre los algebroides de Lie TR* y TQ,

TRF —2 TQ

TRk Q

RF Q

Ademaés se verifica
d(®"p) = ®*(dp)

para toda [-forma p en @, entonces & = (T'¢, ¢) es un morfismo de algebroides de
Lie, (véase la seccién para recordar la definicién de morfismo de algebroides
de Lie).

A continuacién vamos a recordar la definicién de la primera prolongacién de ¢.
Consideremos la base candnica de secciones de Tk,

9 9
ot otk |

Recordemos que la primera prolongaciéon ¢(!) de ¢, se escribe del siguiente modo:

60(6) = (o] )o - Teolre] ).

Lo que acabamos de hacer es describir las soluciones de las ecuaciones de campo
Euler-Lagrange, en el caso estandar, desde un nuevo punto de vista que nos permite
pensar una solucién como un morfismo de algebroides de Lie.

Volviendo al caso de algebroides, para definir el objeto andlogo a la primera
prolongacién de una solucion, y teniendo en cuenta el punto de vista anterior, vamos
a considerar un morfismo de algebroides de Lie & = (&, )

P

TR FE
T]Rk T
Rk Q
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Considerando
{eA}1§A§k

una base local de secciones de Tk, podemos definir una aplicacion

kLK
o: R —-p E

asociada a ¢ y dada por:

~ k
d:Rf - pE=E®.* &F

t — (Pler(t)),...,P(en(t))) .

Observacion 5.30 En el caso particular £ = TQ y p = idpg se verifica: & =

(Té, ), ex = 0/0t" la aplicacion ® se corresponde con la primera prolongacion de
la :R* — Q, esto es,

= oW,

Observacion 5.31 Denotaremos por @ : TR*F — E un morfismo de algebroides de
Lie ® = (®,®) entre 7px : TR* - RF y 7: E — Q.

Ahora vamos a escribir las expresiones locales del morfismo de algebroides de Lie
y su aplicacion asociada.

Sean
(tA)1§A§k y (Qz)gz‘gn

dos sistemas locales de coordenadas en R* y (), respectivamente. Sea
{GA}lgAgk

una base local de secciones de Tgi: TR — R¥ y
{ea}i<a<m

una base local de secciones de 7 : E — (). Ademas denotamos por

{€A}1§Agk vy {e"hi<a<m
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las bases duales correspondientes. Entonces el morfismo ¢ estd determinado por las
relaciones

o) = (¢'(t) y DT =gfe”
para ciertas funciones locales ¢' y ¢% en R*.

Asi, la aplicacion asociada ® tiene la siguiente expresion local
O(t) = (¢'(t), ¢a(t)) -
En este caso, las condiciones de morfismo de Lie (5.7) y (5.8) se escriben como

sigue .
90" . 093 0o
gia ~Pada ¥ V=50~ G

+ G5, 050N | (5.47)

donde p!, y Glﬁ son las funciones de estructura del algebroide de Lie F.

Observacion 5.32 En el caso estandar, esto es, cuando £ = T'Q) y p = tdpq las
condiciones de morfismo anteriores se reducen a

g 00 00k 90
AT oA otB oA
de modo que la segunda de estas identidades se puede escribir como sigue:

82 ¢7, 82 ¢1

OtBOtA — OtADtB

Asi, en el formalismo k-simpléctico estandar, considerar morfismos de algebroides
de Lie y las aplicaciones asociadas es equivalente a considerar campos ¢:R*¥ — Q y
la primera prolongacién ¢ de los mismos.

D. Las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En este apartado vamos a describir la formulacién lagrangiana k-simpléctica en
términos de algebroides de Lie, generalizando la descripcion de las ecuaciones de
Euler-Lagrange de la Mecanica lagrangiana en algebroides de Lie, véase los trabajos
de E. Martinez, por ejemplo [24, 96] y la formulacién lagrangiana k-simpléctica
estdndar que hemos descrito en el capitulo [I}

A continuacién veremos qué nos dice la ecuacion geométrica de Euler-Lagrange
(1.45)) en el caso de algebroides de Lie pero antes veamos como definir un elemento

k _
de TE(® E) a partir de un morfismo de algebroides de Lie ® = (@, ®).
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~ k
Lema 5.33 Sea ®:RF —@ FE la aplicacion asociada a un morfismo de algebroides
de Lie ® = (®,®) : TR* — E. Entonces

@(t), 30 (1)) € (TP)L(& B) = T(& B) 5. &T5(& B),

o equivalentemente para cada A =1,...,k

~ ~ k k
T R(t), @0(4) € TH(® B) = E xrq T(S E),
OE

k k
donde 75 la proyeccion candnica sobre la A-ésima, copia de TE($ E) en (T¥)L(& E)
OE
dada por:

k k k K
ol (TIPS E)=TF(@ E)e k. eT(@ E) — TE(& E)

GOF
((alqa Ulbq)ﬂ ) (akqa Ukbq)) = (aAq7 UAbq)
Demostracion:
Vamos a comprobar que para cada A =1,...,k se tiene

kAT ey F() Bk _ k
%E(@(t% O (t)) € [T7(® Elg) = Erawy X710 Tow)(® E),

k
donde 7: @ E — @ es la proyeccién dada por 7(bg) = q.
Podemos escribir

?gz(&)(t)’ &)(1)(13)) = (pT‘A(EDOJ)), &)*(t)(% t)) ’

k
donde prs: & E — FE es la proyeccion candnica sobre la A-ésima copia de E.

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que

D(t) = (¢'(t), o3 (t))
entonces

~ 0

B.(6)(53],) = (¢(0), 65(6)

o'
ot

0P%
¢ OtA

), 1<A<k.

¢ =
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A partir de estas dos expresiones locales obtenemos:

~ = 5 ' a i 8 :
FAG (1), 30(8)) = (6/(6), 05 (8), o ¢ %

&p LotA

), 1<A<k.

t

k
De la definicién (5.22) de T¥(& E) sabemos que

FEAB). BU(0) = (pra(®(0). 8. (057

si, y s6lo si,

o equivalentemente

T o o a¢z
pa¢A - atA :

Esta tltima condicién se verifica por ser ® : TR* — E morfismo de algebroides
de Lie, véase la ecuacion ((5.47)).

O

k
Proposicién 5.34 Sea L :® E — R una funcion lagrangiana y ® : TR* — E

~ k
morfismo de algebroides de Lie con aplicacion asociada ® : R¥ —@ E. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) & satisface el sistema de ecuaciones

k
D rpragman ey (@) = dEL((t) ¥, 1< A<k, (5.48)
A=1

k
SF

-~ o~ k
donde [74(D(t), D (t))] € [TE(® E)|g ) como hemos comprobado en el lema
OF

k
anterior. Recordemos que d = d77 @8,
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(2) @ es solucion del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

k

dtA 83/,4 - aaz Cﬁaav

d¢' o 5.49
atA = (bApoa ) ( )
9% 09

O - 8tB - 62,:14 +GBV¢B¢A

Observacion 5.35 Notese que si E es el algebroide de Lie estandar T'Q) entonces las
ecuaciones son las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange del formalis-
mo k-simpléctico estandar. Asi, denominaremos a estas ecuaciones las ecuaciones
de campo de Euler-Lagrange en algebroides de Lie.

Demostracion:

Sean (¢',y “)1<i<n,1<a<m Un sistema de coordenadas locales adaptadas en FE,

SOl LG XTI >A

se local de secciones de 7 : E — Q, {BA}lg A<k una base local de secciones de
Tor : TRF — RF.

En estos sistemas locales de coordenadas escribimos la expresion local de la
aplicacion ® asociada a un morfismo de algebroides de Lie ® como sigue:

B(t) = (¢'(t), 94 (t))-

k k
Considerando {X,, V5 } una base local de secciones de T#(® E) —@® E se obtiene
la siguiente expresion

7o (@(6), 2 (6)) = ¢ (6)Xa(P(8)) + 5 2 90

- Sa| @), 1<as<k
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y asf teniendo en cuenta la expresién local ((5.45) de Q4 se verifica

A 0*L 5 =
ZZ“ B(t),6m (1) H() = 5t )83/ 7 oy V B(P(t))
A
L , L oL
B (4Y( i i ,

F(Pat)oe =51, — Pl —— | (5.50)

<¢A( (v 0q28yﬁ‘¢<t> 5 oqoys law Py cpm)

P 0L

_8? taygay% o(t) )x ((I)(t)) .

De las expresiones locales (5.27) y (5.46) de df y Ep obtenemos, para cada
A=1,...k,

~ ) 0%L oL ~
— Bt o
dEL(D(t)) = pf <¢A( )aqlayﬁ\% g i(t)> X (®(t)) .
9L 5~ '
O o
+ 9i(t) PR 5 B0

donde {X*, V2} denota la base dual de la base local {X,, VZ} de secciones de
k k
?é :TE (@ FE) -® E.

Por lo tanto, de (5.50)) y (5.51)) obtenemos que ® : TR¥ — E es solucién de la
ecuacion ([5.48]) si, y solo si, se Verlﬁca

e PL o PL aL)_&zS% L _ (e 9L 0L
Pa qu@yi Pe dq' 0y Be oy} oA aygay% Pa A@qiayﬁ dq’
2L %L
Yig iam = Yhg s
YRy Loygoys
a¢z i o
6? = pa(bA
99 0%
0 - 87573_ 8t£+ ﬁry@de)}a

donde las dos dltimas ecuaciones son consecuencia de la condicién de morfismo
(5.47)). Obsérvese que la segunda ecuacién es una identidad y asi este sistema de
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ecuaciones en derivadas parciales se puede escribir como sigue:

ii_ _ gL e OL
A 3yA - aaz Cﬁaav

a(bl {ANe
(9tA = paqu?
9¢% 09
0 = G o+ e

Observaciéon 5.36

(1) Las ecuaciones (5.49) coinciden con la ecuaciones de Euler-Lagrange en Teorfas
Clasicas de Campos del formalismo multisimpléctico en algebroides de Lie.
Véase E. Martinez, [97].

(2) Si se reescriben las anteriores ecuaciones en el caso particular, k = 1, la con-
dicién de morfismo se reduce a la condicién de admisibilidad (ecuacién 2) y
asf se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange dadas por Weinstein en [140].

(3) Cuando E = TQ, las ecuaciones ((5.49)) coinciden con las ecuaciones de Euler-
Lagrange del formalismo k-simpléctico o de Giinther, véase por ejemplo [56,
107, 119].

Al igual que ocurre en el desarrollo de la formulacion lagrangiana k-simpléctica
estandar, las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden obtener como
secciones integrales de ciertos SOPDE’S. Este resultado se recoge en el siguiente
teorema.

k
Teorema 5.37 Sea L :® F — R un lagrangiano regular y

E=(&,...,&) EBE—>(‘TE) (@ E) = frE(é E)@.@.@TE(é E)
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una seccion de 7% tal que
SF

Z 1,80 = dEL (5.52)

k
donde d = d7°(®E) . Entonces:
(1) & es un SOPDE.

(2) Sea d : R —>69 E la aplicacion asociada con un morfismo de algebroides de
Lie entre TRF y E Si & es una seccion integral de &, entonces o satisface
las ecuaciones esto es, es una solucion de las ecuaciones de campo de
FEuler-Lagrange escritas en términos de un algebroide de Lie E.

Demostracion:

Escribiendo
Ea =800+ (E2)2VS, A=1,...k
y considerando la expresién local (5.45) de Q4 obtenemos
k
. 82[, . 82[/ oL 82L
a _ eo(, ; ) P i
it = (&(h -0k o e 2 e )x
Az_:l ! ( ( agioyy " odoyg P 81/31) B oyl oy
0%L
—5 Vs
ypoys

€4

De la expresién anterior y de la expresion de dEy, véase (5.51)), se obtiene que
¢ es una solucién de las ecuaciones (5.52)) si, y sélo si, se verifican las siguientes
ecuaciones:

- 0’L . 0°L oL 0?L , 0?L oL
E(Pe 5 — P 5ugea + Chag,r) — (€4 = o550
A(’O 8q10yﬁ Po 0q' 0y A 8yl) (8) = ga e P A@qlﬁyi oq’

. 0L O*L
éAayﬁBayj = §Aa o

32
Si el lagrangiano L es regular, es decir, si la matriz | ——— | es regular, de la
oy 8?/B

segunda ecuacién obtenemos que

§1=Ya, (5.53)
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esto es, £ es un SOPDE y en este caso la primera de las ecuaciones anteriores se
simplifica como sigue:

0L 5 0L oL 4

oL
Y

=pt— + YL Ch = .
B@yj@yg dg AP0y

Yarh (5.54)

Demostremos ahora el item (2).

~ k
Sea ® : R¥ —@ F la aplicacién asociada con un morfismo de algebroides de Lie
®:TRY — E.

Si a)(t) = (¢'(t), % (t)) es una seccién integral del SOPDE & solucién de (5.52)
entonces de la condicién de seccion integral ([5.40)), la identidad (5.53)) y (5.54)) obte-

nemos
9| L ¢ L ‘ 0L +¢ﬁma_L
At dgi oy 1) OtA tayjayg ) p“(‘?qi 3(t) A ooy e
a¢z 7 Q
oAl = PLdU(t)
Loy 0% N
0 = 55|~ an |, T ChOBOA)

donde la ltima ecuacién es una consecuencia de la condicién de morfismo de alge-
broides de Lie (5.47)). Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como sigue

: L 0L L
; 8% (%‘Z %<t)> - pz“gq" b %62’“57?; (1)
20| = sene. 5:59)
0 = %% | L es sh(t)o(n)
obteniéndose las ecuaciones .
O

Observacion 5.38 Si reescribimos esta seccién en el caso particular £ = 1, reob-
tenemos la descripcion de Mecanica lagrangiana en términos de algebroides de Lie
(Ver seccién 3.1 en [24] o seccién 2.2 en [72]).
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E. Caso particular: Formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar

En este apartado vamos a describir el formalismo lagrangiano k-simpléctico
estdndar como un caso particular del formalismo lagrangiano en algebroides de Lie.

Como ya hemos comentado anteriormente elegimos como algebroide de Lie F =
TQ y p = idrg; en este caso las constantes de estructura Ggﬁ = 0. Entonces

k
» La variedad @ E se identifica con T} Q, TT9(TLQ) con T(TEQ) vy (TT)L(TQ)
con THTQ).
k
» La funcién energia By, : T}Q — Res E;, = Z A (L) — L donde los campos

A=1
de vectores A4 en T} Q se obtienen como hemos explicado en la observacién

B.I9.

k k
» Unaseccion € :d E — (TP)}(® F) se corresponde con un campo de k-vectores
E=(&,...,&) en TLQ, esto es, € es una seccién de lefle :THTIQ) — TLQ.

» Un SOPDE ¢ es un campo de k-vectores en T;'(QQ que es una seccién de la
aplicacion Tj} (75) : TH(T} Q) — TLQ.
» Sea f a funcién en Q) entonces
d" QS (Y) = df(Y)
donde df denota la diferencial estdndar e Y es un campo de vectores en T} Q.

= Se verifica que
QHX,Y) = w(X,Y), A=1,...k

donde wi' denota las 2-formas lagrangianas del formalismo k-simpléctico estan-
dard definidas por wit = —d(dL o J*4).

» Asi, en el formalismo k-simpléctico estandar la ecuacion (5.52)) se escribe como

sigue:
k

ZZ&A(M? = dEL,
A=1

que coincide con las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrage ([1.45)) del for-
malismo k-simpléctico estandar.
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= Como ya hemos senalado en la Observacion la aplicacién ® coincide con
oM.
En el caso estdndar una aplicacién ¢ : R¥ — @ induce un morfismo de algebroi-
des de Lie ® = (T'¢, ¢) entre TR* y T'Q. En este caso, la aplicacién asociada
® a este morfismo coincide con la primera prolongacién ¢ de ¢ dada por

0 0

d(t) = (To(55),) - TG0

DETEIGE

Asi, del teorema y las ocho observaciones anteriores, deducimos el siguien-
te corolario donde reobtenemos la formulacion lagrangiana k-simpléctica estandar,
véase [50, 107, 119] y la seccién del Capitulo [1| de esta memoria.

Corolario 5.39 Sea L : T}Q — R un lagrangiano reqular y & = (&1,...,&) un
campo de k-vectores en T} Q tal que

k
Zz§Awf = dEL .
A=1

Entonces:

(1) & es un SOPDE

(2) Si ® es una seccion integral del campo de k-vectores £, entonces ® es una solu-
cion de las ecuaciones de campo de Fuler-Lagrange del formalismo lagrangiano
k-simpléctico estandar, esto es,

i K <8L ) oL
= It e \ o'y 1a(t) ¢’

La relacién entre los elementos geométricos del formalismo k-simpléctico Lagra-
giano estandar y en algebroides de Lie, se resume a continuacion:

(@) = 1)

(t)

= |Funciones lagrangianas.

o Algebroides de Lie:

k
L F— R.
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o FEstindard:
L: T,ClQ — R.

= | Secciones lagrangianas. ‘

e Algebroides de Lie:

k k k

Qi‘ :@EH(TE(@E))*/\(‘IE(@E))*, A=1,... k.
o Fstandard:

wf :T,iQHT*(T,iQ)AT*(T,le), A=1,... k.

)

= | Ecuaciones algebraicas.‘

o Algebroides de Lie:

k
> 1,0 =dEL,
A=1

k k
E=(&,...,&) D E — (TF)L(® E) es una seccién del fibrado
k k k
k-prolongacién (T¥) (@ E) =T (@ E)® ... T¥(® F).
e FEstandard:

k
ZlﬁAwf = dEL,

A=1

(&1...,&) : THQ — THTLQ) es un campo de k-vectores en T} Q.

Ecuaciones de campo. ‘

o Algebroides de Lie:

k
o (0L oL 5o OL
i _ = p=—|. +0:CL ==
; otA <8y§§ cp(t)) Padg 15 ¢cCs Oyl |&t)
agbl (e 7
at_A ¢ - ¢A(t)pa )

094 008 | La .3
0 = 58 = ga T Coeh
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Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

o FEstindard:

K (aL > oL
< Oth o'y 13t oq'

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

VA(R(t) = =

D(t)

d: RF — Zle
t o= D(t) = (¢i(t), Py(t))

5.3.4. Ejemplos.

’ A. Modelo Poisson sigma.‘

En este primer ejemplo se verifica
E=T"Q y k=2
siendo (@, {,-}) una variedad de Poisson.

Consideremos una variedad de Poisson (@, {-,-}). Entonces, como hemos visto
en la secciéon [5.1.2] el fibrado cotangente T*() tiene una estructura de algebroide de
Lie, con ancla p y corchete determinados por

pla) = (o),
[e. Blreq = £“ﬁ(a)ﬁ - Lﬁ(g)‘)‘ +d(Il(a, 3)) ,

donde «a, f € Sec(T*Q), Lx denota la derivada de Lie y I T*Q — TQ, se define
por

B(Mi(a)) = (a, B), Ya, B € TSQ,

es la aplicacién inducida por el campo de bivectores II asociado a la variedad de
Poisson.
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En coordenadas locales, el bivector II en un punto q € @) tiene la expresion
A” 0 0
aq’ aqﬂ

Podemos considerar como lagrangiano para el modelo Poisson Sigma una funcién

definida en T*Q ®o T*Q. Asi si (¢, p},p?) denota las coordenadas locales T*Q @q
T*@Q, la expresion local del lagrangiano es (véase [96])

i L
L(¢',pi,pi) = = 5A"pip}

A continuacién vamos a considerar las ecuaciones de Euler-Lagrange ((5.49)) para
el lagrangiano

Lyij1 o
SApip; .

LTQeTQ—R, Ld,ppf)=-3

Un largo cdlculo muestra que la primera ecuacién de ([5.49)), esto es, la ecuacién
k
d - OL 3 oL
- - — -+ G'Y =
Z tA (&u) Podg TPy,

Loy (9P  9p; | OAM
§A]< — ot i) =0.

se reduce a

ot ot? aq"
y teniendo en cuenta la condicién de morfismo esta ecuacién se verifica por lo que
las ecuaciones de campo de Euler—Lagrange (5.49) son en este caso particular

Azj A _

8#‘ =0,

Op; Opi  OAM

o o T g ik =0

Consideremos la 1-formas en R? dadas por P; = pjalt1 + pjdt2 (j=1,...,n),
entonces las anteriores ecuaciones puede escribirse como sigue

dqj + A]kPk =0
1
dP;+ SAGP AP =0,

donde Akjl = OAF /07, Esta es la forma usual en la que aparecen las ecuaciones
para el modelo Poisson Sigma, véase T. Strobl [130].
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Observacién 5.40 El modelo Poisson sigma es un ejemplo de teoria de campos
topologicos de dimension 2 asociadas a una variedad de Poisson. Fueron introducidos
por P. Schaller y T. Strobl [127] y N. Ikeda [58] y se aplican al estudio de modelos
gravitacionales de dimensién 2.

’ B. Sistemas con simetrl'a.‘

Consideremos un fibrado principal 7 : _Q — @Q = Q/G con grupo de estructura
G, entonces una conexion principal A en ) es una 1-forma con valores en el dlgebra
de Lie g, A:TQ — g tal que:

(i) Para todo ¢ € gy para todo ¢ € Q, A&s(q) =&,y
(i1) A(Typy(vg)) = Ad,(A(vg)) donde p : Q x G — @Q denota la accién de G sobre

Q y Ady: g — g la accién adjunta de G.

Fijemos una conexién principal A : TQ — g con curvatura B : T Q@Y:Q — .
La conexion A determina un isomorfismo entre los fibrados vectoriales 7'Q) /G — Q
yTQ &g — Q donde g = (Q x g)/G es el fibrado adjunto (véase [21]):

[vg] = Tgm(vg) & [(q, Alvg))]
donde vg € TqQ.
La conexién principal A nos permite obtener una base local de secciones de
Sec(TQ/G) = X(Q) & Sec(g)

como sigue. En primer lugar, elegimos una trivializacion local del fibrado principal
mQ — q = Q/G, por ejemplo U x G, donde U es un subconjunto abierto de
Q = Q/G. Asf consideramos el fibrado principal trivial 7: U x G — U con grupo
de estructura G actuando sélo sobre el segundo factor por la multiplicacién por la
izquierda. Sea e el elemento identidad del grupo de Lie G, (¢'), 1 < i < dim Q son
coordenadas locales en U y {,} una base de g.

Vamos a describir ahora las secciones del fibrado adjunto g.

Un elemento de Sec(g) es una aplicacién de la forma:

[dle €Q=Q/G—[(@.9]c €a=(Q x9)/G,
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por lo que el conjunto de estas secciones se identifica con el conjunto de campos de
vectores invariantes a la izquierda &

55(9) = TeLy(&)
donde L, : G — G es la translacion a la izquierda por g € G.

Teniendo en cuenta la identidad Sec(TQ/G) = X(Q) @ Sec(g), a partir de los
elementos de X(Q) y de Sec(g), obtenemos una base local de Sec(T'Q/G) dada por:

h
{62: (aaqi> ’6“25‘5}

0 : .
donde (=—)" es el campo de vectores en U x G que se obtiene mediante el levanta-

aqt
miento horizontal de % € X(Q). Si

q
0

A : = A%,

<8q’ (q,e>) it

0
entonces el levantamiento horizontal del campo de vectores en e en U es el campo
q

de vectores (ai)h en U x G dado por

qi
aN" o ..
(&ﬁ) _aqi_Aig“'

h
{ei_ (8(?]1> 7€a_€£}

es por construcciéon G-invariante y define una base local de secciones {e;, e,} de

Sec(TQ/G) = X(Q) @ Sec(g).

Teniendo en cuenta esta base de secciones, a cada ¢ = [7lc € @ le asociamos un
elemento de TQ)/G de la forma

Asi el conjunto

y'ei(q) + y'ea(q) -

Asf obtenemos las coordenadas locales inducidas (¢', 3%, y%) de TQ/G.
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Se puede demostrar que TQ/G tiene una estructura de algebroide de Lie sobre
Q = Q/G (véase M. de Leén, J. C. Marrero y E. Martinez [72]). Este algebroide
|G- E=TQ/G — Q = Q/G se denomina algebroide de Atiyah.

Denotamos como antes por (¢', ¥, y*) las coordenadas locales inducidas de TQ/G.
Si ¢, son las constantes de estructura del algebra de Lie g con respecto a la base

{&ty ; )
B - N~ = B;l a
<6q1 (ae) O (q,e>) i
donde gAc DA
c __ i J ¢ pgapb
= 90 90 et A Aj .

entonces las funciones de estructura del algebroide de Lie TQ/G — @ estén deter-
minadas por las siguientes relaciones (véase [72]):

[ei, ej]]TQ/G
[ei, ea]]TQ/G
[[eav 6b]]TQ/G

pTQ/G(ez’>

pTQ/G’(ea)

= —ijec
= cgbA?ec
Copee
0
aq’
= 0.

Asi las funciones de estructura del algebroide de Atiyah 7¢|G: E = T Q/G —
Q = Q/G respecto al sistema local de coordenadas (¢') y la base local {e;,e,} de

Sec(TQ/G) son:
¢ — e — ek —eh—0, e

c _ C )
GoLb = Cap pj

—B, €, = —C =cA
(5.56)

5ij7 pg = pa:pa_o

ko
Ahora, consideremos una funcién lagrangiana L :® TQ/G — R entonces las
ecuaciones de campo de Euler-Lagrange son:

2N
dtA \ oy, ) — Oq ijyc@yg

d (0L oL
— (== = Ab —
0 — %_%
o8 ot4
0 = Wa_ s _
o8 ot4

OL
Ab

Cab yCa 8’
. p OL
CabyC_ayc
C

By ]ZJBZJA + & AN yS + iy
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En este caso cuando (Q es un tnico punto, esto es Q = G entonces TQ/G =gy

k
entonces el lagrangiano esta definido como una funcion L :® g — R y las ecuaciones
anteriores se reducen ahora a

A (OLN e OO
ath \oyy ) — " Ca¥oqe

0 = 268 e T CatValys -

Estas ecuaciones coinciden con la expresion local de las ecuaciones de Euler-
Poincaré que podemos encontrar en [18] 19, 20, [97]). Por ejemplo en [19] los autores
obtienen estas ecuaciones en el estudio de algunos ejemplos de aplicaciones armonicas
desde el enfoque variacional.

5.4. Formalismo hamiltoniano.

En esta seccion desarrollamos el formalismo hamiltoniano k-simpléctico en al-
gebroides de Lie, que generaliza la Mecénica hamiltoniana el algebroides de Lie,
véase [24, [72], y el formalismo hamiltoniano k-simpléctico estandar, véase capitulo
[} La estructura de esta seccién es similar a la del caso lagrangiano que se acaba de
describir.

Sea (E,[,"]g,p) un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Para el enfoque
hamiltoniano se considera el fibrado dual de E, esto es, el fibrado 7* : E* — Q.

5.4.1. Elementos geométricos.

k
A. La variedad @ E *.

Recordemos que el formalismo k-simpléctico hamiltoniano estandar se desarrolla
sobre el fibrado de las k'-covelocidades

(TH*Q =T*Qd .*. oT*Q .

Pensando un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente y su
dual E* un sustituto del fibrado cotangente, es natural pensar que el analogo de
(TH*Q sea la suma de Whitney sobre Q de k copias del espacio dual F*.



