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5. Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie 143

5.1. Preliminares sobre algebroides de Lie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

5.1.1. Definición de algebroide de Lie. . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

5.1.2. Ejemplos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

5.1.3. Diferencial exterior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.1.4. Morfismos de algebroides de Lie. . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

5.2. La prolongación de un algebroide de Lie mediante una fibración. . . . 151
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Introducción

El formalismo k-simpléctico (polisimpléctico estándar de Günther) es la gene-
ralización a las teoŕıas clásicas de campos del formalismo simpléctico estándar de
la Mecánica. En este sentido el formalismo k-simpléctico es usado para dar una
descripción geométrica de ciertos tipos de teoŕıas de campos: en una descripción
local, aquellas teoŕıas cuyos lagrangianos y hamiltonianos no dependen de las coor-
denadas en la base, denotadas por (t1, . . . , tk) (en muchas ocasiones, las coordenadas
espacio-tiempo); esto es, el formalismo k-simpléctico es sólo válido para lagrangianos
L(qi, viA) y hamiltonianos H(qi, pAi ) que dependen de las coordenadas del campo qi

y de las derivadas parciales del campo viA, o los correspondientes momentos pAi .

El formalismo k-cosimpléctico es la generalización a las teoŕıas de campos del
formalismo cosimpléctico estándar de la Mecánica no autónoma, véase [83, 84]. Este
formalismo permite describir las teoŕıas de campos que involucran las coordenadas
de la base en los lagrangianos y hamiltonianos. El fundamento del formalismo k-
cosimpléctico son las variedades k-cosimplécticas introducidas por M. de León et al.
[83, 84].

Una de las ventajas de los formalismos k-simpléctico y k-cosimpléctico es que
para su desarrollo sólo es necesario utilizar el fibrado tangente y el fibrado cotangente
de una variedad.

Existen otras alternativas para describir las ecuaciones de campo desde el punto
de vista geométrico. Aśı por ejemplo podemos citar el formalismo multisimpléctico,
desarrollado por la escuela de Tulczyjew en Warsaw, (véase [60, 61, 62, 128]), e
independientemente por Garćıa y Pérez-Rendón [40, 41] y Goldschmidt y Sternberg
[45]. Este enfoque fue revisado por Martin [94, 95] y Gotay et al. [46, 47, 48, 49] y
más recientemente por Cantrijn et al. [14, 15].

El principal objetivo de esta Memoria es estudiar distintos aspectos relacionados
con las teoŕıas clásicas de campos desde el enfoque de los formalismos k-simpléctico
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y k-cosimpléctico, de modo que los resultados a los que se lleguen sean una gene-
ralización de la Mecánica Clásica autónoma y no autónoma.

Teniendo en cuenta que manejamos dos formalismos es por ello que la Memoria
se divide en dos partes, la primera relativa al enfoque k-simpléctico y la segunda
parte al k-cosimpléctico.

Un esquema general de esta Memoria es el siguiente:

Caṕıtulo 1: Formulación k-simpléctica de las teoŕıas clásicas de campos.

En este caṕıtulo recordamos la formulación hamiltoniana y lagrangiana k-
simpléctica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl y de
Euler-Lagrange. Esto tiene su punto de partida en la formulación polisimplécti-
ca (k-simpléctica, [5, 6, 7]) desarrollada por Günther y que ha sido revisada y
ampliada en [104, 107].

Además a esta formulación le hemos incorporado los principios variacionales de
los que se obtienen las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton.

Caṕıtulo 2: Simetŕıas y leyes de conservación.

Una simetŕıa de una ecuación en derivadas parciales es un difeomorfismo que
transforma soluciones de la ecuación en derivadas parciales en soluciones de la
misma ecuación.

En este caṕıtulo, en el contexto del formalismo k-simpléctico, estudiamos las
simetŕıas de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl y de las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Además establecemos una versión k-simpléctica del Teorema de Noether para
cierto tipo de simetŕıas, asociándoles leyes de conservación.

En la última parte de este caṕıtulo estudiamos los lagrangianos equivalen-
tes, es decir, aquellos cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange tienen las mismas
soluciones.

Relacionado con este último concepto aparecen las simetŕıas gauge como aque-
llos difeomorfismos que transforman un lagrangiano en otro equivalente.

Los contenidos de este caṕıtulo pueden encontrarse en [119], trabajo realizado
en colaboración con N. Román-Roy y M. Salgado.
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Caṕıtulo 3: Teoŕıas de Campos con ligaduras no-holonómicas. Enfoque k-simplécti-
co.

En la primera parte de este caṕıtulo describimos, en términos geométricos, las
ecuaciones de Euler-Lagrange con ligaduras no-holonómicas.

A continuación, bajo ciertas condiciones de regularidad, construimos un ope-
rador proyección. Este operador nos permite obtener a partir de una solución
del problema libre una solución del problema con ligaduras.

A cada simetŕıa lagrangiana no-holonómica le asociamos cierta ecuación en
derivadas parciales, denominada ecuación momento no-holonómica de modo
que todo campo solución del problema no-holonómico debe ser solución de esta
ecuación. Esta ecuación que se define aqúı va a jugar el papel de las leyes de
conservación cuando no hay ligaduras.

Finalizamos este caṕıtulo describiendo un ejemplo que se corresponde con la
barra Cosserat y analizamos algunos casos particulares del modelo de teoŕıa
de campos no-holonómico descrito en este caṕıtulo.

Los contenidos de este caṕıtulo pueden encontrarse en [78], trabajo realizado en
colaboración con los Profesores M. de León, D. Mart́ın de Diego y M. Salgado.

Caṕıtulo 4: Relación entre conexiones no-lineales en T 1
kQ y sopde’s.

A partir de cierta sucesión exacta corta de fibrados vectoriales reobtenemos to-
dos los objetos geométricos necesarios para describir el formalismo lagrangiano
k-simpléctico. Esta sucesión también nos permitirá introducir conexiones no
lineales en T 1

kQ = TQ⊕ k. . . ⊕TQ.

Además estudiamos la relación que existe entre las conexiones no-lineales en
T 1
kQ = TQ⊕ k. . . ⊕TQ y los sopdes’s. A cada conexión le podemos asociar

un sopde y viceversa.

En el caso k = 1 se reobtienen ciertos resultados de Griffone [53, 55] y Szilasi
[131] entre otros.

Caṕıtulo 5: Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie.

En este caṕıtulo desarrollamos la formulación k-simpléctica en algebroides de
Lie.

En el caso particular de que el algebroide de Lie sea el fibrado tangente reob-
tenemos la formulación k-simpléctica estándar que hemos desarrollado en el
Caṕıtulo 1.

En el caso k = 1 reobtenemos la Mecánica Autónoma en algebroides de Lie
desarrollada por Weinstein [140], E. Mart́ınez [96] y otros.
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Caṕıtulo 6: Formulación k-cosimpléctica de las Teoŕıas Clásicas de Campos.

En este caṕıtulo recordamos la formulación k-cosimpléctica de las ecuaciones
de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton. Los contenidos que aqúı se ex-
ponen se encuentran en su mayor parte en los trabajos de M. de León et al.
[83, 84] y en [104].

Al estudio de esta formulación le hemos añadido los principios variacionales de
los que se obtienen las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton.
Para describir estos principios hemos tomado como punto de partida los corres-
pondientes principios variacionales del contexto multisimpléctico desarrollados
por A. Echeverŕıa-Enŕıquez, M.C. Muñoz-Lecanda y N. Román-Roy en [35, 36]

Caṕıtulo 7: Formalismo k-cosimpléctico y conexiones no-lineales en Rk×Q→ Rk.

En este caṕıtulo estudiamos la influencia, en el desarrollo de la formulación k-
cosimpléctica, de la elección de una conexión no-estándar en el fibrado trivial
Rk ×Q→ Rk.

El principal resultado al que hemos llegado es que a cada conexión en dicho
fibrado y a cada función lagrangiana le podemos asociar una función, llamada
función enerǵıa, que nos permite establecer una correspondencia biyectiva en-
tre el conjunto de soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y
el conjunto de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

Los resultados obtenidos en este caṕıtulo generalizan los correspondientes re-
sultados de la descripción de la Mecánica dependiente del tiempo con cone-
xiones no-estándar que pueden encontrarse en [34].

Los contenidos de este caṕıtulo pueden encontrarse en [109], trabajo realizado
en colaboración con M.C. Muñoz-Lecanda y M. Salgado.

Caṕıtulo 8: Formalismo k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

Desarrollamos la formulación k-cosimpléctica en algebroides de Lie. Cuan-
do el algebroide de Lie es el fibrado tangente reobtenemos la formulación k-
cosimpléctica estándar que se ha desarrollado en el Caṕıtulo 6.

Además de estos ocho caṕıtulos en la Memoria también se incluyen tres apéndi-
ces. El primero contiene las demostraciones completas de dos resultados del Caṕıtulo
2; dada su extensión hemos preferido incluirlas en este apéndice. El segundo se de-
dica a exponer ciertos resultados relativos a los espacios vectoriales k-simplécticos
que serán utilizados a lo largo de la Memoria y en el tercero se recoge la notación
que se utiliza a lo largo de la misma.
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Parte I

Teoŕıa k-simpléctica





Caṕıtulo 1

Formulación k-simpléctica de las
Teoŕıas Clásicas de Campos

La primera parte de esta memoria tiene su punto de partida en la formulación
polisimpléctica (k-simpléctica [5, 6, 7]) de las ecuaciones clásicas de campo desarro-
llada por Günther [56] y que ha sido revisada y ampliada en [104, 107].

La finalidad de este primer caṕıtulo es revisar la formulación hamiltoniana y
lagrangiana k-simpléctica de las teoŕıas clásicas de campos de primer orden.

1.1. El enfoque hamiltoniano.

1.1.1. Fundamentos geométricos.

A. El fibrado de las k1-covelocidades.

Sea Q una variedad diferenciable de dimensión n y πQ : T ∗Q → Q su fibrado
cotangente. Denotemos por (T 1

k )∗Q la suma de Whitney de k copias del fibrado
cotangente T ∗Q de Q, esto es,

(T 1
k )∗Q = T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q .

Un elemento de (T 1
k )∗Q es una k-tupla (α1q, . . . , αkq) de covectores en un mismo

punto base q ∈ Q.
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4 1 Formulación k-simpléctica de las Teoŕıas Clásicas de Campos

Denotaremos por πkQ : (T 1
k )∗Q→ Q la proyección canónica definida por:

πkQ(α1q, . . . , αkq) = q .

Si (qi)1≤i≤n es un sistema local de coordenadas en un abierto U ⊆ Q, se definen
las coordenadas locales inducidas (qi, pi)1≤i≤n en T ∗U = (πQ)−1(U) como

qi(αq) = qi(q), pi(αq) = αq

(
∂

∂qi

∣∣∣
q

)
y las coordenadas locales inducidas (qi, pAi )1≤i≤n, 1≤A≤k en (T 1

k )∗U = (πkQ)−1(U) como

qi(α1q , . . . , αkq) = qi(q), pAi (α1q , . . . , αkq) = αAq

(
∂

∂qi

∣∣∣
q

)
.

Estas coordenadas reciben el nombre de coordenadas canónicas de (T 1
k )∗Q. De

esta manera (T 1
k )∗Q tiene estructura de variedad diferenciable de dimensión n(k+1).

Observación 1.1 La variedad (T 1
k )∗Q puede describirse en términos de 1-jets de

aplicaciones. Para ello se define en cada punto q ∈ Q el siguiente conjunto,

(T 1
k )∗qQ = J1

q,0(Q,Rk) = {j1
q,0σ/σ : Q→ Rk diferenciable, σ(q) = 0} ,

donde j1
q,0σ denota el 1-jet de σ en el punto q ∈ Q. Entonces,

(T 1
k )∗Q =

⋃
q∈Q

(T 1
k )∗qQ =

⋃
q∈Q

J1
q,0(Q,Rk) = J1(Q,Rk)0 .

Teniendo esto en cuenta se pueden identificar las variedades (T 1
k )∗Q y J1(Q,Rk)0

via el difeomorfismo dado por

J1(Q,Rk)0 ≡ T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q = (T 1
k )∗Q

j1
q,0σ ≡ (dσ1(q), . . . , dσk(q))

donde σA = π̂A ◦ σ : Q −→ R es la A-ésima componente de σ, y π̂A: Rk → R son las
proyecciones canónicas, 1 ≤ A ≤ k. Teniendo en cuenta esta descripción, (T 1

k )∗Q se
denomina fibrado de las k1-covelocidades de la variedad Q.
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El siguiente diagrama recoge la notación, que emplearemos a lo largo de esta
memoria, para referirnos a las proyecciones canónicas relativas al fibrado de las
k1-covelocidades:

(T 1
k )∗Q

πk,AQ //

πkQ
##FFFFFFFFFFFFFFF
T ∗Q

πQ

��
Q

en donde πk,AQ : (T 1
k )∗Q→ T ∗Q es la proyección canónica definida como sigue:

πk,AQ (α1q, . . . , αkq) = αAq , 1 ≤ A ≤ k .

B. Formas canónicas en (T 1
k )∗Q.

En este eṕıgrafe describiremos ciertas estructuras geométricas en (T 1
k )∗Q, que

se definen de modo canónico. Estas estructuras serán utilizadas en la descripción
k-simpléctica hamiltoniana, véase la sección 1.1.3.

Definición 1.2 De modo natural se definen, sobre (T 1
k )∗Q, las 1-formas canónicas

θ1, . . . , θk a través de la composición:

T(α1q,...,αkq)((T
1
k )∗Q)

(πkQ)∗(α1q,...,αkq)
//

θA(α1q,...,αkq)

((TqQ
αAq // R

esto es,

θA(α1q, . . . , αkq)
(
X(α1q,...,αkq)

)
:= αAq

(
(πkQ)∗(α1q, . . . , αkq)(X(α1q,...,αkq))

)
(1.1)

para X(α1q,...,αkq) ∈ T(α1q,...,αkq)((T
1
k )∗Q), (α1q, . . . , αkq) ∈ (T 1

k )∗Q y q ∈ Q.

A partir de las formas anteriores se definen las k 2-formas presimplécticas,

ωA = − dθA , 1 ≤ A ≤ k . (1.2)

En un sistema local de coordenadas (qi, pAi )1≤i≤n,1≤A≤k las formas canónicas se
escriben como sigue:

θA = pAi dq
i , ωA = dqi ∧ dpAi , 1 ≤ A ≤ k . (1.3)
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Observación 1.3 Recordemos que (T 1
k )∗Q es la suma de Whitney de k copias del

fibrado cotangente T ∗Q. Teniendo en cuenta las expresiones locales (1.3) se observa
que tanto las 1-formas θ1, . . . , θk como las 2-formas ω1, . . . , ωk podŕıan obtenerse
como el pull-back de la 1-forma de Liouville θ y de la forma simpléctica canónica ω
de T ∗Q respectivamente, es decir,

θA = (πk,AQ )∗θ , ωA = (πk,AQ )∗ω, 1 ≤ A ≤ k .

�

Es interesante recalcar que la estructura polisimpléctica canónica en (T 1
k )∗Q,

introducida por Günther [56], es la 2-forma Rk-valuada cerrada y no degenerada
ω̄ = ωA ⊗ rA, donde {r1, . . . , rk} denota la base canónica de Rk.

Si denotamos kerωA = {X ∈ T ((T 1
k )∗Q)/ıXω

A = 0} entonces de (1.3) se prueba
sin dificultad que

ωA
∣∣∣
V×V

= 0, 1 ≤ A ≤ k

k⋂
A=1

kerωA = {0} ,
(1.4)

donde V = kerT (πkQ) es la distribución vertical de dimensión nk asociada a πkQ. Esta
distribución está localmente dada por

V =

〈
∂

∂p1
i

, . . . ,
∂

∂pki

〉
i=1,...,n

. (1.5)

C. Estructuras k-simplécticas, k-cotangentes y polisimplécticas.

A partir del modelo geométrico que se acaba de describir A. Awane introdujo
las variedades k-simplécticas (véase [5, 6, 7]) dando la siguiente definición:

Definición 1.4 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n(k + 1). Sea V
una distribución integrable de dimensión nk y ω1, . . . , ωk k 2-formas diferenciales
cerradas definidas sobre M . Se dice que (ω1, . . . , ωk, V ) define una estructura k-
simpléctica sobre M si

(1) ωA
∣∣∣
V×V

= 0, 1 ≤ A ≤ k
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(2)
k⋂

A=1

kerωA = {0} .

Una variedad M dotada de una estructura k-simpléctica se dice que es una variedad
k-simpléctica.

En el apartado anterior hemos visto que (ω1, . . . , ωk, V ) definen una estructura
k-simpléctica sobre (T 1

k )∗Q. Además hemos visto que para un sistema de coorde-
nadas canónicas (qi, pAi )1≤i≤n,1≤A≤k las 2-formas diferenciales ω1, . . . , ωk tienen las
expresiones locales dadas en (1.3). Para una variedad k-simpléctica arbitraria M ,
Awane ha demostrado que exiten sistemas de coordenadas sobre M que permiten
expresar localmente las 2-formas de una estructura k-simpléctica de modo análogo
a (1.3).

Teorema 1.5 (Teorema de Darboux k-simpléctico). Sea (M,ω1, . . . , ωk, V ) una va-
riedad k-simpléctica de dimensión n(k+ 1), entonces para cada punto x ∈M existe
un sistema local de coordenadas (qi, pAi )1≤i≤n,1≤A≤k, centrado en x ∈M , tal que

ωA = dqi ∧ dpAi , 1 ≤ A ≤ k

y además

V =

〈
∂

∂p1
i

, . . . ,
∂

∂pki

〉
i=1,...,k

.

Dicho sistema de coordenadas recibe el nombre de sistema de coordenadas adap-
tado.

Como ya hemos comentado, el modelo canónico de las variedades k-simplécticas
es ((T 1

k )∗Q,ω1, . . . , ωk, V ). El fibrado de las k1-covelocidades también es el modelo
de las variedades casi k-cotangentes introducidas por M. de León et al. en [81], donde
se definen las estructuras casi k-cotangentes y se describen como G-estructuras.

Definición 1.6 Una estructura casi k-cotangente sobre una variedad M de dimen-
sión n(k + 1) es una familia (ωA, V A; 1 ≤ A ≤ k), donde cada ωA es una 2-forma
de rango constante 2n y V A es una distribución en M , tal que

(i) V A ∩ (⊕B 6=AV B) = 0, (ii) ker ωA = ⊕B 6=AV B, (iii) ωA
∣∣∣
V A×V A

= 0

para todo A = 1, . . . , k.
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El modelo canónico de esta estructura es (T 1
k )∗Q con las 2-formas ωA que hemos

introducido en el apartado anterior y V A = kerTρA donde

ρA : (T 1
k )∗Q → (T 1

k−1)∗Q
(α1q, . . . , αkq) 7→ (α1q, . . . , αA−1q, αA+1q, . . . αkq)

La integrabilidad de estas estructuras se caracteriza como sigue:

Proposición 1.7 Una estructura casi k-cotangente (ωA, V A; 1 ≤ A ≤ k) sobre M
es integrable si, y sólo si, las 2-formas ωA son cerradas y la distribución V = V 1 ⊕
. . .⊕ V k es involutiva.

Definición 1.8 Una estructura casi k-cotangente integrable se llama estructura k-
cotangente.

Observación 1.9 Las estructuras k-cotangentes fueron introducidas independien-
temente por Awane [5, 6, 7] y denominadas estructuras k-simplécticas.

�

Finalizamos este apartado recordando las estructuras polisimplécticas introduci-
das por Günther en [56].

Denotaremos por r1, . . . , rk la base canónica de Rk.

Definición 1.10 [56] Una 2-forma Rk-valuada, cerrada y no degenerada,

ω̄ =
k∑

A=1

ωA ⊗ rA ,

sobre una variedad M de dimensión n se llama forma polisimpléctica. El par
(M, ω̄) se llama variedad polisimpléctica.

La estructura polisimpléctica canónica en (T 1
k )∗Q está determinada por la forma

polisimpléctica ω̄ =
k∑

A=1

ωA⊗ rA , donde ω1, . . . , ωk son las formas canónicas en T 1
kQ

que hemos introducido en el apartado anterior.
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Definición 1.11 (Günther,[56]). Una forma polisimpléctica ω̄ sobre una variedad
M se llama estándar si, y sólo si, en cada punto de M existe un sistema local de
coordenadas tal que ωA se escribe localmente como en (1.3).

Aśı, la forma polisimpléctica canónica ω̄ en (T 1
k )∗Q es estándar.

Observación 1.12 Una estructura polisimpléctica estándar es equivalente a una
estructura k-simpléctica.

Por tanto tenemos una equivalencia entre las estructuras k-simplécticas, las es-
tructuras k-cotangentes y las estructuras polisimplécticas estándar.

�

D. Levantamiento natural de difeomorfismos y campos de vectores de Q a (T 1
k )∗Q.

Sea f :M → N un difeomorfismo, entonces la aplicación cotangente

T ∗f :T ∗N → T ∗M

está definida por
T ∗f(αf(m)) = αf(m) ◦ f∗(m) .

A partir de la aplicación cotangente introducimos la siguiente definición.

Definición 1.13 Sea f :M → N un difeomorfismo. Llamamos levantamiento na-
tural o canónico de f a los correspondientes fibrados de k1-covelocidades a la
aplicación

(T 1
k )∗f : (T 1

k )∗N → (T 1
k )∗M

definida como sigue:

(T 1
k )∗f(α1f(m), . . . , αkf(m)) = (T ∗f(α1f(m)), . . . , T

∗f(αkf(m)))

donde (α1f(m), . . . , αkf(m)) ∈ (T 1
k )∗N, m ∈M .

El levantamiento canónico de difeomorfismos nos permite introducir el levanta-
miento canónico o completo de campos de vectores de Q a (T 1

k )∗Q.
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Definición 1.14 Sea Z un campo de vectores en Q, con grupo local 1-paramétrico
de transformaciones {hs}. Se denomina levantamiento canónico o completo de
Z a (T 1

k )∗Q al campo de vectores ZC∗ en (T 1
k )∗Q cuyo grupo local 1-paramétrico de

transformaciones es {(T 1
k )∗(hs)}.

Considerando coordenadas locales en (T 1
k )∗Q, si Z = Zi ∂

∂qi
, la expresión local

de ZC∗ es

ZC∗ = Zi ∂

∂qi
− pAj

∂Zj

∂qk
∂

∂pAk
. (1.6)

El levantamiento o prolongación canónica de difeomorfismos y campos de vecto-
res de la variedad base Q a (T 1

k )∗Q tiene las siguientes propiedades:

Lema 1.15

(1) Sea ϕ:Q → Q un difeomorfismo y Φ = (T 1
k )∗ϕ el levantamiento canónico de

ϕ a (T 1
k )∗Q. Entonces:

(i) Φ∗θA = θA , (ii) Φ∗ωA = ωA, 1 ≤ A ≤ k .

(2) Sean Z ∈ X(Q), y ZC∗ el levantamiento canónico de Z a (T 1
k )∗Q. Entonces

(i) LZC∗θ
A = 0 , (ii) LZC∗ω

A = 0, 1 ≤ A ≤ k . (1.7)

Demostración:

(1) El apartado (i) es una consecuencia de la commutatividad del siguiente dia-
grama

(T 1
k )∗Q

(T 1
k )∗ϕ

//

πk,AQ

��

(T 1
k )∗Q

πk,AQ

��
T ∗Q

T ∗ϕ // T ∗Q

esto es,

πk,AQ ◦ (T 1
k )∗ϕ = T ∗ϕ ◦ πk,AQ .
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En efecto, se verifica que

[(T 1
k )∗ϕ]

∗
θA = [(T 1

k )∗ϕ]
∗

((πk,AQ )∗θ) = (T ∗ϕ ◦ πk,AQ )∗θ = (πk,AQ )∗((T ∗ϕ)∗θ)

= (πk,AQ )∗θ = θA ,

donde hemos usado que (T ∗ϕ)∗θ = θ (véase [1], pag. 180).

El apartado (ii) es una consecuencia directa de (i).

(2) Puesto que el generador infinitesimal del levantamiento completo ZC∗ de Z es
la prolongación canónica del generador infinitesimal de Z, del apartado (1) se
sigue que (1.7) se verifica.

�

1.1.2. Campos de k-vectores y secciones integrales.

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n. Consideramos la suma de
Whitney

T 1
kM = TM⊕ k. . . ⊕TM

de k-copias del fibrado tangente TM y sea τ kM : T 1
kM →M la proyección canónica.

La variedad T 1
kM , que recibe el nombre de fibrado tangente de k1-velocidades, se

describirá con detalle en la subsección 1.2.1.

Definición 1.16 Un campo de k-vectores en M es una sección X : M −→ T 1
kM

de la proyección canónica τ kM .

Puesto que T 1
kM es la suma de Whitney TM⊕ k. . . ⊕TM de k copias de TM ,

un campo de k-vectores X define una familia de k campos de vectores {X1, . . . , Xk}
en M , a través de la proyección de X sobre cada factor de T 1

kM , tal como muestra
el siguiente diagrama para cada A = 1, . . . , k:

T 1
kM

τk,AM

��
M

X

=={{{{{{{{{{{{{{ XA // TM
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donde
τ k,AM : T 1

kM −→ TM

(v1q, . . . , vkq) 7−→ τ k,AM (v1q, . . . , vkq) = vAq

denota la proyección canónica sobre la A-ésima componente de T 1
kM .

Por este motivo denotaremos un campo de k-vectores X por (X1, . . . , Xk).

A continuación introduciremos el análogo, para campos de k-vectores, del con-
cepto de curva integral de un campo de vectores.

Definición 1.17 Una sección integral de un campo de k-vectores (X1, . . . , Xk),
pasando por un punto x ∈M , es una aplicación φ :U0 ⊂ Rk →M , definida en algún
entorno U0 ⊂ Rk de 0 ∈ Rk tal que

φ(0) = x, φ∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
) = XA(φ(t)) para todo t ∈ U0, 1 ≤ A ≤ k . (1.8)

Diremos que un campo de k-vectores X = (X1, . . . , Xk) en M es integrable si
existe una sección integral pasando por cada punto de M .

La condición (1.8) es equivalente a exigir que X ◦ φ = φ(1) en donde φ(1) es la
primera prolongación de φ definida por

φ(1) : U0 ⊆ Rk −→ T 1
kM

t 7−→ φ(1) (t) =

(
φ∗(t)

(
∂

∂t1

∣∣∣
t

)
, . . . , φ∗(t)

(
∂

∂tk

∣∣∣
t

))
(1.9)

Utilizando coordenadas (qi, viA)1≤i≤n,1≤A≤k en T 1
kM podemos escribir

φ(1) (t) =

(
φi (t) ,

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

)
1≤i≤n,1≤A≤k

(1.10)

y

XA = (XA)i
∂

∂qi
, A = 1, . . . , k .

En este caso se obtiene que φ es una sección integral de X = (X1, . . . , Xk) si, y
sólo si, se verifica el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer
orden:

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= [(XA)i ◦ φ](t) , t ∈ U0 ⊆ Rk , 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n . (1.11)
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Observación 1.18 El motivo por el que se han introducido los campos de k-
vectores y las correspondientes secciones integrales es el siguiente: en el formalismo
k-simpléctico las soluciones de las ecuaciones de campo se obtienen como secciones
integrales de ciertos campos de k-vectores en M .

�

1.1.3. Formalismo hamiltoniano. Ecuaciones de Hamilton-
De Donder-Weyl.

En esta sección vamos a describir los sistemas hamiltonianos sobre variedades
k-simplécticas, para ello vamos a deducir las ecuaciones de campo hamiltonianas a
partir de un principio variacional para después recordar la descripción geométrica
de estas ecuaciones. Comenzaremos la subsección describiendo un caso particular de
sistema hamiltoniano que se corresponde con las ecuaciones de la electrostática.

A. Ejemplo: ecuaciones de la electrostática.

Sobre el espacio R3 con coordenadas (t1, t2, t3) consideramos una métrica de
Riemann g con componentes gAB(t), 1 ≤ A,B ≤ 3.

Las ecuaciones locales de la electrostática son (véase [31, 62]):

∂ψ
∂tA

=
1
√
g

3∑
B=1

gABψ
B,

3∑
A=1

∂ψA

∂tA
= −4π

√
g r,

donde ψ : R3 → R es un campo escalar que da el potencial eléctrico sobre R3,
P = (ψ1, ψ2, ψ3) : R3 → R3, es un campo vectorial que establece el campo eléctrico
sobre R3,

√
g =
√

det gAB y r = r(t) es la función escalar sobre R3 determinada por:

pQ(t) =
√
g r(t)dt1 ∧ dt2 ∧ dt3,

siendo pQ(t) la 3-forma en R3 que determina la densidad de carga, y que es un dato
conocido.
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Supongamos que la métrica g sobre R3 es la métrica eucĺıdea, aśı las ecuaciones
anteriores se escriben como sigue

∂ψ
∂tA

= ψA,

−(
∂ψ1

∂t1
+
∂ψ2

∂t2
+
∂ψ3

∂t3
) = 4πr .

Si definimos la función

H(q, p1, p2, p3) = 4πrq +
1

2

3∑
A=1

(pA)2

donde q representa la variable ψ y pA las variables ψA que componen P , entonces
se verifica

∂H

∂q
= 4πr ,

∂H

∂pA
= pA .

Ahora, evaluando las identidades previas en ψ(t) = (ψ(t), ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t)) se
obtiene

∂H

∂q

∣∣∣
ψ(t)

= 4πr = −
3∑

A=1

∂ψA

∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pA

∣∣∣
ψ(t)

= ψA(t) =
∂ψ

∂tA

∣∣∣
t
.

Aśı las ecuaciones de la electrostática se pueden escribir como sigue

∂H

∂q

∣∣∣
ψ(t)

= −
3∑

A=1

∂ψA

∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pA

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψ

∂tA

∣∣∣
t
,

siendo un ejemplo de las denominadas ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

En general, a partir de un principio variacional, que se describirá en el siguiente
apartado, se obtienen las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl clásicas,

∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

= −
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t
,

∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

=
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
, 1 ≤ A ≤ k, 1 ≤ i ≤ n , (1.12)
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donde cada solución es una aplicación

ψ(t1, . . . , tk) = (ψi(t1, . . . , tk), ψAi (t1, . . . , tk)) , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k

y H es una función de las variables qi, pAi donde qi representa a la variable ψi y pAi
a ψAi . En las ecuaciones de la electrostática se tiene i = 1 y k = 3.

B. Principio variacional

En el desarrollo de la Mecánica hamiltoniana autónoma las ecuaciones de Ha-
milton se obtienen a partir de un principio variacional. El desarrollo formal de la
formulación hamiltoniana de la Mecánica Clásica puede generalizarse a la teoŕıa de
campos clásica. En este caso el problema se transforma en encontrar los extremales
de un problema variacional asociado a integrales múltiples de densidades hamilto-
nianas.

En este apartado vamos a describir el principio variacional del que se obtienen
formalmente las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

Por simplicidad desarrollaremos este apartado en el fibrado de k1-covelocidades
((T 1

k )∗Q,ω1, . . . , ωk, V ), esto es, en el modelo canónico de las variedades k-simplécti-
cas, sin embargo, teniendo en cuenta el teorema de Darboux 1.5 se podŕıa hacer una
descripción análoga en una variedad k-simpléctica arbitraria.

Definición 1.19 Denotemos por C∞C (Rk, (T 1
k )∗Q) el conjunto de aplicaciones

ψ : U0 ⊆ Rk → (T 1
k )∗Q,

con soporte compacto, definidas en un conjunto abierto U0. Sea H : (T 1
k )∗Q→ R un

hamiltoniano, se define la acción integral asociada a H por

H : C∞C (Rk, (T 1
k )∗Q) → R

ψ 7→ H(ψ) =

∫
Rk

( k∑
A=1

(ψ∗θA) ∧ dk−1tA − (ψ∗H)dkt
)
,

en donde dkt = dt1 ∧ . . . ∧ dtk es una forma de volumen en Rk y dk−1tA = ı ∂

∂tA
dkt

es una (k − 1)-forma en Rk.
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Definición 1.20 Una aplicación ψ : U0 ⊆ Rk → (T 1
k )∗Q, perteneciente al conjunto

C∞C (Rk, (T 1
k )∗Q), es un extremal de H si

d

ds

∣∣∣
s=0

H(σs ◦ ψ) = 0

para cada flujo σs en (T 1
k )∗Q tal que σs(α1q, . . . , αkq) = (α1q, . . . , αkq) para todo

(α1q, . . . , αkq) de la frontera de ψ(U0) ⊂ (T 1
k )∗Q.

Obsérvese que los flujos σs : (T 1
k )∗Q → (T 1

k )∗Q considerados en la definición
anterior están generados por campos de vectores en (T 1

k )∗Q que se anulan en la
frontera de ψ(U0).

El problema variacional, asociado a un hamiltoniano H, consiste en encontrar
los extremales de la acción integral H.

En la siguiente proposición caracterizaremos los extremales de la acción H aso-
ciada a un hamiltoniano H.

Proposición 1.21 Sea H : (T 1
k )∗Q→ R un hamiltoniano y ψ ∈ C∞C (Rk, T 1

kQ). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ψ : U0 ⊂ Rk → T 1
kQ es un extremal del problema variacional asociado a H.

(2) Para cada campo de vectores Z en Q, tal que su levantamiento completo ZC∗

a (T 1
k )∗Q se anula en los puntos de la frontera de ψ(U0), se verifica∫

Rk

(
[ψ∗(LZC∗θ

A)] ∧ dk−1tA − [ψ∗(LZC∗H)]dtk
)

= 0 .

(3) ψ es solución de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl, esto
es, si ψ está localmente dada por ψ(t) = (ψi(t), ψAi (t)), entonces las funciones
ψi, ψAi satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales,

k∑
A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

= −∂H
∂qi

∣∣∣
ψ(t)

,
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t

=
∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

, i = 1 . . . , n . (1.13)

Demostración:

(1 ⇔ 2) Sea Z ∈ X(Q) un campo de vectores en Q, verificando las condiciones
del item (2), con grupo uniparamétrico τs. Entonces ZC∗ tiene grupo uniparamétrico
asociado (T 1

k )∗τs.
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Se verifica:

d

ds

∣∣∣
s=0

H((T 1
k )∗τs ◦ ψ)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

∫
Rk

( k∑
A=1

([(T 1
k )∗τs ◦ ψ]∗θA) ∧ dk−1tA − ([(T 1

k )∗τs ◦ ψ]∗H)dkt
)

= ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

( k∑
A=1

([(T 1
k )∗τs ◦ ψ]∗θA) ∧ dk−1tA − ([(T 1

k )∗τs ◦ ψ]∗H)dkt
)

−
∫

Rk

( k∑
A=1

([(T 1
k )∗τ0 ◦ ψ]∗θA) ∧ dk−1tA − ([(T 1

k )∗τ0 ◦ ψ]∗H)dkt
))

= ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

k∑
A=1

([(T 1
k )∗τs ◦ ψ]∗θA) ∧ dk−1tA −

∫
Rk

k∑
A=1

(ψ∗θA) ∧ dk−1tA

)

− ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

([(T 1
k )∗τs ◦ ψ]∗H)dkt−

∫
Rk

(ψ∗H)dkt

)

= ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

k∑
A=1

[ψ∗
(

((T 1
k )∗τs)

∗θA − θA
)

] ∧ dk−1tA

)

− ĺım
s→0

1

s

(∫
Rk

[ψ∗
(

((T 1
k )∗τs)

∗H −H
)

]dkt

)
=

∫
Rk

(
[ψ∗(LZC∗θ

A)] ∧ dk−1tA − [ψ∗(LZC∗H)]dkt
)
,

con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.

(2⇔ 3)

Teniendo en cuenta que

LZC∗θ
A = dıZC∗θ

A + ıZC∗dθ
A

se obtiene

∫
Rk

[ψ∗(LZC∗θ
A)]∧dk−1tA =

∫
Rk

[ψ∗(dıZC∗θ
A)]∧dk−1tA +

∫
Rk

[ψ∗(ıZC∗dθ
A)]∧dk−1tA .
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Puesto que

[ψ∗(dıZC∗θ
A)] ∧ dk−1tA = d

(
ψ∗(ıZC∗θ

A) ∧ dk−1tA
)

entonces [ψ∗(dıZC∗θ
A)]∧dk−1tA es una k-forma cerrada en Rk. Por lo tanto, aplicando

el teorema de Stokes se obtiene:∫
Rk

[ψ∗(dıZC∗θ
A)] ∧ dk−1tA =

∫
Rk
d
(
ψ∗(ıZC∗θ

A) ∧ dk−1tA
)

= 0 .

Entonces ∫
Rk

(
[ψ∗(LZC∗θ

A)] ∧ dk−1tA − [ψ∗(LZC∗H)]dkt
)

= 0

si, y sólo si, ∫
Rk

(
[ψ∗
(
ıZC∗dθ

A
)

] ∧ dk−1tA − [ψ∗(LZC∗H)]dkt
)

= 0 .

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que Z = Zi ∂

∂qi
, teniendo

en cuenta la expresión (1.6) para el levantamiento completo ZC∗ y que ψ(t) =
(ψi(t), ψAi (t)) se verifica:

ψ∗
(
ıZC∗dθ

A
)
∧ dk−1tA − ψ∗(LZC∗H)dkt

=

[
−(Zi(t))

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
−

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)]
dkt

para cada campo Z ∈ X(Q), (en las condiciones del enunciado de esta proposición),
en donde empleamos la notación Zi(t) := (Zi ◦ πkQ ◦ψ)(t). De esta última expresión
se deduce que ψ es un extremal de H si, y sólo si∫

Rk
Zi(t)

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt +

∫
Rk

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt

= 0

para todo Zi. Por lo tanto,∫
Rk

(Zi(t))

(
k∑

A=1

∂ψAi
∂tA

∣∣∣
t

+
∂H

∂qi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt = 0

∫
Rk

k∑
A=1

ψAj (t)
∂Zj

∂qi

∣∣∣
t

(
∂ψi

∂tA

∣∣∣
t
− ∂H

∂pAi

∣∣∣
ψ(t)

)
dkt = 0

(1.14)
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Puesto que cualquier sección de TEP se puede expresar localmente como una
combinación lineal de las secciones proyectables {Xα, V`}, la definición del corchete
de Lie se puede extender a secciones arbitrarias de TEP .

El corchete de Lie de los elementos de la base local {Xα, V`} se muestra a con-
tinuación:

[[Xα,Xβ]]π = C
γ
αβXγ [[Xα,V`]]

π = 0 [[V`,Vϕ]]π = 0 , (5.19)

donde 1 ≤ α ≤ m y 1 ≤ ` ≤ n′.

E. Estructura de algebroide de Lie de TEP .

El fibrado vectorial τ̃P : TEP ≡ E ×TQ TP → P está dotado de una estructura
de algebroide de Lie dada por:

(1) La aplicación ancla es ρπ : TEP → TP, ρπ(b, vp) = vp.

(2) El corchete de Lie [[·, ·]]π : Sec(TEP )× Sec(TEP )→ Sec(TEP ) es la aplicación
que se ha introducido en el apartado D de esta sección.

La demostración de que (TEP, [[·, ·]]π, ρπ) es un algebroide de Lie puede encontrar-
se en P.J. Higgins, K. Mackenzie [57], donde este espacio se denomina el algebroide
de Lie imagen inversa de E sobre π.

Por ser (TEP, [[·, ·]]π, ρπ) un algebroide de Lie está definida la diferencial exterior,
(véase la sección 5.1.3 para la definición de la diferencial exterior en un algebroide
de Lie arbitrario). Esta diferencial

dTEP : Sec(
l∧

(TEP ) ∗)→ Sec(
l+1∧

(TEP ) ∗)

está determinada por las relaciones

dTEP qi = ρiαX
α , dTEPu` = V`

dTEPXγ = −1

2
C
γ
αβX

α ∧ Xβ , dTEPV` = 0
(5.20)

donde {Xα,V`} es la base dual de {Xα,V`}.



158 5 Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie

Observación 5.10 En la descripción de la formulación k-simpléctica en algebroides
de Lie la prolongación de un algebroide de Lie, TEP , jugará un papel fundamental.

En concreto vamos a utilizar dos casos particulares de la prolongación de un al-
gebroide de Lie. El primero de ellos, correspondiente con la formulación lagrangiana,
será con

P = E⊕ k. . . ⊕E,

en este caso la suma de Whitney

TE(E⊕ k. . . ⊕E)⊕ k. . . ⊕TE(E⊕ k. . . ⊕E)

que denotaremos como (TE)1
k(E⊕ k. . . ⊕E) jugará el papel de

T 1
k (T 1

kQ) = T (TQ⊕ k. . . ⊕TQ)⊕ k. . . ⊕T (TQ⊕ k. . . ⊕TQ)

en el formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar.

El segundo caso que vamos a considerar es

P = E∗⊕ k. . . ⊕E∗

y en este caso

TE(E∗⊕ k. . . ⊕E∗)⊕ k. . . ⊕TE(E∗⊕ k. . . ⊕E∗) = (TE)1
k(E

∗⊕ k. . . ⊕E∗)

jugará el papel de

T 1
k ((T 1

k )∗Q) = T (T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q)⊕ k. . . ⊕T (T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q)

en el formalismo hamiltoniano k-simpléctico estándar.

�

5.3. Formalismo lagrangiano k-simpléctico en al-

gebroides de Lie.

En esta sección extendemos el formalismo lagrangiano k-simpléctico que se ha
descrito en la Sección 1.2 del Caṕıtulo 1, al contexto que nos proporcionan los
algebroides de Lie. Para ello, la idea fundamental es sustituir el fibrado tangente
TQ por un algebroide de Lie E.
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5.3.1. Elementos geométricos.

En esta subsección vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-simpléctico en algebroides de Lie.

A. La variedad
k
⊕ E.

La formulación k-simpléctica de las de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange,
descrita en el Caṕıtulo 1, se desarrolla en el fibrado tangente de las k1- velocidades
de una variedad Q, esto es, en T 1

kQ, la suma de Whitney de k copias del fibrado
tangente.

Si pensamos un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente, es
natural pensar que, en esta situación, la suma de Whitney de k copias del algebroide
va a jugar el papel de T 1

kQ.

Denotaremos por
k
⊕ E la suma de Whitney de k copias del algebroide de Lie E,

esto es,
k
⊕ E = E⊕ k. . . ⊕E .

Aśı los elementos de
k
⊕ E vienen dados por k-tuplas aq = (a1q, . . . , akq) de

elementos de la fibra Eq de E sobre un mismo punto q ∈ Q, donde recordemos que
Q es la variedad base del fibrado que define el algebroide E.

Denotaremos por τ̃ :
k
⊕ E → Q la proyección canónica definida por

τ̃(a1q, . . . , akq) = q .

A continuación vamos a describir un sistema local de coordenadas en
k
⊕ E.

Sea (qi, yα)1≤i≤n, 1≤α≤m un sistema de coordenadas locales en un abierto τ−1(U)
de E, siendo (qi)1≤i≤n las coordenadas en un abierto U de la variedad base Q.
Definimos el sistema de coordenadas locales

(qi, yαA)1≤i≤n, 1≤α≤m, 1≤A≤k

en τ̃−1(U) ⊂
k
⊕ E como sigue:

qi(a1q, . . . , akq) = qi(q), yαA(a1q, . . . , akq) = yα(aAq) , (5.21)
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donde (a1q, . . . , akq) ∈
k
⊕ E.

Estas coordenadas dotan a
k
⊕ E de una estructura de variedad diferenciable de

dimensión n+ km.

B. La prolongación de un algebroide de Lie mediante la proyección τ̃ :
k
⊕ E → Q.

A continuación consideramos la prolongación TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ TP de E me-

diante la fibración τ̃ :
k
⊕ E → Q, es decir, (véase la Sección 5.2),

TE(
k
⊕ E) = {(aq, vbq) ∈ E × T (

k
⊕ E)/ ρ(aq) = T τ̃(vbq)} . (5.22)

Teniendo en cuenta los contenidos de la Sección 5.2, y considerando el caso
particular P = E⊕ k. . . ⊕E obtenemos:

(1) TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) es un algebroide de Lie sobre

k
⊕ E con proyección

τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) −→

k
⊕ E

y estructura de algebroide de Lie ([[·, ·]]τ̃ , ρτ̃ ) donde el ancla

ρτ̃ : E ×TQ T (
k
⊕ E) ≡ TE(

k
⊕ E)→ T (

k
⊕ E)

es la proyección sobre el segundo factor.

(2) Si (qi, yαA) denota un sistema local de coordenadas de
k
⊕ E entonces el sistema

de coordenadas locales inducido en TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) es

(qi, yαA, z
α, wαA)1≤i≤n, 1≤`≤n′, 1≤α≤m

donde, véase (5.15),

qi(aq, vbq) = qi(q) , yαA(aq, vbq) = yαA(bq) ,

zα(aq, vbq) = yα(aq) , wαA(aq, vbq) = vbq(yαA) .
(5.23)
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(3) De (5.16) obtenemos que el conjunto {Xα,V
A
α} definido por

Xα:
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

bq 7→ Xα(bq) = (eα(q); ρiα(q)
∂

∂qi

∣∣∣
bq

)

VA
α :

k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

bq 7→ VA
α (bq) = (0q;

∂

∂yαA

∣∣∣
bq

) ,

(5.24)

es una base local de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E.

A partir de ahora denotaremos por Sec(TE(
k
⊕ E)) el conjunto de secciones de

τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E.

(4) A cada sección ξ:
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) de τ̃ k

⊕E
le asociamos un

campo de vectores por medio del ancla del algebroide ρτ̃ : TE(
k
⊕ E)→ T (

k
⊕ E).

Si ξ se escribe localmente como sigue:

ξ = ξαXα + ξαAVA
α ∈ Sec(TE(

k
⊕ E))

entonces, reescribiendo la expresión (5.17) para este caso particular obtenemos,

ρτ̃ (ξ) = ρiαξ
α ∂

∂qi
+ ξαA

∂

∂yαA
∈ X(

k
⊕ E) . (5.25)

(5) El corchete de Lie de secciones de τ̃ k
⊕E

queda determinado a partir del corchete

de los elementos de una base de secciones, véase (5.19),

[[Xα,Xβ]]τ̃ = C
γ
αβXγ [[Xα,V

B
β ]]τ̃ = 0 [[VA

α ,V
B
β ]]τ̃ = 0 , (5.26)

(6) Si {Xα,Vα
A} es la base dual de {Xα,V

A
α}, de las expresiones (5.20) que caracte-

rizan la diferencial exterior en el algebroide prolongación obtenemos que

dTE(
k
⊕E)f = ρiα

∂f

∂qi
Xα +

∂f

∂yαA
Vα
A , para f ∈ C∞(

k
⊕ E)

dTE(
k
⊕E)Xγ = −1

2
C
γ
αβX

α ∧ Xβ, dTE(
k
⊕E)V

γ
A = 0 .

(5.27)
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Observación 5.11 En el caso particular E = TQ la variedad TE(
k
⊕ E) se identifica

con T (T 1
kQ).

En efecto, puesto que E = TQ y ρ = idTQ en este caso consideramos la prolon-
gación de TQ sobre τ kQ : T 1

kQ→ Q. Aśı de (5.22) obtenemos

TTQ(
k
⊕ TQ) = TTQ(T 1

kQ)

= {(uq, vwq) ∈ TQ× T (T 1
kQ)/uq = T (τ kQ)(vwq)}

= {(T (τ kQ)(vwq), vwq) ∈ TQ× T (T 1
kQ)/ wq ∈ T 1

kQ}

≡ {vwq ∈ T (T 1
kQ)/ wq ∈ T 1

kQ} ≡ T (T 1
kQ)

(5.28)

�

Sobre TE(
k
⊕ E) vamos a definir dos familias de objetos canónicos denominados

secciones de Liouville y endomorfismos verticales que se corresponden con campos
de Liouville y la estructura k-tangente en T 1

kQ. En los siguientes apartados vamos
a definir estos objetos.

C. Levantamiento vertical A-ésimo.

Definición 5.12 (véase por ejemplo [24]) Un elemento (aq, vbq) de TE(
k
⊕ E) ≡

E ×TQ T (
k
⊕ E) se dice vertical si verifica

τ̃1(aq, vbq) = 0q ∈ E ,

donde

τ̃1 : TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) → E,

(aq, vbq) 7→ τ̃1(aq, vbq) = aq

es la proyección sobre el primer factor E de TE(
k
⊕ E).

La definición anterior implica que los elementos verticales de TE(
k
⊕ E) son de la

forma

(0q, vbq) ∈ TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

donde vbq ∈ T (
k
⊕ E) y bq ∈

k
⊕ E.
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Ahora bien, teniendo en cuenta la definición (5.22), que determina los elementos

de TE(
k
⊕ E), la condición que de un elemento sea vertical significa que

0 = Tbq τ̃(vbq) ,

es decir el vector vbq es vertical respecto a la proyección τ̃ :
k
⊕ E → Q.

Por lo tanto, si consideramos un sistema de coordenadas locales adaptadas

(qi, yαA) en
k
⊕ E entonces se verifica que:

vbq = uαA
∂

∂yαA

∣∣∣
bq

∈ Tbq(
k
⊕ E) .

Definición 5.13 Para cada A = 1, . . . , k consideramos la aplicación

ξVA : E ×Q (
k
⊕ E) −→ TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

(aq, bq) 7−→ ξVA(aq, bq) =
(

0q, (aq)VAbq

) (5.29)

donde aq ∈ E, bq = (b1q, . . . , bkq) ∈
k
⊕ E y el vector (aq)VAbq

∈ Tbq(
k
⊕ E) está defini-

do por

(aq)VAbq
f =

d

ds

∣∣∣
s=0

f(b1q , . . . , bAq + saq, . . . , bkq) , 1 ≤ A ≤ k , (5.30)

para una función arbitraria f ∈ C∞(
k
⊕ E).

Denominamos a la aplicación ξVA la aplicación levantamiento vertical A-
ésimo.

De (5.30) deducimos que la expresión local de (aq)VAbq
es

(aq)VAbq
= yα(aq)

∂

∂yαA

∣∣∣
bq

∈ Tbq(
k
⊕ E) , 1 ≤ A ≤ k (5.31)

siendo (qi, yα) un sistema local de coordenadas en E y (qi, yαA) el inducido en
k
⊕ E.

En (5.31) se observa que el vector (aq)VAbq
∈ Tbq(

k
⊕ E) es vertical respecto a la

aplicación τ̃ :
k
⊕ E → Q. Esto nos garantiza que ξVA(aq, bq) es un elemento vertical

de TE(
k
⊕ E).
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De las expresiones (5.24), (5.29) y (5.31) obtenemos que ξVA se escribe en función
de la base local

{Xα, VB
β }

de secciones del fibrado vectorial τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E como sigue:

ξVA(aq, bq) = (0q, y
α(aq)

∂

∂yαA

∣∣∣
bq

) = yα(aq)VA
α (bq) , 1 ≤ A ≤ k . (5.32)

Observación 5.14

(1) En el caso estándar, es decir, cuando E = TQ y ρ = idTQ, dados dos elementos
uq ∈ TqQ y vq = (v1q, . . . , vkq) ∈ T 1

kQ se obtiene

(uq)VAvq
=

d

ds

∣∣∣
s=0

f(v1q , . . . , vAq + suq, . . . , vkq) , 1 ≤ A ≤ k ,

que coincide con la definición de levantamiento vertical A-ésimo del vector uq

tangente a Q, a un vector tangente a T 1
kQ, (véase por ejemplo [56, 107, 119] y

el apartado C de la sección 1.2.1 de esta memoria).

(2) Si reescribimos este apartado en el caso particular k = 1 obtenemos que ξV1 ≡
ξV : E ×Q E → TEE es la aplicación levantamiento vertical introducida por
E. Mart́ınez en [96, 98].

�

D. Endomorfismo verticales en TE(
k
⊕ E).

En el fibrado tangente de las k1-velocidades, T 1
kQ, hemos definido, en la sección

1.2.4, la estructura k-tangente canónica J1 . . . , J k. Estas familia de tensores de tipo
(1, 1) se emplea en el desarrollo de la formulación lagrangiana k-simpléctica de las
teoŕıas clásicas de campos de primer orden.

En este apartado vamos a introducir el objeto análogo en el contexto de los
algebroides de Lie.
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Definición 5.15 Para cada A = 1, . . . , k se define el endomorfismo vertical A-

ésimo en TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E) como la aplicación

J̃A : TE(
k
⊕ E) → TE(

k
⊕ E)

(aq, vbq) 7→ J̃A(aq, vbq) = ξVA(aq, bq) ,
(5.33)

donde aq ∈ E, bq = (b1q, . . . , bkq) ∈
k
⊕ E y vbq ∈ Tbq(

k
⊕ E).

Lema 5.16 Consideremos

{Xα, VA
α}1≤A≤k, 1≤α≤m

una base local de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)→

k
⊕ E y sea

{Xα, Vα
A}1≤A≤k, 1≤α≤m

la base dual asociada.

En estas bases, la expresión local de J̃A es:

J̃A =
m∑
α=1

VA
α ⊗ Xα , 1 ≤ A ≤ k . (5.34)

Demostración:

La expresión local (5.34) de J̃A es consecuencia de las expresiones (5.24) y (5.32).
En efecto, teniendo en cuenta estas expresiones obtenemos

J̃A(Xα(bq)) = ξVA(eα(q), bq) = yβ(eα(q))VA
β (bq) = VA

α (bq) ,

J̃A(VB
α (bq)) = ξVA(0q, bq) = yαA(0q)VA

α (bq) = 0 ,

para cada bq ∈
k
⊕ E y cada A,B = 1, . . . , k, α = 1 . . . ,m.

�



166 5 Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie

Observación 5.17

(1) Reescribiendo la definición de J̃1, . . . , J̃k en el caso particular E = TQ y
ρ = idTQ obtenemos la estructura k-tangente J1, . . . , J k en T 1

kQ.

En efecto, como ya hemos visto en la Observación 5.11, en este caso TE(
k
⊕ E)

se identifica con T (T 1
kQ). Entonces cada aplicación

J̃A:T (T 1
kQ) ≡ TTQ(T 1

kQ)→ T (T 1
kQ) ≡ TTQ(T 1

kQ)

se define como sigue:

J̃A(vwq) = J̃A(Twq(τ kQ)(vwq), vwq) = ξVA(Twq(τ kQ)(vwq),wq)

≡ (0q, (Twq(τ kQ)(vwq))VAwq
) ≡ (Twq(τ kQ)(vwq))VAwq

= JA(vwq) ,

en donde en la primera y en la penúltima igualdad hemos utilizado la identi-
dad entre los elementos de T (T 1

kQ) y TTQ(T 1
kQ) que hemos demostrado en la

observación 5.11 y la última igualdad es consecuencia de la definición de JA,
véase (1.24).

(2) En el caso particular k = 1 obtenemos el endormorfismo vertical S en TE(TQ),
esto es, en la prolongación del algebroide E sobre τQ : TQ → Q, que fue
definido por E. Mart́ınez en [96].

�

E. Las secciones de Liouville.

En este apartado vamos a introducir la segunda familia de elementos geométricos

canónicos que consideraremos en la prolongación TE(
k
⊕ E).

Definición 5.18 La sección de Liouville A-ésima en TE(
k
⊕ E) es la sección ∆̃A

de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E definida como sigue

∆̃A :
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)

bq 7→ ∆̃A(bq) = ξVA(prA(bq), bq) = ξVA(bAq, bq)
, 1 ≤ A ≤ k ,
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donde bq = (b1q, . . . , bkq) ∈
k
⊕ E y prA :

k
⊕ E → E es la proyección sobre la A-ésima

copia de E en
k
⊕ E.

De la expresión local (5.32) de ξVA y teniendo en cuenta que

yα(bAq) = yαA(b1q, . . . , bkq) = yαA(bq)

se obtiene que la sección ∆̃A tiene la siguiente expresión local

∆̃A =
m∑
α=1

yαAVA
α , 1 ≤ A ≤ k , (5.35)

en la base local de secciones de τ̃ k
⊕E

dada por {Xα, VA
α} y que definimos en (5.24).

Observación 5.19 En el caso estándar, esto es, cuando E = TQ y ρ = idTQ se

verifica que cada sección ∆̃A se identifica con el campo de vectores

∆A: T 1
kQ → T (T 1

kQ)

vq = (v1q, . . . , vAq) 7→ (vAq)VAvq

esto es (véase definición 1.31 y observación 1.32) , con el A-ésimo campo de vectores
de Liouville o campo de vectores canónico en T 1

kQ.

�

En el formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar los campos de vectores
canónicos ∆1, . . . ,∆k, son utilizados para definir la función enerǵıa lagrangiana.

De modo análogo, en el contexto que nos proporcionan los algebroides de Lie
sucede algo similar ya que, como veremos en la sección 5.3.3, definiremos la función
enerǵıa lagrangiana a partir de las secciones de Liouville ∆̃1, . . . , ∆̃k.

5.3.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

En el formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar las soluciones de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange se obtiene como secciones integrales de ciertas ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden (sopde) en T 1

kQ.
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Con la finalidad de introducir el concepto de sopde en algebroides de Lie vamos
a recordar el concepto de sopde en T 1

kQ, (para más detalles véase la sección 1.2.3.)

Un sopde en T 1
kQ es una sección de las aplicaciones

τ k
T 1
kQ

: T 1
k (T 1

kQ) → T 1
kQ

(v1wq
, . . . , vkwq

) 7→ wq

y
T 1
k (τ kQ): T 1

k (T 1
kQ) → T 1

kQ

(v1wq
, . . . , vkwq

) 7→ (Twq(τ kQ)(v1wq
), . . . , Twq(τ kQ)(vkwq

))
,

donde τ kQ:T 1
kQ→ Q denota la proyección canónica del fibrado de las k1-velocidades.

Volviendo al contexto de algebroides de Lie, tenemos que definir dos aplicaciones
que se correspondan con las dos anteriores del caso estándar. Sabemos que:

k
⊕ E juega el papel de T 1

kQ,

TE(
k
⊕ E) el de T (T 1

kQ) y

T 1
k (T 1

kQ) es la suma de Whitney de k copias de T (T 1
kQ).

Entonces es natural pensar que la suma de Whitney de k copias de TE(
k
⊕ E), esto

es,

TE(
k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E)

jugará el papel de
T 1
k (T 1

kQ) = T (T 1
kQ)⊕ k. . . ⊕T (T 1

kQ) .

La pregunta que surge ahora de modo natural es: ¿qué aplicaciones se corres-
ponden, en el contexto de los algebroides de Lie, con τ k

T 1
kQ

y T 1
k (τ kQ)?.

A lo largo de los siguientes apartados daremos la respuesta a esta pregunta.

A. La k-prolongación de E sobre τ̃ :
k
⊕ E → Q.

Sea E un algebroide de Lie sobre una variedad diferenciable Q de dimensión n

y τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E la prolongación de E mediante τ̃ :

k
⊕ E → Q.
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Denotaremos por (TE)1
k(

k
⊕ E) la suma de Whitney de k copias de la prolongación

TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E), esto es,

(TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E) .

Aśı los elementos de (TE)1
k(

k
⊕ E) son de la forma

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

))

donde cada (aAq, vAbq
) pertenece a la fibra (TE(

k
⊕ E))bq = Eq ×TQ (Tbq(

k
⊕ E)) =

(τ̃ k
⊕E

)−1(bq).

Denotaremos por τ̃ kk
⊕E

: (TE)1
k(

k
⊕ E)→

k
⊕ E la proyección canónica dada por:

τ̃ kk
⊕E

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

)) = bq .

Denominamos k-prolongación de E sobre τ̃ :
k
⊕ E → Q al fibrado (TE)1

k(
k
⊕ E).

A partir de la aplicación τ̃1: TE(
k
⊕ E) = E×TQT (

k
⊕ E)→ E, esto es la proyección

sobre el primer factor, podemos definir la proyección

τ̃ k1 : = τ̃1⊕ k. . . ⊕τ̃1: (TE)1
k(

k
⊕ E)→

k
⊕ E

como sigue

τ̃ k1 ((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

)) = (a1q, . . . , akq) .

Observación 5.20 Consideremos ahora el caso particular E = TQ y ρ = idTQ
donde recordemos que ρ:E → TQ denota el ancla del algebroide de lie E.

Teniendo en cuenta la observación 5.11, el la que se estableció el difeomorfismo

T (T 1
kQ) ≡ TTQ(T 1

kQ) = (TQ)×TQ T (T 1
kQ)

vwq ≡ (T (τ kQ)(vwq), vwq)

se deduce:
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La aplicación

τ̃ kk
⊕TQ

: (TTQ)1
k(T

1
kQ) ≡ T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ

se corresponde con τ k
T 1
kQ

:T 1
k (T 1

kQ)→ T 1
kQ ya que

τ̃ k
T 1
kQ

((T (τ kQ)(v1wq
), v1wq

), . . . , (T (τ kQ)(vkwq
), vkwq

)) = wq

= τ k
T 1
kQ

(v1wq
, . . . , vkwq

) .

La aplicación

τ̃ k1 : (TTQ)1
k(T

1
kQ) ≡ T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ

se identifica con T 1
k (τ kQ):T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ ya que

τ̃ k1 ((T (τ kQ)(v1wq
), v1wq

), . . . , (T (τ kQ)(vkwq
), vkwq

))

= (T (τ kQ)(v1wq
), . . . , T (τ kQ)(vkwq

))

= T 1
k (τ kQ)(v1wq

, . . . , vkwq
) .

�

Con la idea de simplificar la notación un elemento

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

))

de (TE)1
k(

k
⊕ E) lo escribiremos como sigue:

(aq, vbq)

donde aq: = (a1q, . . . , akq) ∈
k
⊕ E y vbq : = (v1bq

, . . . , vkbq
) ∈ T 1

k (
k
⊕ E).

B. Secciones de (TE)1
k(

k
⊕ E) y campos de k-vectores en

k
⊕ E.

En este apartado asociaremos un campo de k-vectores en
k
⊕ E a cada sección de

(TE)1
k(

k
⊕ E). Esta correspondencia es fundamental para desarrollar la formulación

lagrangiana k-simpléctica en algebroides de Lie.
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Lema 5.21 Sea ξ :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) una sección de la proyección τ̃ kk

⊕E
. Entonces

ξ define una familia {ξ1, . . . , ξk} de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E.

Demostración:

Teniendo en cuenta que (TE)1
k(

k
⊕ E) es, por definición, la suma de Whitney de

k copias del fibrado prolongación TE(
k
⊕ E), la familia {ξ1, . . . , ξk} se obtiene sin

más que considerar la proyección sobre cada una de las copias tal como muestra el
siguiente diagrama para cada A = 1, . . . , k.

(TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E)

τ̃k,A
k
⊕E

��
k
⊕ E

ξ

77nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn ξA //
TE(

k
⊕ E)

donde

τ̃ k,Ak
⊕E

: (TE)1
k(

k
⊕ E) → TE(

k
⊕ E)

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

)) 7→ (aAq, vAbq
)

denota la proyección canónica sobre la A-ésima copia de TE(
k
⊕ E) en (TE)1

k(
k
⊕ E).

�

Proposición 5.22 Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk):
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) una sección de τ̃ kk

⊕E
.

Entonces

(ρτ̃ (ξ1), . . . , ρτ̃ (ξk)):
k
⊕ E → T 1

k (
k
⊕ E)

es un campo de k-vectores en
k
⊕ E. Recordemos que la aplicación

ρτ̃ : TE(
k
⊕ E) ≡ E ×TQ T (

k
⊕ E)→ T (

k
⊕ E)

denota el ancla del algebroide TE(
k
⊕ E).
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Demostración:

Es una consecuencia directa de los Lemas 5.7 y 5.21.

�

Los campos de k-vectores que se obtienen a partir de esta proposición van a jugar
un papel fundamental en la descripción del formalismo lagrangiano k-simpléctico en
algebroides de Lie.

Vamos ahora a calcular la expresión local del campo de k-vectores asociado a
una sección ξ.

Sea ξ = (ξ1, . . . , ξk) una sección de (TE)1
k(

k
⊕ E). El Lema 5.21 nos permite afirmar

que cada ξA:
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) es una sección de τ̃ k

⊕E
.

Sea ahora {Xα,V
A
α} una base local de secciones de τ̃ k

⊕E
: TE(

k
⊕ E)→

k
⊕ E. Enton-

ces cada ξA se escribe localmente en esta base como sigue:

ξA = ξαAXα + (ξA)αBVB
α ∈ Sec(TE(

k
⊕ E)) ,

para ciertas funciones ξαA, (ξA)αB ∈ C∞(
k
⊕ E).

De (5.25) obtenemos que el campo de vectores en
k
⊕ E asociado a ξA tiene la

siguiente expresión local:

ρτ̃ (ξA) = ρiαξ
α
A

∂

∂qi
+ (ξA)αB

∂

∂yαB
∈ X(

k
⊕ E), 1 ≤ A ≤ k . (5.36)

C. sopde’s en
k
⊕ E.

Como hemos comprobado en la observación 5.20, en la descripción del formalismo
lagrangiano en algebroides de Lie, las aplicaciones

τ̃ kk
⊕E

: (TE)1
k(

k
⊕ E) →

k
⊕ E

(aq, vbq) 7→ bq
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y

τ̃1
k : (TE)1

k(
k
⊕ E) →

k
⊕ E

(aq, vbq) 7→ aq = (a1q, . . . , akq)

juegan el papel de τ k
T 1
kQ

y T 1
k (τ kQ) respectivamente, en el caso estándar. Recordemos

que estamos empleando la notación

(aq, vbq) := ((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

))

Aśı, el objeto análogo a un sopde será una sección de las dos aplicaciones τ̃ kk
⊕E

y τ̃ k1 .

Definición 5.23 Una ecuación en derivadas parciales de segundo orden

(sopde) en
k
⊕ E es una aplicación ξ :

k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) que es una sección

de las aplicaciones τ̃ kk
⊕E

y τ̃ k1 .

La siguiente definición nos permitirá dar una caracterización del concepto de
sopde.

Definición 5.24 El conjunto

Adm(E) = {(aq, vbq) ∈ (TE)1
k(

k
⊕ E) | τ̃ k1 (aq, vbq) = τ̃ kk

⊕E
(aq, vbq)}

= {(aq, vbq) ∈ (TE)1
k(

k
⊕ E) | aq = bq} .

(5.37)

es llamado conjunto de puntos admisibles.

Obsérvese que un punto admisible es un elemento de (TE)1
k(

k
⊕ E) de la forma

(bq, vbq) = ((b1q, v1bq
), . . . , (bkq, vkbq

)) ,

siento bq = (b1q, . . . , bkq) ∈
k
⊕ E.

Proposición 5.25 Sea

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E)

una sección del fibrado vectorial τ̃ kk
⊕E

. Las siguientes propiedades son equivalentes:
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(1) ξ toma valores en Adm(E) .

(2) ξ es un sopde, esto es, verifica τ̃ k1 ◦ ξ = id k
⊕E

.

(3) J̃A(ξA) = ∆̃A para todo A = 1, . . . , k.

Demostración:

La equivalencia entre (1) y (2) es una consecuencia directa de la definición
del conjunto de puntos admisibles (5.37). La equivalencia entre (1) y (3) es una

consecuencia directa de la definición de J̃A, ∆̃A y ξVA .

�

Vamos a calcular la expresión local de un sopde ξ = (ξ1, . . . , ξk)

Consideremos {Xα, VA
α} una base local de secciones de τ̃ k

⊕E
: TE(

k
⊕ E) →

k
⊕ E,

entonces cada sección

ξA:
k
⊕ E → TE(

k
⊕ E) = E ×TQ T (

k
⊕ E)

se escribe en esta base como sigue

ξA = ξαAXα + (ξA)αBVB
α

para ciertas funciones ξαA, (ξA)αB ∈ C∞(
k
⊕ E).

Puesto que ξ es un sopde las secciones ξ1, . . . , ξk satisfacen las igualdades

J̃A(ξA) = ∆̃A, 1 ≤ A ≤ k

de donde obtenemos que la expresión local de ξA es:

ξA = yαAXα + (ξA)αBVB
α

siendo (ξA)αB funciones en
k
⊕ E.

Como se observa en la definición de sopde, éste es una sección de (TE)1
k(

k
⊕ E) y

por tanto, tal como hemos visto en el apartado anterior, podemos definir un campo

de k-vectores en
k
⊕ E asociado al mismo.
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De (5.36) obtenemos que el campo de k-vectores en
k
⊕ E,

(ρτ̃ (ξ1), . . . , ρτ̃ (ξk)) ,

asociado a ξ por medio del ancla ρτ̃ :Sec(TE(
k
⊕ E)) → X(

k
⊕ E), tiene la siguiente

expresión local:

ρτ̃ (ξA) = ρiαy
α
A

∂

∂qi
+ (ξA)αB

∂

∂yαB
∈ X(

k
⊕ E), 1 ≤ A ≤ k . (5.38)

Por último, sabemos que en el formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar las
secciones integrales de ciertos sopde’s son soluciones de las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange.

A continuación vamos a introducir, en el contexto que nos proporcionan los
algebroides de Lie, el concepto de sección integral de un sopde.

Definición 5.26 Una aplicación

η : Rk →
k
⊕ E

se llama sección integral del sopde ξ, si η es una sección integral del campo de
k-vectores (ρτ̃ (ξ1), . . . , ρτ̃ (ξk)), asociado a ξ, esto es,

(ρτ̃ (ξA))(η(t)) = η∗(t)

(
∂

∂tA

∣∣∣
t

)
, 1 ≤ A ≤ k , (5.39)

es decir, para cada A = 1, . . . , k el siguiente diagrama es conmutativo:

k
⊕ E

ξA //
TE(

k
⊕ E)

ρτ̃

$$IIIIIIIII

Rk

η

??��������� ∂

∂tA // TRk
η∗≡Tη //

T (
k
⊕ E)

Si η : Rk →
k
⊕ E se expresa localmente como sigue

η(t) = (ηi(t), ηαA(t)),
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entonces, teniendo en cuenta la expresión (5.38) de los campos de vectores asociados
a ξ1, . . . , ξk, deducimos que la condición de ser sección integral (5.39) es equivalente
a la familia de identidades,

∂ηi

∂tA

∣∣∣
t

= ηαA(t)ρiα(τ̃(η(t)) ,
∂ηβB
∂tA

∣∣∣
t

= (ξA)βB(η(t)) , (5.40)

donde τ̃ :
k
⊕ E → Q es la proyección canónica definida por la relación τ̃(aq) = q.

5.3.3. Formalismo lagrangiano.

En esta subsección vamos a describir la formulación lagrangiana k-simpléctica
en algebroides de Lie.

Con la finalidad de simplificar la notación, a lo largo de esta sección denotaremos

por d la diferencial exterior en el algebroide de Lie TE(
k
⊕ E), esto es,

d: = dTE(
k
⊕E) .

Una función L :
k
⊕ E → R se llamará función lagrangiana. En primer lugar

vamos a introducir algunos objetos geométricos asociados a una función lagrangiana
L.

A. Secciones de Poincaré-Cartan o secciones lagrangianas.

De modo análogo a lo que ocurre en el formalismo k-simpléctico estándar, a
partir de los endormofismos verticales J̃1, . . . , J̃ k y dada L una función lagrangiana

se definen las siguientes 1-secciones de (TE(
k
⊕ E)) ∗

ΘA
L :

k
⊕ E −→ (TE(

k
⊕ E)) ∗

bq 7−→ ΘA
L(bq)

1 ≤ A ≤ k

en donde ΘA
L(bq) es la aplicación

ΘA
L(bq): (TE(

k
⊕ E))bq ≡ Eq ×TQ Tbq(

k
⊕ E) −→ R
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definida por la composición

[TE(
k
⊕ E)]bq

J̃Abq //

ΘAL(bq)

&&
[TE(

k
⊕ E)]bq

(dL)bq // R

esto es,

(ΘA
L)(bq)(aq, vbq) = (dL)bq

(
(J̃A)bq(aq, vbq)

)
, (5.41)

siendo d = dTE(
k
⊕E) la diferencial exterior de TE(

k
⊕ E), véase (5.27).

Estas secciones Θ1
L, . . . ,Θ

k
L se denominan secciones lagrangianas o secciones

de Poincaré-Cartan.

Utilizando la expresión (5.27) de df = dTE(
k
⊕E)f con f = L se obtiene:

(ΘA
L)(bq)(aq, vbq) = (dL)bq

(
(J̃A)bq(aq, vbq)

)
=
(
ρτ̃ ((J̃A)bq(aq, vbq))

)
L , (5.42)

donde bq ∈
k
⊕ E, (aq, vbq) ∈ [TE(

k
⊕ E)]bq y ρτ̃ ((J̃A)bq(aq, vbq)) ∈ Tbq(

k
⊕ E).

A partir de las 1-secciones Θ1
L, . . . ,Θ

k
L definimos las 2-secciones

ΩA
L :

k
⊕ E → (TE(

k
⊕ E)) ∗ ∧ (TE(

k
⊕ E)) ∗, 1 ≤ A ≤ k

por

ΩA
L : = −dΘA

L , 1 ≤ A ≤ k .

Reescribiendo el apartado (2) de la Definición 5.2 de la diferencial exterior de

un algebroide de Lie para el algebroide TE(
k
⊕ E), podemos escribir:

ΩA
L(ξ1, ξ2) = −dΘA

L(ξ1, ξ2)

= [ρτ̃ (ξ2)](ΘA
L(ξ1))− [ρτ̃ (ξ1)](ΘA

L(ξ2)) + ΘA
L([[ξ1, ξ2]]τ̃ ) ,

(5.43)

para todo par ξ1, ξ2 ∈ Sec(TE(
k
⊕ E)) donde (ρτ̃ , [[·, ·]]τ̃ ) denota la estructura de

algebroide de Lie de TE(
k
⊕ E) definida en la Sección 5.3.1.B.

A continuación establecemos las expresiones locales de ΘA
L y ΩA

L .



178 5 Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie

Consideremos
{Xα, VB

α }1≤B≤k, 1≤α≤m

una base local de secciones de τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E y

{Xα, Vα
B}1≤B≤k, 1≤α≤m

su base dual. Entonces de (5.25), (5.34) y (5.42) obtenemos

ΘA
L =

∂L

∂yαA
Xα , 1 ≤ A ≤ k . (5.44)

De las expresiones locales (5.24), (5.25), (5.26), (5.43) y (5.44) obtenemos para
cada A = 1, . . . , k,

ΩA
L =

1
2

(
ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
− ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
+ C

γ
αβ

∂L

∂yγA

)
Xα ∧ Xβ +

∂2L

∂yβB∂y
α
A

Xα ∧ V
β
B . (5.45)

Observación 5.27

(1) Si reescribimos las definiciones anteriores en el caso particular k = 1 obtenemos
las formas de Poincaré-Cartan de la Mecánica lagrangiana en algebroides de
Lie. Véase, por ejemplo, [24, 96].

(2) Si consideramos el caso particular E = TQ y ρ = idTQ, entonces

ΩA
L(X, Y ) = ωAL (X, Y ) , 1 ≤ A ≤ k

donde X, Y son campos de vectores en T 1
kQ y ω1

L, . . . , ω
k
L denotan las 2-formas

lagrangianas del formalismo k-simpléctico estándard definidas por ωAL = −d(dL◦
JA), donde d denota la diferencial usual.

�

B. La función enerǵıa lagrangiana.

La siguiente definición es la versión en algebroides de Lie de la función enerǵıa
lagrangiana.
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Definición 5.28 Sea L :
k
⊕ E → R una función lagrangiana. La función enerǵıa

EL :
k
⊕ E → R

asociada al lagrangiano L se define como sigue

EL =
k∑

A=1

ρτ̃ (∆̃A)L− L .

donde ρτ̃ (∆̃A) ∈ X(
k
⊕ E) son los campos de vectores asociados a las secciones de

Liouville ∆̃A.

De (5.25) y (5.35) se deduce que EL tiene la siguiente expresión local:

EL =
k∑

A=1

yαA
∂L

∂yαA
− L . (5.46)

Observación 5.29 Si consideramos el caso particular E = TQ la función EL coinci-
de con la función enerǵıa del formalismo k-simpléctico estándar, véase [56, 107, 119]
y el caṕıtulo 1 de esta memoria.

Cuando k = 1 obtenemos la definición de la función enerǵıa de la Mecánica
lagrangiana en algebroides de Lie, véase, por ejemplo, E. Mart́ınez [96].

C. Morfismos.

En la formulación lagrangiana k-simpléctica, una solución de las ecuaciones de
Euler-Lagrange es un campo

φ : Rk → Q

tal que su primera prolongación

φ(1) : Rk → T 1
kQ

verifica las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange, esto es,

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
φ(1)(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
φ(1)(t)

, 1 ≤ i ≤ n .



180 5 Formulación k-simpléctica en algebroides de Lie

La aplicación φ induce de modo natural el morfismo de fibrados vectoriales

Φ = (Tφ, φ)

entre los algebroides de Lie TRk y TQ,

TRk
Tφ //

τRk

��

TQ

τQ

��
Rk

φ
// Q

Además se verifica
d(Φ ∗µ) = Φ ∗(dµ)

para toda l-forma µ en Q, entonces Φ = (Tφ, φ) es un morfismo de algebroides de
Lie, (véase la sección 5.1.4 para recordar la definición de morfismo de algebroides
de Lie).

A continuación vamos a recordar la definición de la primera prolongación de φ.
Consideremos la base canónica de secciones de τRk ,{

∂

∂t1
, . . . ,

∂

∂t k

}
.

Recordemos que la primera prolongación φ(1) de φ, se escribe del siguiente modo:

φ(1)(t) = (Ttφ(
∂

∂t1

∣∣∣
t
), . . . , Ttφ(

∂

∂t k

∣∣∣
t
)) .

Lo que acabamos de hacer es describir las soluciones de las ecuaciones de campo
Euler-Lagrange, en el caso estándar, desde un nuevo punto de vista que nos permite
pensar una solución como un morfismo de algebroides de Lie.

Volviendo al caso de algebroides, para definir el objeto análogo a la primera
prolongación de una solución, y teniendo en cuenta el punto de vista anterior, vamos
a considerar un morfismo de algebroides de Lie Φ = (Φ,Φ)

TRk Φ //

τRk

��

E

τ

��
Rk

Φ
// Q



5.3.3 Formalismo lagrangiano. 181

Considerando
{eA}1≤A≤k

una base local de secciones de τRk , podemos definir una aplicación

Φ̃ : Rk →
k
⊕ E

asociada a Φ y dada por:

Φ̃ : Rk →
k
⊕ E ≡ E⊕ k. . . ⊕E

t → (Φ(e1(t)), . . . ,Φ(ek(t))) .

Observación 5.30 En el caso particular E = TQ y ρ = idTQ se verifica: Φ =

(Tφ, φ), eA = ∂/∂tA la aplicación Φ̃ se corresponde con la primera prolongación de
la φ : Rk → Q, esto es,

Φ̃ = φ(1) .

Observación 5.31 Denotaremos por Φ : TRk → E un morfismo de algebroides de
Lie Φ = (Φ,Φ) entre τRk : TRk → Rk y τ : E → Q.

�

Ahora vamos a escribir las expresiones locales del morfismo de algebroides de Lie
y su aplicación asociada.

Sean
(tA)1≤A≤k y (qi)1≤i≤n

dos sistemas locales de coordenadas en Rk y Q, respectivamente. Sea

{eA}1≤A≤k

una base local de secciones de τRk :TRk → Rk y

{eα}1≤α≤m

una base local de secciones de τ : E → Q. Además denotamos por

{eA}1≤A≤k y {eα}1≤α≤m
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las bases duales correspondientes. Entonces el morfismo Φ está determinado por las
relaciones

Φ(t) = (φi(t)) y Φ ∗eα = φαAe
A

para ciertas funciones locales φi y φαA en Rk.

Aśı, la aplicación asociada Φ̃ tiene la siguiente expresión local

Φ̃(t) = (φi(t), φαA(t)) .

En este caso, las condiciones de morfismo de Lie (5.7) y (5.8) se escriben como
sigue

∂φi

∂tA
= ρiαφ

α
A y 0 =

∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A , (5.47)

donde ρiα y C
γ
αβ son las funciones de estructura del algebroide de Lie E.

Observación 5.32 En el caso estándar, esto es, cuando E = TQ y ρ = idTQ las
condiciones de morfismo anteriores se reducen a

φiA =
∂φi

∂tA
y

∂φiA
∂tB

=
∂φiB
∂tA

,

de modo que la segunda de estas identidades se puede escribir como sigue:

∂2φi

∂tB∂tA
=

∂2φi

∂tA∂tB
.

Aśı, en el formalismo k-simpléctico estándar, considerar morfismos de algebroides
de Lie y las aplicaciones asociadas es equivalente a considerar campos φ : Rk → Q y
la primera prolongación φ(1) de los mismos.

D. Las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En este apartado vamos a describir la formulación lagrangiana k-simpléctica en
términos de algebroides de Lie, generalizando la descripción de las ecuaciones de
Euler-Lagrange de la Mecánica lagrangiana en algebroides de Lie, véase los trabajos
de E. Mart́ınez, por ejemplo [24, 96] y la formulación lagrangiana k-simpléctica
estándar que hemos descrito en el caṕıtulo 1.

A continuación veremos qué nos dice la ecuación geométrica de Euler-Lagrange
(1.45) en el caso de algebroides de Lie pero antes veamos como definir un elemento

de TE(
k
⊕ E) a partir de un morfismo de algebroides de Lie Φ = (Φ,Φ).
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Lema 5.33 Sea Φ̃: Rk →
k
⊕ E la aplicación asociada a un morfismo de algebroides

de Lie Φ = (Φ,Φ) : TRk → E. Entonces

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) ∈ (TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E) ,

o equivalentemente para cada A = 1, . . . , k

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) ∈ TE(
k
⊕ E) = E ×TQ T (

k
⊕ E) ,

donde τ̃ k,Ak
⊕E

la proyección canónica sobre la A-ésima copia de TE(
k
⊕ E) en (TE)1

k(
k
⊕ E)

dada por:

τ̃ k,Ak
⊕E

: (TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E) → TE(

k
⊕ E)

((a1q, v1bq
), . . . , (akq, vkbq

)) 7→ (aAq, vAbq
)

.

Demostración:

Vamos a comprobar que para cada A = 1, . . . , k se tiene

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) ∈ [TE(
k
⊕ E)]Φ̃(t) = Eτ̃(Φ̃(t)) ×TQ TΦ̃(t)(

k
⊕ E) ,

donde τ̃ :
k
⊕ E → Q es la proyección dada por τ̃(bq) = q.

Podemos escribir

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) = (prA(Φ̃(t)), Φ̃∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
)) ,

donde prA:
k
⊕ E → E es la proyección canónica sobre la A-ésima copia de E.

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que

Φ̃(t) = (φi(t), φαB(t))

entonces

Φ̃∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
) = (φi(t), φαB(t),

∂φi

∂tA

∣∣∣
t
,
∂φαB
∂tA

∣∣∣
t
) , 1 ≤ A ≤ k .
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A partir de estas dos expresiones locales obtenemos:

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) = (φi(t), φαA(t),
∂φi

∂tA

∣∣∣
t
,
∂φαB
∂tA

∣∣∣
t
) , 1 ≤ A ≤ k .

De la definición (5.22) de TE(
k
⊕ E) sabemos que

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) = (prA(Φ̃(t)), Φ̃∗(t)(
∂

∂tA

∣∣∣
t
)) ∈ [TE(

k
⊕ E)]Φ̃(t)

si, y sólo si,

ρ(prA(Φ̃(t))) = TΦ̃(t)τ̃
(

Φ̃∗(t)
)( ∂

∂tA

∣∣∣
t
)

)
,

o equivalentemente

ρiαφ
α
A =

∂φi

∂tA
.

Esta última condición se verifica por ser Φ : TRk → E morfismo de algebroides
de Lie, véase la ecuación (5.47).

�

Proposición 5.34 Sea L :
k
⊕ E → R una función lagrangiana y Φ : TRk → E

morfismo de algebroides de Lie con aplicación asociada Φ̃ : Rk →
k
⊕ E. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) Φ̃ satisface el sistema de ecuaciones

k∑
A=1

ı[τ̃k,A
k
⊕E

(Φ̃(t),Φ̃(1)(t))]Ω
A
L(Φ̃(t)) = dEL(Φ̃(t)) ,∀t , 1 ≤ A ≤ k , (5.48)

donde [τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t))] ∈ [TE(
k
⊕ E)]Φ̃(t) como hemos comprobado en el lema

anterior. Recordemos que d = dTE(
k
⊕E).
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(2) Φ̃ es solución del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

k∑
A=1

d

dtA

(
∂L

∂yαA

)
= ρiα

∂L

∂qi
+ φβCC

γ
βα

∂L

∂yγC

∂φi

∂tA
= φαAρ

i
α ,

0 =
∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A .

(5.49)

Observación 5.35 Nótese que si E es el algebroide de Lie estándar TQ entonces las
ecuaciones (5.49) son las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (1.44) del formalis-
mo k-simpléctico estándar. Aśı, denominaremos a estas ecuaciones las ecuaciones
de campo de Euler-Lagrange en algebroides de Lie.

�

Demostración:

Sean (qi, yα)1≤i≤n, 1≤α≤m un sistema de coordenadas locales adaptadas en E,

(qi, yαA)1≤i≤n, 1≤α≤m, 1≤A≤k el sistema local inducido en
k
⊕ E, {eα}1≤α≤m una ba-

se local de secciones de τ : E → Q, {eA}1≤A≤k una base local de secciones de
τRk : TRk → Rk.

En estos sistemas locales de coordenadas escribimos la expresión local de la
aplicación Φ̃ asociada a un morfismo de algebroides de Lie Φ como sigue:

Φ̃(t) = (φi(t), φαA(t)).

Considerando {Xα,V
B
β } una base local de secciones de TE(

k
⊕ E)→

k
⊕ E se obtiene

la siguiente expresión

τ̃ k,Ak
⊕E

(Φ̃(t), Φ̃(1)(t)) = φαA(t)Xα(Φ̃(t)) +
∂φβB
∂tA

∣∣∣
t
VB
β (Φ̃(t)) , 1 ≤ A ≤ k
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y aśı teniendo en cuenta la expresión local (5.45) de ΩA
L se verifica

k∑
A=1

ıτ̃k,A
k
⊕E

(Φ̃(t),Φ̃(1)(t))Ω
A
L(Φ̃(t)) = φαA(t)

∂2L

∂yβB∂y
α
A

∣∣∣
Φ̃(t)

V
β
B(Φ̃(t))

+
(
φβA(t)(ρiα

∂2L

∂qi∂yβA

∣∣∣
Φ̃(t)
− ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

+ C
γ
βα

∂L

∂yγA

∣∣∣
Φ̃(t)

)

−∂φ
β
B

∂tA

∣∣∣
t

∂2L

∂yβB∂y
α
A

∣∣∣
Φ̃(t)

)
Xα(Φ̃(t)) .

(5.50)

De las expresiones locales (5.27) y (5.46) de df y EL obtenemos, para cada
A = 1, . . . , k,

dEL(Φ̃(t)) = ρiα

(
φβA(t)

∂2L

∂qi∂yβA

∣∣∣
Φ̃(t)
− ∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

)
Xα(Φ̃(t))

+ φαA(t)
∂2L

∂yβB∂y
α
A

∣∣∣
Φ̃(t)

V
β
B(Φ̃(t)) ,

(5.51)

donde {Xα, V
β
B} denota la base dual de la base local {Xα, VB

β } de secciones de

τ̃ k
⊕E

: TE(
k
⊕ E)→

k
⊕ E.

Por lo tanto, de (5.50) y (5.51) obtenemos que Φ : TRk → E es solución de la
ecuación (5.48) si, y sólo si, se verifica

φβA

(
ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
− ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
+ C

γ
βα

∂L

∂yγA

)
−
∂φβB
∂tA

∂2L

∂yβB∂y
α
A

= ρiα

(
φβA

∂2L

∂qi∂yβA
− ∂L

∂qi

)

φαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

= φαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

∂φi

∂tA
= ρiαφ

α
A

0 =
∂φαA
∂tB

−
∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A ,

donde las dos últimas ecuaciones son consecuencia de la condición de morfismo
(5.47). Obsérvese que la segunda ecuación es una identidad y aśı este sistema de



5.3.3 Formalismo lagrangiano. 187

ecuaciones en derivadas parciales se puede escribir como sigue:

k∑
A=1

d

dtA

(
∂L

∂yαA

)
= ρiα

∂L

∂qi
+ φβCC

γ
βα

∂L

∂yγC

∂φi

∂tA
= ρiαφ

α
A ,

0 =
∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A .

�

Observación 5.36

(1) Las ecuaciones (5.49) coinciden con la ecuaciones de Euler-Lagrange en Teoŕıas
Clásicas de Campos del formalismo multisimpléctico en algebroides de Lie.
Véase E. Mart́ınez, [97].

(2) Si se reescriben las anteriores ecuaciones en el caso particular, k = 1, la con-
dición de morfismo se reduce a la condición de admisibilidad (ecuación 2) y
aśı se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange dadas por Weinstein en [140].

(3) Cuando E = TQ, las ecuaciones (5.49) coinciden con las ecuaciones de Euler-
Lagrange del formalismo k-simpléctico o de Günther, véase por ejemplo [56,
107, 119].

�

Al igual que ocurre en el desarrollo de la formulación lagrangiana k-simpléctica
estándar, las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden obtener como
secciones integrales de ciertos sopde’s. Este resultado se recoge en el siguiente
teorema.

Teorema 5.37 Sea L :
k
⊕ E → R un lagrangiano regular y

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) ≡ TE(

k
⊕ E)⊕ k. . . ⊕TE(

k
⊕ E)
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una sección de τ̃ kk
⊕E

tal que

k∑
A=1

ıξAΩA
L = dEL , (5.52)

donde d = dTE(
k
⊕E). Entonces:

(1) ξ es un sopde.

(2) Sea Φ̃ : Rk →
k
⊕ E la aplicación asociada con un morfismo de algebroides de

Lie entre TRk y E. Si Φ̃ es una sección integral de ξ, entonces Φ̃ satisface
las ecuaciones (5.49) esto es, es una solución de las ecuaciones de campo de
Euler-Lagrange escritas en términos de un algebroide de Lie E.

Demostración:

Escribiendo
ξA = ξαAXα + (ξA)αCVC

α , A = 1, . . . , k

y considerando la expresión local (5.45) de ΩA
L obtenemos

k∑
A=1

ıξAΩA
L =

(
ξβA

(
ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
− ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
+ C

γ
βα

∂L

∂yγA

)
− (ξA)βB

∂2L

∂yβB∂y
α
A

)
Xα

+ ξαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

V
β
B ,

De la expresión anterior y de la expresión de dEL, véase (5.51), se obtiene que
ξ es una solución de las ecuaciones (5.52) si, y sólo si, se verifican las siguientes
ecuaciones:

ξβA

(
ρiα

∂2L

∂qi∂yβA
− ρiβ

∂2L

∂qi∂yαA
+ C

γ
βα

∂L

∂yγA

)
− (ξA)βB

∂2L

∂yβB∂y
α
A

= ρiα

(
ξβA

∂2L

∂qi∂yβA
− ∂L

∂qi

)
,

ξαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

= ξαA
∂2L

∂yβB∂y
α
A

.

Si el lagrangiano L es regular, es decir, si la matriz

(
∂2L

∂yαA∂y
β
B

)
es regular, de la

segunda ecuación obtenemos que

ξαA = yαA , (5.53)
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esto es, ξ es un sopde y en este caso la primera de las ecuaciones anteriores se
simplifica como sigue:

yβAρ
i
β

∂2L

∂qi∂yαA
+ (ξA)βB

∂2L

∂yαA∂y
β
B

= ρiα
∂L

∂qi
+ yβAC

γ
βα

∂L

∂yγA
. (5.54)

Demostremos ahora el item (2).

Sea Φ̃ : Rk →
k
⊕ E la aplicación asociada con un morfismo de algebroides de Lie

Φ : TRk → E.

Si Φ̃(t) = (φi(t), φαA(t)) es una sección integral del sopde ξ solución de (5.52)
entonces de la condición de sección integral (5.40), la identidad (5.53) y (5.54) obte-
nemos

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

∂2L

∂qi∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

+
∂φβB
∂tA

∣∣∣
t

∂2L

∂yαA∂y
β
B

∣∣∣
Φ̃(t)

= ρiα
∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

+ φβAC
γ
βα

∂L

∂yγA

∣∣∣
Φ̃(t)

,

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= ρiαφ
α
A(t) ,

0 =
∂φαA
∂tB

∣∣∣
t
− ∂φαB
∂tA

∣∣∣
t

+ Cαβγφ
β
B(t)φγA(t)

donde la última ecuación es una consecuencia de la condición de morfismo de alge-
broides de Lie (5.47). Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como sigue

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
= ρiα

∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

+ φβCC
γ
βα

∂L

∂yγC

∣∣∣
Φ̃(t)

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= ρiαφ
α
A(t) ,

0 =
∂φαA
∂tB

∣∣∣
t
− ∂φαB
∂tA

∣∣∣
t

+ Cαβγφ
β
B(t)φγA(t) ,

(5.55)

obteniéndose las ecuaciones (5.49) .

�

Observación 5.38 Si reescribimos esta sección en el caso particular k = 1, reob-
tenemos la descripción de Mecánica lagrangiana en términos de algebroides de Lie
(Ver sección 3.1 en [24] o sección 2.2 en [72]).
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E. Caso particular: Formalismo lagrangiano k-simpléctico estándar

En este apartado vamos a describir el formalismo lagrangiano k-simpléctico
estándar como un caso particular del formalismo lagrangiano en algebroides de Lie.

Como ya hemos comentado anteriormente elegimos como algebroide de Lie E =
TQ y ρ = idTQ; en este caso las constantes de estructura C

γ
αβ = 0. Entonces

La variedad
k
⊕ E se identifica con T 1

kQ, TTQ(T 1
kQ) con T (T 1

kQ) y (TTQ)1
k(T

1
kQ)

con T 1
k (T 1

kQ).

La función enerǵıa EL : T 1
kQ → R es EL =

k∑
A=1

∆A(L) − L donde los campos

de vectores ∆A en T 1
kQ se obtienen como hemos explicado en la observación

5.19 .

Una sección ξ :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) se corresponde con un campo de k-vectores

ξ = (ξ1, . . . , ξk) en T 1
kQ, esto es, ξ es una sección de τ k

T 1
kQ

: T 1
k (T 1

kQ)→ T 1
kQ.

Un sopde ξ es un campo de k-vectores en T 1
kQ que es una sección de la

aplicación T 1
k (τ kQ) : T 1

k (T 1
kQ)→ T 1

kQ.

Sea f a función en T 1
kQ entonces

dTTQ(T 1
kQ)f(Y ) = df(Y )

donde df denota la diferencial estándar e Y es un campo de vectores en T 1
kQ.

Se verifica que

ΩA
L(X, Y ) = ωAL (X, Y ), A = 1, . . . , k

donde ωAL denota las 2-formas lagrangianas del formalismo k-simpléctico están-
dard definidas por ωAL = −d(dL ◦ JA).

Aśı, en el formalismo k-simpléctico estándar la ecuación (5.52) se escribe como
sigue:

k∑
A=1

ıξAω
A
L = dEL ,

que coincide con las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrage (1.45) del for-
malismo k-simpléctico estándar.
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Como ya hemos señalado en la Observación 5.30 la aplicación Φ̃ coincide con
φ(1).

En el caso estándar una aplicación φ : Rk → Q induce un morfismo de algebroi-
des de Lie Φ = (Tφ, φ) entre TRk y TQ. En este caso, la aplicación asociada

Φ̃ a este morfismo coincide con la primera prolongación φ(1) de φ dada por

Φ̃(t) = (Tφ(
∂

∂t1

∣∣∣
t
), . . . , Tφ(

∂

∂t k

∣∣∣
t
)) = φ(1)(t) .

Aśı, del teorema 5.37 y las ocho observaciones anteriores, deducimos el siguien-
te corolario donde reobtenemos la formulación lagrangiana k-simpléctica estándar,
véase [56, 107, 119] y la sección 1.2.4 del Caṕıtulo 1 de esta memoria.

Corolario 5.39 Sea L : T 1
kQ → R un lagrangiano regular y ξ = (ξ1, . . . , ξk) un

campo de k-vectores en T 1
kQ tal que

k∑
A=1

ıξAω
A
L = dEL .

Entonces:

(1) ξ es un sopde

(2) Si Φ̃ es una sección integral del campo de k-vectores ξ, entonces Φ̃ es una solu-
ción de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange del formalismo lagrangiano
k-simpléctico estándar, esto es,

k∑
A=1

∂

∂tA

∣∣∣
t

(
∂L

∂viA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

, viA(Φ̃(t)) =
∂(qi ◦ Φ̃)

∂tA

∣∣∣
t
.

La relación entre los elementos geométricos del formalismo k-simpléctico Lagra-
giano estándar y en algebroides de Lie, se resume a continuación:

Funciones lagrangianas.

• Algebroides de Lie:

L :
k
⊕ E → R.
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• Estándard:

L : T 1
kQ→ R.

Secciones lagrangianas.

• Algebroides de Lie:

ΩA
L :

k
⊕ E → (TE(

k
⊕ E)) ∗ ∧ (TE(

k
⊕ E)) ∗, A = 1, . . . , k.

• Estándard:

ωAL : T 1
kQ→ T ∗(T 1

kQ) ∧ T ∗(T 1
kQ), A = 1, . . . , k.

Ecuaciones algebraicas.

• Algebroides de Lie:

k∑
A=1

ıξAΩA
L = dEL ,

ξ = (ξ1, . . . , ξk) :
k
⊕ E → (TE)1

k(
k
⊕ E) es una sección del fibrado

k-prolongación (TE)1
k(

k
⊕ E) = TE(

k
⊕ E)⊕ . . .⊕ TE(

k
⊕ E).

• Estándard:

k∑
A=1

ıξAω
A
L = dEL ,

(ξ1 . . . , ξk) : T 1
kQ→ T 1

k (T 1
kQ) es un campo de k-vectores en T 1

kQ.

Ecuaciones de campo.

• Algebroides de Lie:

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂yαA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
= ρiα

∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

+ φβCC
γ
βα

∂L

∂yγC

∣∣∣
Φ̃(t)

∂φi

∂tA

∣∣∣
t

= φαA(t)ρiα ,

0 =
∂φαA
∂tB
− ∂φαB
∂tA

+ Cαβγφ
β
Bφ

γ
A ,
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Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

Φ̃: Rk →
k
⊕ E

t 7→ Φ̃(t) = (φi(t),Φα
A(t))

• Estándard:

k∑
A=1

∂

∂tA

(
∂L

∂viA

∣∣∣
Φ̃(t)

)
=
∂L

∂qi

∣∣∣
Φ̃(t)

, viA(Φ̃(t)) =
∂(qi ◦ Φ̃)

∂tA

∣∣∣
t
.

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

Φ̃: Rk → T 1
kQ

t 7→ Φ̃(t) = (φi(t),Φi
A(t))

5.3.4. Ejemplos.

A. Modelo Poisson sigma.

En este primer ejemplo se verifica

E = T ∗Q y k = 2

siendo (Q, {·, ·}) una variedad de Poisson.

Consideremos una variedad de Poisson (Q, {·, ·}). Entonces, como hemos visto
en la sección 5.1.2, el fibrado cotangente T ∗Q tiene una estructura de algebroide de
Lie, con ancla ρ y corchete determinados por

ρ(α) = Π̂(α) ,

[[α, β]]T ∗Q = LΠ̂(α)β − LΠ̂(β)α + d(Π(α, β)) ,

donde α, β ∈ Sec(T ∗Q), LX denota la derivada de Lie y Π̂ : T ∗Q → TQ, se define
por

β(Π̂(α)) = Π(α, β), ∀α, β ∈ T ∗qQ ,

es la aplicación inducida por el campo de bivectores Π asociado a la variedad de
Poisson.
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En coordenadas locales, el bivector Π en un punto q ∈ Q tiene la expresión

Π =
1

2
Λij ∂

∂qi
∧ ∂

∂qj
.

Podemos considerar como lagrangiano para el modelo Poisson Sigma una función
definida en T ∗Q⊕Q T ∗Q. Aśı si (qi, p1

i , p
2
i ) denota las coordenadas locales T ∗Q⊕Q

T ∗Q, la expresión local del lagrangiano es (véase [96])

L(qi, p1
i , p

2
i ) = − 1

2
Λijp1

i p
2
j .

A continuación vamos a considerar las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.49) para
el lagrangiano

L:T ∗Q⊕ T ∗Q→ R , L(qi, p1
i , p

2
i ) = − 1

2
Λijp1

i p
2
j .

Un largo cálculo muestra que la primera ecuación de (5.49), esto es, la ecuación

k∑
A=1

d

dtA

(
∂L

∂yαA

)
= ρiα

∂L

∂qi
+ yβAC

γ
βα

∂L

∂yγA

se reduce a
1

2
Λij

(
∂p2

i

∂t1
− ∂p1

i

∂t2
+
∂Λkl

∂qi
p1
kp

2
l

)
= 0 .

y teniendo en cuenta la condición de morfismo esta ecuación se verifica por lo que
las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange (5.49) son en este caso particular

∂qi

∂tA
+ ΛijpAj = 0 ,

∂p2
i

∂t1
− ∂p1

i

∂t2
+
∂Λkl

∂qi
p1
kp

2
l = 0 .

Consideremos la 1-formas en R2 dadas por Pj = p1
jdt

1 + p2
jdt

2 (j = 1, . . . , n),
entonces las anteriores ecuaciones puede escribirse como sigue

dqj + ΛjkPk = 0

dPj +
1

2
Λkl
, jPk ∧ Pl = 0 ,

donde Λkl
, j := ∂Λkl/∂qj. Esta es la forma usual en la que aparecen las ecuaciones

para el modelo Poisson Sigma, véase T. Strobl [130].
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Observación 5.40 El modelo Poisson sigma es un ejemplo de teoŕıa de campos
topológicos de dimensión 2 asociadas a una variedad de Poisson. Fueron introducidos
por P. Schaller y T. Strobl [127] y N. Ikeda [58] y se aplican al estudio de modelos
gravitacionales de dimensión 2.

�

B. Sistemas con simetŕıa.

Consideremos un fibrado principal π : Q̄ −→ Q = Q̄/G con grupo de estructura
G, entonces una conexión principal A en Q̄ es una 1-forma con valores en el álgebra
de Lie g, A:TQ̄→ g tal que:

(i) Para todo ξ ∈ g y para todo q̄ ∈ Q̄, A(ξQ̄(q̄)) = ξ, y

(ii) A(Tq̄ϕg(vq̄)) = Adg(A(vq̄)) donde ϕ : Q̄×G→ Q̄ denota la acción de G sobre
Q̄ y Adg: g→ g la acción adjunta de G.

Fijemos una conexión principal A : TQ̄ −→ g con curvatura B : TQ̄⊕TQ̄ −→ g.
La conexión A determina un isomorfismo entre los fibrados vectoriales TQ̄/G→ Q
y TQ⊕ g̃ −→ Q donde g̃ = (Q̄× g)/G es el fibrado adjunto (véase [21]):

[vq̄]↔ Tq̄π(vq̄)⊕ [(q̄, A(vq̄))]

donde vq̄ ∈ Tq̄Q̄.

La conexión principal A nos permite obtener una base local de secciones de

Sec(TQ̄/G) = X(Q)⊕ Sec(g̃)

como sigue. En primer lugar, elegimos una trivialización local del fibrado principal
π: Q̄ → q = Q̄/G, por ejemplo U × G, donde U es un subconjunto abierto de
Q = Q̄/G. Aśı consideramos el fibrado principal trivial π:U × G → U con grupo
de estructura G actuándo sólo sobre el segundo factor por la multiplicación por la
izquierda. Sea e el elemento identidad del grupo de Lie G, (qi), 1 ≤ i ≤ dimQ son
coordenadas locales en U y {ξa} una base de g.

Vamos a describir ahora las secciones del fibrado adjunto g̃.

Un elemento de Sec(g̃) es una aplicación de la forma:

[q̄]G ∈ Q = Q̄/G 7→ [(q̄, ξ)]G ∈ g̃ = (Q̄× g)/G ,
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por lo que el conjunto de estas secciones se identifica con el conjunto de campos de
vectores invariantes a la izquierda ξLa :

ξLa (g) = TeLg(ξa)

donde Lg : G −→ G es la translación a la izquierda por g ∈ G.

Teniendo en cuenta la identidad Sec(TQ̄/G) = X(Q) ⊕ Sec(g̃), a partir de los
elementos de X(Q) y de Sec(g̃), obtenemos una base local de Sec(TQ̄/G) dada por:{

ei =

(
∂

∂qi

)h
, ea = ξLa

}

donde (
∂

∂qi
)h es el campo de vectores en U ×G que se obtiene mediante el levanta-

miento horizontal de
∂

∂qi
∈ X(Q). Si

A

(
∂

∂qi

∣∣∣
(q,e)

)
= Aai ξa

entonces el levantamiento horizontal del campo de vectores en
∂

∂qi
en U es el campo

de vectores (
∂

∂qi
)h en U ×G dado por

(
∂

∂qi

)h
=

∂

∂qi
− Aai ξLa .

Aśı el conjunto {
ei =

(
∂

∂qi

)h
, ea = ξLa

}
es por construcción G-invariante y define una base local de secciones {ei, ea} de
Sec(TQ̄/G) = X(Q)⊕ Sec(g̃).

Teniendo en cuenta esta base de secciones, a cada q = [q̄]G ∈ Q le asociamos un
elemento de TQ̄/G de la forma

yiei(q) + yaea(q) .

Aśı obtenemos las coordenadas locales inducidas (qi, yi, ya) de TQ̄/G.
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Se puede demostrar que TQ̄/G tiene una estructura de algebroide de Lie sobre
Q = Q̄/G (véase M. de León, J. C. Marrero y E. Mart́ınez [72]). Este algebroide
τQ|G:E = TQ̄/G→ Q = Q̄/G se denomina algebroide de Atiyah.

Denotamos como antes por (qi, yi, ya) las coordenadas locales inducidas de TQ̄/G.
Si ccab son las constantes de estructura del álgebra de Lie g con respecto a la base
{ξa} y

B

(
∂

∂qi

∣∣∣
(q,e)

,
∂

∂qj

∣∣∣
(q,e)

)
= Ba

ijξa

donde

Bc
ij =

∂Aci
∂qj
−
∂Acj
∂qi
− ccabAaiAbj .

entonces las funciones de estructura del algebroide de Lie TQ̄/G → Q están deter-
minadas por las siguientes relaciones (véase [72]):

[[ei, ej]]TQ̄/G = −Bc
ijec

[[ei, ea]]TQ̄/G = ccabA
b
iec

[[ea, eb]]TQ̄/G = ccabec

ρTQ̄/G(ei) =
∂

∂qi

ρTQ̄/G(ea) = 0 .

Aśı las funciones de estructura del algebroide de Atiyah τQ|G:E = TQ̄/G →
Q = Q̄/G respecto al sistema local de coordenadas (qi) y la base local {ei, ea} de
Sec(TQ̄/G) son:

Ckij = Ckia = −Ckai = Ckab = 0, Caij = −Ba
ij, Ccia = −Ccai = ccabA

b
i

Ccab = ccab, ρij = δij, ρai = ρia = ρba = 0 .
(5.56)

Ahora, consideremos una función lagrangiana L :
k
⊕ TQ̄/G −→ R entonces las

ecuaciones de campo de Euler-Lagrange son:

d

dtA

(
∂L

∂yiA

)
=

∂L

∂qi
+Bc

ijy
j
C

∂L

∂ycC
− ccabAbiyaC

∂L

∂ycC
d

dtA

(
∂L

∂yaA

)
= ccabA

b
iy
i
C

∂L

∂ycC
− ccabybC

∂L

∂ycC

0 =
∂yiA
∂tB
− ∂yiB
∂tA

0 =
∂ycA
∂tB
− ∂ycB
∂tA
−Bc

ijy
i
By

j
A + ccabA

b
iy
i
By

a
A + ccaby

b
Ay

a
B
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En este caso cuando Q es un único punto, esto es Q̄ = G entonces TQ̄/G = g y

entonces el lagrangiano está definido como una función L :
k
⊕ g −→ R y las ecuaciones

anteriores se reducen ahora a

d

dtA

(
∂L

∂yaA

)
= −ccabybC

∂L

∂ycC

0 =
∂ycA
∂tB
− ∂ycB
∂tA

+ ccaby
b
Ay

a
B .

Estas ecuaciones coinciden con la expresión local de las ecuaciones de Euler-
Poincaré que podemos encontrar en [18, 19, 20, 97]). Por ejemplo en [19] los autores
obtienen estas ecuaciones en el estudio de algunos ejemplos de aplicaciones armónicas
desde el enfoque variacional.

5.4. Formalismo hamiltoniano.

En esta sección desarrollamos el formalismo hamiltoniano k-simpléctico en al-
gebroides de Lie, que generaliza la Mecánica hamiltoniana el algebroides de Lie,
véase [24, 72], y el formalismo hamiltoniano k-simpléctico estándar, véase caṕıtulo
1. La estructura de esta sección es similar a la del caso lagrangiano que se acaba de
describir.

Sea (E, [[·, ·]]E, ρ) un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Para el enfoque
hamiltoniano se considera el fibrado dual de E, esto es, el fibrado τ ∗ : E ∗ → Q.

5.4.1. Elementos geométricos.

A. La variedad
k
⊕ E ∗.

Recordemos que el formalismo k-simpléctico hamiltoniano estándar se desarrolla
sobre el fibrado de las k1-covelocidades

(T 1
k ) ∗Q = T ∗Q⊕ k. . . ⊕T ∗Q .

Pensando un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente y su
dual E ∗ un sustituto del fibrado cotangente, es natural pensar que el análogo de
(T 1

k ) ∗Q sea la suma de Whitney sobre Q de k copias del espacio dual E ∗.


