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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Preambulo: Variables de Clebsch y ligaduras
de Lin en fluidos incompresibles.

El problema que vamos a analizar en esta memoria tiene sus origenes en el
estudio de principios variacionales para fluidos.

El problema que dio lugar histéricamente a la introduccién de las llamadas
variables de Clebsch y las ligaduras de Lin, es el anélisis de la derivacion a par-
tir de un principio variacional, de las ecuaciones de Euler para un fluido ideal
incompresible en una region @ € R™ (n tipicamente 2 6 3) con frontera 92 que
supondremos fija y regular, descrito por un campo de velocidades v(x,t), que
satisface la ecuacion de Euler:

1
%"‘(V'V)‘V:—;Vp; v = v(x,t),
XxE€EQCR, n=23 v|dQ, divv=0, (1.1)
| p = cte.

En esta descripcion Euleriana de la dinamica de un fluido no es trivial estable-
cer las ecuaciones del movimiento a partir de un principio variacional. Recordemos
que los principios variacionales nos ayudan a obtener teoremas sobre la existencia
de soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange, lo cual resulta particularmente
dificil para las ecuaciones (1.1), constituyendo incluso hoy en dia un problema
abierto en general.

El principio variacional natural para el problema (1.1) vendria dado por la
densidad lagrangiana:

|
L(v,p) =5 pV =p(e+U)
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que representa la energia cinética de un elemento de volumen del fluido menos su
energia potencial, asi e es la energia interna del fluido y U su energia potencial
mecénica (por tanto, para fluidos libres U = 0).

Sin embargo, el funcional

S@Q@zz%fd{éd%ﬂ%pv2—em (12)

definido en un cierto espacio de funciones v(x,t), p(x,t) junto con las condiciones

0
(ligaduras), v || 02 y —5 + div(p v) = 0, conduce tras una rapida (y heuristica)

aplicacion del teorema de los multiplicadores de Lagrange al funcional extendido:

S(V,p,gzﬁ):/OTdt/Qd"x K%p V2—6p) + ¢ (%eriv(p v))}

del que se obtienen las ecuaciones:

(v =Vo,
dp .
a5 +div(p v) =0, (1.3)
1)) 1,

\ §+(V'V)¢—2V e.

Notese que el campo de velocidades v es potencial (1.3), por lo que sblo pode-
mos obtener como soluciones de las ecuaciones de Euler, fluidos irrotacionales:

VAv=0.

En 1963 Lin |Li63] propuso un principio variacional modificando (1.2) que per-
mite obtener directamente la representacion de Clebsch del campo de velocidades
de un fluido en la forma |[La32]:

v =V¢+ Vi (1.4)

con \, i, ¢ € C>°(). Las funciones A y p se denominan variables de Clebsch y ¢
la funcién potencial de v.

La idea de Lin consiste en utilizar la representacion Lagrangiana del fluido.
Esta representacion se obtiene pensando que la posicion x a tiempo ¢ de una
particula de fluido se obtiene por medio de un difeomorfismo ¢; que nos trans-
forma la posicion X de la particula a tiempo ¢t = 0, en la posicion actual. Esta
transformacion es invertible, y asi podemos escribir:
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X = ¢, (x(t) = X(x,1).
Pero X es fijo por lo que dX/dt = 0; y por tanto

_dX 99X
T odt ot

por lo que obtenemos unas ligaduras naturales a partir de la representacion La-
grangiana del fluido.

0 +(v-V)X (1.5)

De hecho, no es necesario utilizar todas las ligaduras anteriores. Si denotamos
por p a la primera componente de X, podemos introducir la ligadura de Lin (1.5)
a través de un multiplicador de Lagrange A, y tendriamos entonces un nuevo
funcional extendido:

Sp(v,p, 0, \ p) = SL—/ dt/d" { pv: —ep+
+¢ ( —I—dlv(pv))—i—)\ (a’Z+v Vu)]

Cuya variacion nos proporciona rapidamente las ecuaciones:

;

pv —pVo+ AV =0,
%%—v qu—l—e—%v =0,
%erw( v) =0, (1.6)
?;—l—v V=0,
\ %“_le()\V)—O

De donde obtenemos la representacion de Clebsch del campo de velocidades

A
v=Vo——-Vpu.
p

Por tanto para un fluido incompresible (p=cte.), las ecuaciones dindmicas del
fluido se convierten en:



4 Introducciéon

”

v:qu—éVp; (p = cte; div v =0),
p
%+V-V¢+€—%V2:O,
(1.7)
op
§+V-V/L—O,
ox .
\ E—Fle()\V) =0,

que son equivalentes a las Ecuaciones de Euler iniciales (1.1).

En los trabajos, [Ce87a] Cendra y Marsden y [Ce87b| Cendra, Ibort y Mars-
den, acometieron la tarea de clarificar el sentido de las manipulaciones anteriores,
usando para ello una construcciéon geométrica que permitia interpretar las liga-
duras de Lin como una condicién de horizontalidad respecto de una conexién en
un espacio auxiliar, el espacio de las variables de Clebsch A, . Estas ideas permi-
tieron una descripcion elegante de la teoria anterior para el problema de un fluido
incompresible y a su vez pueden ser aplicadas a gran variedad de situaciones con
dificultades topologicas adicionales.

Es significativo resenar que el analisis de Lin permitié una notable simplifi-
cacion por ejemplo en el analisis de las propiedades del Hell superfluido. Volvien-
do a las cuestiones relativas a las complicaciones topologicas que pueden exhibir
los sistemas, es notable senalar que la representacion de Clebsch del campo de
velocidades de un fluido no incluye todas las posibles configuraciones de éste. Si
definimos la helicidad H de un campo de velocidades v como:

H= /QV(X,t) Aw(x,t)d"z

obtenemos que si w = VA A Vi, entonces H = 0. Por otro lado, sabemos que en
un fluido con lineas de vorticidad anudadas (topologia no trivial) la helicidad es
no nula H # 0 [Mo90].

Algunos problemas en dinamica de fluidos 6 medios continuos en los que las
ideas geométricas que constituyen el armazon de esta memoria se pueden aplicar
(6 ya han sido aplicados) son:

Fluidos homogéneos incompresibles.

Fluidos ideales compresibles.

Fluidos estratificados.

Plasmas.
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Superconductores y superfluidos.

Elasticidad.

» Problemas de fluidos con fronteras libres.

Magneto hidrodinamica (MHD), etc.

1.2. Sistemas con simetria: El s6lido rigido

Un ingrediente fundamental, aunque oculto, en la discusion anterior de la for-
mulaciéon variacional para un fluido incompresible es la existencia de un grupo G
de simetrias del sistema. De hecho la respuesta correcta a alguna de las cuestiones
anteriores surge cuando consideramos la descripcion del sistema en su formulacion
lagrangiana. El espacio de configuraciones () es entonces el grupo de difeomor-
fismos G' = Diff(Q2) de la region Q y el lagrangiano L es la energia cinética del
fluido L(6, @) = f,, 116 67| da .

Dicho lagrangiano es invariante con respecto a la acciéon del propio grupo
de difeomorfismos actuando a derechas en el espacio de configuraciones, esto es
L(¢ o, o) = L(4, ).

Por otra parte, los sistemas Lagrangianos con simetria tienen propiedades
estructurales que han sido ampliamente usadas en el estudio de la naturaleza
cualitativa de sus soluciones. Este fue el trabajo que realizaron entre muchos otros
J. E. Marsden y A. Weinstein [Ma74] sobre reduccién de sistemas simplécticos con
simetria donde agruparon y mejoraron las ideas clasicas sobre simetria, abriendo
asi una nueva puerta para la comprension sistemética de las estructuras de algunos
de los sistemas paradigmaticos en ecuaciones diferenciales y en mecénica, por
ejemplo el solido rigido y las ecuaciones de Euler. Pronto se comprobé que tales
sistemas podian ser obtenidos por reducciéon de sistemas Lagrangianos simples
con simetria, usualmente definidos sobre el fibrado tangente de un grupo de Lie
(finito 6 infinito dimensional) 6, més generalmente, sobre un fibrado principal
sobre algtin espacio de configuraciones. Esta idea ha sido ampliamente usada
para describir una gran clase de sistemas, que comprenden desde la fisica del
plasma hasta la elasticidad, y otros muchos problemas en medios continuos. Una
contribuciéon reciente importante a este campo ha sido la comprension intrinseca
de la reduccion de las ecuaciones de Euler-Lagrange y de algunas de las estructuras
mas importantes asociadas a ella (ver [Ce0la|, [Ce01b] y las referencias contenidas
en ellas para una vision panoramica de estas ideas).

El sélido rigido constituye un magnifico ejemplo en dimensiéon finita, donde
todas las ideas anteriores se encuentran condensadas. La formulaciéon lagrangiana
de un solido rigido se realiza sobre el espacio de configuraciones dado por el
grupo G = SO(3). La energia cinética esta definida por una métrica invariante
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en el grupo caracterizada por una forma bilineal simétrica y definida positiva en
T;S0(3).

Usando la métrica natural del grupo SO(3), dada por (A, B) = —Tr(ATB) el
lagrangiano del sistema se escribirda como:

L(R,R) = %(RlR, IR7'R) (1.8)

donde R € TrSO(3), 2 = R™'R € s0(3) es ahora una matriz 3 x 3 antisimétrica.
Notese que el lagrangiano anterior es invariante bajo la accion de SO(3) por la
derecha.

Un sencillo calculo muestra que las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional
S = fOT L(R, R) dt adoptan la forma de las bien conocidas ecuaciones de Euler:

R=RQ; IQ=[I0,9Q)].

Sin embargo, si utilizamos la invarianza del lagrangiano para escribir las ecua-
ciones del movimiento en T'SO(3)/SO(3) = s0(3) obtenemos, al igual que en el
caso de las ecuaciones de un fluido incompresible, que la variaciéon del princi-
pio variacional reducido fOTl(Q) dt = OT% (Q,IQ) dt conduce a las ecuaciones
triviales 2 = 0.

Recuperamos las ecuaciones de Euler observando que la definicion de la veloci-
dad angular Q = R™!R, establece que sus variaciones no pueden ser arbitrarias
sino de la forma 9Q = 7+ [n, Q], con n(t) € s0(3) y n(0) = n(T) = 0.

La introducciéon de variables de Clebsch adecuadas y las correspondientes
ligaduras de Lin permiten resolver de nuevo este problema elegantemente, como
veremos mas adelante.

En cualquier caso, la teoria que desarrollaremos en esta memoria sera para
sistemas mecéanicos, de tal manera que reduciremos las dificultades analiticas al
minimo y nos concentraremos en los aspectos geométricos del problema. Aunque
excluiremos de esta manera del analisis, el problema de los fluidos presentado en la
seccion anterior, las ideas geométricas que emergen se pueden aplicar directamente
a ellos. Dicho trabajo se realizara en un futuro inmediato.

1.3. Control 6ptimo y sistemas lagrangianos con
simetria: El s6lido rigido de nuevo

El interés del estudio del solido rigido no termina en la discusiéon anterior.
En un breve pero interesante articulo Bloch, Crouch, Holm y Marsden [BI00| re-
alizaron la observacion de que ciertos problemas lagrangianos con simetria pueden
interpretarse como problemas de control 6éptimo, y al aplicar en ellos el Principio
del Maximo de Pontryagin obtener nuevas interpretaciones de las ecuaciones del
movimiento.
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[lustraremos esta idea de nuevo tomando el sélido rigido descrito por el la-
grangiano anterior en 7°SO(3), ecuacion (1.8).

Sin embargo, ahora consideraremos el problema de control 6ptimo en SO(3)
con ecuacion de control R = RQ y funcional objetivo fOT [(Q2) dt = OT $(Q,1IQ) dt
donde 2 representa ahora los controles del problema. Usando el principio del max-

imo de Pontryagin, obtenemos que si R(t) es una trayectoria optimal, entonces
existira P(t) € T*SO(3) tal que

- O0H . 0H
R:a—P, P:—E (1.9)
donde H(R, P,Q) = (P, RQ) — [(Q2) es el Hamiltoniano de Pontryagin.
Ademas, la sintesis optimal se obtendra a través de la ecuaciéon
0H
a0 "
por tanto
IQ=R"P—-P'R (1.10)

que junto con las expresiones explicitas para las ecuaciones (1.9) nos proporcionan
las ecuaciones en T*S0O(3) equivalentes a las ecuaciones de Euler:

R =RQ, P=PQ.

Estas ecuaciones constituyen la llamada representacion simétrica de las ecuaciones
del solido rigido [B198].

Notese que si calculamos, I} con la ayuda de la sintesis optimal, ecuacion
(1.10) obtenemos de nuevo las ecuaciones de Euler.

Esta sencilla observacion establece que un problema lagrangiano con simetria
puede considerarse como un problema de control, pero también viceversa. Pode-
mos estudiar una interesante clase de problemas de control 6ptimo como pro-
blemas lagrangianos con simetria. En el transcurso de este analisis, intentaremos
dilucidar qué relacion existe entre esta observacion de Bloch, Crouch, Holm y
Marsden y la teorfa de reduccion de principios variacionales con simetria. Como
consecuencia de este analisis, en el capitulo 4 probaremos que existe una estrecha
relacion entre la construccién anterior y la teoria de variables de Clebsch y liga-
duras de Lin. Esta dualidad entre sistemas lagrangianos con simetria y una clase
de sistemas de control 6ptimo que extiende el problema del solido rigido, con-
stituye uno de los temas centrales de este trabajo, dualidad que denominaremos
reciprocidad de Lagrange-Pontryagin asociada a un grupo G.

1.4. Objetivos

Podemos resumir la discusién de los apartados anteriores, diciendo que en
esta tesis nos planteamos por un lado como objetivo fundamental el profundizar
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en la relacion existente entre la formulacion a la Clebsch/Lin de los principios
variacionales con simetria y la teoria de la reduccion de sistemas Lagrangianos y
Hamiltonianos con simetria. Por otro lado, siguiendo la observacion en los articu-
los recientes |[B198] y [B100] nos plantearemos dilucidar la relacion existente entre
la reciprocidad de Lagrange-Pontryagin, la teoria de reduccién de principios varia-
cionales con simetria y la teoria de variables de Clebsch y ligaduras de Lin.

1.5. Algunas ideas, técnicas y organizacion de la
memoria.

En esta memoria combinaremos varias ideas para avanzar en la resoluciéon de
los problemas y objetivos propuestos.

a) Por un lado, recurriremos a una formulacion analitica de los principios varia-
cionales. Para ello utilizaremos ideas de analisis global tales como la construccion
de variedades Hilbertianas de espacios de curvas, etc. De esta manera, ganaremos
en precision analitica sin descuidar la intuiciéon geométrica, que se trasladara en
muchas ocasiones de manera natural, de los espacios de dimension finita usados
para la construccion de la teoria (espacios de configuraciones, grupos de Lie de
simetria, etc.), a los correspondientes espacios de curvas (ver por ejemplo [Ib96]).
Esta aproximacion al problema ya ha sido utilizada por diversos autores (ver por
ejemplo [K178|, [FI89]) y de ellos tomaremos prestados resultados y notaciones.
Un primer uso extensivo de estas ideas y técnicas de analisis global fue realizado
en la Tesis de M. Delgado [De04]. Es posible sin embargo realizar un analisis
“tradicional” de los principios variacionales introduciendo en cada caso la nocién
apropiada de variaciéon y calculando la "variaciéon” del correspondiente principio
variacional, sin embargo la justificaciéon en cada caso del uso de un teorema de
los multiplicadores de Lagrange resulta tediosa. En esta memoria estableceremos
una formulaciéon de dicho teorema que puede aplicarse con seguridad en todos los
casos y que resulta bastante transparente (ver seccion 2.3.2.).

b) Para el estudio y discusion de los problemas de control 6ptimo utilizaremos
la formulacion presimpléctica desarrollada en varios trabajos anteriores [De03al,
[De03b] y [De08]. Dicha formulacion se inspira en la formulacién geométrica de-
sarrollada por E. Martinez y C. Lopez [Lo99], [Lo00], [Mr99| y que proporciona
una equivalencia entre las condiciones diferenciales de primer orden del Principio
del Maximo de Pontryagin y un sistema Hamiltoniano presimpléctico. A partir
de dicha representacion ciertos problemas dificiles de analizar como las solucio-
nes singulares se vuelven transparentes. En este trabajo profundizaremos dicho
analisis al considerar no solamente la formulaciéon presimpléctica, sino que am-
pliaremos el foco y consideraremos la formulacién del Principio del Maximo de
Pontryagin a través de estructuras de Dirac siguiendo las ideas precursoras de
Marsden y Yoshimura [YoO7al, [YoO7b], [Yo09].
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¢) Por otro lado, ya hemos resaltado que una caracteristica fundamental de
los problemas que estamos considerando es que se trata siempre de sistemas con
simetria. Una idea subyacente a parte de este trabajo, se obtiene de la construc-
cion de Borel, que permite analizar propiedades de un espacio cociente a partir del
uso de espacios auxiliares. Asi, si M es una variedad diferenciable y G un grupo
de Lie que acttia en ella por la izquierda quisiéramos estudiar las propiedades del
espacio de orbitas G\ M 6 clases de equivalencia en M introducidas por la accion
del grupo G.

Ahora, debido a la sucesion exacta larga de homotopia:

1 — mo(F) — mo(M) — mo(G\M) —
- m((F) —=m(M) - m(G\M) — ... —
— 7 (F) = (M) — m,(G\M) — 11 (F) — ...

donde F' denota la fibra standard de la aplicacion de proyeccion m: M ——G\M,
cuando M es un espacio contractible, tenemos que:

Wk(G\M) g/ﬂk—&-l(F)? k:()?l)

Si ademas, GG actua libremente sobre M, entonces la fibra de 7 es difeomor-
fa a G, y la topologia de G\M es computable en términos de la topologia de
G. Consideraremos entonces la construccion de Borel: Sea M un G-espacio por
la izquierda. Un modo de entender la estructura del espacio cociente G\M es
considerar un G-espacio auxiliar X donde G actia libremente, por ejemplo un es-
pacio universal clasificante para GG. Entonces, consideraremos el espacio producto
X X M con la acciéon natural:

O: (X xM)xG—=XxM

((w,m), g) ~ (zg™", gm)

(Notar que la accién de G sobre X x M es libre). Denotaremos al espacio
cociente Mg := X xg M = (X x M)/G. A los elementos del espacio cociente
[z,m] = {(xg~', gm)|g € G} los denotaremos en lo que sigue simplemente por:
xm = [z, m].

pPm

X~ xx M2 oy

Pk

X/G<"2X xg M ™~ G\M

Que el espacio X sea contractible implica que M es un retracto de deformaciéon
de X x M. Lo mismo ocurre para G\ M con respecto al cociente equivariante M.

Por tanto, la cohomologia equivariante de M con respecto a GG es la cohomologia
del espacio Mg, luego H: (M) = H*(Mg).
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En nuestro trabajo nos inspiraremos en esta aproximacion al problema de
estudiar espacios cocientes ya que en lugar de trabajar directamente con ellos,
usaremos (-espacios auxiliares con buenas propiedades, y los utilizaremos para
construir nuevos espacios, que llamaremos espacios de Clebsch, donde podamos
trasladar las cuestiones que estamos analizando de manera que ganen en claridad
6 nos ofrezcan nuevas perspectivas. A las coordenadas de los espacios de Clebsch
las llamaremos variables de Clebsch.

d) Finalmente utilizaremos la teoria de conexiones y transporte paralelo en
fibrados principales y asociados para la realizacion de diversas construcciones,
calculos y ejemplos. Dichas ideas seran revisadas de manera resumida cuando sea
necesario.



Capitulo 2

El problema del calculo de
variaciones con simetria.

En este capitulo se realizara una discusion general sobre el problema de la
determinacion de los maximos y minimos de funciones invariantes restringidas a
subvariedades, que constituyen el marco natural para el estudio de los problemas
en optimizaciéon y mecanica con simetria.

2.1. El problema del calculo de variaciones en mecani-
ca

2.1.1. El problema general del cilculo de variaciones

El problema del calculo de variaciones consiste en la determinaciéon de los
minimos (6 maximos) de un funcional S de la forma:

S = / L(z, 0,0z, ...) d"z (2.1)
Q

donde z € 2 € R", en un espacio de funciones ¢: (2——R"™ llamados los campos
de la teoria (suficientemente regulares para que las derivadas ., @..,... tengan
sentido) y L(x, ¢, ¢y, ...) es una densidad, llamada lagrangiana ¢ lagrangiano de
la teorfia.

Determinar el espacio de funciones ¢ en €2 donde buscar los minimos de S es en
general parte del problema en el sentido que, en principio, podemos tratar de usar
un espacio de funciones X suficientemente grande donde garantizar la existencia
de minimos de S, y posteriormente intentar probar que dichos minimos tienen
determinadas propiedades de regularidad, esto es, pertenecen efectivamente a
un espacio mucho mas pequeno de funciones. En muchas ocasiones el espacio
X escogido para resolver el problema tendra buenas propiedades topolégicas, e
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incluso muchas veces podremos suponer que se trata de un espacio de Banach y
poder aplicar entonces resultados potentes del analisis funcional.

Asi, de manera muy general, supondremos que el funcional S es una funciéon
S: X——=R: ¢~ S(p) definida en un espacio de Banach X, de la que queremos
determinar un elemento ¢* € X tal que

S(p*) = Infoex S(e). (2.2)

2.1.2. Meétodos directos

En algunas ocasiones es posible probar directamente la existencia de maximos
6 minimos de S, utilizando exclusivamente propiedades de X y del funcional S
(a continuacion daremos un teorema tipico de este tipo), aunque en general, tal
procedimiento es inaplicable y nos hemos de limitar a determinar indirectamente
los puntos criticos del funcional S, para posteriormente hallar los méaximos 6
minimos (por ejemplo, entre las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
del problema en caso de que seamos capaces de resolverlas).

Un argumento tipico que conduce a un teorema de existencia de minimos de S
(v que contiene muchos de los resultados conocidos en la literatura) es el siguiente:
supondremos que S esta acotado inferiormente y por tanto existe el inf S. Si existe
el inf S, existen sucesiones minimizantes, esto es, familias de funciones ¢y tales
que

En general dichas sucesiones ¢, no seran convergentes. Debemos por tanto
anadir condiciones a X y S que garanticen la existencia de subsucesiones conver-
gentes de tal sucesion minimizante.

Una de estas condiciones es pedir que el funcional S sea coercivo, esto es, S
ha de ser tal que si ¢ es una sucesion tal que ||¢x|| — oo, entonces S(px) — o0,
cuando k — oo.

Notese que entonces si ) es una sucesiéon minimizante, necesariamente
|lokll < M para cierta constante M. Los elementos ¢y de la sucesion estaréan por
tanto todos ellos en una bola cerrada de radio M del espacio de Banach X. Si
X es un espacio de Banach reflexivo, tendremos que X = X’ y por tanto por el
teorema de Alaoglu-Banach la bola cerrada es compacta en la topologia w* , 6
dicho en otras palabras, existe una subsucesion de ¢ (que denotaremos igual),
que converge débilmente a un cierto elemento ¢* € X, esto es,
lim @i (z) = ¢*(z),Vzr € X.

Si pedimos que el funcional S sea inferiormente débilmente semicontinuo, se
verifica que:

lmS(px) > S(¢")
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ara toda sucesion ue converge débilmente a ©* (a veces se denota por
p Pk q 2 p
©r — ©*) v si @ es minimizante se tendra que:

inf(S) = lim S(¢x) > S(¢*)

por tanto S(p*) = mfS y ¢* = minS, como estdbamos buscando. Las
propiedades de convexidad de S ayudan a caracterizar funciones que son dé-
bilmente semicontinuas. Por ejemplo, del teorema de Mazur se sigue que toda
funcién convexa e inferiormente semicontinua es débilmente inferiormente semi-
continua. Por tanto, en estas condiciones hemos probado el siguiente teorema de
existencia de minimos:

Teorema 2.1.1 Sea S una funcion acotada inferiormente, coerciva, inferior-
mente semicontinua y convera en un espacito de Banach X reflexivo, entonces
S tiene minimo que se alcanza como limite de sucesiones minimizantes.

Notese que el resultado anterior no utiliza apenas ninguna propiedad estructural
de la funcién Sy por supuesto tampoco su estructura local (2.1). Se puede refinar
notablemente el resultado anterior utilizando la estructura local del funcional
aunque se pueden obtener resultados generales utilizando otras teorias como la
teoria de Morse [Mi63], técnicas de minimax |[Ra86|, teorias de categorias de
Lusternik-Schnirelmann [Lu34|, teorias del indice de Benci 6 de Zenhder [Ho94],
teorias de Floer |F189], etc.

No proseguiremos por esta direccién en este trabajo, sino que nos concen-
traremos en funcionales locales del tipo de los que aparecen en los principios
variacionales en mecanica y teoria de control y con una estructura adicional, el
poseer un grupo de simetria.

Sin embargo, antes de continuar en esta direcciéon, podemos establecer una
version global del teorema anterior que es valido en problemas no lineales en
mecanica y teoria de control.

El conjunto X denotaré ahora una variedad de Banach, es decir una variedad
diferenciable modelada sobre un espacio de Banach E. El ejemplo tipico de tales
variedades se obtiene a partir de espacios de curvas (ver seccion §2.1.5 mas ade-
lante) en una variedad diferenciable M de dimension finita (6 un grupo de Lie
() en la que se define una métrica dada por:

1
dm,m') = infreq, o / () 12dt,
0

donde Q,, /(M) es el conjunto de curvas diferenciables a trozos v: [0, 1] — M
tales que v(0) = m, y(1) = m’ y || - || denota la norma inducida por una métrica
riemanniana dada en M. Diremos que una funcién S: X——=R es coerciva si para
toda familia de puntos {x;} C X, tal que diam{zy} = +00, entonces {S(zx)} no
esta acotado superiormente (6 lfim S(z) = +00). Se sigue inmediatamente de la
definicion el lema siguiente:
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Lema 2.1.1 Si .S es una funcion coerciva acotada inferiormente, entonces posee
sucesiones minimizantes acotadas.

Demostracion. Si S esta acotada inferiormente Iinf S < +o0. Sea {zx} una
sucesion minimizante, es decir, que limg_.o, S(zx) = inf S. Si z; no esta acotada,
entonces diam{x,} = oo. Por tanto S(xj) no esta acotada y existe una sub-
sucesion xy, tal que lim; ., S(xy,) = inf S, lo que entra en contradiccion con la
existencia de inf(S). O

Podemos probar entonces facilmente un analogo global del teorema 2.1.1:

Teorema 2.1.2 Sea X una variedad de Banach reflexiva paracompacta y S una
funcion acotada inferiormente, coerciva y débilmente inferiormente semicontinua,
entonces S tiene minimo.

S vari . iva si .
Demostracion. La variedad X se dice reflexiva si el espacio de Banach modelo
reflexivo. Un uena extension rem u-Ban rmi
FE es reflexivo. Una pequena extension del teorema de Alaglou-Banach permite
probar la existencia de una subsucesion que converge débilmente a un cierto
elemento z* € X. Los mismos razonamientos anteriores nos muestran entonces
que z* = inf S. O

2.1.3. Caracterizacion de puntos criticos: Ecuaciones de Euler-
Lagrange

Tal y como se indic6 anteriormente en muchas ocasiones no es posible usar
métodos directos. Sin embargo, es posible caracterizar una familia de puntos a
la que necesariamente pertenecen los maximos 6 minimos que estamos buscando.
Esto ocurre en particular si el funcional S es diferenciable. Si X es un espacio de
Banach (6 una variedad de Banach) y S: X——R es una funcion diferenciable, es
facil demostrar que si el punto zy € X es un extremal de S, entonces dS(zg) = 0.

El conjunto C(S) de puntos zy € X tal que dS(zy) = 0, se llama conjunto
critico de S, y dichos puntos son llamados puntos criticos de S. Los valores S(zy),
zo € C(S), son llamados valores criticos de S.

El analisis de los conjuntos criticos y de los valores criticos para una funcién
bien escogida proporciona una maravillosa herramienta para estudiar la topologia
de la variedad X llamada teoria de Morse.

En muchas aplicaciones y problemas de interés, la variedad de Banach X es un
espacio funcional, cuyos puntos son funciones 6 secciones de fibrados apropiados.
La funciéon S: X ——=R muy a menudo es un funcional local, es decir, de la forma
descrita en §2.1.1:

S(p) = /QL(% Oy ...) d'x (2.3)

donde L es una funcién definida en alguna variedad auxiliar M (6 en algin espa-
cio de jets sobre M). En estas circunstancias algunos de los resultados discutidos
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antes, tanto métodos directos como indirectos, pueden ser refinados considerable-
mente.

Para poder fijar el planteamiento de lo que sigue, nos concentraremos en
el problema del calculo de variaciones que también denominaremos Principios
Variacionales, en Mecanica. Esto constituye ciertamente una restriccion dentro
de la generalidad de los problemas de importancia en Fisica 6 Mateméaticas. Por
ejemplo, no discutiremos el problema de las ecuaciones de Euler para un fluido
incompresible mencionadas en la introduccién y que es una de las motivaciones
histéricas para este trabajo. Sin embargo, la clase de problemas que trataremos
es suficientemente grande, contiene ejemplos muy importantes de la Mecénica y
de la Teorfa de Control, y proporciona el marco adecuado para el desarrollo de las
principales ideas geométricas que ilustran los problemas que queremos resolver.

Por otra parte, tal y como ya hemos indicado con anterioridad, el desarrollo
técnico en estas situaciones es més simple y en algunos casos incluso mas rico (en
un sentido que clarificaremos mas tarde) que la situacion general.

2.1.4. El marco analitico para el calculo de variaciones en
Mecéanica

Como ya discutimos en la introduccion (§1.5.a), hay varias posibilidades para
establecer el marco analitico del calculo de variaciones en Mecanica. Un modo,
que corresponde a la aproximacion clasica, consiste en escoger una clase de curvas
que se adapten bien a las peculiaridades de los funcionales locales que estamos
tratando, por ejemplo, la clase de las curvas diferenciables a trozos. Esta es la
aproximacion tomada por diversos autores clésicos y la usada de manera habitual
(ver por ejemplo los recientes trabajos de Marsden [Ce0la],[Yo09]).

Para el proposito de la formulacién geométrica de la teoria, la clase C'*° es
la més conveniente. En esta memoria tomaremos sin embargo, la aproximacion
de Klingerberg [K178] que consiste en seleccionar curvas de una clase de Sobolev
dada. De este modo nuestros espacios de caminos seran variedades de Hilbert en
sentido estricto y algunas manipulaciones analiticas se pueden realizar de manera
rigurosa.

Se usaran por tanto para construir la teoria, variedades de Hilbert y algunas
ideas geométricas, establecidas a nivel de espacios finito-dimensionales, y tam-
bién a nivel de espacios de caminos, proporcionando en varias ocasiones nuevos e
interesantes puntos de vista.

2.1.5. Variedades de Hilbert de curvas en variedades rie-
mannianas

Comenzaremos esta discusion introduciendo las definiciones y notaciones basi-
cas de la teoria de espacios de Sobolev que vamos a necesitar a continuacion.
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Definicion 2.1.1 Se define el espacio de curvas de Sobolev LP de clase k en R”
como:

d d*
Li(f;]Ri")Z{'y:IHRTIveLf”(I;]l\’%)yﬂd—fy dtZ LP(I; RT)}

La notacion dv/dt en la definicién anterior representa la derivada débil de ~,
es decir, tal que Yo € C5°([0, T],R"), se tiene

dy T dy
[ ey [ (i) o

donde C§°([0,T],R") denota el conjunto de funciones C'* de soporte compacto
contenido en (0,7).

El espacio de Sobolev L% (I;R") es un espacio de Banach con la norma || - ||
definida de la forma siguiente:

I, Z /

En el caso particular p = 2, tenemos el espacio L2(I;R") que también se denota
como H*(I;R™), 6 W2*(I,R"), es decir,

p
o)

HY(I;R") = {7: [—=R'| ye L*(I;R) y 3 Cfll Cfﬁz e LA(I; RT)}

Este espacio, H*(I;R"), es un espacio de Hilbert real, con respecto al producto

interno
dli
(v, M Z/ <dtl i (t)> dt.

En particular los casos £ = 0,1 van a ser los de mayor interés a lo largo de
todo este trabajo. El espacio correspondiente a k = 1 es H'(I;R"), que puede
identificarse con el espac10 de funciones v: I——=R absolutamente continuas, esto
es de la forma (¢ fo ) ds, g(s) integrable en I, tales que dvy/dt € L*(I;R"),
con el producto mterno

ain= [ awamas [ {20 %0) @

La aplicacion H'(I) — C°(I), que envia cada representante absolutamente con-
tinuo en una clase de funciones en H' en ella misma, no sélo es continua sino
compacta. El espacio correspondiente a k = 0 es H'(I;R") = L*(I;R").

Otra forma de definir conveniente los espacios de curvas de Sobolev es a través
de la complecion del espacio C*°(1;R") con respecto a la norma || - ||, esto es:

(R = (LR,
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Si consideramos ahora el espacio anterior, pero con soporte compacto, C5°(1;R"),
es decir, formado por funciones diferenciables con soporte compacto, para p = 2
tenemos que

HY(IR') = G (LR 2,

que es el espacio de Hilbert de curvas de Sobolev de clase k que se anulan en los
extremos de [ = [0, 7.

Espacios de Sobolev de curvas en variedades riemannianas

Definamos ahora los espacios de Sobolev de curvas en variedades riemannia-
nas. Sea (M, g) una variedad diferenciable riemanniana sin borde. Definimos el
espacio de curvas de Sobolev de clase LY en M como el espacio de aplicaciones
v: I —— M tales que

Yoy e LR(v Hy(I)NU),R") para toda carta diferenciable (U, 1)) en M,
v:UC M—R".

Este espacio se denotaria por L7 (I; M). Estamos interesados en particular en los
espacios de curvas de clase de Sobolev H*. es decir:

H(I; M) = L(I; M),

que ha sido estudiado, por ejemplo, con & = 1 por W. Klingerberg [KI178]. Si
v € H*(I; M), k > 1, entonces existe d(¢ov(t))/dt en [0,T], por lo que podemos
definir dvy/dt|, a.e. en [0,T] como el vector tangente a y(t) en ¢:

dy - —1 d(1p o)
at|, ~ Y (Yon(t) —— DM

Por lo tanto, dado v € H*(I; M), k > 1, tenemos la aplicacion siguiente:

Z_Z; I——=TM ae.en|0,T],

con la propiedad de que:

Y
— | =(t).
TModtt ’Y()

donde 7y, : TM —— M denota como siempre la proyecciéon canoénica. Esta apli-
cacion dy/dt pertenece claramente a L2 (I;TM) = H* (I, TM).

El siguiente teorema-definicion resume la discusion anterior:

Teorema 2.1.3 Al espacio L}(I; M), k > 0, p > 1, se le puede dotar con la

estructura de una variedad diferenciable de Banach separable paracompacta mod-
elada en el espacio de Banach LY (I;R™). Al espacio L3(I; M) = H*(I; M), k > 1
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se le puede dotar con la estructura de una variedad diferenciable de Hilbert sep-
arable paracompacta modelada en el espacio de Hilbert H*(I;R™) con espacio
tangente en vy dado por H*(I;+*(TM)). La variedad de Hilbert de curvas en la
variedad M, H*(I; M) se va a denotar en lo que sigue como P5(M), P*(M) ¢
simplemente como P cuando no haya riesgo de confusion.

El atlas diferenciable de P viene dado por la siguiente familia de cartas. Como
C*(I;M) — HNI;M) — C°(I;M), k > 1y como C®(I; M) es denso en
CO(I; M), entonces C*(I; M) va a ser denso en H*(I; M). Con esto se definen
cartas como entornos de curvas en C*([; M).

Sea v € C®(I; M) y € > 0, definimos (O, ., ®,.) de la forma siguiente: sea
HY = H*(v*(TM)) y el entorno tubular de la seccion cero, es decir,

VE(TM) = {v(t) € Typ»yM| |lv(t)]| < €}. Entonces

0re = {v(t) = (exp™) ()] [X(®)I| <& vt € [0,T]},

es decir,
0,. = expC:TM)
o,. : O0,.—=H'(R")
v(t) —= X(1)

donde v(t) = exp™ ().

2.1.6. Fibrados tangentes y otros fibrados sobre P%(M)

Sea F —— M un fibrado vectorial sobre M, donde M estd dotada de una
métrica, entonces podemos definir el espacio de secciones de Sobolev de E de
clase L} como la complecion de las secciones C*° de E, es decir, si denotamos
por:

I'(F)={0: M ——=EFE|noo =1idy, 0 € C*}

al espacio de las secciones C'*° de F, tendremos:
ool ke
Ly(B) =T>=(E) "7,

donde definimos la norma usual como:

k
ol =" /M |Vl &',
=0

donde d"z = ,/gdz' A ... A dz" es el volumen Riemanniano y V denota la
derivada covariante definida por la conexiéon de Levi-Civita en M. Como estamos
interesados en la clase H', en este caso tenemos

o2, = /M lol? e + /M |vol? d".
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Estudiemos ahora los candidatos a fibrado tangente de H*(I; M). Sea una curva

v € H*(I; M), como posee derivada clasica a.e. podemos considerar el pull-back
~v*(T'M) del fibrado tangente T'M, es decir,

Y(TM) = {(t,v) € I x TM| v € T,y M}.

Tenemos una aplicacion natural p;: v*(T'M) ——= I que es C* a.e. En cualquier
caso, la aplicacion p; es absolutamente continua y el fibrado es trivial.

Dado por tanto un camino v € P¥(M), podemos definir una familia de espa-
cios tangentes en el punto . Consideremos el espacio de secciones de la clase de
Sobolev [, | < k de v*(T'M) =2 R" x I. Este espacio puede ser obviamente iden-
tificado con el espacio de funciones H'(I,R"). Denotaremos por Twlf]’ tal espacio
tangente. La uniéon de todos estos espacios definen un fibrado vectorial sobre P
con fibra estandar H'(I, R"). Denotaremos a este fibrado vectorial por T'P*:

lpk l pk
T'PF = | Tl

veP

Denotaremos por letras maytsculas U,V ... € TfY‘J”‘C a los vectores tangentes a
PF en el camino «y 6, simplemente, siguiendo la tradicion del calculo de variaciones,
como 6y € Tvl‘Pk.

Recordemos por otro lado que un vector tangente es una clase de equiva-
lencia de curvas sobre la variedad. Por tanto, podemos considerar una curva
i (—€,€) —=PF i s~ g Y(t) € M t € I; ~o(t) = y(t). Podemos también es-
cribir la curva de caminos como una funcién de dos variables o: (—¢, ) x [——=M :
o(s,t) = vs(t). Es notable senalar que la dependencia en s de la curva 4 es C*>
mientras que la dependencia en t es H' y depende del fibrado tangente T'P* en
el que estamos trabajando. Notar que:

d )
59(8) = (B0 = 5-0(s. )]0 € Ty M, VE€ L.

Debido a que o(0,t) = ~(t) € H*¥(I; M) los elementos dv(t) pueden ser co-
mo mucho de clase de Sobolev k. Por tanto, los fibrados tangentes T'P* estan
definidos para 0 <[ < k.

Como ya indicamos antes dado un espacio de caminos P¥(M), k > 1, existe
siempre un campo de vectores canénico I' sobre P* definido como:

T, € TF'PF, T (t) =4(t) € TypyM

Es importante sefialar que I' es una seccién diferenciable del fibrado T#~1P¥,
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2.1.7. Algunas subvariedades de P}(M)

En todo lo que sigue consideraremos que k > 1 6 suficientemente grande. Hay
dos aplicaciones canénicas S: P¥(M)—= M y T: P¥(M) —— M, la fuente y el
sumidero de un camino, es decir, si I = [a, b, entonces:

S(y) =v(a) y T(y)=~(b).

Notar que si fijamos los extremos de dos caminos, digamos mg, m; € M, entonces
el espacio de caminos con punto inicial my es S~*(mg) € P* y el espacio de
caminos con punto final m; es T~!(m;). Debido a que ambas aplicaciones Sy T
son continuas, ambos subespacios son variedades cerradas de P*.

Sea ahora xy € M, entonces definimos el conjunto de curvas que tienen como
punto inicial xy de la forma siguiente:

Poo(M) = {7: T — M| A(0) = z0, v € HY(I; M)}. (2.4)

Se ve que P, (M) es una subvariedad de P(M) cuyo espacio tangente es el si-
guiente:

T, Pay(M) = {67: I — TM| 10s(67(0)) = o, 6y € H*(v*(TM)),
a(67(t)) = ~(t), 6v(0) = 0}.

Por lo tanto, la inmersion i: P, (M) C P(M), que envia a la curva v en ella
misma, es una aplicaciéon C'*° cuya derivada es 4., : T, P, —T,P, que no es otra
que la identidad y siendo la codimension de T, P, igual a la dimension de M.
De la misma forma, definimos la variedad P, ,.,.(M) como la variedad de curvas
cuyos extremos son xg y xr respectivamente, es decir:

Proar (M) = {y: I — M| 7(0) =z, v(T) = ar, v € HN(I; M)}, (2.5)
cuyo espacio tangente, se construye de manera similar al caso anterior:

T"KTIOJT(M) -
={0y: I — TM| mas 06y =7, 67(0) = 07(T) = 0, oy € H*(y*(TM))}.

Se ve, claramente, que P tiene codimension 2n en P(M).

Zo,TT
Denotaremos en general por €y, ...(M) el subconjunto abierto en P, ,...(M) de

las curvas de clase C*°. Al ser un abierto es una subvariedad abierta de P, ,,.(M)
y las nociones de espacio tangente, etc., son las mismas que las ya estudiadas.
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La variedad de curvas solucion de una ecuacién diferencial

Sea M una variedad diferenciable y sea I'; € X(M) un campo vectorial en M
dependiente del tiempo, que en coordenadas locales ' en M se escribe como

L, = f(z,t)0/02",

y cuyas curvas integrales satisfacen las ecuaciones diferenciales dependientes del
tiempo:
dz’

dt :f%[t,t), ’L:]_,,TL

Vamos a considerar ahora la subvariedad de Pr formada por las curvas que
verifican las ecuaciones anteriores, es decir, consideramos aquellas curvas
v: I ——= M de clase H*, k> 1 tal que

d

T or(y(t),t)  ae. [0,T].
dt
Notese que si M es compacta, estas curvas existen porque el flujo de I'; es com-
pleto. Si no es compacta para cada xq existe un 7' = T'(zg) y v: [0,T] — M tal
que ¥(0) = x¢ y que satisface la ecuacion anterior.

Tenemos la siguiente aplicacion A: P —— H*1(I; T M) definida como:

dry
Aly) = o = T(r(), ). (2.6)
La aplicacion A es una seccién del fibrado T#~'P* por lo tanto, el conjunto de
soluciones de la ecuacion diferencial antes mencionada va a estar formada por los

ceros de la aplicacion anterior, esto es, A~1(Zg), donde Z¢ representa la seccion
cero de TF1PF —— P(M).

Definiciéon 2.1.2 La subvariedad dindmica o de las soluciones de I' se define
como:

W =AYZ) = {yefp‘ d——F(y(t),t) :0}.

Y
dt
Veammos que W es una subvariedad. Para ello hay que demostrar que A es
transversa a la seccién cero de 7, es decir, que A,, + 1,7y = T,f_li]’k, o lo
que es lo mismo, que la aplicacién tangente a A que denotamos como: £ := A,

es sobreyectiva. Asi, tendremos que W es una subvariedad regular de P*. Si la
aplicacion es sobreyectiva, ha de cumplirse que

T W = ker £,.
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Para ello estudiamos la aplicacion £,: TP —— TA(V)T’“*T, donde hemos deno-
tado como £, a la aplicacion tangente de A en 7. Por definicién tenemos que:

(£)57) = S-Alo(s,1)

Para un ¢ fijo do (s, t)/dt es una curva U(s) de vectores tangentes cuya derivada
en s define un vector vertical en T, ;)T M.

De la misma manera 0I'(o(s,t),t)/0s|,_qy =TT (0v(t)) y donde
19 o I'(y) = ~ implica que Ty o TT = 0 = es decir IT'(y(s,t),t)/0s|s=0 es
vertical respecto a T'Ty, por lo que tenemos que el rango £.,(0) esta en el espacio
HYI; V(TTM)), = H*I; TM),.

Utilizando la identificacion natural entre V (7,_1) y H*"*(I; T M) donde
Tp_1: TF 1P —— P denota la proyeccién natural y V(7_1) = Ker(7x_1 »), pode-
mos considerar la aplicacion £, como una aplicacion de T,P a H*"'(I;TM) vy,
por tanto, tenemos el siguiente lema.

Lema 2.1.2 La aplicacion £.,: T,P — Ty H* 1 (I;TM) se define como la
aplicacion

L HMy (TM)) —— H"'(y"(TM))

d
5y o~ &MwZ%M—DHWWﬂM

donde DT es la diferencial de T en (y(t),t).

Lema 2.1.3 El operador £, es un operador eliptico Fredholm cuyo rango es denso
en H*Y(v*TM), k > 1y, por lo tanto, su niicleo tiene dimension finita y T, W =
ker £,.

Los resultados previos nos muestran que W es una variedad finita dimensional,
lo que es obvio, debido a que para una condicién inicial dada, hay una tnica curva
~(t) que es solucion de la ecuacion diferencial dada, por lo tanto, el espacio W
tiene la misma dimensién que M, es decir, n, y la dimension de ker £, es de nuevo
n porque la soluciéon de la ecuacion lineal

d
597 =Dr(v(t), )0y

es un espacio vectorial n dimensional.
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2.2. Principios variacionales con simetria en mecani-
ca: reducciéon simpléctica

Discutiremos en esta secciéon brevemente algunos aspectos del papel de las
simetrias en mecanica.

2.2.1. Acciones de grupos de Lie

Revisaremos en primer lugar algunos conceptos y notaciones basicas de la
teoria de grupos de Lie y de sus acciones sobre en variedades diferenciables.

Consideremos un grupo de Lie G. Definimos las aplicaciones diferenciables
Ly: G—G,Lsh = ghy Ry: G— G, Rsh = hg,Vg,h € G llamadas trasla-
ciones por la izquierda y la derecha por el elemento g € G respectivamente.
Es claro que L,Ly = Lg; RyR, = Rpg; LyRn = RupLg; (Ly)™' = Ly y
(Rg)_l = Rg—l Vg cd.

Un campo vectorial X sobre G se dice invariante a izquierda si se verifica que
(Lg)«X = XoL, Vg € GG. Una forma w sobre (7 es invariante a izquierda si L}w =
w, Vg € G (de manera analoga definimos campos y formas invariantes a derecha).
Llamamos X1 (G) al subespacio vectorial de los campos vectoriales invariantes a
izquierda sobre G. Se puede ver que dicho subespacio es una subélgebra de Lie
de X(GQ) ya que (Ly).([X,Y]) = [(L,)+X, (L,).Y] = [X,Y] o L,. Identificamos los
espacios X1 (G) y T.G a través de la aplicacion £ € T.G — X¢(g) = (L,)«(e)€.

El algebra de Lie g de G es T.G con la estructura de algebra de Lie dada por:

(€, 1] = [Xe, Xyl (e)

Dado £ € g, consideremos el campo X, asociado. Se sabe que X¢ genera, por
ser invariante a izquierda, un subgrupo uniparamétrico completo ¢¢(t) de G. Es
decir, ¢¢(t) es la curva integral de X¢. Se comprueba facilmente que ¢¢(t + s) =
Pe(s) - pe(t). La funcion exp: g—— G dada por exp(§) = ¢¢(1) es la exponencial
de g en G. La aplicacion adjunta de g es la diferencial de [, = LyR,—1 = Ry-11Lg,
en la identidad, esto es Ad, = (I,).(e). Se tiene que exp(Ad,&) = g(exp&)g .

Accién de un grupo de Lie en una variedad diferenciable

Sea M una variedad diferenciable. Una accién a izquierda de un grupo de Lie
G sobre M es una aplicacion diferenciable ®: G x M —— M tal que

1. ®(e,m)=m,Vm e M,

2. ®(g,P(h,m)) = ®(gh,m), Vg,h € Gy Ym € M.
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Una acciéon ® de G sobre M, define una familia de difeomorfismos ®, de M de
modo que ®,(m) = ®(g,m) y se cumple que ®, = id |p, Py, = @, 0 D), y por
tltimo (®,)~' = ®,-1. En otros términos, una accion ® de G sobre M puede
pensarse como una aplicacion G — Diff(M), g — @, que es un difeomorfismo de
grupos. Denotaremos habitualmente si no hay riesgo de confusion, g.m = gm =
®,(m) = ®(g,m). Si M es un espacio vectorial y cada ®, es una transformacion
lineal, la accion G sobre M es una representacion de G sobre M. La accion
coadjunta de G sobre g* se define como (Ad}a, §) = a(Ad,§) = (o, Ady€). Dada
una accion ® de G sobre M, para cada m € M, la 6rbita de m bajo la accion
de ®es O,, = {gm | g € G}. Param € M, el grupo de isotropia de m es el
subgrupo de G, G,, = {g € G | gm = m }. Algunas propiedades importantes de
las acciones de grupos son las siguientes

Una accion  es libre si Vm € M, ®,,,: G—=M, g ~ ®(g, m), es inyectiva.

Una accién @ es transitiva si existe una sola orbita.

Una accién es efectiva si @, = id = g = e.

Una accién ® es propia si &: G x M —= M x M dada por d(g,m) =
(m, ®,(m)) es propia, es decir, VK C M compacto se tiene ¢ (K X K) es
compacto.

Una accién de G sobre M define en M una relacion de equivalencia:
m~m'iff 3g € G,m' = gm.

Dada ® una accién de GG sobre M, sea el conjunto
R={(m,®,(m)) | ge G} C M x M.

Si R es cerrado, la topologia cociente en M /G es Hausdorff.

Si @y, |a/crn s G/Gr — Oy, es inyectiva y @ es propia entonces O,, es una
subvariedad cerrada de M y ®,, |¢/¢,, es un difeomorfismo. Es decir,
G/Gpm = O,

Si € € g, llamaremos campo de Killing inducido por la acciéon ® de G en M
al campo &;; dado por

Ev(m) = %@(exp(tf), m)

, m € M.
t=0

Se verifica inmediatamente que dada una accién ® de G sobre M, se tiene

L (Adg&)m = (Pg-1).(Em) VE € gy Vg €G.
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Se tiene también que:

T00m = {&u(m)[ € g}
Sea la accion dada por la multiplicacion a izquierda de GG sobre si mismo
L:GxG—=G.Sieg & : R x G——=G esta dada por ®4(t, g) = exp(t€)g.
Entonces,

talo) = GRADIE)| = (B).(6)E

Sea la accion adjunta de G sobre g. Si § € g, se tiene que {g = ad, donde

adg(n) = ad(§,n) = [&n] = [Xe, X,](e)

Sea la accion coadjunta de G sobre g*. Entonces, {g- = —adg, V& € g donde ad;
denota la aplicacién dual de adg, esto es, (adiu, ) = (i, adeC), V¢ € g, p € g*.

2.2.2. Principios variacionales con simetria en Mecanica

A partir de ahora nos centraremos en el estudio de principios variacionales
del tipo que son comunes en Mecanica, esto es, partiremos de un espacio de
configuraciones @), que supondremos una variedad diferenciable con coordenadas
locales ¢', y una funcién diferenciable L: T'QQ — R definida en el fibrado tan-
gente 7g: T'Q——Q de (). Denotaremos las coordenadas locales naturales en 7'
como (¢',v") donde v’ también se denotaré ocasionalmente como ¢*. Consideremos
finalmente el funcional S definido a través de la funcion L como:

donde (y(t),7(t)) es la curva en T'Q) definida por la curva v en Q. La funcion L
se llama lagrangiano del sistema y la funcién S, se denomina acciéon. Un espacio
natural de curvas donde definir S sera por ejemplo Q([0, T, @), esto es, el conjunto
de curvas de clase C del intervalo [0, 7| en Q. Sin embargo recordemos que dicho
espacio es una subvariedad abierta en el espacio de curvas de clase de Sobolev k
en [0,7], H*([0,T],Q) =: Pjo.1(Q) (ver seccion §2.1.5).

El funcional S resulta ser diferenciable en P(Q) bajo condiciones suficiente-
mente generales de la funcion L. Supondremos en el contexto de este trabajo que
la funcion L es suficientemente regular de tal manera que S sea diferenciable (ver
por ejemplo [De04]) aunque podemos construir facilmente condiciones suficientes
de diferenciabilidad como veremos en el siguiente pérrafo.

Diferenciabilidad de S.

Consideremos el espacio de caminos en () de clase de Sobolev (k,p), esto es,
el espacio que hemos denotado por P¥P(Q), k > 1, p > 1. Definamos en este
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espacio como anteriormente el funcional S(y fo (t)) dt, v € PPP(Q)
y determinemos bajo qué condiciones es dlferen01able

Calculemos en primer lugar la derivada direccional de S en la direcciéon del
vector & € T,P*?(Q). Notese que por ser &: [0,T] —~*(T'Q) una seccién de
clase de Sobolev (k,p), se tiene que las derivadas de £ con respecto a t existen
hasta orden k y pertenecen a LP. Por tanto la familia de curvas o(s,t) tal que
0o
s

en LP con respecto a t. Por otro lado tenemos que

(s,t) |s=0= &(t), es de clase C™ en s y tiene derivadas débiles hasta orden k

5,0 = o [ 1lots.01.006.0 i)

s=0

Para poder intercambiar la integral con la derivada tenemos que imponer
condiciones de regularidad en L. Si por ejemplo & > 2 y p = 2, entonces la
derivada ¢(s,t) estda en H' y por tanto es una funciéon absolutamente continua
en t. Si asumimos que L es diferenciable (por ejemplo de clase C'°°) entonces
la funcion L(o(s,t),d(s,t)) es integrable, diferenciable respecto a s y continua
respecto a t, por lo que podemos derivar dentro del signo integral. Si por el
contrario k = 1, entonces & (s,t) estd en LP y tenemos que imponer una condicion
de crecimiento en L con respecto a v, por ejemplo de L(q,v) < c(|q|)|v|? para
alguna funciéon continua ¢ en g. Tenemos por tanto el siguiente resultado sobre
diferenciabilidad de S que va a ser suficiente para los objetivos de esta tesis.

Proposicion 2.2.1 Sea L: TQ) — R una funcion diferenciable de clase C'*°
y consideremos el funcional accion S: P*(Q) ——= R definido en el espacio de
caminos de clase de Sobolev (k,2), k > 2 en la variedad Q. Entonces S es dife-
renciable de clase C*, y ademds:

15,6 = [ (G2000.450) - § Go0@A0), €0) . Ve € TIQ)

Demostracion. Como ya comentamos con anterioridad, si kK > p = 2, entonces
podemos intercambiar la derivaciéon con respecto a la integral. Tras una inte-
gracion por partes obtenemos:

/0L : d 0L :
15,9 = [ (G050 - G040, €0)
y por tanto |dS,,(§)] < gL 88(128[;) 227 son acotadas

en [0, 7] al evaluarlas sobre ’y( ), (%).

Por otro lado notemos que:
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(v(8),7(8)) £(t) dt = Y(t) &(t) dt +

/T d OL T 92 o2
o dt Ov ’ o Oqov 0 0% 7

Por tanto,

[ 8 B smena] < || 2 b [ 2 oo

pero

/OT aaqaﬂ (5] 3 €] at <

T
<G [ 150 €0)] dt < Culill €]l < Culrlea €]
0

y por otro lado

/OT 000 [ €] ar< / o €| ae

Como 4 € H*2 con k > 2, entonces 4 € L? y por tanto se tiene que:

T
|10 €] @ < e Dl < Calllea el

Por tanto tenemos que las derivadas parciales existen y son continuas por tanto
S es diferenciable con continuidad. |

Las ecuaciones de Euler-Lagrange determinando los puntos criticos del fun-
cional S se obtendran computando dS(y) = 0 (ver por ejemplo la Tesis de Carlos
Lopez |Lo89| para una derivacion intrinseca de dichas formulas).

Para el proposito general de este trabajo, es conveniente derivar las ecuaciones
de Euler-Lagrange de manera mas intrinseca en un contexto mas general.

2.2.3. Elementos geométricos en Mecanica.

El objeto basico de la formulacién geométrica de los sistemas hamiltonianos es
una variedad simpléctica. Esto es, una variedad diferenciable M con una 2-forma
diferencial cerrrada y no degenerada. Una 2- forma w sobre M es no degenerada si
w(X,Y)=0,VX € x(M) =Y = 0. El ejemplo por excelencia de las variedades
simplécticas es el fibrado cotangente de una variedad diferenciable ) que repre-
senta el espacio de configuracion del sistema. Sea () una variedad de dimension n
y (g;) un sistema local de coordenadas en ). Consideremos su fibrado cotangente
M =T"Qy n5: M ——=Q la proyeccién canonica. Se define sobre M la 1-forma
6 como

0(ag)(va,) = aqdmgua,)
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donde oy € T7Q y Vo, € Ta, (Tq* Q). La forma simpléctica canonica sobre M esta
dada por w = —df. Si (g;, p;) son coordenadas en 7@,

0 = p'dg;,w = dg; A dp’

La energia del sistema se representa con una funciéon llamada hamiltoniano del
sistema H: T*() —— R que permite escribir las ecuaciones de movimiento. Por
otro lado, el fibrado tangente T'Q) es el espacio de velocidades del sistema y es
uno de los elementos fundamentales en la descripciéon Lagrangiana de la mecéani-
ca. Dada la aplicacion lagrangiana L: T'(Q)Q —— R se define la transformada de
Legendre FL: T(Q)Q——T*(Q como

FL(v) -w= ccli (L(v + tw))

t=0

Es decir, FL(v) - w es la derivada de L en v a lo largo de la fibra T,Q) en la
direccion de w y también es llamada derivada a lo largo de la fibra. La energia del
sistema esta dada por la aplicacion F: TQQ——R donde E(v) = FL(v)-v — L(v)
En coordenadas (g;, ¢;) de T'Q), F'L se escribe como
oL
FL(qi,q:) = ( i,—.>
(¢, d:) = (a 20,

Es decir, p* = 8qL La transformada de Legendre permite pasar de la formulacién
lagrangiana a la formulaciéon hamiltoniana de la mecanica. Con F'L se definen en
TQ las 1-forma y 2-forma

GL = FL*Q,(UL =FL"w

En coordenadas,
oL

0, —
b0,

2 L 2
8qza dql /\ dq] a a

Un lagrangiano se dice regular si F'L es un dlfeomorﬁsmo local. En este caso, wy,
define una estructura simpléctica candnica sobre T'Q).

wr, = sz A dQJ

Definimos un funcional Sy como:

Su() = [ (0= m)dt= [ (b6 = Hlo(t)

El funcional Sy es a menudo llamado el funcional de Hamilton. De nuevo
Sy esta definido sobre el espacio de curvas diferenciables o sobre M, pero es
conveniente considerar el marco analitico dado por H' ([0, T], M) =: P(M). Ahora
tenemos:
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d T
= (020 —oH) dt =
S Jo

dSy(o)(do) = diSH(as(t))

S

s=0

/0 (w(X¢,0) —ix, dH) (o(t))dt :/O (ixWar)(0,-) —dH(a(t))) dt

donde X; es un campo vectorial cualquiera a lo largo de o(t), es decir X;(o(t)) =
do(t). Por tanto la ecuacion de Euler-Lagrange para el funcional Sy resultan ser:

ipw =dH

esto es la ecuacion de Hamilton en forma simpléctica.

2.2.4. Reduccion de las ecuaciones de Euler-Lagrange

Hemos visto por tanto que si tenemos un funcional mecanico S = [ Ldt,
donde L es una funcion definida en el fibrado tangente T'Q) de un espacio de
configuraciones y si ademas hay un grupo de Lie G actuando en @) y cuya acciéon
natural en T'Q) deja invariante L, esto es:

L(gq,99) = L(q,4), Y(¢,q) €TQ, g€ G,

entonces G acttia como un grupo de simetria del funcional S. El levantamiento
natural de la accion de G a T'Q) es Por tanto, si la curva v es un punto critico de
dicho funcional, la curva g¢.7y definida como (g.7)(t) = g(v(t)), V¢ también sera
un punto critico de S.

Dado que el Lagrangiano L es invariante podemos plantearnos si podemos
simplificar de alguna manera el calculo de las curvas criticas de S. En efecto,
como ya vimos en la seccion §2.2.2 las curvas criticas de S son curvas integrales
del campo vectorial I' que satisface la ecuacion:

z'pr = dEL

donde w;, = dfy, es la 2-forma de Cartan, 0}, es la 1-forma de Poincaré-Cartan
y Ep es la energia del Lagrangiano L.

Si el grupo G por ejemplo es compacto, es facil comprobar que la cantidad

- oL
Je(q,q) = é‘é;(Q)%(q, q), £€g

donde g es el campo vectorial en () correspondiente al elemento § € g, es una
constante del movimiento (teorema de Noether). Podemos definir una aplicacion
J: TQ——g" a través de:
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Je(q,q) = (J(q,4),§)-

que verifica la propiedad de ser invariante con respecto a la dinamica I', esto
es, las curvas integrales de I' estan contenidas en conjuntos de nivel de J. Dicha
aplicaciéon es comunmente conocida como aplicacion momento. Por tanto, a la
hora de determinar puntos criticos de S podemos restringirnos a considerar los
puntos criticos de S en una subvariedad de P(Q)) definida por la condicién J = cte.
Consideremos en concreto la subvariedad J = 0. En dicho caso nuestro espacio
serfa ahora P(J1(0)) y todavia en dicho espacio tenemos una acciéon del grupo
G. En efecto, si v € P(J71(0)), i.e. J(y(t)) = 0, Vi, entonces g.y € P(J1(0))
ya que J(g.v(t)) = Ad; - J(y(t)) = 0 ya que es facil comprobar que la aplicacién
momento es equivariante, i.e.:

J(gv) = Ady-1 J(v)

Ahora el grupo G actiia en el conjunto de nivel J~1(0), asi que podemos definir
el espacio cociente J1(0)/G. Por tanto, si tenemos las curvas vy 7/ que son pun-
tos criticos de S y estéan relacionadas por un elemento de G, proyectaran en la
misma curva en J'(0)/G. Por tanto podrfamos intentar resolver el problema
de la determinacion de los puntos criticos de S mirando solamente en el espacio
reducido J71(0)/G. Ocurre que este espacio J~1(0)/G tiene una estructura sim-
pléctica natural wg y el campo vectorial I' proyecta a un campo vectorial I'g tal
que:

iprG = dEG

donde otra vez Eg es la proyeccion de la funcion de energia Ej. Este procedi-
miento de pasar de (I',wy, EL) a (I'g,wq, Eg) es llamado reduccion simpléctica
y fue formalizado por Marsden y Weinstein [MaT74| y parcialmente por Arnold
|[Ar76].

2.2.5. Reducciones y cocientes de espacios de caminos

Como hemos visto, una situacién habitual en el cédlculo de variaciones con-
siste en la presencia de un grupo de simetria. Si tenemos un funcional S(v) =
fo ) dt definido en el espacio de caminos P¥(M) a través de una funcion

M HR las ecuaciones de Euler-Lagrange serfan simplemente dS, = 0, y
los puntos criticos vy de S se caracterizaran como aquellas curvas : [0, T] —M
tales que dF'(y(t)) = 0, t € [0,T]. Notese que si k > 1 > y F es diferenciable,
entonces S es diferenciable y ademéas dS., = fOT dF((t)) dt, esto es la derivada
direccional de S 6 dF. Por tanto si F tiene puntos criticos aislados (por ejemplo
F' es una funcion de Morse), entonces (t) = cte € C(F). Los puntos criticos de
S son por tanto curvas constantes con valores en puntos criticos de S.



2.2. Principios variacionales con simetria en mecanica: reduccion simpléctica 31

Supongamos que el grupo G acttia en M y F' es G-invariante. Esta claro
entonces que si M/G es una variedad, F' desciende a una funcién f en M/G;
f(jz]) = F(x),Vx € M, y el principio Variacional definido por F' puede reducirse
al principio variacional Sg([y fo ) dt donde [y]: [0,T] —= M /G de-
nota una curva en M/G. El func1onal SG esta definido en P*(M/G) y sus puntos
criticos son curvas [y| en M/G, tales que [y(t)] = cte € C(f). Dado que los puntos
criticos de f estan en correspondencia uno a uno con G-o6rbitas criticas de F' en

M, tenemos que C(F)/G = C(f).

Por otro lado observamos que el funcional S: P*(M)——=R es invariante con
respecto al grupo § = ‘Pk(G) de caminos de clase k en G En efecto si g(t) €
P*(@G), entonces S(g(t fo fo ) dt = S(v). Por
tanto vemos que Sg es realmente el fun(nonal 1ndu01do por S en P(M)/P(G) =
P(M/G).

Las cosas se complican si la densidad que empleamos para definir S es de
orden superior como por ejemplo en el caso de la mecanica. En efecto, si S(v) =
fo (t)) dt, con L: TQ —= R, entonces aunque S: P¥(Q) —= R sea
dlferen(nable como antes y sea GG-invariante con respecto a la acciéon de un grupo
G, L(gq,gv) = L(q,v), Vq,v € TQ, g € G, no se verifica que S desciende al
espacio P*(Q/G). En efecto el principio variacional reducido esté definido por la
densidad lagrangiana [: T'Q)/G —=R; definido por [([q,v]) = L(q,v).

Podemos identificar TQ /G = T(Q/G)®g donde g denota el fibrado de Atiyah
(ver seccion 3.1.1) y los elementos [¢,v,] € TQ/G los podemos denotar por
(4,04 = (2,0;8), v =7(Q), vz =7(vy), T: Q —=Q/G, y § € g.

Por tanto el principio variacional reducido esta definido en el espacio de
curvas P*(g). Notese que § —= Q/G es el fibrado Ad-asociado a Q — Q/G
y por tanto con base Q/G. Asi las curvas o en P¥(g) pueden escribirse co-
mo o(t) = (z(t);&(t)), z(t) € Q/G, &(t) € g. Podemos escribir por tanto
Sg: P*(g) —=R; Sg(o) = fOTl(x(t),i(t);f(t))) dt. Falta por precisar en qué
sentido Sg es el cociente de S por la acciéon del grupo G. Noétese en primer lugar
que P*(Q)/G = P*(g). En efecto, si v(t) € P¥(Q), la curva o(t) = (7y(t),£(t) =
Ay ((t)) € g). En efecto, notese que si reemplazaramos ~(t) ~» '(t) = gv(t)
entonces &(t) ~ &'(t) = Ag(97(t) = (LyA)yw(Y(1) = Adg'Aypm(3(1) =
Ad,'¢(t); donde hemos usado una conexion A en Q —Q/G.

2.2.6. El problema de la reduccion y los principios varia-
cionales con simetria

En el formalismo Lagrangiano que estamos usando para esta discusion, pode-
mos decir incluso més, ya que se puede ver facilmente que J~(0)/G es T(Q/G).
Por tanto podemos concluir que G-6rbitas de puntos criticos del funcional S que
yacen en el conjunto de nivel J = 0 de la aplicaciéon momento, estan en correspon-
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dencia con las curvas integrales del sistema Hamiltoniano definido en el espacio
reducido (T(Q/G),wqg

Usando las ideas anteriores habriamos conseguido una importante simplifi-
cacion del problema, ya que hemos reducido de un modo significativo el niimero
de grados de libertad (la dimension de @) del problema al tomar el cociente por
G y eliminar la simetria. El mismo argumento puede ser repetido cambiando el
conjunto de nivel de J por un g # 0. Ahora, sin embargo, aparecen términos
extra en el formalismo que hace la discusion menos clara. Ver [Ce0lal, [Ma90].

Desafortunadamente, aqui tenemos una dificultad: el funcional S es G-invariante,
sin embargo el cociente del espacio P(Q) (donde S esta definido) por G no es el
espacio donde esta definido el funcional reducido Sg. De hecho S¢g esté definido
en P(Q/G), mientras que P(Q)/G es un espacio mucho mayor. Si consideramos
ahora el grupo infinito dimensional P(G), entonces es facil demostrar que:

P(Q)/P(G) =P(Q/G).

Ademas el funcional S no es invariante por la accion natural de P(G) en P(Q).
Esto puede ser visualizado inmediatamente ya que si y(t) € P(Q) y g(t) € P(G),
entonces

73() = [§(Dg ™ O)]g(0)r (1) + g(1)3(1)
Por tanto el Lagrangiano correspondiente a la curva g(t)v(t), sera de la forma:

~

L)y (8), gt (D) = L(1(1). E(B)g + 4(2))

donde &(t) = g(t)g~'(t) € gy £(t) es el campo vectorial sobre @ definido
por el vector dependiente del tiempo £(t) sobre g. Ahora es obvio que si:

~

L(y(),7(8)) # L(v(1), £(t)g + 7(1))

entonces el Lagrangiano no sera invariante por P(G) y el funcional S no sera
P(G) invariante.

2.3. El problema general del analisis de puntos
criticos de funciones con simetrias y ligaduras

2.3.1. Puntos criticos de funcionales con simetria.

El planteamiento general para los problemas de optimizacién consiste en de-
terminar los maximos 6 minimos de una funcién S en la que estamos interesados,
sobre un cierto espacio X, tipicamente un espacio funcional con alguna estructura
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topologica 6 métrica adicional (preferiblemente una estructura de espacio 6 va-
riedad de Banach). Podemos aproximarnos a la determinacion de los extremos de
S desde varias perspectivas. Los llamados métodos directos pretenden probar la
existencia (y unicidad) de ellos poniendo directamente condiciones adicionales so-
bre el espacio X y la funcion S (ver capitulo I, §2.1.2). Un acercamiento diferente
consiste en caracterizar los puntos criticos de S (ver capitulo §2.1.3) y determinar
entre ellos, los correspondientes maximos 6 minimos. Si la funcién S es suficiente-
mente regular, los puntos criticos son simplemente las soluciones de la condicién
de Euler-Lagrange:

dS(z) =0 (2.7)

donde dS denota la diferencial de S. Para funciones S definidas sobre espacios
de funciones con propiedades locales apropiadas, la condicién de Euler-Lagrange
(2.7) se convierte en un sistema de ecuaciones diferenciables (ordinarias 6 par-
ciales) cuyas soluciones podemos probar con métodos alternativos. Historicamente
ambos caminos han sido seguidos. Lagrange resolvié varios problemas mecénicos
que fueron formulados como problemas de optimizacion, resolviendo las corre-
spondientes ecuaciones de Euler-Lagrange, y alternativamente, Riemann resolvio
la ecuacion de Laplace considerandola como una ecuacion de Euler-Lagrange de
un problema de optimizacion.

Los problemas de Control Optimo son problemas de optimizaciéon sujetos a
ligaduras adicionales (la ecuacion de control y posiblemente junto con otras li-
gaduras). Los métodos directos son dificiles de implementar debido a la delicada
naturaleza de la ecuacion de control (tipicamente una ecuacion diferencial), sin
embargo el principio del méximo de Pontryagin proporciona una maravillosa her-
ramienta para buscar las soluciones al problema combinando ambos, el desarrollo
de Euler-Lagrange y la caracterizacion directa de los extremales.

Desafortunadamente (aunque a veces también afortunadamente) las cosas no
siempre son tan simples. En muchas ocasiones los problemas, tanto de la Fisica
como de la Ingenieria, exhiben simetrias, es decir, hay un grupo de transforma-
ciones G actuando sobre el espacio X que dejan a S invariante. Como indicamos
anteriormente, si denotamos por g € GG un elemento tipico del grupo, g-x € X
al elemento transformado de x € X, entonces:

S(g-x) = 5S(x) (2.8)

La primera observacion que emerge de la propiedad de invarianza anterior
(2.8) es que los extremales aparecen en familias.

Si x es un extremal, g - x es también un extremal de S. Mas ain, si G es
un grupo continuo (por ejemplo un grupo de Lie), entonces los extremales no
pueden ser aislados y deben ser degenerados. Un modo de deshacer las dificultades
planteadas por estas consideraciones es eliminar la ambigiiedad causada por las
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simetrias de GG, pasando al espacio cociente X = X/G. Efectivamente, la funcion
S pasa al cociente definiendo una funciéon Sg: Xg ——R, tal que:

S=S8gom (2.9)

con m: X — X/G la proyeccion canonica.

Discutiremos ahora las propiedades de los puntos criticos de S y Sg. Para
ello asumiremos por simplicidad que el espacio X es una variedad diferenciable
y S es una funcion diferenciable. También asumiremos que X/G es una variedad
diferenciable y la proyeccién canoénica m: X —— X /G es una submersion. De-
notaremos el punto m(x), es decir, la érbita G.o de G a través de x, como z¢ 6

x.

Ahora supongamos que g € X es un méaximo local (6 minimo) de S, es
decir, 3U un entorno abierto de zy tal que S(x) > S(xg),Vz € U. Por tanto,
U = 7(U) es un entorno abierto de 7(zg) € Xg, v Sa(T) = Sa(T), VT € U,
luego Ty es un maximo local de Sg. Inversamente, si Ty es un maximo local de
S, entonces 3U un entorno abierto de T tal que Sg(T) > Sq(To),vVz € U.
Consideremos ahora el entorno abierto U = 7~1(U) de Ty. Ahora, por definicion,
S(xo) = Sa(To), Vo € 7 1(To). Entonces, S(z) = Sa(Z) = Sa(To) = S(xo) v 7o
es un méaximo local de S.

Estudiemos ahora los puntos criticos de S y S¢. Denotaremos por £ =T, X y
E=T; IOX T5, X, el espacio tangente de X y X en zy y Ty respectivamente.
Si la accion de G es regular 6 el grupo G es compacto por ejemplo, existen
secciones locales o para la funcion de proyeccion 7. Entonces podemos usar una
de ellas para descomponer el espacio £ como suma directa £ = H & V donde
V = KerTm(xg) es el espacio vertical y H es un subespacio suplementario tal
que T'7(xg) restringido a H es un isomorfismo sobre £, H = E. Por ejemplo H
puede definirse como T, (FE) C E si o(Ty) = xo.

Por ejemplo, si X es una variedad de Hilbert, siempre podemos construir tal
subespacio horizontal H, simplemente tomando el complemento ortogonal a V,
es decir, H = V*. El subespacio H, sin embargo, no sera en general isomorfo
(isométrico) a E. La diferencial de S en xy serd una aplicacion lineal continua
s = dS(zg): E——R y la diferencial de Sg en T, sera también una aplicacion
lineal continua 5 = dSg(7o): £ —R.

Como E = H @V, entonces s = s + 5" donde s (u) = s(h) para u =
h+wv,h € Hv € Vys'(u) = s(v). Ahora, es claro que sV = 0 porque si
z(t) € X es una curva en X con z(0) = z tal que ©(0) = v € V, entonces
m(z(t)) = To para t € (—¢,e), y

d

sw) = S5 =4

- %Sg(l’g)

—0 (2.10)

t=0 t=0

Por tanto, concluimos que
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s =50 Tm(xg) (2.11)

porque si z(t) € X es cualquier curva con z(0) = xo, entonces wx(t) = Z(t) y si
u=2(0),u =7(0) y Tn(xo)u = u, tenemos:

(W) = GIGO)| = GSE0)| =Fm =Tr()) (212

que también puede ser obtenido aplicando la regla de la cadena a (2.9). Ahora
bien, la ecuacion (2.11) nos indica que los puntos criticos de S proyectan sobre los

puntos criticos de S y viceversa. Si denotamos por C(S) al conjunto de puntos
criticos de S, entonces tenemos:

C(S)/G = C(Sg).

2.3.2. Puntos criticos de funcionales con ligaduras: Teore-
ma de los multiplicadores de Lagrange

En esta seccion describiremos varias formas del teorema de los multiplicadores
de Lagrange que resultan apropiadas para los propositos de esta tesis.

Teorema 2.3.1 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange) Sea

E —~ M un fibrado vectorial sobre una variedad de Hilbert diferenciable para-
compacta M, modelado sobre el espacio de Hilbert real F' con conexion simétrica
V. Sea s € I'(E) una seccion diferenciable de E transversa a la seccion cero de
E, y W un subconjunto abierto de s~1(0). Sea f: M —=R una funcion C* y
fw: W ——=R la restriccion de f a W. Entonces son equivalentes:

1.~ El punto xg € W es un punto critico de fy .

.- Sea B* —> M el fibrado dual de E. Existe oy = (7*) 7' (x0) € E3, tal que
el punto (xg, o) € E* es un punto critico de la funcion F: E* —R dada
por:

Fa,a) = f(z) + (@, s(z)).

El fibrado E* es el fibrado dual de E. La fibra E en cada punto x de M es
el dual topologico del espacio de Hilbert E, = F' el cual, debido al teorema de
Riesz, puede ser naturalmente identificado con E,. La funcién F establecida en
el teorema anterior puede escribirse también como sigue:

F:fﬁ-*_‘_Ps:
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donde 7*: E* —— M es la proyeccion y P, denota la funcion lineal a lo largo de
las fibras de E inducida por la seccion s, Ps(z, a) = (a, s(x))

Demostracion. Debido a que s es transversa a la seccion cero de E, s71(0) es
una subvariedad diferenciable de M. Ademas, si W es un subconjunto abierto de
s71(0), también es una subvariedad diferenciable de M. Ademaés, T,(s7(0)) =
ker Vs(x), x € s71(0). Si € W, como W es abierto en s7(0), entonces T, W =
T,s1(0) = ker Vs(z).

Consideremos ahora un punto o € W el cual es un punto critico de fy .
Entonces, dfw(xg) = 0, es decir, df(xo)(U) = 0 para todo U € T,W, luego
df (z) € (ker Vs(g))°. Si calculamos ahora la diferencial de la funcién F' obten-
emos,

dF (z,0)(X) = df (2)(m.X)+d{a, s(2))(X) = df (2)(U)+{X", s(2))+(e, Vus(2)),

donde el vector tangente X € T, . E estd descompuesto en sus componentes
horizontal y vertical X = X% + X" con respecto a la conexion V y 7, (X) = U.
Si zg € W, entonces s(xg) = 0, y obtenemos:

dF (zg, ) (X) = df (20)(U) + (o, Vys(x)).

Pero la ecuacion (a, Vs(z)) = —df(x) tiene una solucion si y solo si df (xg) €
(ker Vs(xg))°.

Inversamente, si (xg,p) € E* es un punto critico de la funcion F' entonces,
debido a que dF(xg,ap) =0y zo € W, obtenemos:

df (zo) + (v, Vs(zg)) = 0.

Pero, como antes, la ecuacion (o, Vs(x)) = —df (z¢) tiene una solucion si y solo
si df (zg) € (ker Vs(z0))?, y esto implica que dfy (xq) = 0. O

Sea M como en el teorema anterior una variedad de Hilbert modelada en un
espacio de Hilbert F y sea S: M —— R una funcién C! cuya diferencial es dS,
es decir:

dS: M ——=T*M, dS(x)eTiM

yvwWwel,M

S(@)(V) = FS0e)|

donde dvy(x)/dt|;=o =V y 70 = .
El espacio tangente T, M = H esta dotado con un producto interno (-,-), v,
por lo tanto, debido al teorema de Riesz, tenemos que 3 V.S(z) € F tal que

(VS(x), V), = dS(x)(V) YV € T, M.

El vector VS(z) = V,.S se denomina el gradiente de S en z.
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Una subvariedad de M es una variedad de Hilbert N y una inmersion
i: N —— M tal que la aplicacion Tyi: T, N ——Tj,)M es una aplicacion lineal
inyectiva y continua. Por tanto, i(7,N) es un subespacio cerrado de T, M. Iden-
tificamos i(z) = z, y denotaremos como T, N+ al subespacio ortogonal de T, N
dentro de T, M, es decir, al conjunto:

T.N*t={VeT,M|(UV),=0 YU € T,N}.

Lema 2.3.1 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange II) Sea S una
funcion C* sobre M y N — M una subvariedad de M. Sea Sy la restriccion de
S a N. Entonces x € N es un punto critico de Sy <= VS(z) € T,N* .

Demostracion. z es un punto critico de Sy <= dSy(z) =0 <~

dSn(z)(U)=0 VYU € T,N <= (VS(z),U)=0 VU € T,N <—

VS(z) € T,N*. 0
Debemos aplicar ahora el teorema de multiplicadores de Lagrange al problema

definido por una funciéon S en P y la subvariedad W definida por una ecuacion

diferencial.

Asi, sea S: P ——=R una funcién C! y consideremos la subvariedad W antes
mencionada, sea Sy = S|w la restriccion de S a W. Queremos caracterizar los
puntos criticos de Syy; debido al teorema de los multiplicadores de Lagrange, lema
2.3.1, sabemos que 7 es un punto critico si y sélo si

v,S e T, W,

como se tiene que T, W = ker £,, entonces debemos calcular (ker £,)* = Ran £7.
Por lo tanto, tenemos que v € W va a ser un punto critico si y so6lo si

V,S € Ran (£,)*.
Diremos, como en la secciéon anterior, que 7 es un extremal ordinario si
V.S € Ran (£,)7,
lo que significa que I\ € H(v*(T'Q)) tal que
(V8,071 = (L5 (N), 071, Yoy € H' (Y (TQ)).

Como se tiene que

(0071 = 0o = [ (M0, 587 = DT 0,057 )

identificando T'Q) con T*() mediante la métrica riemanniana ¢ escribimos el re-
sultado previo como sigue.
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Corolario 2.3.1 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange III) Con la
notacion previa, v € W es un punto critico ordinario de

Sw <= dpe H'(v*(T*Q)) tal que

;5001 [ al0) (59900 = DTOW.009(0)) de =0, ¥y € (T Q)

Existe otra formulacion de este teorema més conocida. Sea mg: T"Q) ——=Q) el
fibrado cotangente a (). Entonces el fibrado cotangente a P se construye de forma
similar al fibrado tangente de P y en v vendra dado por TXP = H'(y*(T*Q)).
También tenemos el fibrado H%—cotangente a P definido en v como H°(y*(T*Q)),
que denotaremos como HY(I;T*Q), dual del fibrado tangente H°. La proyeccion
natural la denotamos como my: H(I;T*Q) — P. Una curva en H°(I; T*Q) se
va a denotar por el par (v(t),p(t)), donde p(t) € T7 )@ es un campo covectorial
a lo largo de ~(t). Entonces definimos la funcion

s = s+ [ ) (S -r6.0) a
= S(y) + (p, AM)o

y, por lo tanto, para cualquier par (0, 0p) € T(%p)HO(]; T*(Q)) tenemos que:
(VaS, (07,0p)) = (V4.5,67) + (9p, A(v))o + (P, £,(67))o-

Corolario 2.3.2 Sea (v,p) € H(I;T*Q) una curva cotangente a P. Entonces
(7,p) es un punto critico de S <=  es un punto critico ordinario de Shy.

Demostracion. Podemos demostrar este corolario facilmente usando el Teorema
de los multiplicadores de Lagrange general anterior, teorema 2.3.1, aplicaindolo
al fibrado £ = T* 'P, la subvariedad W = A~1(0), con A una seccién de E y
S: M ——R. Sin embargo, podemos proceder también directamente como sigue.
Si (v,p) € H°(I; T*Q) es un punto critico de S, entonces debido al lema 2.3.1,

(V.S (67,0p)) = 0 V&v,0p — (6p, A(7))o =0 Vép — A(7) =0 — v € W.
Y, por otra parte, se ha de cumplir que
(V45,67) + (p, £,(67))o = 0 Véy — V.S € Ran £F = T, W+

y por tanto v es un punto critico de Sy,
La demostracion reciproca es trivial. a



Capitulo 3

Variables de Clebsch y Ligaduras de

Lin en problemas variacionales con
simetria de Borel

En este capitulo vamos a desarrollar y resolver la primera pregunta que nos
planteabamos en la introduccién a esta memoria y que consiste en entender la
estructura de las variables de Clebsch y las ligaduras de Lin como una manera
de tratar problemas variacionales con simetria. Desarrollaremos en profundidad
las ideas comenzadas a tratar en Cendra y Marsden [Ce87a| y Cendra, Ibort y
Marsden [Ce87b|, y las aplicaremos a pares de Borel P xg Q. Finalizaremos el
capitulo escribiendo las ecuaciones reducidas de un problema variacional sobre
pares de Borel con Lagrangiano L: T() ——R y conexién principal B.

3.1. Conexiones y paralelismo en fibrados asocia-
dos

Consideremos un fibrado principal diferenciable Q(N, G) por la izquierda so-
bre la variedad base N con un grupo de estructura G, esto es, Q(N,G) esta
dado por una variedad diferenciable @) tal que; G es un grupo de Lie que actia
libremente a izquierda sobre Q, ¥: G x Q —=Q, (g9,9) — ¥(g,q) = 99 = Lyq;
N = @Q/G y la proyeccion m: Q—— N es una aplicacion diferenciable, ademas se
verifica que () es localmente trivial, es decir , Vn € N 3U C N entorno de n tal que
7Y (U) es isomorfo a G x U, esto es existe un difeomorfismo ¢: 71 (U)——=G x U
tal que ¥(u) = (p(u),7(u)) donde ¢ es una aplicacion de 7~(U) en G tal que
p(gu) = gp(u), Vg € G.

La fibra de n en @Q es el subconjunto de @ definido por 77!(n) = {q € Q |
m(q) = n}. Si ¢ € 7 '(n), podemos identificar 77(n) con G a través de la
aplicacion i,: G — 7 1(n) dada por i,(g) = gq. Asi 7'(n) es una copia del
grupo de estructura G.
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Si tenemos un grupo G que acttia en una variedad @) y la accion de G sobre ()
es libre y propia se sabe que )/G es una variedad diferenciable, 7: Q——=Q /G es
una submersion y la fibra 77! (n) es una subvariedad de @, entonces Q(Q/G, Q)
es un fibrado principal. Dado el fibrado principal Q(N, G), la accién de G sobre
() induce un homomorfismo g —— X(Q), £ —= &g de g en X(Q), el conjunto
de campos vectoriales verticales sobre @), esto es el conjunto de campos X tal
que . (X) = 0. Notese que si X e Y son verticales, [X,Y] también es vertical.
Finalmente, observemos que el espacio tangente a una fibra 77!(n) en el punto ¢
es el espacio tangente a la 6rbita O, con ¢ tal que 7(q) =n, T,m*(n) = {&o(q) |

£€gl.

Conexiones en fibrados principales

Una conexioén principal en Q(N, G) es elegir un complemento de V, en 7,0,
Vg € Q; es decir, determinar un subespacio H, de T;Q) tal que T,QQ =V, ® H,
que llamaremos subespacio horizontal de T,(), y tal que Hy, = (L,).H,, Vg € G,
y H, depende diferenciablemente de ¢. Todo vector tangente v, € T,Q) puede
escribirse de manera tnica como v, = v;/ + vf donde v(‘]/ eVyy vf € H,. Dada
una conexion H en Q(N, ), definimos una 1-forma B sobre () a valores en g
del siguiente modo: dado q € Q, B,(¢o(q)) =€y Bq(vf) = 0. Alternativamente
llamaremos conexién principal sobre () a una 1-forma B con valores en g tal que:

1. B =€ Ve € g

2. (Ly)*B = AdyB, Vg € G. Esto es, B((Ly):X) = Ad,~1(B(X)),
VX € X(Q).

y entonces la distribucién horizontal H se define como H, = KerB,. La 1-forma
de Maurer-Cartan a izquierdas sobre G es la 1-forma 6% invariante a izquierda a
valores en g dada por
L -1
0,(X)=1L," (X).

g x

3.1.1. Fibrados asociados a fibrados principales

Recordemos ahora la construccion de fibrados asociados a un fibrado principal
y varios ejemplos que apareceran una y otra vez en lo sucesivo. Sea Q(N,G) un
fibrado principal. Supongamos que G actiia a la derecha sobre una variedad P,
$: PxG—P, (x,9) — ®(x,g9) = xg. Vamos a construir sobre N un fibrado
cuya fibra sea una copia de P y que preserve la posible no trivialidad de @.
Consideremos la accion a la izquierda de G sobre la variedad producto P x @,
dada por:

E: Gx(PxQ)—=PxQ
(9. (,9)) —=E(g, (z,q)) = (xg~", 9q)-
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Notemos en primer lugar que la accion de G en P x () también es libre. Denotemos

por P X¢ @ al espacio cociente (P x ))/G y denotaremos por [z, q] a la clase de
equivalencia de (x,q) € P x @ definida por la 6rbita de G’ que pasa a través del
par (z,q), es decir,

[z,q) ={(z97 ", 99) e PxQ|ge G},

esto es, (z,q) ~ (2/,¢') si y solo si 9g € G, ¥’ = zg7' y ¢ = gq. La clase de

equivalencia [z, q] también se denotara simplemente por zq, es decir [z, q] = zq.
Notese que con esta notacion (zg)q = xz(gq) y ademés xg~'gq = xq, Vg € G. La
proyeccion principal my: () — N induce una proyeccion mg: P Xg Q — N,
mo(rq) = ma(q). Notese que la fibra Wc_zl(n) es difeomorfa a P lo que puede
verse simplemente usando la aplicaciéon natural i,: P —— P X @), definida por
iq(x) = xq, con cualquier ¢ € T, (n). Entonces es facil observar que P x ¢ @ es un
fibrado sobre N con fibra P y proyeccion mg. Llamaremos al fibrado Ep = P x¢ @
con base N y proyeccion mg el fibrado asociado al fibrado principal Q(N, G) con
respecto a la acciéon de G en P.

Notar que junto a mg hay otra proyeccion natural sobre P X () inducida por
la proyeccion my: P—— P/G definida por mp: P x¢ Q — M, wp(xq) = m(z).
De nuevo, para cualquier z € P, hay una aplicaciéon natural 7,: Q — P X4 @)
definida por i,(q) = zq, que aplica @ en la fibra de mp sobre el punto ().

El fibrado de Atiyah y su dual

Consideremos dos ejemplos importantes de fibrados asociados a un fibrado
principal Q(N = G\Q, G), el fibrado de Atiyah y su dual. Consideremos el algebra
de Lie g del grupo de Lie G y la accién de G en g dada por la representacion
adjunta, Ad,: g——=g, £ ~ Ad,, g € G, £ € g. Podemos considerar una acciéon
a derechas de G en g a través de ®(¢, g) = Ad,—1&. Llamaremos fibrado de Atiyah
(a derechas) de Q(N, @) al fibrado asociado a Q(N, G) por la accion a derechas
® de G en g definida arriba, es decir, g X Q—— N, denotaremos al espacio total
de dicho fibrado por g —— N, esto es g X¢ () = gr. Omitiremos el subindice R
si no hay riesgo de confusion. Escribiremos los puntos en g cono [£, g] 6 £g.

Notese que de manera analoga podemos definir un fibrado de Atiyah para
fibrados principales por la derecha Q(Q /G, G) y la acciéon a izquierda de G en g
dada por la representacion adjunta, esto es Q X g = g;.

Si consideramos el levantamiento natural de la accién a izquierdas de G a
TQ, tendremos el fibrado principal TQ —— G\T'Q sobre G\T'Q con fibra G. Sin
embargo hay una aplicacion natural G\TQ —T (G\Q) dada por
[Vg] = Vry(q) = (m2)4+(vg). Entonces se ve facilmente que el fibrado anterior es el
pull-back del fibrado g a T' (G\ @) a lo largo de la aplicacion 7¢\ g, es decir G\T'Q =
Tg\QQ r- Para ello basta escoger una conexién principal B en () y definimos la
siguiente aplicacion:
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A G\TQ —=76\o8r + A[g,v4]) = ((2)+(vg), [By(vq), 4))-

Notemos en primer lugar que A esta bien definido:

si [q,v] = [¢/,v] € G\TQ, entonces 39 € G, ¢ = gq, v = (L,).v. Por tan-
to, (m).(v) = (m).(v) v dado que By(v') = Bgq ((Lg)wv) = ((Lg)*B), (v) =
AdyB,(v), entonces [By(v'), ¢'] = [Ady,By(v), gq] = [By(v), q|. Es también facil ver
que la aplicacién Tg\QﬁR — G\T'Q definida por (vr,(), [, 4q]) ~ [(¢, vf +£¢0(q))]
es la inversa de A.

Levantamiento horizontal y transporte paralelo

Veamos como una conexion B en (N, G) proporciona una nocion de levan-
tamiento horizontal de campos sobre N. Consideremos la diferencial de la proyec-
cion 7, (I'm),: T,QQ — T, N con m(q) = n. Dado X € T,,N, un levantado de X
a q¢ € () es un vector Xq e T,0Q tal que (Tw)q(X;L) = X. Como es claro, Y es
vertical si y solo si (T'm),(Y) = 0. Entonces, de todos los levantados de X a ¢
s6lo uno es horizontal. El levantado horizontal de un campo X € X(N), X" es el
tinico campo horizontal sobre @ tal que (T'm)y (X)) = Xz . Esta claro que X}
es invariante por Ly, Vg € G, esto es Lg*(Xg) = Xg?q. Inversamente, todo campo
horizontal X" sobre @ invariante por G es el levantado horizontal de algin campo
X sobre N. Se verifica facilmente que si X" e Y" son los levantados horizontales
de X eY € X(N) respectivamente. Entonces, X" +Y" es el levantado horizontal
de X +Y, ysi f es una funciéon diferenciable sobre N, f"X" es el levantado
horizontal de fX siendo f": Q ——=R la funcién dada por f* = fom. Nétese que
la componente horizontal de [X", Y] es el levantado horizontal de [X,Y].

Veamos ahora como se levantan curvas de N. Sea n(t) una curva diferenciable
sobre N con 0 < ¢ < T. Un levantamiento horizontal de n(t) es una curva
horizontal ¢(t) C @ tal que w(q(t)) = n(t) Vt; es decir, es una curva tal que
sus vectores tangentes son horizontales: ¢(t) € H,(t). Es claro que las nociones
de levantamiento de curvas y levantamiento de campos estéan relacionadas. Se
puede ver que si X" es el levantado horizontal de X, la curva integral de X"
que comienza en el punto qo, m(qy) = n(0) = ng es el levantamiento de la curva
integral de X comenzando en ny.

Se tiene por tanto que si y(t) es una curva de clase C*(N) con 0 < t < T.
Para todo punto ¢g € @ tal que 7(go) = ng = n(0) existe un unico levantamiento
horizontal 7" () = q(t) tal que v"(0) = qo = ¢(0).

Con este resultado se puede definir el concepto de transporte paralelo de
fibras a lo largo de una curva en la base. Sea y(t) una curvaen N con 0 <t < 7T,
qo € ™ (ng). Sea v"(t) el levantamiento horizontal de (t) al punto ¢y cuyo punto
final es v*(T) = gqr € 7 '(ng). Variando ¢y en la fibra 771(ng) se obtiene una
aplicacion de la fibra 7! (ng) en 77! (nr) que es un isomorfismo.
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El transporte paralelo a lo largo de la curva n(t) es la aplicacion
Pr: 7' (ng) —=7 *(nr)

que le asigna a qq el valor en ¢ = T' del tinico levantamiento horizontal de n(t) cuyo
valor en t = 0 es gy. El transporte paralelo a lo largo de la curva n(t) conmuta
con la accién de G sobre Q. Es decir, n" o L, = L, 0o n",Vg € G.

Es sencillo ver también que

1. El transporte paralelo es independiente de la parametrizaciéon de la curva
en la base.

2. El transporte paralelo a lo largo de —+ es el inverso del transporte paralelo
a lo largo de 7.

3. El transporte paralelo a lo largo de a.- 5 es la composicion de los transportes
paralelos a lo largo de a y f3.

Para cada n € N denotamos por C(n) el espacio de los loops en n, es decir, el
espacio de caminos cerrados en n. Dado v € C(n), el transporte pararelo a lo largo
de 7 es un isomorfismo de la fibra 7= (n). Por la observacion anterior resulta claro
que Y": 771(n) —=771(n) es un isomorfismo de grupos y que v*(gq) = g7"(q).
El grupo de los isomorfismos 4" de la fibra 7=!(n) es el grupo de holonomia de
la conexion B en n.

3.2. Reduccién variacional de Lagrange-Poincaré

Consideraremos por tanto tal y como se indicé en la introduccion y en el capi-
tulo §2 un lagrangiano L definido en el fibrado tangente T'Q) de un fibrado principal
aizquierdas Q(N, G) con m: Q——=G\Q = N la fibracién principal. Supondremos
que L es invariante con respecto al levantamiento natural de la accion de G a T'Q),
esto es, L(gq, gv,) = L(q,v,), Vg € G,(q,v,) € T'Q, y queremos resolver el pro-
blema de determinar los puntos criticos del funcional S = fOT L(q,v,) dt sobre
el espacio de curvas Qg ,,.(Q) con extremos fijos g, gr. Dado que el lagrangia-
no L es G-invariante desciende a una funcion [: G\TQ —— R definida como
([g,vq]) = L(g,v,), donde [g,v,| denota la clase de equivalencia definida por la
accion de G en T'Q), es decir [g, v,] = { (9q,9v,) | g € G }.

El fibrado cociente G\T'Q sobre T (G\Q) se puede identificar como se describié
con anterioridad con el fibrado obtenido por pull-back del fibrado de Atiyah a
T (G\Q) a lo largo de la proyeccion candnica 7¢\o.

Podemos por tanto identificar los puntos de G\T'Q) como (n, v,; &) con (n,v,) €

TN=T(G\Q)y¢{e€g.
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Tal y como se indicé en la introduccion el analisis del principio variacional
reducido, esto es el definido por [ en el espacio de curvas

Qg (8) ={7:[0,T] = g =g xa Q| 7q(7(0)) = 7(q0) = no,

,m(V(T)) = 7(gr) = nr},

ha sido realizado por Cendra, Marsden y Ratiu [Ce0la| con el nombre de reduc-
cion de Lagrange-Poincaré. Aunque en el capitulo 5 volveremos sobre este tema,
vamos a abordar el estudio del principio variacional reducido .S5; = fOT l(n,v,, &) dt
utilizando variables auxiliares, esto es desarrollando el punto de vista de Clebsch
y Lin.

Consideraremos por tanto en primer lugar un espacio auxiliar P con una acciéon
que supondremos a derechas del grupo G. Denotamos, como en parrafos anteriores
dicha accién por xg, = € P, g € G. El espacio T* P, el fibrado cotangente de P
se denominara el espacio de Clebsch del problema.

El espacio auxiliar de Clebsch T™* P tiene una estructura simpléctica canénica
wp y la accion a derecha de GG en P se levanta de manera natural a una acciéon en
T*P. El levantamiento de dicha accién es simpléctica y deja invariante, no sélo
la 2-forma canénica wp, sino también la 1-forma de Liouville 8p en T% P. Existira
por tanto una aplicacién momento para dicha accién definida por J,: T* P——->g*

y (Jp(#,p2), &) = (€p(2), pe) con (z,p;) € T*P, € € gy &p(x) denota el campo
vectorial asociado a £ en P.

El espacio de Clebsch auxiliar podria sustituirse por una variedad simpléctica
(M,w) donde actia el grupo G y que tenga aplicacion momento J: M — g*,
aunque no insistiremos en dicho punto de vista.

La extension trivial del principio variacional | L(g, v,) dt a Px @), esto es, con-
sideramos el mismo funcional Sy, = [ L(g,v,) dt pero ahora definido en el espacio
de curvas €2, 4, (P % @) no nos resuelve de momento nada, ya que el funcional
S, es degenerado en él. Lo que haremos es definir un subespacio de curvas € en
Qqo.qr (P % Q) difeomorfo a Qy, 4, (Q) y podremos aplicar el teorema de los multi-
plicadores de Lagrange (ver capitulo §3.3.2) a la subvariedad € de € 4,.(P X Q).
De esta manera escribiremos los puntos criticos de S;, como puntos criticos de un
funcional S definido en Q, ., (P % @) donde habremos incorporado las ecuaciones
que definen Q como subvariedad de Qg 4, (P x Q). Dichas ecuaciones podran
interpretarse como ligaduras que relacionan curvas en P y curvas en () y consti-
tuyen la geometrizacion de las ligaduras de Lin comentadas en la introduccion.
Finalmente nuestro funcional S en Qg ., (P x @) continta siendo G-invariante
por lo que podemos proceder a su reduccion, bien de Lagrange-Poincaré, 6 bien
de Hamilton-Poisson. Discutiremos estos aspectos mas adelante.

El subespacio  C Q(P x Q) estara dado en general por una condicién de
horizontalidad. Para describir esta idea vamos a revisar algunos conceptos y no-
taciones sobre horizontalidad y conexiones en fibrados asociados.
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3.2.1. Conexiones inducidas en fibrados asociados P xg @)

Recordemos que una conexion (principal) B sobre ) puede ser caracterizada
por sus espacios verticales y horizontales en ¢ € (). Los denotamos respectiva-
mente por

Vg =kerTym, H,=kerB,.

donde 7 es la proyeccion principal 7: Q—— N. Estos espacios nos proporcionan
la siguiente descomposicion TQ = H(T'Q) ® V(TQ) donde H(TQ) = quQ H,y
V(TQ) = U,cq Va los cuales son invariantes bajo la accion de G.

Las componentes verticales y horizontales de un vector v € T,() las deno-
taremos como anteriormente por V(v) y H(v) 6 vV y v respectivamente. Por
definicion, V(v) = B,(v)g v H(v) = v — B,(v)g. Un vector tangente v es lla-
mado horizontal si su componente vertical es cero; es decir, si B,(v) = 0y es
llamado vertical si su componente horizontal es cero; es decir, T;m(v) = 0. Una
curva ¢(t) diremos que es horizontal si () es horizontal para todo ¢. Notar que
T,m: Hy— TN es un isomorfismo. Por tanto, una curva ¢(t) sobre @ es
horizontal si By (4(t)) =0, Vt.

Dado un vector X € T,V el levantamiento horizontal X, ;‘ de X en q es el
tinico vector horizontal en T,Q tal que T,m(X}) = X.

Para cualquier curva n(t) € N, t € [0,7] podemos definir su levantamiento
horizontal n: como la tnica curva horizontal n! (t) que se proyecta sobre n(t) y
tal que nZO(O) = qo, ™(q0) = np = n(0).

Consideremos una curva ¢(t) € @, t € [0,7]. Entonces existe una tnica
curva horizontal ¢, (t) tal que qx(to) = q(to) y m(qu(t)) = m(q(t)) para todo
t € [0,T]. Por tanto, podemos definir una curva g(t), t € [0,7] en G usando la
descomposicion q(t) = g(t)gn(t). También, notar que si n(t) = w(q(t)) entonces
qn(t) = ng, (t). Ademés, 4(t) = g(t)qn(t) + 9(t)dn(t) v 4(t) = H(d(t)) + V(4(t)) =
H(q(t)) + By)(d(t))q. Por definicion de vector horizontal, Byw)(g(t)dn(t)) = 0,
luego By (4(t)) = Byi(3()an(t)) = Buo(@()g™ (1)g(0)an(®)) = 9(0)g (1

La conexiéon B induce una conexion sobre cualquier fibrado asociado declaran-
do horizontales las curvas de la forma z(t)q(t) donde ¢(t) es horizontal. Esto de-
fine una distribucion HY sobre T(P x¢ Q) donde v € HF (xq) si existe una curva
horizontal (t) = x(t)q(t) sobre P x¢ @ tal que v = %(0).

Los vectores tangentes v € Ty, (P X @) pueden ser facilmente descritos como
sigue. Sea x(t)q(t) una curva tal que z(0)q(0) = xoqo y d/dt(x(t)q(t)) |i=o= v. En-
tonces no es dificil demostrar que v = T}i,(¢)+71%i,(4). Simplemente denotaremos
por xq := Ti,(¢) v #q := Tyi,(&). Con esta notacion tenemos

< («0a0)

Por tanto, debido a la definicién de conexioén asociada, los vectores horizontales
en H? seran de la forma x¢j,.

= xq + 1q.
t=0
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Notemos que si £ € g es un elemento del algebra de Lie de G, entonces

(z - exp(t§))q = z(exp(tf) - q), Vi,

y tomando derivadas con respecto a t obtenemos,

wéo(q) = —Ep(2)q, (3.1)

donde &5(q) = d/dt(exp(tf) - q) |10 v Ep(x) = d/dt(z - exp(—t€)) |i=o-
Dados z(t) y q(t) curvas en Py @ respectivamente, tendremos:

%(ib’(t)Q(t)) = &()q(t) +x(t)q(t) = #(t)q(t) +x(t)g(t)gn(t) +(t) Byn (4(1))o(q(t))

y el vector tangente d/dt(x(t)q(t)) sera horizontal si y sélo si

2(t) By (4(t))(q(t)) + & (t)q(t) = 0.

Por consiguiente definimos una 1-forma de conexion BY sobre el fibrado asociado
P x¢@Q——= N cuyo kernel es la distribucion horizontal H* definida antes y dada
por:

B,,(7q) = ©B,(4)q(q) + #q = —B,(4) p(2)q + 4,

donde hemos usado la eq. (3.1).

3.3. Espacios de curvas horizontales sobre fibra-
dos asociados

Denotaremos por €2, (P) al espacio de curvas diferenciables en P con origen
fijo zo y por 4, . (P) al que tiene los extremos fijos xg, 7. También denotaremos
por Q,,(Q) al espacio de curvas diferenciables en () con origen gy y por €4 4, (Q)
al que tiene los extremos fijos qg, qgr. Como establecimos anteriormente es claro
que dada una curva ¢(t) en @ hay una tunica descomposicion q(t) = g(t)gn(t),
donde ¢(0) = e y qn(t) es horizontal con respecto a la conexion B, es decir,
By (Gn(t)) = 0. Dada una curva ¢(t) € Qg 4,.(Q) y zo € P, existe una tnica
curva denotada por z(t) en €, (P) tal que z(t)q(t) es horizontal con respecto a
la conexion BY sobre P xg Q vy 2(0)q(0) = zoqo. Se observa con facilidad que
esta curva esta definida por z(t) = zog1(t), ya que

(t)q(t) = mog™ (H)a(t) = zog™ (t)g(t)an(t) = oan(t),

que es horizontal.

Fijemos un punto ¢g en (). Denotaremos por ngT;qo(P X Q) al conjunto
de curvas (z(t),q(t)) con dominio [0,T], q(t) € Q4 (Q), x(t) con extremos fijos
xo, x7 y tal que z(t)q(t) es horizontal para todo t. Notar que este tltimo requisito
implica que x(t)g(t) = o, donde q(t) = g(t)gn(t), y que xr = zog™ (T) = zog7 ",
9(T') = gr.
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3.3.1. Condiciones extremales compatibles

Sea xy € P. 1oG denotara la orbita del grupo G sobre P pasando a través de
g, es decir, ©oG = {xog € P | g € G }. Ahora, dada una curva diferenciable g(¢)
en G y denotando por x(t) = xog(t) a la correspondiente curva que comienza en
xg, el extremo xr estara en la oérbita zoG. Si denotamos por £(t) la curva en g
tal que se verifica

g(t) = £()g(t)
sobre el grupo G con condicion inicial g(0) = e, un simple calculo demuestra

que la curva x(t) = zog(t;€) es una curva integral del sistema & = £p(t)(z) con
condicioén inicial g, esto es:

L alt) = (rog 1) = wog(t:€) = wte(D)a(t:€) = Ep(0)(x(0),

dt
ademés xog(0; &) = xoe = xg.

Diremos que dos puntos zg, x7 € P en el espacio auxiliar P son compatibles
si existe £(t) € g, tal que zp = 2(T; &) donde z(t;€) denota la curva integral de
& = &p(t)(x) con condicion inicial x.

Dadas dos curvas &(t),&'(t) en g, puede ocurrir que £p(t) = &p(t). La no-
unicidad de la eleccion de la curva £(t) correspondiente a £(¢)p depende del al-
gebra de isotropia g,(t) a lo largo de las curvas integrales del campo vectorial
Ep(t).

Por tanto para que el extremo xr sea accesible desde xy es necesario que
xr € x9G. Si xr € 29G, diremos que los extremos xy y 7 son compatibles.

Sin embargo, cualquier punto 7 € (G no es compatible con xy. Sin embargo,
tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 3.3.1 5i G es un grupo exponencial, cualquier punto xp € xoG es
compatible con x.

Demostraciéon. Si el grupo es exponencial, es conexo. Tomemos cualquier
curva diferenciable g(t) tal que g7*(0) = e y ¢ (T) = g;' donde z7 = zog;".
Ahora la curva z(t) = zog~*(t) satisface que z(0) = zo y x(T) = xp. Ademas
#(0)alt) = —a(D3(t)g~ (Da(t) = —o() By (d(D)(a(t)) = By (d(6)) p(x(t))a(t)
donde ¢(t) = g(t)qo- O

Fijemos o7 = z0g7". Si Gy = {9 € G | 09 = 0} es el grupo de isotropia de
xg, notar que para cualquier ¢’ € G, ¢ = grg define el mismo extremo wr.

Para cualquier punto inicial dado qg, la curva horizontal que pasa por él esta
tnivocamente determinada. Por tanto, si ¢(t) es una curva arbitraria y z(¢)q(t) es
horizontal, tenemos x(t)q(t) = xoqy(t). Luego x7q(T) = zoqn(T), y 2097 q(T) =
20qn(T). Tenemos que g7'q(T) = hqn(T), h € G,. Ademas, ¢(T) = g(T)qn(T),
y como G acttia libremente sobre @), tendremos que g(7') € grG.,,.
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Por tanto, denotando grq,(T) por qr, tenemos que ¢(T) = grhgy qr, h €
G,. Luego denotando por GYT' = {grhg;'|h € G,,} al grupo conjugado por gr
del grupo de isotropia de z( tenemos que para cada curva ¢(t) € Q 40.GT qT(Q)

. H . .
podemos asociar una curva en €2, ... (P x Q) por medio de la correspondencia

natural ¢(t) — (z(t), q(t)), donde x(t) = 209~ (t) v q(t) = g(t)gn(t) como antes.
Entonces x(0) = 2097 1(0) = 2o v 2(T) = 209 (T) = zo(grh)™' = wohlg;' =
a:og;l =uxp, h € Gg,.

Los comentarios anteriores pueden ser resumidos en la siguiente proposicion:

Proposicion 3.3.2 Sea () un G-fibrado principal por la i1zquierda con conexion
B y P un G-espacio por la derecha. Sea gr € G, dos puntos compatibles xo, v =
:cog;l en P yqy € Q, entonces hay una correspondencia uno-uno entre el conjunto

de curvas horizontales QI . (P x Q) y el conjunto de curvas qu,Giqu(Q>:

donde G97 = {grhgr'|h € G4}, ar = gran(T), qu(t) la unica curva horizontal
que comienza en qo. Las correspondencias estan dadas explicitamente por q(t) —

Toqn(t) = 2(t)q(t) con x(t) = g~ '(t) y q(t) = g(t)an(?).

Las curvas (z(t), ¢(t)) pertenecientes al espacio de curvas horizontales en P x ()
con extremos compatibles xg, 27 y tales que ¢(0) = go denotadas por Qff g (P X
()) estan en correspondencia uno-uno con las curvas en 2 .G g (Q).

3.3.2. Variables de Clebsch y Ligaduras de Lin para pro-
blemas variacionales con simetria

Puesto que BY(4(z(t)q(t))) = 0 es equivalente a que z(t)g(t) sea horizontal,
se sigue que Q7 (P x Q) es el subconjunto de on’zT;qugqu(P X () definido

20,2790
por la ligadura BF (<4 (x(t)q(t))) = 0. Esta ligadura es también llamada ligadura
de Lin [Ce87al. Ahora la introduciremos en el principio variacional, usando un
multiplicador de Lagrange. Utilizando el espacio de representaciéon de Clebsch
T P permitiremos variaciones arbitrarias de las curvas a lo largo de las direcciones
verticales en 7" P y asi, el nuevo término en el Lagrangiano sera del siguiente
modo:

(B Gy elao). o)) (3:2)
siendo p(t) cualquier levantamiento de la curva x(t) € € .. (P). Notar que la
accion de G sobre P puede ser levantada naturalmente a una accién de G sobre
T*P y podemos considerar el espacio cociente T*P X () como en §3.1.1.

Consideremos la curva p(t) como una curva en T* P con extremos en 75" (1)

y 75 (x7), 6 como una curva en T*P con extremos libres a lo largo de las fibras

e la proyecciéon canonica Tp: — P. La ligadura horizontal de Lin dada
de 1 p: T*P P. La ligadura h tal de Lin dad
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anteriormente, puede ser escrita en términos de la 1-forma canoénica de Liouville
0p sobre T*P como

(B (). pa) = {(F— By(@)e())a. pa)
= o)) - () B (3

Finalmente, consideremos L como un Lagrangiano G-invariante sobre (), esto
es, L(q,q) = L(gq, gq) con (¢,4) € TQ y g € G. Como indicamos anteriormente,
la acciéon de G sobre P también nos permite definir el fibrado asociado T*P x ¢ )
sobre N con fibra 7 P. Entonces definimos el Lagrangiano L sobre T'(T*P x Q)
mediante la féormula:

L(z,p, %, p;q,4) = L(q,q) — (BP(%(W)%IJ@, (3.4)

6 usando las formulas anteriores, obtenemos para B lo siguiente:

L(z,p, &, p;q,4) = L(q,q) — <BP<%($Q))7PQ>

= L(q,q) + (J(x,p), Bg(q)) + Op(x,p)(%,p)  (3.5)

Haremos precisa la correspondencia entre los puntos criticos de L y los de L.
Antes de proceder a establecer esta correspondencia vamos a discutir el contexto
en el que vamos a aplicar el Teorema de los multiplicadores de Lagrange, teorema
2.3.1.

Teorema de los multiplicadores de Lagrange sobre espacios de curvas

Consideraremos los espacios de curvas y(t) = (z(t),¢(t)) de clase de Sobolev
k, k > 1, sobre el espacio P x @, es decir H*(P x Q), tal como se discutié en
§2.1.6, tal espacio de curvas es una variedad de Hilbert paracompacta modelada
sobre el espacio de Hilbert H*([0,T],RY), N = dimP + dimQ, de aplicaciones
v: [0, 7] —=RY en L*([0,T],RY) con derivadas débiles vV(t), 0 < [ < k, en
L2([0,T],R™). El espacio tangente a H*(P x Q) en la curva v(t) = (z(t), q(t)) esta
dado por las secciones de clase de Sobolev & del fibrado de los pull-back v*(T'P x
TQ). Debido a que el fibrado v*(T'P x TQ) sobre [0,T] es trivial, tal espacio
de secciones puede ser identificado con el espacio de Hilbert de las aplicaciones
de Sobolev H*(]0,T],RY). Denotaremos por T(H*(P x Q)) al fibrado tangente
construido a partir de este espacio de curvas. Ademéas como sabemos podemos
considerar en cada aplicacion «y el espacio de Hilbert de las secciones de clase de
Sobolev I, 0 <1 < k, del fibrado de los pull-back v*(T'P x TQ). La coleccion de
tales espacios definen un fibrado vectorial sobre H*(P x Q) cuya fibra estd dada
por H'([0,T], R"). Denotaremos a este fibrado vectorial como T (H'(P x Q)).
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Varias condiciones extremales para las curvas que estamos considerando de-
finen subvariedades de Hilbert de las variedades de Hilbert H*(P x Q). Por ejemp-
lo, la condicién extremal que va a ser considerada a lo largo de la tesis, z(0) = o,
z(T) = xr, define una subvariedad de Hilbert, que sera denotada a partir de
ahora como P* Por consiguiente

Zo,rT "

Proar = 1 (2(t),q(t)) € H (P x Q) | 2(0) = wo, 2(T) = z7 }.

El espacio tangente a fP';O’xT esta dado por los subespacios de Hilbert
T, Psar = { (02(1),8q(t)) € H*(v*(PxQ)) = T,H*(PxQ) | 6(0) = 6a(T) = 0}
k

Ademas, simulténeamente, podemos considerar para cada curva v € Py ., el
conjunto de las secciones de clase de Sobolev [, [ < k, del fibrado v*(TP x TQ)
que se anula en los extremos. El espacio total de estas secciones definen otro
fibrado vectorial TWPE =Pk con fibra standard H([0, T], R™). Por tanto

zo,XT zo,XT

la aplicaciéon v +— 7 es de nuevo una secciéon de T(kfl)’PI;O’IT.
Podemos considerar ahora la variedad de Hilbert de curvas de clase de Sobolev

k sobre el espacio P Xg () considerado en esta tesis. Tendremos, como en el

razonamiento anterior, el fibrado T*~Y H'(P x Q) sobre él. Hay una proyecciéon

natural IT: P x Q—— P X () que induce otra proyeccion, que denotaremos con

la misma letra IT: P*  —— H*(P xg Q). Denotaremos por E* al pull-back

xo,TT
de TFDHMP x¢ Q) a P¥ . alo largo de la aplicacion II. Notar que la fibra
B —— T’;O@T en v = (z,q) es el espacio de Hilbert de las secciones H* del

fibrado (zq) * (T'(P X @)) que se anulan en los extremos. Ademés, el fibrado de
Hilbert E* tiene una conexion hermitica V [La71]. Tal conexiéon puede también,
ser construida explicitamente usando una métrica canénica global definida sobre
E* pero no insistiremos en estos aspectos aqui.

Consideraremos ahora la seccion s de E* definida por la aplicacion

s()() = BF (o a(D)a(t)

donde 7(t) = (z(t),q(t)). Claramente, la secciéon s es diferenciable y transversa
a la seccion zero de E*. Notar que el espacio tangente al punto de la secciéon
cero v de E* puede escribirse como T, E* = T W(kfl)ng’jO’xT @ E*. Pero los vectores
"verticales” £(t) € E* pueden siempre ser obtenidos en el rango de Vs.

Por tanto, aplicando el teorema de los multiplicadores de Lagrange, Thm.
2.3.1, la curva v sera un punto critico de la funcién S i]’f;mw —— R restringida
a la subvariedad definida por el conjunto de zeros de la seccién s si y so6lo si
existe un elemento p € (E*)* tal que (v,p) es un punto critico de la funciéon
F: (E¥)* ——=TR dada por

F(v,p) = S(v) + {p,s(7)),
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donde (-, -) es el producto interior en L? a lo largo de las fibras de E* (notar que
debido al teorema del embedding de Sobolev podemos identificar E* con (E*)*
por el uso del producto interior en L?). Ademas por el teorema del embedding de
Sobolev, también obtenemos que el punto critico v es de clase C" con r =k — 1.
Por tanto si v esta en iP’;wT para todo k > 0, entonces el par critico (,p) sera

de clase k para todo k > 0, por tanto de clase C'*°.

Por tanto resumimos la discusién anterior en los siguientes teoremas:

Teorema 3.3.1 Con la notacion anterior, una curva diferenciable C*, ~(t) =

(x(t),q(t)) es un punto critico del funcional S = fOT L(z,q) dt sujeto a las condi-
ciones de ligadura horizontal

B (S (x(t)a(1) = 0

si y solo si existe un levantamiento diferenciable ((t),p(t)) de esta curva tal que
es un punto critico del funcional extendido

T p d
S.= [ (L0 + 60 B7 (G loae)) )

Teorema 3.3.2 Fijando gr € G, g0 € Q, 79 € P y v = x097". Entonces las
sigutentes afirmaciones son equivalentes:

i.- La curva diferenciable q(t) € qu,Giqu(Q> es un punto critico del funcional

Sp:Q (Q) — R definido por

20,G38 ar
T
Suld) = / (g, )dt (3.6)
0

ii.- Hay una curva diferenciable (z(t),p(t)) € Quyar(T*P) tal que la curva
(x(t),p(t); q(t)) es un punto critico del funcional S.: Qg zpige (TP XxQ)—=R
definido por:

Sulr.pdl = / L(x(t), p(t), &(t), p(t); q(t), 4(£))dt
- / (L. ) + (J(z. ), By(d)) + Op(, p) (i, p))dt. (3.7)

Demostracion. Supongamos que ¢(t) € qu,GZg (@) es un punto critico del
funcional Sy, dado que el espacio de curvas qu,Gig qT(Q) es difeomorfo al es-

pacio de curvas horizontales Qg) 7q0(P X @), el funcional S;, define una funcién

que denotamos igual en Qf (P x Q). El espacio de curvas Q2 (P x Q) es

Z0,90 20,90
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una subvariedad cerrada de €2, 4 (P x @) definida por la aplicacion Y(z,q) =
BP(Zq) = 0. Esta aplicacion es una seccién regular del fibrado asociado dado
por P y por tanto el teorema de los multiplicadores de Lagrange detallado previ-
amente nos permite establecer que los puntos criticos de Sy en Qi{) 7qO(P X Q)
estan en correspondencia 1-1 con los puntos criticos del funcional extendido
S = fOT (L(q,vq) + {p, B¥(zq))) dt, pero utilizando ahora las férmulas (3.5)
obtenemos la expresion (3.7). O



Capitulo 4

Problemas de Control Optimo de
Lie-Scheffers-Brockett

4.1. Elementos de Teoria de Control.

Comenzaremos este capitulo recapitulando algunos elementos de teoria de
control y control 6ptimo que nos van a ser necesarios en lo que sigue. Asi estable-
ceremos las notaciones y terminologia basica para sistemas de control y algunos
resultados analiticos sobre espacios de curvas que nos seran necesarios posterior-
mente.

4.1.1. Sistemas de Control Optimo

Adoptaremos para la descripciéon de sistemas de control 6ptimo la formulaciéon
geométrica iniciada por E. Martinez [Mr99| aunque no utilizaremos la formulacion
mas estilizada que usa la teoria de algebroides. El espacio de estados de un sistema
de control es el objeto geométrico que describe las variables que caracterizan
los distintos estados del sistema y que supondremos en lo que sigue que es una
variedad diferenciable de dimensiéon finita, con o sin borde. Asi a la variedad
diferenciable de los estados la denotamos como P y sus coordenadas locales las
denotamos como !, i = 1...n, donde n es la dimensiéon de P.

Como generalmente los controles van a ser fuerzas externas aplicadas depen-
diendo del estado, las variables de control las podemos modelar utilizando la idea
geométrica de fibrado; generalmente, este fibrado va a ser un fibrado vectorial 6
afin, es decir, la fibra sobre un punto arbitrario va a ser un espacio vectorial o
afin. Por lo tanto, tendremos un fibrado con espacio total que denotamos como C'
sobre el espacio base P y una aplicacion de proyeccion m: C—— P. Las variables
de control, es decir, las coordenadas locales a lo largo de las fibras 7= (z) de ,
las denotamos como u®, a = 1,...,m. La fibra C, = 7~!(z) constituye el con-
junto de controles que actian en el punto x del espacio de estados. Por tanto, las
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coordenadas locales en el fibrado de controles se denotaran por (z,u®), 7 = 1...n
va=1,..r.

La dinamica del sistema es descrita a través de las relaciones fisico/mecanicas
entre las variables que describen el fibrado de control y sus derivadas. Dichas
ecuaciones tipicamente son ecuaciones diferenciables de primer o segundo orden
y dependen de los controles como pardmetros. Utilizaremos como ya hemos dicho
la formulacién geométrica de estas de E. Martinez que se apoya en la nocion
de calculo diferencial a lo largo de aplicaciones. Por tanto estableceremos que
la ecuaciéon dindmica de un sistema de control, también llamada ecuacién de
estado o de control, esta descrita por un campo vectorial en el fibrado de los
estados y controles a lo largo de la proyeccion m, i.e., el campo vectorial es una
aplicacion I': C'——=T'P tal que 7,0I"' = 7 y que en coordenadas tiene la expresion

[ = fi(x,u)d/0x".
.

CT>P

El funcional objetivo en un problema de control 6ptimo es la funcién a mini-
mizar y, en general, es un funcional local definido en un cierto espacio de curvas.

Supondremos por tanto que el funcional objetivo S de un problema de control
6ptimo esta definido mediante una densidad lagrangiana L: C'——1R, es decir,

T
S:/ L(z,u)dt,
0

y es una funciéon diferenciable en un cierto espacio de curvas admisibles en C.
El funcional objetivo va a estar definido en un espacio de curvas, v: [0,7]——C
que en esta memoria consideraremos con extremos fijos z(0) = 7 o y(0) =
xo, 2(T) =mo~y(T) = xp.

La solucién del problema de control 6ptimo enunciado antes fue obtenida de
manera muy general por L. Pontryagin y sus colaboradores [Po62| y esta dada por
el conocido como principio del maximo de Pontryagin, enunciado en el siguiente
teorema.

Teorema 4.1.1 (Principio del maximo de Pontryagin) [Po62/ Si la curva
v(t) = (z(t),u(t)), t € [0,T], absolutamente continua, es una trayectoria op-
timal normal entonces eziste un levantamiento de x(t) al espacio de coestados,
(x(t),p(t)), tal que se satisfagan las ecuaciones de Hamilton,

_OH . 0H
_apl7 pz_ 8:17“

ii

(4.1)

y tal que se cumpla:

H(x(t),p(t),u(t)) = méx, H(z(t), p(t),v), a.e. t €10,7T],
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donde H denota la funcion hamiltoniana

H(z,p,u) = pif(z,u) — L(z,u). (4.2)

4.1.2. El principio variacional de Hamilton-Pontryagin

En esta seccion probaremos que las curvas integrales de los campos vectoriales
que satisfacen la ecuacion dinadmica (4.13) son las trayectorias extremales del
problema de control 6ptimo definido por las ecuaciones:

'(t) = fix(t),u), i=1,...,n, (4.3)

S(y) = /0 L(x(t), u(t)) dt. (4.4)

Para esto debemos hallar los puntos criticos de S restringido a la subvariedad
de las soluciones del campo vectorial, es decir, restringido a W. Vimos que los
puntos criticos de S|y son los mismos que los de S con

donde S : Cyy 2p (M) — R, es decir, esté definida en el espacio de curvas diferen-
ciables sobre M con puntos fijos zo ;7 y ¥(t) = (z(t),p(t),u(t)) € Cpyur (M) es
una curva v : [0,7] — M. Entonces si denotamos por £ a un vector tangente en
T, Cqyuy (M) en la curva (t), tenemos que si vy es un punto critico de S entonces

Seel, dS(y) =0 +— g—? =0, Y& =0y=(0x,0p,du).

Por lo tanto, tenemos que calcular los puntos que anulan la derivada direccional
del funcional objetivo en la direccion £(t) = dy(t) = (dx(t), op(t), du(t)).

La definicién de derivada direccional en R™ de una funcién en un punto z y
en la direccion del vector v es la siguiente:

0F i St s0) = ()

v s

En una variedad diferenciable la nocién de z + sv la extendemos por la nocion
de flujo: ¢s(v). Se tiene un campo vectorial V' tal que V(z) = v, es decir, el
campo vectorial en el punto z es el vector v, la direccion en la cual tomamos la
derivada direccional. Asi, en una variedad diferenciable la derivada direccional de
una funciéon f en un punto z y en la direccién del vector v es:

Ji F(6s0) = ()

% = lims_,()
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Por lo tanto, la derivada direccional del funcional objetivo S en un punto de la
curva () en la direccion del vector £ = 07(t) es la siguiente:

IS(v(t)) S (¢s(v(1))) = S(y(1)

= 11rns—>0 )

0& S

donde para todo t, y(t) € M, &(t) € TywyM, & = £(t), cuyo flujo es ¢,. Si
denotamos por I = L + p;(i* — f%) con las definiciones del hamiltoniano y de la
1-forma siguientes: H = L — p; f* v 6 = p;dx?, como

i = i'd/0x" + p;0/0p; + ud/Ou?, nos queda que O(¥) = p;it, por lo que el
lagrangiano extendido se puede escribir como L = 6, (¥) — H.,, entonces tenemos
que

DO _ (1 [ e -1 dt)z

- / i, ~ [L(84(7)) — L(3)] dt =

= [ e [} (b @) 10 - 0,650+ H) | =
= [ o[} (o G~ 0,)] -
= [t [0 - 1)) |

Veamos qué son cada una de las partes del integrando. Como H es una funcién
diferenciable se tiene que

HON=HO) _ ymiye),

S

lfms_,o

Con la definicién de la derivada de Lie, tenemos que

d

L) = ()| =

= llon(e=()]| =

s=0
— lim,_g 0¢s(7)(¢3 (7)) — ‘97(7'/)'

s=0 s

s=0

= 2 o @)

Por lo tanto, la derivada direccional de S queda de la siguiente manera:

o~ [ ) - aro)e) di -

_ / (iedf,)(3) + d(ieh) () — dH(7)(©)] dt,
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donde hemos utilizado la siguiente relaciéon de la derivada de Lie de una 1-forma:
(Lel) = iedl, + digh,.

Con la siguiente expresion: icdf(y) = df(§,5) = —dO(¥,£) = Q(,€) y denotando
dH(7v)(§) = dH,(§) la integral anterior queda de la siguiente forma:

_%gg(t)) _ /0 [—dO(3,€) — dH. (€)] dt + /0 d(ie0)(7) dt =

- [t —am©a [ a0

Por ultimo, utilizando el teorema de Stokes la segunda integral se convierte en

| i@~ [ iy~ [ i = o), () - o), 00

¥ oy

Por lo que hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.1.2 Las soluciones extremales del problema de control optimo
(4.3-4.4), que son C™ a trozos, son curvas integrales de los campos vectoriales I’
que satisfacen la ecuacion dindmica:

irQ = dH. (4.5)

Consideraremos en lo que sigue todos nuestros espacios de curvas como subvarie-
dades de la variedad de Hilbert de curvas H' en C, denotado como P(C).

El fibrado tangente de clase H' lo denotaremos por TP o bien por H(T'C) y
el fibrado tangente de clase H® se denotard por H°(T'C).

La ecuacion de control I' es un campo vectorial a lo largo de la aplicacion .
Tenemos los siguientes espacios:

Proar(C) = {7y € H([0,T];C) 7 € P(C), 77(0) = w0, 7y(T) = a1 }.

T Pu0r (C) = {07 € H'(w(TC))| 1c07(t) = (1), m(57(0)) = m.(d7(t)) = 0}.

Donde las proyecciones y los espacios vienen representados en los siguientes dia-
gramas:
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Definimos la subvariedad dinamica como el conjunto de curvas v que verifican
la ecuaciéon de control, es decir,

W= {7 e P(0) ‘ w*dz—i’f) = T(y(t), 1) } . (4.6)

Al igual que en las secciones previas tenemos que

TW = {57 eT,p

W*%&y = DI'(y(t), t)(H} . (4.7)

De nuevo, tenemos que W = A71(0), donde A: P(C')——= H°(T'C) definido como

AG) == -1 ((0).0).

Noétese que con la proyeccion 7: C' —— P tenemos una aplicaciéon inducida
7: P(C) —= P(P), 7(y) = mo~ y podemos tomar el pull-back del fibrado
HY(TP) a P(C), es decir, 7*(H*(TP)) — P(C). Por lo tanto, podemos decir
que A es una seccion de dicho fibrado sobre P(C). Entonces W es el conjun-
to de nivel cero de la seccion A. Denotando como anteriormente T'A(7y) como
£.,(67) = m. Loy — DT (y(t),t)d7, se tiene que:

T.W = ker £,.

y por tanto:
ker £, = Ran £7.

Aplicando el Teorema de los multiplicadores de Lagrange (ver seccion § 3.3.2),
tendremos que un punto v € P(C') serd un punto critico ordinario de
S P(C) —R restringido a W si y solo si VS, € Ran £F, esto es, si
Jdp € H(v*(TP)) tal que

<VS’Y> (57>H1 = <£jy_p, (57>H1 = <p> £757>L2 : (4'8>

Por lo tanto, v € W es un punto critico ordinario de S|y si y solo si 7 es un
punto critico de S: P(7*T*P) —R definido como sigue:

smmzaw—mmwmzlL@mmm—MWMWMdt

4.2. La geometria del principio de Hamilton-Pontryagin:
El fibrado de Pontryagin

Construiremos el espacio de fases de control, que denotaremos de nuevo por M,
como el pull-back del fibrado C' a lo largo de 7p, la proyeccion natural del fibrado
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cotangente mp: T*P——=P, asi M = ©*(T*P), o, equivalentemente como el pull-
back del fibrado cotangente a P, también llamado espacio de coestados T* P, a lo
largo de m, M = 75(C'). En ambos casos, el espacio M se puede describir como el
conjunto de puntos (&, a), £ € C, a € T*P que verifican 7(£§) = mp(a). El espacio
M no es més que la suma de Whitney de la variedad C' y la variedad cotangente
de P, M = T*P & C' y también puede denominarse el fibrado de Pontryagin
del problema de control 6ptimo objeto de estudio. Las coordenadas candnicas en
la variedad (2n + m)-dimensional M las denotamos como (z*, p;, u®). Tenemos,
ademas, dos proyecciones naturales pry: M —=T*P, pri(z', p;,u®) = (2, p;) y
pro: M——=C pray(®, p;, u®) = (2%, u®), y larelacion entre todas estas aplicaciones
se recoge en el siguiente diagrama conmutativo:

M:T*PXPC

\P

Con respecto a pry, M es un fibrado sobre T*P cuyas fibras son los espacios de
controles mientras que, con respecto a pry, M es un fibrado sobre C' con fibras
los espacios de coestados.

El espacio M esta equipado de forma natural con una 1-forma canénica, la
1-forma de Liouville 6, que en coordenadas locales (2, p;, u®) tiene la expresion
0 = p;dz’ y que de manera intrinseca esta definida por:

0(¢, a2)(U) = {au, (1 0 pra).(U)) = (w, (mp 0 pr1).(U)), VU € Tiga)M. (4.9)

Donde, en la parte derecha de la ecuacion (4.9), (-, -) denota la dualidad natural
entre TP y T*P. Asociada a esta 1-forma tenemos la 2—forma presimpléctica
canoénica €2 en M,

Q= —do, (4.10)

que en coordenadas locales es:
Q = dz' A dp;.

Esta estructura coincide con la estructura presimpléctica €2 en M inducida me-
diante el pull-back a lo largo de pry de wp, es decir,

Q = priwp. (4.11)

La expresion en coordenadas locales de {2 es exactamente la misma que la de
wp, Q8 = dx' A dp;, y tiene rango constante igual a 2n. Esta 2-forma cerrada
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es degenerada. Su distribucion caracteristica ker €2, que denotamos por K, esta

generada por los “campos vectoriales de control”, 9/0u®, a =1,...,m,
0
K:Lin{—, azl,...,m}.
du®

La ecuacion de estado es un campo vectorial en C' a lo largo de la proyeccion
7: C —— P. Podemos extender de manera natural dicha ecuacién a M.

En el espacio de fases total M de un problema de control 6éptimo tenemos,
por tanto, la funciéon canénica hamiltoniana H definida como

H(z,p,u) = O@puw, ' (z,u) — L(z,u) = pif'(z,u) — L(z,u), (4.12)

donde 6 denota la 1-forma canénica de Liouville en M. Este hamiltoniano coin-
cide con el definido por Pontryagin en la presentacion estandar de la Teoria de
Control Optimo (4.2). La tripleta (M, 2, H) define un sistema hamiltoniano pre-
simpléctico cuya dinamica viene dada por todos los campos vectoriales I'c en M
que satisfacen la ecuaciéon dinamica:

ir,Q = dH. (4.13)

Como hemos visto en el apartado anterior () es degenerada y tiene ntcleo
distinto de cero; existiran soluciones I'c a la ecuacion (4.13) si y sélo si

iz(dH) =0, VZ € kerQ) = K.
Con la base Z, = {0/0u”} para el nticleo K, la condicién previa se convierte en:

oH
8u“:0’ a=1,...,m,

y, por lo tanto, sélo habra soluciones a la ecuacién ir,{2 = dH en el subconjunto
My de M definido por:

oV =iy (dH) = Z,(dH) =

a

M, = {(x,mp) € M‘ M) = on or oL = 0}. (4.14)

= = Di -
ou® ou®  Ju®
. 1 . . . . .
A las funciones gzﬁg ) Jas vamos a denominar ligaduras de primer orden o primarias

de acuerdo con la terminologia usual.

Puede ocurrir que este subconjunto M; no sea una subvariedad diferenciable.
Sin embargo, tenemos que:

Lema 4.2.1 M; es una subvariedad diferenciable <= 0 es un valor regular

de la aplicacion ®: M ——=R™, & = {qbgl)}, a=1,....,m <= TP es una
aplicacion sobreyectiva Y& € ®Y(0), es decir, la matriz

ro_ [0 00 00

Oxr’ Op’ Ou

tiene rango mdximo V& € M.
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Gracias al lema de Sard sabemos que si tenemos un valor critico ¢y de una
aplicacion diferenciable, Ve > 0 de¢ tal que |c — ¢y| < € y ¢ es un valor regular
de @, es decir, que tan cerca como queramos del valor critico tenemos un valor
regular de la aplicacion.

Podemos construir la siguiente forma cuadratica a lo largo de la fibracion
vertical de pro|y, definida localmente como

W = Wypdu® @ du’, (4.15)

siendo Wy, = 0*H/0u®dub. La forma cuadratica W es un objeto intrinseco, es
decir, que no depende de las coordenadas, puesto que es la derivada fibrada o
vertical segunda de una funcion [Ar86).

Con esta forma cuadratica establecemos ya la definicion de regularidad desde
el punto de vista de control 6ptimo.

Definiciéon 4.2.1 El problema de control optimo definido por las ecuaciones
P(t) = fi(x(t),u(t)), i =1,...,n, y S(y) = fOTL(x(t),u(t)) dt se dice reqular
en el punto & = (zo, po, ug) st la forma cuadrdtica W es reqular en dicho punto.
Diremos que el problema (P,C,T', L) es reqular si W es regular en todo punto de
la subvariedad My, en otro caso diremos que el problema es singular en el sentido
de control optimo.

Entonces, tenemos que si 0 es un valor critico de ® — W es no invertible y,
por tanto, hay puntos en M, singulares en el sentido de control 6ptimo. Por otro
lado, si los puntos de M; no son singulares en el sentido de control éptimo — 0
es un valor regular para .

Entonces, la pregunta es la siguiente: ;Existe un sistema de control 6éptimo
proximo al original de manera que 0 sea un valor regular y no altere la naturaleza
de la singularidad como problema de control 6ptimo? La respuesta es que si. Si
tenemos el problema de control 6ptimo siguiente:

T = f(z,u)
T
S = / L(z,u)dt,
0
el hamiltoniano de Pontryagin es, como hemos definido previamente,

y, por lo tanto, las ligaduras primarias quedan

OH  df oL

=90 "%

q) ou Ou
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La derivada de esta aplicacion es la siguiente:

P PL oo o o
OxOu  Oxou’ Ou’ P

TO = .
P ou?  Ou?

Si esta aplicaciéon no tiene rango maximo en un punto dado, podemos perturbar
el problema de partida de la siguiente forma:

&= f.(x,u) = f(z,u) + ep(u)Bu, (4.16)

donde B es una matriz de rango maximo de tal forma que rank(df./0u) sea
maximo en un punto dado (y, por tanto, en un entorno de él), ademas, el funcional
objetivo no se modifica y p(u) es una funciéon "bump” con dominio en un disco de
radio 1 en torno al punto critico. Es importante senalar que no estamos cambiando
la caracterizacion del problema como problema de control 6ptimo singular, puesto
que la nueva matriz W, cumple que W, = W, Ve, ya que hemos introducido una
perturbacion lineal en los controles. Hemos probado por tanto el siguiente lema:

Lema 4.2.2 Dado un problema de control éptimo (P,C,T", L) tal que

& = (o, po, up) es un punto critico para ® y dado € > 0 existe un problema de
control optimo (P, C, T, L) tal que & es un punto reqular para . y [|[T.—T|| < €.
Ademds, la naturaleza de & como punto singular del problema de control optimo
no cambia.

Hemos visto en el apartado anterior la condicién necesaria para la existencia de
dindmica. So6lo va a ocurrir en la subvariedad M;. Vamos a ver ahora cémo tienen
que ser los campos vectoriales I'c para que sus curvas integrales permanezcan en
M. Si el campo vectorial lo escribimos de la manera siguiente:

I R Y,
b= e Py T g

(4.17)

al imponer que se cumpla la ecuacion dindmica (4.13), se obtiene que

, . O0H , . OH OH
t'dp; — pidx' = —dax’ dp;
©ap T Pt 83:Z$+8pip+@ua

du®,

de donde deducimos que las curvas integrales de ' verifican las ecuaciones del
principio del maximo de Pontryagin (4.1) como ya senalamos anteriormente:

T = o f (4.18)
. 9H oL of
Pi = Ton T ap Pigy (4.19)
J
on _op oL o)

ous— Pioue T dus
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Las soluciones de estas ecuaciones las llamaremos curvas optimales criticas. El
campo vectorial I'c queda indeterminado al no aparecer las derivadas de los con-
troles y su expresion es:

0 (aL afj>a+caa (4.21)

Pe=Tgnit\aw Paa)op T gun

Entonces, en M; hay solucién de la ecuacion de la dinamica (4.13), pero no
sabemos si los campos vectoriales I'c son paralelos a esta subvariedad, donde
paralelo significa que cualquier trayectoria que parta de M; va a permanecer
todo el tiempo posterior en la subvariedad M;. Veremos més adelante que esta
condicién es necesaria para la consistencia de las ecuaciones. Para que esto se
cumpla, tenemos que imponer que el campo deje invariante a la subvariedad, es
decir, que aplicado a las ecuaciones que definen la subvariedad M; se anule:

Lo(9V) =0 en M, (4.22)

por lo tanto, en M :

_ Wy _ fi oL _ _
0 Folde’) = f ozt Ou® + ori Py Op;Ou” * Qubdue

— iy 0% fi B 9L N 8_L_ ij 8fi+

n P; oriou®  Oxtous oxt Pj oxt ) Ou®
ani aQL

b . —

= C (pZ duboue 8ub8u“) '

Como ya indicamos previamente, diremos que el problema es regular si la siguiente
matriz es invertible en cada punto de M;:

2 ri 2 2 (1)
Wab—< 0*f 8L> 0’H 0Pq

0 H (aL afj) OH |y O°H

bi owdut  owdus ) outdud  oud (4.23)

Si W es invertible podemos obtener C? como:

AT T oL afi\ of
b __1r7ab i ) — — Dy =
C’ = w {f (p] Oriou® axiaua> t <8Q;1 Pi oz’ ) ou? }

— WabBa,

donde W, = ¢%. En cuyo caso se tiene solucién tnica y va a existir un campo
vectorial dindamico I'¢, nico y bien definido en M, cuyas curvas integrales van a
ser trayectorias extremales de S y tangente en todo punto a la subvariedad M.
Podemos, ademés, despejar los controles de las ecuaciones qb((ll) =0, (4.14), que
nos definen la subvariedad M; en funcién de las variables (z,p) € T*P, y asi
obtenemos un "feedback” optimal 6 sintesis optimal:

u® = u(z,p), (4.24)
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con esta definicién local de los controles, la introducimos en las ecuaciones del
problema (4.3) y (4.4) y nos queda localmente un sistema en el fibrado cotan-
gente a P, T*P. En este trabajo no abordaremos problemas de Control Optimo
Singulares.

Hay una interpretacion muy interesante de la nocién de la regularidad de un
sistema de control 6ptimo basada en la nocién de singularidades de aplicaciones.
La variedad M proyecta sobre TP mediante la aplicacién de proyeccion
pri: M——T*P. La subvariedad M, definida mediante las funciones de ligadura
¢E}’, proyecta sobre T* P al restringir la aplicacion de proyeccion pry a ésta. Vamos
a denotar la restriccion de pry; a My como py, es decir, p1 = pri|a,, v la inmersion
de ésta en M como i1: M; ——= M, por tanto, p; = pry o ¢;. La subvariedad M,
hereda, por tanto, una 2-forma cerrada €2; = 77€2. Finalmente, si denotamos por
W la restriccion de W a My, tenemos (ver [De04]):

ker 2, = ker p1, = TM; N K = ker Wj.
No es dificil probar las siguientes caracterizaciones equivalentes de regularidad.

Teorema 4.2.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes [De04]:
1. El punto £ = (x,p,u) € M es regular.

det W () # 0.

TeMy N Ke = 0.

p1 es un difeomorfismo local en &.

pry es transversal a My en .

Q1 es de rango mdximo en &.

p1 define un simplectomorfismo local entre (My,) y (T*P,w,) en &.

ST B e TR R

Eziste una solucion inica maximal de la ecuacion ir§)y = dH; que pasa por

¢

9. Emiste una unica curva optimal critica a través de .

4.3. Sistemas de Control Optimo de tipo Lie-Scheffers-
Brockett.

Teorema de Lie-Scheffers

Teorema 4.3.1 Dado un sistema no autonomo de n ecuaciones diferenciales de
primer orden:
dz'

i Xzt 2" t),i=1,...,n. (4.25)




4.3. Sistemas de Control Optimo de tipo Lie-Scheffers-Brockett. 65

una condicion necesaria y suficiente para que exista un principio de superposicion
$: R = R” tal que la solucion general puede ser escrita como:

xr = @(Z’(l),...,x(m);k‘l,...,kn) (4.26)

con {x [a=1,...,m} un conjunto de soluciones particulares independientes
del sistema y ky, ..., k, un sistema de n constantes arbitrarias, es que el sistema
se puede escribir como:

dx’ , .
= 20 @)+ 20 ) (4.27)
donde Z1, ..., Z, son funciones que dependen solamente de t y £, a = 1,...,1 son
funciones de x = (2, ...,2™) tal que los r campos vectoriales en R™ dados por:
y (@ :if‘”(a:l,...,a:”)i,oz: 1.7 (4.28)
— ox?

cierran un dlgebra de Lie real de dimension r, es decir Y son linealmente
independientes y existen 3 constantes de estructura fs‘ﬂ, tales que:

[y(a)7y(,3)] _ foylﬁy(v) (4.29)
v=1

Llamaremos sistema de control de Lie-Scheffers-Brockett a la clase de problemas
de control que en coordenadas locales de estado z*, tienen la forma

T

it = Z ca(t) X5 (),

a=1

donde ademés los campos de de vectores X, = X!0/dz", satisfacen la condicion
de cierre de Lie

[Xaa Xb] = Cngca

para algunas constantes C¢,. Resulta natural utilizar este nombre ya que como
hemos indicado anteriormente esta clase de sistemas fueron considerados, obvi-
amente no como un problema de control, por Lie and Scheffers [Li84] y mucho
mas tarde por R. Brockett [Br70], [Br73b], aunque ya en el marco de la teoria de
control.

Los sistemas de Lie-Scheffers-Brockett son los ejemplos prototipo de sistemas
dinamicos sobre grupos de Lie 6 espacios homogéneos. Lie y Scheffers encontraron
que para un sistema dinamico de esta forma siempre existian principios de su-
perposicion no lineal para la composicion de soluciones de la ecuacion diferencial,
siendo la ecuacion de Riccati el ejemplo mas conocido y celebrado.
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Por otra parte, si M es un espacio homogéneo para el grupo de Lie G y
denotamos por &, una base de su algebra de Lie g, podemos considerar la familia
de campos de vectores X, inducidos sobre M por ellos. Un sistema de Brockett
sobre M es exactamente un campo vectorial

= i uq (1) X,
a=1

donde u, son las variables de control. Bajo esta forma, la teoria de control de
sistemas de Brockett sobre espacios homogéneos es una formulacion global de los
sistemas considerados por Lie and Scheffers (ver [Ca00| y la seccion §4.3 para
conocer en detalle el teorema de Lie-Scheffers y sus aplicaciones).

Sea GG un grupo de Lie actuando por la derecha sobre una variedad diferen-
ciable P. Denotaremos por g al algebra de Lie de G y por £ € g a un elemento
genérico. Entonces £p denotara el campo de vectores sobre P asociado a & por la
accion de G, es decir,

, x e P
t=0

En(a) = (- exp(—1))

Si ¢, es una base dadaen g, [£,, &) = C4 &, v X, denota el correspondiente campo
vectorial en P, esto es X, = (§,)p con la notacién anterior, tendremos que

fP = Z uaXzza
a=1

donde & = u®, vy,
[(Xo, Xp) = C5 X

Si permitimos que las coordenadas u® sobre el algebra de Lie g sean funciones
que dependan del tiempo, podriamos interpretarlas como variables de control que
controlan nuestro sistema I" := &p.

Consideraremos el sistema dinamico no auténomo sobre P definido por el
campo vectorial £p, es decir,

= Ep(x) =Y u'(t)Xi(x), (4.30)

y lo interpretaremos como la ecuacion de estado para un sistema de control.

Restringiremos la clase de los sistemas que nos interesan, introduciendo una
estructura adicional, que nos procurard una realizacion particular de las variables
de control u®. Supongamos que el grupo de Lie G actua por la izquierda sobre
una variedad diferenciable (). Asumiremos por simplicidad que la accién es propia
y libre, por tanto el espacio cociente ()/G, es una variedad diferenciable N y la
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proyeccion canodnica w: () —— N es una submersion. Por consiguiente 7 define
una fibraciéon principal sobre N con grupo estructural G.

Sea B una conexion principal sobre el fibrado principal Q(G, N), esto es B es
una g-valuada 1-forma B: T'Q) — g sobre @ tal que B({o(q)) =&, V€ € g, and
L,*B = Ad,B, g € G, donde Ad, denota la acciéon adjunta de G sobre gy L, la
accion por la izquierda de G sobre (). La restriccion de una conexion al espacio
tangente 7,() la denotamos por B,. Entonces podemos definir una aplicacion
& TQ —— g por medio de:

£(q,q) = Bq(d)v (¢,9) € T7,Q. (4.31)

Si consideramos ahora un sistema de Lie-Scheffers-Brockett de la forma,

& =¢(q q)p(x), (4.32)

diremos que esta controlado por las variables u = (¢, ¢) € TQ y la conexion B.
En coordenadas locales (¢, ¢*) sobre T'Q, la aplicacion ¢ tendré la forma:

&(q,4) = ¢'Bi(q) = ¢' B} (q)&,

y si describimos los campos de vectores X, en coordenadas locales z sobre P
como
0

Ox®’
finalmente obtendremos, para el sistema de control anterior, la expresiéon en coor-
denadas locales siguiente:

Xa = éa(x)

a

% = ¢'B(q)&: (@).

Finalmente, si L: P x T() — R es una funcién sobre P x T'(), podemos
construir el funcional objetivo

T
5= / Lz, q,d)dt, (4.33)
0

definido en un espacio apropiado de curvas sobre P x (). Restringiremos nuestra

atencion a funcionales objetivo G-invariantes, es decir, tales que L: PxTQ——R
es una funcién G-invariante sobre T'Q). Notar que G actta por la izquierda sobre
TQ por levantamiento de la accion de @ a T'Q. El espacio cociente P x TQ/G
puede ser identificado (usando una conexion) con el pull-back a T'N del fibrado
P x ad(@) donde ad( es el fibrado adjunto g-algebra de () —— N que puede ser
identificado como QX g = @ xg/G con coordenadas locales naturales (n®, n%, %),
donde n® son coordenadas locales en N y £ en g.

Finalmente, si fijamos las condiciones en los extremos

rg = x(0), zp=x(T), (4.34)
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podemos considerar el problema de control 6ptimo en el espacio de estados P
con ecuacion de control (4.32), funcional objetivo (4.33), y dichas condiciones
extremales (4.34).

Siempre y cuando la variedad () no tenga bordes, es bien sabido que si la
curva (z(t), q(t),q(t)) es un minimizador normal del problema de control 6éptimo
dado, entonces existe una extension (z(t), p(t)) de la trayectoria de estado x(t) al
espacio de coestados T™ P, que satisface las ecuaciones de Pontryagin:

. . ) 0H 0H 0OH

donde Hp es la funcion Hamiltoniana de Pontryagin,

HP(xvp; q, Q) = <p7 BQ(Q)P(‘r» - L(I7Q7Q)

En términos mas geométricos, podemos decir que los minimizadores normales son
curvas integrales del sistema presimpléctico (M, Qp, Hp) donde M = T*P x T'Q
y Qp es la forma presimpléctica obtenida por pull-back a M de la forma canoénica
simpléctica wp sobre T*P.

4.4. Un teorema de reciprocidad para problemas
de Control Optimo de Lie-Scheffers-Brockett
y sistemas Lagrangianos con simetria

4.4.1. Representacion de Clebsch de sistemas de Lie-Scheffers-
Brocket de control 6ptimo

En este capitulo establecemos que los extremales normales para el problema de
control 6ptimo presentado anteriormente pueden ser caracterizados como caminos
criticos del funcional objetivo (4.33) en el espacio de curvas €, ...(P X Q) sujeto
a la restriccion impuesta por la ecuacion (4.32) 6, alternativamente, usando una
version apropiada del teorema de los multiplicadores de Lagrange (ver Thm. 2.3.1
y Thm. 3.3.1 del capitulo anterior para los detalles) podemos considerarlos como
caminos criticos (z(t), p(t); ¢(t)) del funcional extendido

S = / (L, 4, ) + (0. — By(d)p(2))) dt (4.35)

en un espacio apropiado de curvas y(t) = (x(t),p(t),q(t)) € Quyup (T*P X Q)
con extremos fijos g, 7.

Un simple calculo nos permite escribir la densidad Lagrangiana L.: T(T*P) x
T —R del funcional (4.35), como

L(z,p,2,p,q,q) = L(z,q,4) = {p, Be(q) p(z)) + (p, &) = (4.36)
= L(z,q,4) + {J(x,p), By(q)) + (Op(z,p), 7).
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La aplicacion J: T*P—-sg* en (4.36) denota la aplicacion momento asociada
al levantamiento cotangente de la accion de G a P, (J(z,p),&) = (¢p(x), p), para
todo ¢ € g, (x,p) € T*P. La 1-forma 6p denota la 1-forma candnica de Liouville
sobre T P con expresion en coordenadas locales 0p = p,dz®.

Llamaremos al Lagrangiano LL el Lagrangiano de Clebsch para el problema de
control 6ptimo de Lie-Scheffers-Brockett.

Teorema 4.4.1 Sea xq, xr dos puntos fijos en P y qo en @), entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

i.- (Problema de Control Optimo de Lie-Scheffers-Brockett) La curva diferen-
ciable (xz(t),q(t)) es un punto critico del funcional objetivo:

Sul(z, 9)] = / L{z,q d)dt,

sobre el espacio de curvas que satisface la ecuacion & = By(¢)p(x), y x(0) =
o, 2(T) = xr, ¢(0) = qo.

ii.- (Representacion de Clebsch) Existe un levantamiento p(t) de la curva x(t)
a T*P tal que la curva diferenciable (z(t),p(t); q(t)) es un punto critico del
funcional:

S]L[(l’,p, Q)] = /0 (L(xa%CJ) + <J($?p)7BQ(q)> + <9P($7p)7$>> dt.

Demostracion. La demostracion del teorema consiste en una aplicacion directa
del teorema de los multiplicadores de Lagrange. El funcional Sy, esta definido en
el espacio de curvas de clase de Sobolev k sobre P x @), Tﬁo,mw k > 2 con extremos
fijos xo, xr (ver teorema 3.3.1). La ecuacion de control # = B,(¢)p(x) define una

subvariedad regular W en T’;;;T y aplicando el teorema de los multiplicadores de

Lagrange obtenemos que los puntos criticos de S L‘ estdn caracterizados como

W
puntos criticos del funcional Sp,. Ademés como el resultado es cierto Vk, obtenemos
la conclusion del teorema. a

4.4.2. Equivalencias entre las distintas representaciones del
problema de Lie-Scheffers-Brockett

Y ahora, reuniendo los resultados obtenidos en el Teorema 4.4.1 de la seccion
anterior y el Teorema 3.3.2 previo, podemos establecer las siguientes equivalen-
cias que resultan de las diversas representaciones del problema de Lie-Scheffers-
Brockett 6 del sistema Lagrangiano con simetria.
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Teorema 4.4.2 Dados gr € G, qo € Q, xg € P, y xp = a:ogfl € P, hay una
correspondencia uno-uno entre los puntos criticos de los siguientes funcionales
en sus correspondientes espacios de caminos.

i.- (Sistema Lagrangiano invariante) La curva q(t) € qu,Giqu(Q) es un punto
critico del funcional S, : qu,Giqu<Q) — R definido por

Suld = | Lla.dya (437)

ii.- (Sistema Lagrangiano de Clebsch) Hay una curva (x(t),p(t)) € Quyap (T*P)
tal que la curva (x(t),p(t); q(t)) es un punto critico del funcional
SL: Qugzgige (TP x Q) —=R definido por:

Sifa.piql = / L(x(t), p(t), &(t), (8); q(t), d(t))dt

= /0 (L(q,q) + (J(z,p), By(4)) + Op(x,p)(Z,p))dt.(4.38)

iii.- (Sistema de control dptimo de Lie-Scheffers-Brockett) Dados xy,xr en Py
qo en Q, la curva (z(t),q(t)) en el subespacio Qg vpqo (P X Q) definido por
la ecuacion & = By(q)p(x), es un punto critico del funcional objetivo:

Slql = /0 L(q, q)dt.

iv.- (Sistema Lagrangiano reducido de Clebsch) La curva (z(t), p(t);n(t),((t))
€ Qupar (T P) X Qg (N) x Q(g), con zp = iq_l(:z:oqh(T)), es un punto
critico del funcional S inducido por Sy, y definido por

5[w,p;n,C]=/0 (L, 1, C) + (J(2,p), C) + Op (2, p)(&,p))dt (4.39)

Corolario 4.4.1 Con la notacion anterior, las curvas criticas en Q, qor, (Q)
’ 0

del funcional accion St[q] = fOT L(q, ¢)dt del Lagrangiano L con grupo de simetria
G, estdn en correspondencia uno-uno con las curvas criticas del problema de
control optimo de Lie-Scheffers-Brockett definidas por la ecuacion de control x =
B,(q)p(z) y el funcional objetivo S con extremos xo,xr y T = Togy', qr =

gran(T).



Capitulo 5

Estructuras de Dirac y la Teoria de
Control Optimo

Recientemente se ha comenzado a explorar el uso de diversas estructuras ge-
ométricas para obtener una comprension més profunda de diversos problemas
dindmicos y del calculo de variaciones. Una via consiste en utilizar la nociéon de
algebroide (ver por ejemplo E. Martinez [Mr04|) y estrechamente relacionado con
la nocién de algebroide se ofrece el uso de estructuras de Dirac. En un reciente con-
junto de articulos Yoshimura y Marsden [Yo07a|, [Yo09], han presentado diversas
ideas para el estudio de la reduccion de sistemas Lagrangianos ¢ Hamiltonianos
implicitos utilizando estructuras de Dirac. En este capitulo aplicaremos este pun-
to de vista al problema de la reducciéon de un problema de control 6éptimo con
simetria.

5.1. Estructuras de Dirac

En esta seccién discutiremos la reduccion de Lie-Dirac de una estructura de
Dirac sobre el fibrado cotangente T*M de cierta variedad diferenciable M.

Recordemos primero la definicién de una estructura de Dirac sobre un espacio
vectorial V. Sea V* el espacio dual de V', y (-,-) el pairing natural entre V' y V*.
Definimos el pairing simétrico ((-,-)) sobre V' & V* por:

{({(v, @), (0,0))) = (a,0) + (& v),

para (v,a), (0,&) € V @& V*. Una estructura de Dirac sobre V' es un subespacio
D CV @V*tal que D = D+, donde D+ es el ortogonal de D relativo al pairing
(-, )).

Ahora sea M una variedad dada y sea T'M @&T*M el fibrado suma de Whitney
sobre M es decir el fibrado sobre la base M y con fibra sobre el punto m € M igual
a T, M xTxM. En esta memoria llamaremos a un subfibrado D C TM & T*M
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una estructura de Dirac fibrada sobre M cuando es una estructura de Dirac en
el sentido de espacios vectoriales en cada punto m € M.

Una 2-forma dada €2 sobre M junto con una distribuciéon A C T'M sobre M
determina una estructura de Dirac sobre M como sigue: sea m € M, y definimos

D(m) = {(vm, am) € T, M XT M vy, € A(m), i (win) = QA (Vmy win), YVw, € A(m)}

donde QA es la restricciéon de 2 a A.
Diremos que una estructura de Dirac es integrable si la condicion

(£x,00,X3) + (£x,0a3, X1) + (£x,00,X5) =0,

es satisfecha para todas las parejas de vectores y 1-formas (X1, 1), (X, a9)
y (X3, a3) que toman valores en D, donde £ x denota la derivada de Lie a lo largo
del campo vectorial X sobre M. En el conjunto de secciones del fibrado D, I'(D),
podemos introducir un corchete siguiendo la definicion de Courant [Co90|. Asi, si
(X, a),(Y,B) € D, se define

[0, ), (¥ 9)]) = (1. Y], L — Ly + Zd(3(X) — a(¥))).
Se puede comprobar que son equivalentes la anterior nociéon de integrabilidad y
que la distribucién D sea integrable respecto al corchete de Courant, es decir,
[T(D), L(D)]] € T(D).

Una de las mas importantes e interesantes estructuras de Dirac en mecani-
ca es la inducida por ligaduras cinematicas no holénomas junto a la estructura
(pre)simpléctica definida por un lagrangiano. Tales ligaduras estan generalmente
dadas por una distribucion sobre una variedad de configuraciéon

Sea M una variedad de configuraciéon. Sea T'M el fibrado tangente y T*M el
fibrado cotangente. Sea Ay, C T'M una distribuciéon regular sobre M y definimos
una distribucién levantada sobre T* M por

Areyr = (Tra) Y (Ay) C TT*M.

donde 7y, : T*M —— M es la proyecciéon canédnica luego su tangente sera
Try: TT*M ——=TM. Sea () la 2-forma candénica sobre T*M . La estructura de
Dirac inducida Da,, sobre T* M, es el subfibrado de TT*M & T*T*M, cuya fibra

es dada para cada p,, € T*M como:

DAJW (pm) - {(vpm’ apm) S Tme*M X T;mT*M|Upm S AT*M(pm)7

ap’m (wpm) = Q(pm)(vpm’wpm)7vam € AT*M(pm)}

Discutiremos la apariciéon de dicho concepto en problemas de control éptimo mas
a delante.
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5.1.1. La estructura de Dirac de un problema de control
optimo

Después del marco presimpléctico de los problemas de control 6ptimo iremos
un paso mas alld y describiremos su geometria usando la nociéon de estructuras
de Dirac.

Hay dos maneras de introducir una estructura de Dirac asociada a un problema
de control 6ptimo. Por un lado podemos considerar el espacio de Pontryagin (6
fibrado de Pontryagin) M = T*P x p C' de un problema de control, equipado con
su estructura presimpléctica natural 2. Dicha estructura presimpléctica define,
como indicamos en la secciéon 5.1, una estructura de Dirac Do C TM ®T*M. De
hecho podemos escribir explicitamente:

DQ(LPa U) = {(U;va Up, Uu;pxappapu) S Tz,p,uM S% T;,p7uM |
| Vo = PpiVp = —Paipu = 0.}
La dindmica definida por dicha estructura de Dirac es simplemente (X, dH) € Dq

donde H es el Hamiltoniano de Pontryagin en M. Podemos por tanto concluir
con la proposicion-definicion:

Proposicion 5.1.1 Consideremos el problema de control dptimo definido en el

fibrado de controles C' —"~ P con ecuacién de control T y densidad Lagrangiana
L: C——=R, entonces hay una estructura de Dirac canonica sobre M = T*P xpC
dada por Dq donde ) es la estructura presimpléctica canonica sobre M. Ademds si
H(z,p,u) = (p,T'(z,u))— L(x,u) define el Hamiltoniano de Pontryagin, entonces
la dinamica definida por Do y dH describe las curvas extremales para el problema
de control optimo.

(X, dH) € Dq

Hay, sin embargo otra manera de proporcionar una descripcion en términos de
estructuras de Dirac de un sistema de control 6ptimo. Podemos inspirarmos para
ello en la descripcion de Marsden y Yoshimura [Yo09| de un sistema lagrangiano
implicito. Por tanto denominaremos esta descripcion como descripcion implicita
de problemas de control 6ptimo en términos de estructuras de Dirac.

M —=T(T"P) M5 7ep
N ~
TT* p =
TP P

Consideraremos la estructura de Dirac canonica Dp C T(T*P)®T*(T* P) definida
por la estructura simpléctica canénica wp en T* P. La dindmica del sistema estara

descrita por un campo vectorial X a lo largo de la aplicacién canénica pp: M =
T*P xp C ——=T*P, esto es, X: M —=T(T*P) tal que 7p+p 0 X = pp, 0
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en términos de los puntos de los espacios involucrados, si (z,p,u) € M, entonces
X(z,p,u) € T, ,(T*P). El hamiltoniano de Pontryagin H: M ——=R, nos permite
definir dH, pero podemos tomar la restriccion de dH al subespacio T'M;, donde
11: M;——M es la subvariedad definida por las condiciones ¢, = gTIi = (0. Notese
que i1, : T'My — TM permite considerar de manera natural la restriccion de dH
a T'M;. Por lo tanto la formulacién de Dirac implicita del problema de control
optimo (I', L, C) estara dada por las ecuaciones:

(X, dH( € Dp en M,

TMl)

6, mas explicitamente, si (x,p,u) € M, entonces

T My

(X(x,p, u),dH(z,p, u)‘ ) € Dp(x,p), Y(z,p,u) € M;.

Notese que si tomamos el pull-back de la estructura de Dirac Dp a lo largo de la
aplicacion pp recuperaremos la descripcion presimpléctica anterior.

5.1.2. Simetrias y Sistemas de Control Optimo

Estudiaremos la reduccion de sistemas de control 6ptimo con simetria desde el
punto de vista de la reducciéon del problema variacional que los definen. Para ello
comenzaremos precisando la nociéon de simetria de un problema de control éptimo.
Sea G un grupo de Lie actuando sobre el fibrado de controles C'. Asumiremos que
la accién de G en C' desciende a una acciéon de G en P. Denotaremos la accion
de Gen C por ¥V :GxC — Cylaaccion de Gen P por & : Gx P — P.
Por tanto tendremos que 7w o W, = &, o7, Vg € G donde ®,(x) = ®(g,2) y
U (z,u) = V(g (z,u)), Vg € G, (r,u) € C. 6 en otras palabras, el siguiente
diagrama es conmutativo.

7 7
C——C

C——C
L) |
P? TPTQ:TP

El sistema de control (C' — P,T', L) se dira que es G-invariante, 6 que tiene
G como grupo de simetrias, si verifica que tanto la ecuaciéon de control I' como el
Lagrangiano L son invariantes con respecto a la accién de G, esto es:

1. L(gz,gu) = L(x,u), ¥(z,u) € C, Vg € G,

2. Td,0oT =T oV, VgeQq,
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Noétese en primer lugar que la accién del grupo G se levanta naturalmente tanto

a TP como T™ P respectivamente. Denotaremos dichas acciones por g-v = T'®,(v)

yg-p=T%,.(p), Vo€ TP, pe TP, g € G. Por lo tanto el grupo G también
actuara sobre el fibrado de Pontryagin M =T*P xp C' a través de:
g (z,p,u) = (gz, gp, gu) = (Py(x), TP ,(p), Vgu(u))

Segundo, observamos que el marco presimpléctico del sistema de control es
también G-invariante y el grupo G es representado (pre)simplécticamente sobre
tal sistema.

Proposicion 5.1.2 El grupo G actia (pre)simplécticamente sobre (M,Q, H).
Ademds, hay una aplicacion momento Jy : M — g* tal que:

donde £ € g y &y es el campo vectorial de killing definido por la accion de G en
M asociada a &.

Demostracion. Primero comprobamos que H(z,p,u) = H(gx, gp, gu), Vg € G

H(gz, gp, gu) = (gp.I' (9, gu)) — L(gz, gu) =
=(T®; 1 ,.(p), TPy .I'(2,u)) — L(z,u) = (p,I'(z,u)) — L(z,u) = H(z,p,u).
Ahora verificamos que ¢*€2 = €. De hecho, como el siguiente diagrama conmuta:

g

M M
Ppi J/PP
T*P—5>T*P

ya que es facil comprobar las siguientes igualdades

pp o g(@,p,u) = pp(gz, gp, gu) = (9, 9p) = g(x,p) = g ° pp(z,p, u)
y por tanto, obtenemos
9" Q= g"ppwp = (pp © g)'wp = (g 0 pp)'wp = pp(g'wp) = ppwp = (L.
Ahora comprobemos que la aplicacién Jy = ppJp : M — g*, donde

Jp : T*P — g* es la aplicacion momento canoénica definida por la acciéon cotan-
gente del grupo de Lie G en T*P. La aplicacion Jp esta definida como sigue:

(Jp(z,p), &) = (p,&p(x)), V(z,p) € T*P,
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donde £p denota el campo vectorial de killing definido por la acciéon de G en

@ (eap(sg) - 7) |oco).

P, (recordemos que {p(z) = I

Ahora obtenemos

ZEM ( ) (gMa ) = p}gwp<€M7 ) = WP(pP*gM,pP*-) = wP(fT*P,pP*-) =
= 2:§T*pWP O Ppyx = d<JP>€> CPpy = pP*d<JP7€> = d<p73‘]P7€> = d(JM,€>

Notar que la aplicacion Jy, es K-invariante, donde K = Ker(£2), por construc-
cion.
O
Como establecimos anteriormente, el problema que estamos enfrentando con-
siste en la explotacion de las simetrias del problema para conseguir simplificar-
lo. Un modo de hacerlo es reducir el sistema deshaciéndonos de los grados "re-
dundantes” de libertad del problema. Esto podria hacerse de varios modos. El
primero y mas obvio seria reducir el sistema presimpléctico (M, Q, H) usando
reduccion (pre)simpléctica. Sin embargo, preferiremos reducir el principio vari-
cional de Lagrange-Pontryagin equivalente a (M, 2, H), por mantener el formal-
ismo variacional que indicamos al inicio de la memoria.

5.1.3. Reduccién de Lie-Dirac de sistemas presimplécticos.

Consideremos un sistema hamiltoniano presimpléctico (M, 2, H). Supong-
amos que la distribucion K = Ker 2 es regular y el espacio de hojas de la
foliacion R definida por K es una variedad M/K = M tal que la proyeccion
p: M —— M/K es una submersion. Supongamos que G es un grupo de Lie ac-
tuando a izquierda en M tal que H es G-invariante, y con aplicaciéon momento
J: M ——g*, esto es, {yra Q= dJe con Je(x) = (J(2),§), V€ € g.

Observemos en primer lugar que la distribuciéon K es G-invariante, es decir
9«2 € K, VZ € K. De hecho Q(g.2,Y) = (¢ (Z, g« 1Y) = QUZ, 9. 1Y) = 0.
Por tanto la accion de G pasa al cociente M /K. Por otro lado la forma presim-
pléctica Q desciende a M/K y define una forma simpléctica Q en M = M/K.
Notemos finalmente que la aplicaciéon momento satisface £7J = 0, V& € gy
VZ e K.

De hecho (dJe, Z) = iz i¢,, 2 = 0, VZ € K, § € g. La aplicacion J¢ induce
una aplicacion Jg en M. Es facil comprobar que J: M — g*, definida por
(J(x),€) = Je(x) es la aplicacion momento de la accion de G en M.

En efecto, si denotamos por ;; el campo asociado a £ en M, entonces
P& = &7. Por tanto

(i QY) = Qpar,Y) = (0°Q)(éar, Y) = Qéar, Y)op = (dJe, Y)op = (dJe, ),

donde Y es cualquier campo vectorial en M proyectable tal que p,Y = Y. Hemos
probado asi que:
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Proposicion 5.1.3 Sea un sistema hamiltoniano presimpléctico (M,Q, H) y G
un grupo de Lie actuando en M tal que la accion es hamiltoniana con apli-
cacion momento J: M —= g* y H es G-invariante. Si el espacio cociente M
de la distribucion caracteristica de §2 es una variedad diferenciable y la proyec-
cion candnica p: M—=M es una submersion, entonces el sistema hamiltoniano
presimpléctico induce un G-sistema hamiltoniano (M,Q,H) con aplicacion mo-
mento J: M —g*, inducida por la aplicacion momento J.

La conclusion de la pequena proposiciéon anterior implica que podemos pro-
ceder a la reduccion de la variedad presimpléctica (M, Q, H) bien reduciendo
directamente los niveles de la aplicacion momento y obteniendo de esa man-
era espacios presimplécticos reducidos, 6 cocientando directamente la distribu-
cion caracteristica de €2 y procediendo a la reduccion simpléctica ordinaria a la
Marsden-Weinstein del correspondiente espacio de hojas. Asi tenemos:

Proposicién 5.1.4 En las mismas condiciones de la proposicion anterior. Sea
un G-espacio presimpléctico hamiltoniano (M,Q, H,G,J). Si i € g* es un valor
regular de la aplicacion momento J y el grupo de isotropia G, de p bajo la ac-
cion coadjunta actia libre y propiamente en J~1(u), entonces el espacio cociente
J Y w)/G, = M, hereda una estructura presimpléctica Q,,. La distribucion

caracteristica K, de 1, es el cociente respecto a la accion de G, de la restriccion
de la distribucion caracteristica de 2 a J~1(p). Ademds el espacio cociente M, /K,
es simplécticamente isomorfo al espacio simpléctico reducido j_l(u)/Gu = Mu

obtenido por reduccion simpléctica de Marsden- Weinstein de (M, Q) con respecto
a .

J (1) J () M—=M=M/K
WH\L ) lfru ) \ lj
JH ) /G = MMTJ_I(M)/GM = M, g

El esquema de reducciéon presimpléctica anterior tiene su analogo en términos
de estructuras de Dirac. Dado que Do C T'M & T*M, y dado que la accion de
G en M se levanta de manera canoénica tanto a T'M como a T*M, es inmediato
comprobar que la estructura de Dirac Dg, es G-invariante, esto es, si (X, «) € Dq,
entonces (¢.X,g.a) € Dgq, donde g.X y g.a denota el levantamiento natural de
la accion de G a T'M y T* M respectivamente. La prueba es simple. En efecto, si
(X, @) € Dq, entonces Q(X,Y) = (o,Y), VY € TM y por tanto (¢*Q)(X,Y) =
g {(a,Y) = (g7 e, gY'). Por otro lado, (¢*Q)(X,Y) = Q(¢. X, 9.Y) = Q(9.X,9.Y)
y por tanto (¢.X,g.Y) € Dq.

Si denotamos por [Dg|g el cociente del subfibrado Dg por la acciéon de G, es
decir, [Dgle = D/G, que sera un fibrado sobre M/G. Tendremos que [Dgls C
TM/G @& T*M/G sera una estructura de Dirac fibrada, llamada reduccion de
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Lie-Dirac de Dg. Dado que TM/G 2 T(M/G)® gy T*M/G = T*(M/G) @ ¢,
tendremos que [Dglg CT(M/G) & T*(M/G) ®g& §".

Por otro lado si denotamos como anteriormente M /K = M, entonces podemos
considerar la estructura de Dirac sobre M asociada a Q, esto es D¢ C TM&T*M.
La aplicacion p: M —= M induce una aplicacion Tp: TM —>TM entonces D
es el pull-back a lo largo de T'p de Dg. En efecto utilizando la notacion en [Yo09),
si denotamos por BTp(Dg) = {(X pra) € TM & T*M| (p.X,a&) € Dg} se ve
inmediatamente que BTp(Dg) = Dg. También denotaremos la relacion indicando
que Do /K = Dg ya que K = KerTp. También diremos que la estructura de Dirac
presimpléctica Dg "proyecta'sobre la estructura de Dirac presimpléctica Dg.

Finalmente observamos que la reduccion de Lie-Dirac de la estructura Dg
proporciona otra estructura fibrada de Dirac [Dglg sobre T'(M /G), esto es:

[Dglg = Dg/G C T(M)G) & T*(M/G) &g g".

La aplicacion p: M — M induce una aplicacion pg: M/G — M/G. Se
obtiene facilmente que Bpg[Dgla = [Dala, 6 dicho en otras palabras, la reduccion
de Lie-Dirac de la estructura de Dirac definida por la forma simpléctica €2 es el
pull-back de la reducciéon de Lie-Dirac de la estructura de Dirac definida por la
forma simpléctica 2, 6 todavia de otra forma: la estructura de Dirac fibrada [Dg]¢
"proyecta’ a la estructura de Dirac fibrada [Dg]e.

Podemos aplicar todas estas ideas al sistema presimpléctico definido por un
problema de control 6ptimo M = T*P x,,C como veremos en la siguiente seccion.

5.1.4. Reduccién de la estructura de Dirac Dg de un pro-
blema de Control Optimo

Alternativamente, podemos proceder a la reduccion de la estructura de Dirac
definida por la forma presimpléctica 2. Dado que Do C T'M & T*M, podemos
por tanto proceder a la reduccion de Dg considerando el espacio cociente Dq /G
que sera un subfibrado de (TM & T*M)/G = TM/G & T*M/G. Esta reduccion
propuesta por Marsden y Yoshimura la denominaremos reducciéon de Lie-Dirac
de Dq y la denotaremos por [Dglg, es decir [Dg|g := Dq/G.

Para proceder al célculo de Dq /G, supondremos que el grupo G actia libre
y propiamente en P, esto es, que P — P/G es un fibrado principal con grupo
estructural GG. Supondremos también por simplicidad y sin merma de generalidad,
que el fibrado de control C' . Pesel pullback a P de un fibrado asociado

a P s P/G con fibra standard U, esto es tenemos una accién de G en el
espacio lineal (6 afin) U y consideramos el fibrado sobre P/G definido por P x
U/G = P x¢ U. Denotaremos tal fibrado por U como en ocasiones anteriores.
Asi se tiene que C' = WTU aunque abusaremos de la notaciéon denotando por
U los diversos pull-backs de dicho fibrado. Un sencillo calculo nos muestra que
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TM/G = T(T*P x U)/G = TT*(P/G) & (g7 & U) x (UaV)y T"M/G =

T<T*P x U)/G = T*T*(P/G)® (§® U) x (U*® V™).
Por tanto

[Dole C TT*(P/G) @ T*T*(P/G) @ (g @ U) x (U U eV a V).

Es facil probar que la proyeccion de [Dglq a lo largo del fibrado U @ U*, proyecta
sobre la reduccion cotangente de la estructura de Dirac canénica sobre T* P dado
que los factores U y U* no aparecen en la definicion de Q. Denotaremos tal
proyeccion por I1: [Dqlg — [Dr+plg, con

[Drple C TT*(P/G) @ T*T*(P/G) @ (§° x (V& V™)),
la estructura de Dirac cotangente reducida. Notese finalmente que:
[DT*P]G = {(vaza K502, Up, s T2y T, 5 &, Uy Olg, avu) |

|<7TZ7 5Z> + <5pza 7sz> + <Oé§, §> + <05”UM7 U,u) - [Q]G (z,pz,1t) (vm Up., 57 Uu)(527 5])27 57 6:“’)7
V(62,6p.,&,0p) € Tiop)T*(P/G) x V}.

5.1.5. Descripcion de los fibrados reducidos

Para hacer esto necesitaremos describir varios fibrados reducidos que destacaran
a lo largo del proceso. Notar que el principio variacional de Lagrange-Pontryagin

S(z, p,u) = /0 [L(z,u) + (p, & — T'(z,u))]dt

es definido sobre las curvas y(t) = (z(t), p(t), u(t)) sobre el fibrado de Pontryagin
M, por tanto el problema reducido estaréa definido sobre el espacio decurvas sobre
el espacio cociente M /G. Primero, describiremos este espacio de un modo conve-
niente. Asumiremos por simplicidad que G actua libre y propiamente sobre P, es
decir P—— P/G es un G-fibrado principal sobre la variedad P/G.

La mayoria de estas reducciones ya han sido discutidas en la literatura, por
ejemplo:

i. El fibrado cotangente reducido T*P/G 6 el espacio de Weinstein [We78|. El
espacio T P/G tiene una estructura de fibrado canénica sobre 7%(P/G). La
proyeccion 7p : T*P/G — T*(P/G) es definida como:
wp([z,pl) = [2] =G -z,

Si denotamos por g — P/G el fibrado asociado a P — P/G con fibra g y
accion de G la accion adjunta, es decir g = P X¢ g, v 9(,&) = (gz, Ady€),
V(z,€&) € P x g. El fibrado adjunto P es también denotado como:
AdP=g=P x¢gg.
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Similarmente definiremos el fibrado coadjunto g* = Ad*P = P X g*, que
es el fibrado asociado a P — P/G con respecto a la accion coadjunta de
G sobre g*. Por tanto g(z,u) = (gz, Ad,-.p), (9.4) € P X g", g € G.
El fibrado T*P/G — T*(P/G) es el pull-back del fibrado coadjunto g a
T*(P/G) a lo largo de la proyeccion mp/g : T*(P/G) — P/G. Con algin
ligero abuso de notacion lo denotaremos por T*(P/G) & g*.

Los elementos sobre T*P/G se denotaran por [z,p] = (z,p., ) donde
(z,p.) € T*(P/G) y 2%, a = 1,...,m son coordenadas locales sobre P/G,y

peg

ii. El fibrado TP/G = T(P/G) & g puede ser identificado con el pull-back
a T(P/G) del fibrado adjunto g — P/G, y otra vez con un ligero abuso
de notacion lo llamaremos T'(P/G) @ g. Sus elementos seran de la forma

[z,v.] = (2,v,,() con (z,v,) € T(P/G)y C € g.

Si escogemos una conexion principal A sobre P — P/G, entonces tenemos
una identificacion explicita de T'(P/G)@g y T P/G. La aplicacion dada por:

a:TP/G —T(P/G)®§, alz,v,]) = (Tps(vs), As(vs))

donde T'p, : T,P — T¢..(P/G) es la aplicacion tangente de la proyeccion
p : P — P/G. El dual de esta aplicacion nos permite también hacer la
identificacion T*P/G = T*(P/G) @ g".

iii. El fibrado de control reducido C/G. El fibrado 7 : C/G — P/G estara
definido por el push-forward del fibrado C a lo largo de la proyeccion p.
Notar que la aplicacion 7 : C/G — P/G dada por 7([x,u]) = [z] esta bien
definida 77 ![z] = 7~ !(z) gracias a las aplicaciones 3, : 7~ (z) — 7 '[z],
Bo(u) = [z,u] y 7o + 77 z] — 771 (2), Y([z,u]) = (z,u). Por lo tanto,

B © Yz = idr-1(y).Los elementos sobre C' = C/G seran de la forma [z, u] =
(z,u) con z € P/G.

iv. El fibrado reducido de Pontryagin M/G = (T*P xp C)/G. El espacio co-
ciente M /G es entonces un fibrado sobre P/G, y puede ser identificado con
el fibrado T*(P/G) @ g* @ C sobre P/G. Entonces los elementos de fibrado
reducido de Pontryagin serdn de la forma: [z,p,u] = ((z,p.), p, u) donde

(2,p.) € T*(P/G), pe g yueC.

5.1.6. El principio variacional reducido de Lagrange-Pontryagin

Ahora podemos escribir la forma explicita del principio variacional reducido
de Lagrange-Pontryagin. La invarianza del lagrangiano L nos permite definir la
funcion [ : C' — R, esto es, L(z,u) = l([z,u]) = (z,u), (z,u) € C.

_ El campo vectorial dindmico I' toma la forma I'(x, u) = I'(z, u) ©7(2, u) donde
[(z,u) € T(P/G) y 4(z,u) € g. De hecho, T,P = T,(P/G) ® TG, por lo tanto
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[(xz,u) € T,P se descompone como un elemento de T,(P/G) y otro elemento
en g. Notar que si y(x,u) = A,(I'(z,u)) donde A es una conexiéon principal en
P, entonces v(gr, gu) = Ag.([(g97,gu)) = Ag(g:I'(v,u)) = (L;A)(T(z,u)) =
Ady(A,(T(z,u)) = Adyy(x,u), entonces ¥(z,u) = [y(z,u)]. Podemos describir
entonces la densidad L(x, u, p) = L(x,u)+(p, & —T'(x,u)) del principio variacional
de Lagrange-Pontryagin como:

L(z,u,p) = U(z,u) + (ps, 2 — f(zuu)> + (1, ¢ = (2, u))

donde otra vez hemos usado T*P = T*(P/G) @ T*G. Luego (x,p) = (z,p., g, 1t)
yi=(%¢) eT(P/G)&g

Observaciones

En lo que sigue vamos a establecer muchas notaciones e identidades para 7'P
y T*P. Hemos demostrado que T'P/G = T'(P/G) @ g como un fibrado sobre P/G.
Ademés como G actta libremente sobre P, también actta libremente sobre TP y
TP — TP/G es un fibrado principal con fibra G. Ademés también es un fibrado
principal con fibra T'G. Podemos verlo en dos pasos:

1. Consideramos la aplicacion T, : TP — T(P/G), la aplicacion tangente de
la proyeccion canonica p : P — P/G. Mapea (z,v,) € TP en (z,v,) donde
Vy = U, + V4.

TP —LT(P/G)
Tpl \LTP/G
pP——5—>P/G

2. Consideramos el grupo de Lie T'G. Podemos usar traslaciones a izquierdas
para escribirlo como G X g. Entonces la identificacion natural es

(g,vg) (g f) donde g L 1)97 (g,Ug) S TG
Recordemos que la ley de composiciéon natural de TG es
(g,vg).(h,vn) = (g.h, vg.v) donde vy.v, = —g(t).h(t)|i=0 ¥ respectivamente

d d

dt

Vg = @g(t)lt:o, U = Eh(t)h:o.
Ahora
 d d -1
Lhvyn = Ly g0l = L (0.0 g(OR(1) o =

d 1471 d 4 g -1
= dth g()h(t)]i=o = dt(h g(t)h) (R~ h(t))|=0 = Adn§ + ¢,

con & = Ltvgy ¢ = Ly o
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Luego (g,€)-(h, ¢) = (g.h, Ady&+C), ¥(g,€), (h,¢) € G x g. Hay una accion
natural de T'G en T'P dada como:

d

(9,02 v) = (90,

tg(t)$<t) li=0) € Ty P.

d d
Notar que —g(t)z(t)lizo = —9(t)g™ g(t)li=0 = (Ads€)p(g92) + g-ve 6 en
otras palabras:

(9,€)-(z,v2) = (9.7, gvs + (Adg€) p(g.7))

Por tanto el principio variacional reducido de Lagrange-Pontryagin esta
definido sobre un espacio de curvas en M /G, sin embargo estas curvas estéan
directamente relacionadas con curvas en M, luego las variaciones de tales
curvas no son completamente independientes.

Esto es causado por la anterior discusion donde obtuvimos que el cociente
M/G = T*PxgC = T*(P/G)®g*®C con elementos de la forma (z, p., 11, u)
y variaciones 0z, 0p,, 0p, du. Notar que 0z(0) = 0 = 0z(T), ya que las curvas
x(t) proyectan a curvas z(t) € P/G y x(0) = zg, x(T) = xr. Luego 2(0) =
p(xo) y 2(T) = p(xr).

Ademés, dada una conexion principal A en P, podemos siempre escribir
x(t) = g(t)2"(t) donde 2" (t) es la tinica curva horizontal sobre P comenzan-
do en zy y proyectandose sobre z(t) = p(z(t)). Por tanto zo = g(0)z,(0) =
g(0)xo, entonces g(0) = e y similarmente g(7') = e. Cuando escribimos
Svgti f(g)(t)l‘h () +9(t)a"(t) = g(t)g~ " (t)g(t)a" (t)+g(t)a"(t) = C(t)p(x(t))+
g(t)z"(t).

Por tanto usando la identificacion T, P = T,(P/G) & g, proporcionada por
i = (2,¢), donde & = i + i, p.a" = 2, i¥ = (p(x), ( € g obtenemos
que la curva ((t) € g corresponde a la componente vertical de la curva @(t).
Ademas ((t) = g(t)g'(t), luego:

6C =049 "+ gdg7 = 8g97" — gg 699" = 099" — g g1 — (g9t =
1

=699~ + g9 g9~ — Cogg™" =1+ [n, (]

y las variaciones de la curva £(t) tendran la forma:

6C=n+Mnceg

para un arbitrario 7(t) € g
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5.1.7. El principio del Maximo de Pontryagin Reducido

Las ecuaciones de Euler-Lagrange definidas por el principio variacional re-
ducido de Lagrange-Pontryagin nos proporcionaré las condiciones diferenciales
del PMP para el sistema reducido. Podemos calcularlas entonces de:

So — / 1(z0) + (P — Tz ) + (o1, € — (2, w)dt

Por tanto:
Tar. ol - d_ 9r_ or

oy Oy Mo or oy /T ol  dr Oy
o€ (9252 8u5u>]dt_/0 (82 b=, P Maz)ézdt+ 0 (8u P=ou Fou

T B T T
n / (6pe. 5 — Pz, u))dt + / (65116 — (= w))dt + psSe|] + / )+ [, €]t

El altimo término da:

/0 (1) + [, €Vt = / i) + o [ €Dt + ()T =

- / (o, ) + {adzps, Ve + ()| = / (ot adzp,mydt + (u, )T

Ahora, fijando las condiciones frontera para 7(t):

Concluimos:

) .
2 =T(z,u),
. __0H _oL_or 0y
b=, T " 9.7 Moy
/l = _adzlua (51>
527(27'“)7
oH _ ol _or 0y _ .

L Ju  Ou 8upz M@u -

donde el Hamiltoniano reducido de Pontryagin h : M/G — R es definido como:

h(z, pzsu, p) = <pzuf(27u)> + (1, v(2u)) — (2, u) (5.2)
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Por tanto las ecuaciones reducidas anteriores (5.1) pueden ser escritas también
como ecuaciones de Hamilton-Poisson:

(. Oh
°T op.
. __Oh
pZ - 8,2,
it = —adzp, (5.3)
oh
5_ a_u’
oh
l 50 "

6 pueden ser escritas como ecuaciones de Lagrange-Poincaré como en [Yo09).

5.2. Reduccién de Lie-Dirac y el Principio del Max-
imo de Pontryagin reducido

En la seccién §5.1.7 obtuvimos las ecuaciones del Principio del Méaximo de
Pontryagin reducido para un sistema de Control Optimo con simetria, a base de
calcular la diferencial de la reduccion del principio de Hamilton-Pontryagin. Por
otro lado en las secciones anteriores, mostramos cémo un problema de control 6p-
timo podia describirse de dos maneras distintas a través de estructuras de Dirac:
como un problema presimpléctico 6 como un problema implicito con estructura
de Dirac D7+p = Dp. Vimos también que ambas estructuras de Dirac se hallan
relacionadas entre si, siendo la segunda una proyeccion de la primera. Finalmente
también vimos que en presencia de simetria podemos reducir ambas estructuras
de Dirac y las correspondientes estructuras de Dirac reducidas se hallan de nuevo
relacionadas por proyeccion. Asi [Dqlg v [Dp|c son tales que [Dpq es la proyec-
cion de [Dg)g con respecto a V @ V*. La estructura de Dirac reducida [Dplg
no es mas que la reduccion de Lie-Dirac de la estructura de Dirac cotangente en
T*P. Por tanto si denotamos por Hg el Hamiltoniamo de Pontryagin inducido en
M/G = T*(P/G)@®g§ U el espacio cociente del fibrado de Pontryagin, tendremos
que la subvariedad M; = {2% = 0} proyecta a la subvariedad [M;]¢ = {%ZIS =0}
y M, /G = [M]g. Por lo tanto definiremos la ecuacion implicita de Pontryagin a
la dinamica definida por la ecuaacion:

zy My €D y Pz R 5.4
o B 0) € Delaepan). G

([X]G<Zap27 1, U’)> [dHG]

(z,p.) € T*(P/G), ue€ g
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Las ecuaciones asi obtenidas coinciden con las ecuacioens reducidas del Principio
del Maximo de Pontryagin obtenidas anteriormente.

Teorema 5.2.1 Dado un sistema de control dptimo regular (L,T',C — P)con

grupo de sitmetria G; las ecuaciones del Principio del Mdzimo de Pontryagin re-

ducido obtenidas como reduccion del principio variacional de Hamilton-Pontryagin,
coinciden con las ecuaciones de la reduccion de Lie-Dirac de las ecuaciones de la

descripcion de Dirac implicita del problema de control optimo, ecuaciones 5.4.

Demostracion. La demostracion del teorema se apoya en la descripcion de la
reduccion de Lie-Dirac de la estructura de Dirac cotangente Dp obtenida en
[Yo09]. Utilizaremos dicho resultado sin probarlo de nuevo. Asi obtenemos que
la estructura [Dplg para cada (z,p.;u) € T*(P/G) @ g* tiene la forma (Prop. 4
[Yo09)]):

[Dpla(z,pss i) = {(vzvvpz§f7vu)’ (Wz77rpz?a£7o‘vu) S T(zpz)T*(P/G) x V@

@T(Z’pz)T*(P/G)Xf/* | v, =T, Up AT = —Fa(vs,.), § = qu,, vutag = adiu}.

Entonces si denotamos [X]¢ como el campo vectorial reducido tal que para cada
curva (z(t), p.(t); u(t),u(t)) € T*(P/G) ® g* ® U, toma el valor

Ldz(t) Dp-(t)

[X]G(Z(t)apz(t); :u(t>’ U(t)) = (Z(t)apz<t)7 U’(t>’ 77 T7 M<t>7 §(t>7

Du(t))
Dt

y teniendo en cuenta que [dH|s = dHg restringido a T'[M]¢ = T'(M,/G) tiene

la forma:
oh Oh Oh

dH = P2 2N i~ R R
[ ]G T[Mi]a <Z7p Ho 0z apz alu )

y finalmente:

((dz _ Oh
dt  Op,’
Dp.  0Oh
e - R,
(5.5)
Du y
Dr e
Ooh
=5
\ H
: oh
junto con — = 0.
ou
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Dirac structures for optimal control problems

Presymplectic picture

Do C T(T*P xp C) & T*(T*P xp C)

(X,de) € Dq

Implicit lagrangian picture

Dp CTT*P & T*T*P

(X, dHp |TM1) € Dp

\ Pontryagin bundle /

M=T"PxpC

Hamilton-Pontryagin
Variational principle

5S:6/0 ({p,2) — Hp(x,p,u))dt =0

Reduction

l

Lagrange-Pontryagin
Variational principle

dS = 5/0 (L(x,u) = (p,& = T(x,u))dt =0

Reduction

Reduced Pontryagin bundle
M/G=T*(P/G)®g ®U

Reduced Hamilton-Dirac equations

((X]e, [dHpc) € [Dalc

\

Reduced implicit Pontryagin-Dirac equations

((Xla,[dHP]G |irans) € [Dpla

/

dz oh  Dp,
dt ~  Op, dt
O D
o op  dt
oh
%—0

- —adgu,

_ _% —{p, Fa(vz, ")),

Reduced cotangent bundle Dirac structure

[Dple € TT*(P/G) & T*T*(P/G) & (g* < (V@ f/*))

Figura 5.1: Reduction of Dirac structures for optimal control problems



Capitulo 6

Aplicaciones y ejemplos.

6.1. Las ecuaciones de Euler para el s6lido rigido

Empezaremos discutiendo el caso més sencillo, como son las ecuaciones de
Euler para el solido rigido, como un problema en control 6ptimo, ejemplo que
sirvi6 de guia para la discusion en [BI00| y que comenzamos a analizar en la
introduccion.

6.1.1. Ecuaciones para el grupo SO(3)

Sea G = SO(3) el grupo de rotaciones. Como fibrado principal ) consider-
aremos el grupo SO(3) actuando por la izquierda sobre si mismo. Por otra parte,
consideraremos como espacio auxiliar P de nuevo el grupo de Lie SO(3), pero esta
vez, actuando sobre si mismo por la derecha. El espacio de control para el proble-
ma de control 6ptimo sera el fibrado tangente TQ) = T'SO(3) =1, SO(3) x s0(3)
donde el subindice L indica que hemos utilizado traslaciones por la izquierda
sobre SO(3) para la identificacion.

La densidad Lagrangiana es la energia cinética L(q,w) = 1/2(w, J(w)), (q,w) €
SO(3) x s0(3) definida por una métrica J invariante por la izquierda en SO(3).
Consideraremos por simplicidad la conexioén B sobre () como la 1-forma candnica
invariante por la izquierda de Maurer-Cartan (en la representacion de T'SO(3)
anterior, B es la matriz identidad).

Por tanto, calculando el campo de vectores B(w) sobre P en el punto z,
obtenemos (B(w))p(z) = d/dt(x. exp(—tB(w))) |i=o= zw y la ecuacion de control
(4.32) sera:

= (B(w))p(r) = rw.

Ademas el Hamiltoniano de Pontryagin sera de la siguiente forma:

1

H(q,w;x,p) = <p> $w> - 5(&), J(UJ)),
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donde (q,w) € TQ =TSO3)y (z,p) e T*P =TP.

Las ecuaciones de Hamilton seran entonces
T = Tw, p = pw,
junto con la condicién de ligadura siguiente:

v'p —ple — J(w) = 0.

6.1.2. Ecuaciones para el grupo SU(2,C)

Ahora, consideremos como en el ejemplo anterior G = Q = P = SU(2,C)
donde hemos reemplazado el grupo ortogonal SO(3) por su espacio recubridor
universal, el grupo especial unitario SU(2,C). El grupo de Lie

SU((2,C)={g= ( _a[_) 2) la,beC, aa+bb=1}

tiene como algebra de Lie

su(2,C) = {&rep +& e +&eo | §4,6-,6 € CH,

(01 (0 (i 0
“=\-10) “T\io) " o —i)

Identificaremos T'Q) con SU(2,C) x su(2,C) por traslaciones por la izquierda, es
decir, (g,&) € SU(2,C) x su(2,C), corresponde al elemento (g, g) € T'SU(2,C),
con

con

g =98
El campo de vectores {p(z) toma la forma {p(x) = €. Y por tanto la ecuacion

de control se convierte en
T = z€.

El funcional objetivo es

=7 / (&, J(E))dt, (6.1)

donde hemos usado la forma de Killing (£, ) = 4Tr(£(¢). Las ecuaciones de Euler-
Lagrange para el Lagrangiano

L9.6) = 3979, (07'4) (62

estan dadas por:

g=29¢J(&) =1J(6),&. (6.3)
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Las ecuaciones del movimiento dadas por el principio del méximo de Pontryagin
son:

=z, p=7p,
y la relacién entre ambos conjuntos de ecuaciones esta dada por:

'p—pr—J(E) =0,

y tomando derivadas con respecto a t obtenemos

6.2. Ecuaciones de Ricatti

6.2.1. Ecuaciones para el grupo SL(2,R)

Consideremos ahora el grupo G = SL(2,R) y como en el ejemplo del solido
rigido, tomaremos como espacio de control @ el mismo grupo SL(2,R). Para
mantener las mismas convenciones que hemos utilizado a lo largo de esta tesis,
consideraremos que el grupo G acttia por la izquierda sobre ) por multiplicacion
por la izquierda. El grupo de Lie

SL(Z,R):{g:(CCL Z) |a,b,ec,d € R, ad—bc=1}

tiene algebra de Lie

sl(2,R) = {&rey + e +6oeo | 4,6, & €R Y,

(01 (00 /10
“~\oo) ““\10) @ {0 1)

y las siguientes relaciones de conmutatividad distintas de cero,

con

ler,e_] =eo, ler,e0] = —2e, [e_,eq] =2e_.

Identificaremos T'Q) con SL(2,R) x sl(2,R) por traslaciones por la izquierda, es
decir, (g,¢) € SL(2,R) x sl(2,R), corresponde al elemento (g,g) € T'SL(2,R),
con

g =g

Ahora consideremos el espacio de estados P = R y SL(2,R) actia sobre ¢l
por la transformacion de Moebius, es decir,

dr —b

—cx+a’
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Si B es una 1-forma de conexion diagonal, es decir, B = diag(B,, B_, By)
en la base e;,e_, e, entonces el campo de vectores {p(z) = By(¢)p(x) toma la
forma:

€p(x) = (6B + 260 Byr — & Ba)

Por tanto la ecuacion de control se convierte en la ecuacion de Ricatti:
i = a(t)z® +b(t)x + c(t), (6.4)

con a(t) = =& B, b(t) =2 By y ¢(t) =&, By
Para definir el problema de control 6ptimo consideraremos otra vez una
“energia” tipo funcional objetivo como la que sigue:

™1

s= [ jterea (6.5
0 2

donde hemos usado el producto escalar (£, () = 4Tr(¢7¢).

Los resultados discutidos a lo largo de esta tesis, demuestran que hay una
relacion bien definida entre las soluciones del problema de control éptimo, dadas
por las ecuaciones (6.4), (6.5) y los puntos criticos del Lagrangiano

) L, 4. . .
L(g,9) = 5(97"9, 197" 9) (6.6)
en TSL(2,R).
Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el Lagrangiano (6.6) estan dadas por:

g=98& 1&=1I¢,¢]. (6.7)

Las ecuaciones del movimiento resultantes de aplicar el principio del maximo
de Pontryagin al Hamiltoniano H(z,p; g, g) = (p,ax® + bx + ¢) — 5(, I€) son:

. O0H 5 . OH
T o ar”+br+ec, P e (2az + b)p, (6.8)

y la relacion entre ambos conjuntos de ecuaciones estéd dada por:

_OH OH

0=——=B,p—1,&, 0=—
o€, + +6+ oE_

oH
= B p?-1¢, 0= %~ 2Bopx — Ip&p.
0

Si en estas ecuaciones despejamos &, &, & y sustituimos en (6.8) obtenemos las
ecuaciones hamiltonianas no lineales:

. (B, 4B?, B? . 2BY | 4B§1
x_[f"”+1_0” +T]p’ p——[z+ +1—0]“-
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cuya solucion no es conocida. Gracias a la relacion de reciprocidad vista en esta
tesis, vamos a resolverlas a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange (6.7) que
toman la siguiente forma y que podemos llamar del "sélido rigido hiperbolico™

(- 2(Iy — I
¢ =21y - D ge,,
Jr
: 2l — I_
e =MD e (69)
+
: I, —1_
=T e e
\ 0
Resolvemos las ecuaciones en el caso simétrico, es decir, I, = I_ = [. Por lo

tanto, & = 0. Llamando a a la siguiente cantidad a = 25010—;1 y resolviendo las
ecuaciones (6.9) obtenemos la solucién anédloga a la precesion del trompo en el
caso hiperbdlico, que se escribe como:

§r =& e E=E e
Finalmente sustituyendo en

_ L& 5 — To&o

t =

obtenemos las ecuaciones deseadas:

Co

x(t) = Yol e, p(t) =20, ",
+
LS 140 . g .
donde Cy = 5B yC, = 5B, Estas funciones son una solucién de las ecuaciones
0 +

de control (6.8).

6.2.2. Ecuaciones para el grupo SU(2,C)

En este ejemplo, si sustituimos SL(2,R) por SU(2,C), la ecuacion de control
es ahora la siguiente:

i = a(t)z® + b(t)z + c(t), (6.10)

con a(t) = &, By —i&_B_, b(t) = 2i&y By, c(t) = £, By + i€_B_. Las ecuaciones
de Euler-Lagrange para el Lagrangiano (6.6), donde hemos utilizado la forma de
Frobenius estan dadas por:

9=y9¢ 16=1[6,1g = [1€,¢],
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y usando la forma de Killing obtenemos:

Repitiendo el procedimiento anterior obtenemos las soluciones:

Co

= — at . —at
") = Gy i e P =0 et mile
I JE I
- +

6.2.3. Ecuaciones para el grupo SO(2,1)

De nuevo, si reemplazamos SL(2,R) por SO(2,1) donde

50(2,1) = {&§reqp + e +&eo | 64,66 € CH,

i 0 0 i 0 -1
(5 %) = (Ga) e (A)

la ecuacion de control seria:

con

@ = a(t)z® + b(t)z + c(t), (6.11)

con a(t) = & By +1€_B_, b(t) = 2i&, By, c(t) = =& Bo + i€ B_. Las ecuaciones
de Euler-Lagrange para el Lagrangiano (6.6), donde usamos la forma de Frobenius
estan dadas por:

g=y9¢& I&=[¢, 1€,
y si usamos la forma de Killing son:
g=9¢ JE) =178,

con J(&§) =TI+ <1

Repitiendo el procedimiento anterior obtenemos las soluciones:

. C+€at - . —at
x(t) = C et —iCy’ p(t) = —iC_e™ " — Cy,
1 & 1
donde a = 2§12, G = Toko C_ = 180 y Cy = 1840

2By’ 2B_ 2B, "
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Eff@j’s Pitiue Turn

Figura 6.1: Elroy’s beanie

6.3. Las ecuaciones simétricas de "Elroy’s beanie”

En realidad, Elroy’s beanie se refiere tanto a Elroy como a su gorra (propul-
sor). Asumimos que Elroy esta flotando en medio del espacio, libre de los efectos
gravitatorios, de la friccion y de cualquier cosa que complique el problema. Elroy
y su gorra se mueven por separado, cada uno girando independientemente. Por
esto, es realmente un sistema de dos cuerpos rigidos girando alrededor del mismo
eje.

Consideramos dos cuerpos rigidos en el plano unidos en sus centros de masas.
Las ecuaciones simétricas de Elroy’s beanie como un problema en teoria de control
6ptimo pueden ser discutidas como sigue:

Sea (G un grupo de Lie actuando por la izquierda sobre una variedad diferencia-
ble ) representando el espacio de estados de un sistema de control. Supongamos
ademas que GG actua por la derecha sobre una variedad diferenciable (). Puesto
que tanto la gorra como Elroy son libres de moverse en un circulo, y sus movimien-
tos son independientes, como fibrado principal @ consideraremos el grupo S' x St
para el cual usaremos coordenadas (6,1), donde 6 es la posicion angular de Elroy
con respecto a un sistema inercial y ¢ es el angulo del propulsor relativo a Elroy.
Por otra parte, consideraremos como espacio auxiliar el espacio de configuraciones
P que es de nuevo el grupo de Lie S' x S'. El espacio de controles para el problema
de control 6ptimo sera el fibrado tangente T'Q). Las coordenadas correspondientes
para T'Q) seran (0,1, vy, vy). Puesto que el momento angular no es medido sobre
un circulo, el espacio de fases es T*P = S!' x R x S! x R.

Entonces, en ausencia de potencial, la densidad Lagrangiana es simplemente
la energia cinética, asi que:

L(0,%,vp,vy) = (1/2)(1; + Iy)v; + (1/2)121); + Lyvguy, (6.12)
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definida por la métrica Riemanniana
(«,)=(I1 + 5)d0 ® df + I,d0 @ dp + Irdy @ df + Irdy @ di

sobre ), donde I; e I, son los momentos de inercia de Elroy y su gorra.

Por tanto, al no haber potencial el grupo G sera S! x S!. Lo parametrizaremos

i1
por ( 60 62)2 ) . También identificaremos g = u(1) xu(1) con RxR de la forma
usual.

Consideremos la siguiente accién de G sobre P:
o el 0 o _
O 6i¢2 7( 7w) _( +¢1,¢+¢2)-

Puesto que podemos identificar g con R x R, la aplicacién exponencial sera
erp(wy, ws) = (wymod2m, womod27).

Por tanto, calculando el campo de vectores £ = Wla%l + wga%z) sobre P en el
punto (6,1, vy, vy), obtenemos

€o(0.0.10.1) = 7 (Bexp(19).0.0)|  =wrgg s
y la ecuacion de control seré
(8,4) = €p(0,0) = (wi(1), wa(t)).
El funcional objetivo es
T
S = /0 L(0, v, vg, vy)dt. (6.13)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano (6.43) estaran dadas por:

d<aL) oL d(f?L) oL _ . (6.14)

a\aw) a0 =V a\an) " aw T

Por tanto, las ecuaciones de Lagrange para el propulsor seran

6=0, ¢ =0. (6.15)

Obtenemos velocidad angular constante, como es de esperar por la ausencia
de fuerzas.

Y el campo vectorial lagrangiano sera
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0

FL = UQ% + U#’@

(6.16)

Ademas el hamiltoniano de Pontryagin H: T*P x T'()Q——R tomaré la forma:

H(peapwaeﬂﬁaveavw) - <(p97p1/1>> (wl(t)JWQ(t>>> - L<eawav9ﬂv¢)7

donde (977%”0,%) S TQ y <0>wap95pw) SWAY S

Las ecuaciones del movimiento dadas por el Principio del Maximo de Pon-
tryagin seran entonces:

(0,4) = (wi(t),w2(t), (Do, Py) = (0,0), pocn(t) + pyia(t) =0

junto con las siguientes ligaduras:

py = Iovg + vy (6.17)

po = (I + Lz)vg + vy (6.18)

Tomando derivadas con respecto a t en la ecuacion (6.17) y (6.18) obtenemos:
0 - pg — ([1 + [2>?}9 —|— [2'1)¢, O — p¢ - [2?)9 + [2'1)¢.

Por lo tanto, tendremos
Up(t) = 0 = vy(t).
Entonces, wi = wy(t) = vg(t) = v9(0) y wa = wa(t) = vy(t) = vy (0).
Finalmente, la curva solucién en () con condiciones iniciales (0(0),¢(0), vg(0), vy (0))
estan dadas por

t i (9(0) +up(0)t, 1(0) + vw(())t>

6.3.1. Ecuaciones reducidas de Elroy’s beanie

Calcularemos la aplicacion momento para la accion ® dada para el Elroy’s
beanie. Tenemos &§ = w5 + wQ% y

oL oL
wy, = d@L = d(a—vedeﬁ—%diﬂ) == (Il+]2)d1]9/\d‘9+]2de/\d¢9+]2de/\d1/1+]2dvg/\d¢.

Luego, como

dJ = &oawp = ((I1 + L)dvg + Ldvy) €' + (Ihdvg + Ldvy,) €
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tenemos que
J(0,%,v9,vp) = (11 + I2)vg + Lovy, Iovg + Lovy) .
Como p = mye! + mye? € g*, vemos facilmente que

J ) = {(0,¢,v0,vy) € TQ | (I +12)vo+ vy = my, Lvg+Iovy, =my}. (6.19)

Puesto que @, = @/G es un tnico punto, (6(0),4(0)), el campo vectorial
'Y = 0 que tiene curvas integrales ¢ — (0(0),%(0)) donde (6(0),%(0)) es la
condicion inicial. Por tanto, g,(t) es la curva sobre Q,, dada por t — (6(0),1(0)).

¥(0
(0
El levantamiento horizontal de g, (1), la curva g, (t), a travées de (6(0), 1(0), v(0), v4(0))
esta dada por t — (6(0),1(0)).

Ahora el uso de la relacion algebraica

(€)q(an(t), ng(an(t))) = p-n,Vn € g,

determina &(t).
Supongamos que &(t) = wi(t)ey +wa(t)es y 1 = d1e1 + daeq. Entonces,

0
§(t)q(0,7,v9,vy) = wi(t )86 +w2(t)81p
y
0 0
nQ(97¢aUGan) 51 +528w
Calculamos

(€)q(an(t));nq(gn(t))) = (I1 + I2)wi (t)61 + Low: (t)ds + Lows(t)d1 + Iawa(t)ds.

Entonces

(([1 + [2)w1 (t) + [2W2(t)>51 + ([2(.4)1 (t) + [2W2(t)>52 = m1(51 -+ m252, v51, 52 e R.

Y por consiguiente

m I + Is)m

P L L R P G N Ul e ) LI (6.20)
I L1,

Aqui, si usamos (6.19) tendremos: w; = vp(0) y we = vy(0). La ecuacion dife-
rencial

g/ (t) - Te Rg(t)g(t)

en GG, con condicién inicial g(0) = e se lee
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w1 0 - z'gb.le"‘bl 0 €_i¢1 0
( 0 wo ) - ( 0 igbéei(bg > < 0 e~ 12 (621)

y entonces tenemos:

b1(t) = —iwy, ¢1(0) =0

Go(t) = —iwy, ¢a(0) =0

la cual tiene la soluciéon

¢1 (t) = —iwlt
y
¢2(t) = —'éu}2t.
Finalmente, la curva solucion en () con condicion inicial (6(0),(0), v(0), v, (0))

estard dada por

Fo B(g(t), () = <I>< ( ei((;'wlt) 0

= (6(0) + wnt, 0(0) + wat) = (8(0) + vy 0)t, 1:(0) + v (0)1 )
como calculamos en primer lugar.

Ahora consideraremos lo que ocurre cuando ponemos un muelle en el sistema
Elroy’s beanie de forma que haya una fuerza restauradora, siempre y cuando Elroy
y su propulsor no estén alineados. Esto significa que tenemos un potencial de la
forma V = 1/2k1?. Ahora, si hacemos los célculos de la secciéon (6.3) con G = S!
obtenemos la ecuacion V'(1)) = 0. Por tanto, no obtenemos todas las posibles
soluciones, y esto falla porque requerimos que el grupo G actie invariantemente
sobre toda la variedad @, es decir se corresponde con que tenemos un S! x St
espacio de configuracién con soélo una S! simetria, debida al hecho de que la
orientacion total de Elroy y su propulsor no importa.

6.4. Un ejemplo simple de Control Cuantico Op-
timo

6.4.1. Hamiltonianos de Control Cuantico de tipo Lie-Scheffers-
Brockett.

Podemos considerar un sistema dependiente del tiempo de la forma:

Te =Y u®(t) (6.22)
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El flujo de ' estd dado por una familia uniparamétrica ¢,: G — G de
difeomorfismos del grupo satisfaciendo:

%%(9) =Ta(pi(9)),Vg € G

(o) eto) = S

Si denotamos, dado g, por g; = ¢;(g), la ecuacion anterior toma la forma:

gtogt Zu

Los coeficientes u*(t) pueden ser considerados como variables de control y la
evoluciéon toma lugar en el grupo G.

6 en otras palabras:

Un ejemplo particular de esta situaciéon ocurre en la descripcion de Heisen-
berg de sistemas cuanticos. Sea H un espacio de Hilbert complejo separable que
describe (normalizados) los estados puros de un sistema cuantico con la dindmi-
ca definida por un operador autoadjunto H. La evoluciéon de un estado dado
|1hg) € H se obtiene integrando la ecuacion de Schrodinger:

m—\w H{p), [$(0)) = [¢o) (6.23)

El teorema de Stone garantiza la existencia de una familia uniparamétrica de
operadores unitarios U; en H tales que la curva

() = Utltbo)

es la solucion de la ecuacion de Schrodinger para cada [iy) € H. Por tanto la
ecuacion (6.23) puede escribirse como:

d i
Ui = (—FLH> U, (6.24)

que puede ser considerada como una ecuacién de evoluciéon sobre el grupo
G = W(H) de todos los operadores unitarios sobre H. Técnicamente hablando
U(H) no es un grupo de Lie, sin embargo muchas aplicaciones en la teoria de
control cuéntico tratan con sistemas cuénticos finito dimensionales. En tal caso,
si H = CV, con N la dimension del sistema cudntico, entonces U(H) = U(N), que
es un grupo de Lie compacto de dimensién N2. Continuaremos trabajando en lo
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que sigue en el marco general, precisando cuando sea necesario. El operador —%H
puede ser identificado con un elemento del algebra de Lie de U(H), que consiste en
el conjunto de operadores autoadjuntos sobre JH. Tipicamente, el Hamiltoniano
H en los problemas de control cuantico tienen la forma

H = Zr:uaHa = H, —l—i:uaHa
a=0 a=1

donde H, denota el Hamiltoniano "libre", es decir, el Hamiltoniano del sistema
no controlado y los restantes H, son los Hamiltonianos de control. En general
no cierran el algebra de Lie, sin embargo en este trabajo asumiremos que los
Hamiltonianos de control satisfacen:

[Ha, Hg| = iclBH7

es decir, tenemos a nuestra disposicion para controlar el sistema cuantico Hy, a
todos los Hamiltonianos del algebra de Lie dindmica del sistema (recordemos que
el algebra de Lie dinamica de un sistema de control cuantico es el algebra de Lie
generada por los Hamiltonianos de control). Por tanto escribiendo la ecuacion de
evolucion de nuestro sistema de control cuantico en la representacion de grupos,
tenemos:

v, ., i .
— ol :—ﬁ<H0—|—za:u Ha)

que tiene exactamente la forma de un sistema de Lie-Scheffers-Brockett sobre

el grupo G = UW(H).

6.4.2. Control Optimo de Sistemas Cuanticos y representacion
de Clebsch.

Consideraremos un problema de control cuantico con Hamiltoniano
H(u) = Hy+Y . _, u*(t)H, sobre el espacio de Hilbert 3. Intentaremos entender
para qué funciones de control u®(t), la solucion de la ecuacion de Schrédinger lleva
el estado inicial |¢)g) a algin estado final |i)7) a tiempo T, es decir |1br) = Ur|iy),
con Ur la solucién de:

du _ i N
d_ttoUtl:_ﬁ<H°+2a:u Ha); Up=1 (6.25)

Entre todas las posibles soluciones u®(t) a la ecuacion (6.25) estamos intere-
sados en aquellas que ademas minimizan la energia, 6 que se aproximan mucho
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a cierto camino preestablecido [¢y), etc..., es decir, estamos interesados en mini-
mizar un funcional que tipicamente tiene la forma:

J

T o [T
| w0+ 5 [ o) - vt
0 0
Esto constituye el problema de control 6ptimo para el sistema cuéntico ante-
rior. En general se sabe muy poco de las soluciones de este problema en el caso
infinito dimensional. Sin embargo, el caso finito-dimensional es bien conocido y
se han implementado muchas aplicaciones ([Al08], [Mi04]).

En este ejemplo estamos principalmente interesados en problemas de control
o6ptimo generales en los controles, pero sin el término de tracking, es decir:

aunque incluso el caso general puede también considerarse y el funcional ob-
jetivo S tendria la siguiente forma (hablaremos sobre ello mas tarde):

S(u, i) = / L(u, )dt

Las técnicas usuales para el control 6ptimo no pueden aplicarse facilmente.
Una idea bésica consiste en utilizar la aplicacion ® del espacio de controles {u®}
en el espacio de soluciones {|i(t))} para eliminar la dependencia de v en el
funcional S y obtener:

S(u):/o L(u, ®(u))dt

y entonces aplicar métodos directos para demostrar la existencia de solucio-
nes. Esta idea, sin embargo, no funciona debido a que el sistema (6.22) no per-
mite probar condiciones apropiadas de regularidad de la aplicacion ®, que haria
posible analizar el funcional S propiamente. Tomaremos una aproximacion difer-
ente al problema. En vez de intentar resolverlo directamente lo consideraremos
desde la perspectiva de las variables de Clebsch, es decir lo miraremos como la
representacion de otro sistema que deberia ser mas simple de integrar. Para este
proposito escribiremos el problema de control éptimo cuantico como un problema
de multiplicadores de Lagrange y posteriormente lo manipularemos para obtener
la forma que estamos buscando.

Consideraremos entonces el problema de control 6ptimo definido por el sis-
tema Hamiltoniano H(u) = Hy+ ) . _, u®H, sobre el grupo U(H) de operadores
unitarios sobre el espacio de Hilbert H; el funcional objetivo S = fOT L(yp,u)dt y
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condiciones iniciales 1y = ¥(0). En lugar del principio del Méaximo de Pontria-
gin, usaremos una aproximaciéon de multiplicadores de Lagrange, y escribiremos
el funcional objetivo extendido:

St u,¢) = / (L) + (G - iH W) d

que puede escribirse como:

S, 6) = [ (L) = (E0) + (G —iH ) de + (GO

El vector ¢ € H (6 al dual de H para este problema) y es la variable de co-
estado del sistema. Las variaciones del funcional S dejardn condiciones de primer
orden para la existencia de puntos criticos de S.

No obstante, nos interesaremos por una aproximacion distinta al problema que
tomara ventaja a la formulaciéon dinamica del grupo. Consideraremos ahora como
variable de estado el operador unitario U, por lo que nuestro funcional tendra la
forma:

T
S(U, u) = / L(U, u)dt
0
y la ecuacion de estado sera la ecuacion (6.24):

%zﬁ — —iH(u), U(0)=1.

Con la aplicacion del teorema de los multiplicadores de Lagrange obtenemos:

S(U, u, P) = ' L(U,u) + (P,UU* —iH(u))) dt
| )

donde P € U(H)*, el dual del algebra de Lie del grupo unitario U(H). En el
caso finito dimensional, podemos identificar U(H) = U(H)* usando la forma de
Killing-Cartan (-, -) del grupo unitario ({4, B) = trA*B).

Para obtener una descripcion apropiada de las ecuaciones introduciremos un
formalismo homogéneo, es decir, introduciremos una variable de control auxiliar

up que multiplicard a Hy, luego nuestro Hamiltoniano sera:

H(U) = UoHo + iuaHa = iuo‘Ha
a=1 a=0
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Denotaremos por G al grupo dinamico generado por Hy. Consideraremos aho-
ra que hay un espacio auxiliar () tal que el grupo unitario G actiia sobre él. Pode-
mos incluso asumir que G actua libremente sobre @) y que el espacio cociente Q /G
es una variedad y la aplicacion de proyeccion p: Q —— @Q/G es una submersion,
es decir, que () es un fibrado principal con grupo de estructura G. Escogeremos
una conexion A sobre (), y consideraremos el siguiente campo vectorial sobre H:

Fa() = Ag(9)(¥)

donde E si & € g, denota el operador sobre H definido por el elemento &, es
decir si usamos una base lineal de g dada por i¢Hy,1Hq, ...,1H,, entonces para
cualquier £ € g; £ =16 Hy+ ... +1&.H,.

El operador Zq(q') seré

Ayq) = iANG) Hy = i (A¥(q), ¢') Hy, = " H.

donde las funciones de control u¥ = u*(q, ¢) son funciones sobre las variables
auxiliares (¢, ¢). Ahora la ecuacion de control de estado se puede escribir como:

v~
TUtr=A

Y el término que contribuye en el funcional extendido tiene la forma:

(P, %U+ — A,(¢)) = (PU, %> — (P, Ay(@)) = Ow.p)(U) — (J(U, P), Ay(q))

donde © denota la 1-forma canoénica sobre T*U(H) definida como :
Ow.r)(U) = (P,UUT),

y J denota la aplicacion momento canonica sobre T*U(H) definida por la accion
del grupo G, es decir, J: T*U(H) —g~,

(J(U,P),&) = (P U.EU) = (P,€)

La forma anterior del funcional extendido coincide con la representacién en
términos de variables de Clebsch de los principios variacionales con simetria, que
es la razon por la que se le ha llamado la representaciéon de Clebsch de un sistema
de control cuantico definido por H (u).
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6.4.3. Ligaduras de Lin.

Finalizaremos la discusion comenzada en la seccion §4.4.1 proporcionando una
interpretacion geométrica del lagrangiano de Clebsch construido anteriormente:

—

L(U,u, P) = L(U,u) + Ow.p(U) + %(J(U, P), A,(Q)). (6.26)

Identificaremos los nuevos términos que aparecen en él como definidos sobre
un conjunto de curvas en un espacio apropiado. Asi, usando otra vez el Teorema
de los multiplicadores de Lagrange obtenemos los puntos criticos del funcional S
como los puntos criticos de S restrigidos al espacio de curvas mencionado antes. Si
denotamos por U(g) a la representacion tautologica unitaria del grupo dindmico
G sobre el espacio de Hilbert H, consideraremos el espacio U(H) x @ con G
actuando sobre él por la izquierda como sigue:

g-U,q) = (UU(9)", 99) = (UU(g™"). 99) (6.27)

(notar que U(g)" = U(g)™' = U(g™')). Puesto que G actiia libremente sobre
(), también actia libremente sobre U(H) x Q. Denotaremos al correspondiente
espacio cociente como U(H) X ¢ Q. El espacio cociente U(H) X @) puede ser visto
como un fibrado sobre el espacio cociente )/G con fibra U(H). Denotaremos a
los puntos sobre U(H) X @Q como U - g, es decir, U -q = {(UU(h), hq) | h € G},
por tanto:

UU(9)")-¢=U-(g7'q), YgeG. (6.28)

La proyeccion natural U(H) X o Q—Q /G estara dada por U-q — Ggq, donde
(GGq denota la orbita de G a través de ¢ € ). Dado un punto arbitrario gy € @
y una curva ¢(t) comenzando en qp, la conexion principal A en @, determina
una tnica curva horizontal ¢"(t) comenzando en ¢y y que proyecta sobre la curva
Gla(t)) € Q/G.

La conexién A sobre () induce una conexién natural AY sobre el fibrado
U(H) xg Q — Q/G. La 1-forma AY sobre U(H) xg @ toma valores sobre
el subfibrado vertical del fibrado tangente T(U(H) X @), pero tal subfibrado
puede ser identificado canénicamente con u(J), luego:

A0 g4 U-d) = U q+U - (A(0))gla) = (6.29)
:U-q+%mU-q: (6.30)
— @+ AV = (0014 @) W0 (6:31)

Notar que la curva U(t) - q(t) sobre U(H) X @ es horizontal con respecto a
Al si y solo si
Ut)U(g(t)" = Uo, (6.32)
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donde ¢(t) = g(t)q"(t). De hecho tenemos:

0= A, (U0 -a®) = A%, (VOU()a"0) = (6.33)
=AY, (TOUGE) ") + UOU(6)d"(1) = (6.34)
= T(OU(9(0) ¢"(t) (6.35)

que da el resultado deseado. Por otra parte, notar que la curva U(t) = UpyU(g(t))

es una solucion de la ecuacion dinamica UUT — A,(¢) = 0, si g(t) esta definido
como antes; es decir, tomando derivadas en q(t) = g(t)¢"(t) tenemos:

G(t) = g(t)q"(t) + g(t)d"(t) = (9()g~" (1)) g(t)g" (t) + g(t)d"(t). (6.36)
Ahora actuando con A tenemos:

A(@) = Ay (9(t)g (1) = (9(t)g ™" (t))e(a), (6.37)

6 escribiendo la ecuacion sobre el grupo resulta:
gt)g (1) = Ag(@) € 9, 9(0) =e. (6.38)

Por lo tanto, la discusion comenzada en esta seccidon concluye como sigue.
Dado ¢(t), podemos calcular ¢(t) y el lado derecho de (6.38). Entonces, integrando
la dindamica asociada sobre el grupo G dado por la eq. (6.38) obtenemos la curva
g(t) y, finalmente, usando ¢(t) encontramos la curva

U(t) =U(g(t) = U(g~ (1)), (6.39)

sobre el grupo unitario U(H) que resuelve la evoluciéon cuantica 6ptimamente. El
término de Clebsch C(U,u, P) en el funcional S puede también escribirse de la
forma:

(o (007 4+ A0 ) = (P A GU000)) 0. (60

La expresion anterior nos permite pensar en este término como si fuera un
multiplicador de Lagrange que define una ligadura en el espacio de curvas en
U(H) x¢ Q. Esta ligadura es llamada ligadura de Lin y su significado geométrico
es que selecciona el subespacio de curvas horizontales en U(H) x ¢ @ con respecto
a la conexién canonica AW inducida por A.
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6.4.4. Un ejemplo simple: “Elroy’s beanie” y control cuan-
tico.

Consideramos de nuevo el sistema mecénico “Elroy’s beanie”. Por tanto, su
configuracion estara determinada por dos angulos 6#;, 0 fijando la orientacion
de los cuerpos con respecto a un eje comun. Tenemos entonces como espacio de
configuracion el grupo de Lie abeliano Q = T? = U(1) x U(1) y su lagrangiano
sera :

o 1 .2 1 .2
L(0,4,0:,0,) = 51191 + 5-7202 — V(0 — 61), (6.41)

donde asumimos que la funcién potencial depende exclusivamente de la posicion
relativa de los dos cuerpos. Las ecuaciones del movimiento del sistema seréan
entonces:

- =V'(0,—0 - V'(0y—0
0, = <—21)’ Oy = M (6.42)
Il I2
Es conveniente usar, como en el ejemplo anterior, nuevas coordenadas 1) =
0y — 61 y 0 = 6;. En estas coordenadas el lagrangiano sera:

L(0,4,6,4)) = %(11 +1)0% + %Izzb? + Loy — V(1) (6.43)

y las correspondientes ecuaciones del movimiento quedan como sigue:

= _Vlllw), )= LV'(4), (6.44)

donde 1/I, = 1/I; + 1/I5 es el momento de inercia reducido del sistema. El
sistema es invariante con respecto a la U(1) accion ¢ - (0,v) = (0 + ¢, ) con
constante del movimiento el momento angular total:

J(0,9,0,0) = (I + )0 + It = (I1 + Iy)wy + Towy. (6.45)

Podriamos usar el angulo 1 como un parametro de control y conducir el
sistema variando . Sin embargo lo que haremos es usar este sistema como un
sistema auxiliar para describir las trayectorias 6ptimas de un sistema de control
cuantico. Para este proposito consideraremos V' = 0 y las trayectorias integrales
del sistema seran:

0(t) = 6(0) + wet; ¥(t) = ¥(0) + wyt. (6.46)
El grupo de Lie G = T? actiia sobre ) por traslaciones.

Counsideraremos ahora Hamiltoniano de control cuantico de la forma:

H(U) = UOHO + u1H1 (647)
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con [Hy, H,] = 0. Entonces si imponemos controles periodicos u,(t + 2m) = u,(t),
a = 0,1, el grupo dindmico generado por Hy, H; con funciones de control periodi-
cas puede ser identificado con G = T?. Por consiguiente, dada cualquier 1-forma
de conexion sobre Q, A = Aydip+ Agdf, con Ay, Ay € t* =2 R? podemos construir
un problema de control cuéntico con Hamiltoniano:

H(u) = (Aoge' + AW/}) Hy + (Awé + szb) ,, (6.48)

es decir,

uo(t) = Aug(60(t), ¥ ()8 + Aoy (6(1), (1)),

. _ (6.49)
u(t) = A1g(0(1), ¥ (1))0 + Ay (0(1), (1)),
y funcional objetivo:
T
S(0,v,0,9) = %/ B(h + 1,)6% + %IQW + L,0v)| dt. (6.50)
0

Las soluciones de este problema tendran la forma dada por la ecuacion (6.39):
U(t) = U(g(t))" donde U denota como es usual, la representacion tautologica del
grupo dindmico G definido por el problema cuéntico y ¢(t) es la (unica) curva
tal que q(t) = g(t)q"(t), con ¢"(t) la curva horizontal con respecto a la conexién
A que tiene la misma proyeccion que la solucion ¢(t) de las ecuaciones de Euler—
Lagrange de (6.50).

Por tanto, la curva ¢(t) = (6(t),(t)), proyecta (con respecto a la accion del
grupo T?) sobre un tnico punto, digamos (6(0),1(0)), y la curva horizontal ¢"(t)
debe satisfacer A,(¢") =0, con A = A%(q)€.dq’, &, € 2, esto es:

9 .0 . . . .
At (9% + w@) = AV&ov + AL&Y + AJ&of + Ag&i0 = 0 (6.51)

donde &, & € t2 2 R? es una base del algebra de Lie de T2.

Si escogemos como conexion la conexion mecénica Ay, (ver por ejemplo [Ma00])
tenemos:

I
Ay = [ dO + ———=d 6.52
w= (@4 ) & (6.52
y la ecuacion de la condicion horizontal condition (6.51) se hace:
) I )
0+ ——1v=0. 6.53
(I + IQ)w ( )

Entonces podemos considerar un elemento del grupo de la forma (¢(t),0) tal
que las soluciones (0(t) + ¢(t),1(t)) sean horizontales, es decir deben satisfacer
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(6.53), luego:

. . : I

ot t) = t) = ————wy. 6.54
(1) + 9(8) = o + 9{t) = — 7 v (6:54)

Por tanto s
o(t) = (—mc‘% - we) t, (6.55)

y la evolucion cuantica estara dada por

i I

U(t) = U(6(2), 0)1 = e (mtmeuten)tHo (6.56)

que sera un extremal para el funcional (6.50).

Concluyendo, hemos mostrado céomo encontrar soluciones para una clase de
problemas de control cuantico, aquellos de tipo Lie-Scheffers-Brockett asociados a
la dinamica sobre grupos, por considerar un problema de control 6ptimo ampliado
donde el espacio de controles estd modelado por un sistema lagrangiano con la
misma simetria que el grupo dinamico del sistema de control cuantico.






Capitulo 7

Conclusiones y algunos problemas
abiertos.

Recapitulemos brevemente alguna de las conclusiones y resultados obtenidos
en este trabajo, asi como algunas cuestiones que habiéndose suscitado, no han
encontrado una respuesta total 6 parcial. También comentaremos brevemente
algunos problemas que, ain no formando parte de esta tesis, se hallan 6 bien
muy proximos a ella, 6 podemos preveer que su solucién puede beneficiarse de los

resultados aqui expuestos.

7.1. Conclusiones y resultados

1. Los capitulos 1 y 2 se han dedicado a recapitular diversos resultados sobre
el problema del calculo de variaciones con simetria, asi como a establecer
los elementos analiticos adecuados para el tratamiento posterior. Podemos
resaltar aqui el desarrollo sisteméatico del anélisis global de los espacios de
curvas en variedades diferenciales y una extension no completa del Teorema

de los multiplicadores de Lagrange.

2. En el capitulo 3 se ha procedido a una formulaciéon geométrica de la teoria
de variables de Clebsch como variables en un espacio auxiliar simpléctico
sobre el que actia el grupo de Lie de simetria de la teoria. Se han discutido
también las ligaduras de Lin como condiciones de horizontalidad en curvas
en un par de Borel P x4 (). Finalmente se ha establecido de manera general
un teorema sobre la equivalencia entre tres espacios de curvas: curvas en
(), curvas horizontales en P x ) y pares de curvas en Py G\(Q. Esta
equivalencia se usa para probar un teorema sobre diversas formulaciones
equivalentes del principio variacional definido por un Lagrangiano invariante
L: T@Q ——R. Se extienden de esta manera los resultados obtenidos por

Cendra, Ibort y Marsden, y Cendra y Marsden [Ce87al, [Ce87b].



110

Conclusiones y algunos problemas abiertos.

3.

4.

d.

7.2.

1.

2.

En segundo lugar en el capitulo 4 se han analizado las soluciones extremales
de un problema de control 6ptimo de Lie-Scheffers-Brockett con grupo G
y lagrangiano G-invariante definido en un espacio de controles 7'Q). Se ha
probado que dichas curvas extremales estan en correspondencia 1-1 con
puntos criticos del sistema lagrangiano con simetria L. La correspondencia
que establece dicha relaciéon constituye la descripcion geométrica general
de la dualidad observada por Bloch, Crouch, Holm y Marsden [Bl00], entre
diversas realizaciones de un mismo sistema, bien como sistema lagrangiano
con simetria, 6 como problema de control 6ptimo. Dicha relaciéon de dualidad
se ha descrito explicitamente para sistemas de Lie-Scheffers-Brockett sobre

los grupos SO(3), SU(2,C), SL(2,R), SO(2,1)y SU(1,1).

La teoria de reduccién de problemas de control éptimo con simetria se ha
discutido en el capitulo 5 desde el punto de vista de la reduccion del principio
variacional tanto de Lagrange-Pontryagin, como de Hamilton-Pontryagin,
siguiendo ideas anticipadas por Yoshimura y Marsden [Yo07al, [Yo09] en el
contexto de sistemas lagrangianos invariantes y la reduccion cotangente. En
el caso de la reduccion del principio variacional de Hamilton-Pontryagin,
el procedimiento es equivalente a la reducciéon de Lie-Dirac de la imagen
presimpléctica del problema de control 6ptimo, mientras que la reducciéon
del principio variacional de Lagrange-Pontryagin extiende la reduccion de
Euler-Poincaré desarrollada por Cendra, Marsden y Ratiu [Ce0la], [Ce01b].
Se muestra que ambas formulaciones son equivalentes, utilizando para ello
diversas caracterizaciones de la reduccion cotangente de Dirac y una for-
mulacion novedosa de los sistemas de control éptimo inspirada en la formu-
lacion de Dirac de sistemas lagrangianos implicitos.

Finalmente se han calculado varios ejemplos, entre ellos una aplicacion a
problemas de control cuantico mostrando algunas potencialidades de las
ideas desarrolladas en la memoria.

Algunos problemas abiertos

El anéalisis de la reduccién de problemas de control 6ptimo utilizando es-
tructuras de Dirac ha quedado eshbozado pero no completado. De la misma
manera, la relaciéon con la descripcion de problemas de control 6ptimo por
medio de algebroides desarrollada por E. Martinez ha quedado apuntada
pero no desarrollada, en particular la posibilidad de desarrollar la teoria de
pares de Borel como una teoria en un bialgebriode.

Desarrollar algoritmos eficaces para la construccion de soluciones aprovechan-
do los principios de superposicion no lineales proporcionados por el teorema
de Lie-Scheffers para los sistemas de Lie-Scheffers-Brockett.
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3. Desarrollar esquemas numéricos que utilicen las variables de Clebsch como
una herramienta eficaz para estabilizar los algoritmos.

4. La aplicacion de todas estas ideas en dimension infinita, por ejemplo el caso
de fluidos compresibles 6 incompresibles, etc.
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